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LEGGI FONDAMENTALI DELL'ELETIROMAGNETISMO

CAPITOLO1

LEGGI FONDAMENTALI DELL 'ELETTROMAGNETISMO

§1.1 -EQUAZIONI DI MAXWELL

Le equazioni di Maxwell possono essere introdotte in modo "deduttivo" mostrando

~

I

comeessedescrivanoin fonna differenzialetuttele leggi fondamentalidell'elettrologiaI
e del magnetismo (teorema di Gauss per l'elettrostatica e la magnetostatica, legge di \
Ampere, legge dell'induzione di Faraday-Lenz).

L'impostazioneche adotteremo,alternativaalla precedente,consistenell'assumerer

le equazioni di Maxwell come postulato dei fenomeni elettromagnetici; le varie leggi I
sperimentali saranno ottenute passando dalle equazioni di Maxwell in fonna

differenziale a quelle in fonna integrale. \

1.1.1. -Equazioni di Maxwell in forma differenziale.

Ogni fenomeno elettromagnetico può essere descritto mediante le equazioni di

Maxwell. Tali equazioni differenziali studiano il campo elettromagnetico, presentando
come incognita l'insieme dei vettori (g, h, 4, lz) che descrivono i fenomeni

elettromagnetici. In particolare, indicheremo con: ~ er,t) il campo elettrico che si misura

in V/m; 11(r,t) il campo magnetico che si misura in AJm; !i (r,t) il campo di induzione

elettrica che si misura in C/m2;f2.(r,t) l'induzione magnetica che si misura in Wb/m2. I

precedenti vettori, definiti in tutto lo spazio, soddisfano in modo univoco le equazioni di

Maxwell quando siano anche specificate le condizioni iniziali e al contorno. In g]!ç~toJll

- tipo di descrizione le~arich~li~er~ e ~ ~°.!:r~!i rl!PQ~esentanole"sorgentLdel camp-o.11I
Nella successiva trattazione faremo implicitamente uso dei seguenti assiorni:

i) esistono in natura due tipi di cariche elettriche, cariche positive e cariche negative;

Jlualun9~ <2-aric~è un mul.!iElointero della carica ~1l'elettr.9~e = 1,602.IQ-~C;
ii) non è possibile isolare in natura una carica magnetica. Da ciò deriva che, mentre

esiste una corrente elettrica, non esiste una corrente magnetica.



EQUAZIONI DI MAXWELL

E' importante osservare che le equazioni di Maxwell nella forma che presenteremo sono

applicabili a fenomeni macroscopici landrebbero dunque chiamate in modo più esatto:
equazioni m~cros~piche dtMaxwell).

Le densità di carica P ([:,t)e di corrente elettrica J ([:,t) sono misurate rispettivamente in

C/m3e in A/m2e possono essere definite come segue:
I

,.(( l/L; 1-"- -. p = lim carica contenuta inLlVAV~O LlV '

~ -. J = lim corrente che fluisce attraverso /).S.- 6S ~O !!.S

In particolare si assume che queste grandezze abbiano un andamento continuo quando il

volume L1Vo la superficie L1Ssi riducono a zero. A causa della natura granulare

dell'elettricità, quanto assunto non è verificato in volumi o su superfici troppo piccoli;

pertanto, le equazioni macroscopiche di Maxwell, in volumi del tipo detto, non saranno

valide; ~n~ener~esse forniscono i valori m.edi del caml'° macrosçopiç9, valori

~1!en~~~edi~d~ s~ ~~umi sufficiente"!.entegrandi, che ai fini pratici sono dell'ordine
di 0,1 + 1,um3 .

Assumiamo quindi come postulato dei fenomeni e~ttr°.!!l~gnetici le seguenti
equazioni :

I Vxe'r,t )=-.! b'r,t)-\!. t3t -\!. , (1.1)

( 1.2)

(1.3)

(l.4)
\

La densità di correntej ([:,t)può essere scissa in due parti:

dove l' ([:,t)è il contributo sostenuto dal campo elettromagnetico, mentre k (r,t) è quello

sostenuto dai generatori. Si può osservare che le equazioni di Maxwell (1.1)-(1.4)- - - -
mettono in relazione i vettori del campo con le §Q!gentLdel campo stesso.-ESS"e-- -
costituiscono un insieme di quattro equazioni (due vettoriali e due scalari)

2



LEGGI FONDAMENTALI DELL'ELETTROMAGNETISMO

corrispondenti a otto equazioni scalari. Risulta subito evidente che il numero delle

incognite è superiore al numero delle equazioni. Infatti, se sono assegnate la densità di

carica libera p e la densità di corrente sostenuta dai generatori jo ([,t), le incognite

risultano rappresentate dalle componenti dei vettori fI, f1,4, Q,i'. Inoltre, è opportuno

osservare che le equazioni di Maxwell non sono tutte linearmente indipendenti. La (lA)

ad esempio può essere ricavata dalla (1.1) nel seguente modo. Applicando l'operatore

divergenza alla (1.1) ed osservando che la divergenza di un rotore è nulla (vedi

Appendice A), si ottiene:

8b
V.-==O

8t .

Infine, invertendo l'ordine di derivazione nella relazione precedente (operazione lecita

se si fa riferimento a volumi fissi nel tempo), si ricava:

~(V.~) =0.
8t

Risulta dunque che V.!z. è costante nel tempo. Di conseguenza, se i campi sono nulli

per t<to,con toistante di tempo in cui vengono attivate le sorgenti, risulta !z.(t< to)= O e

quindi V. !z.(t< to) = O. Di conseguenza V.!z. = O, dovendo essere V.!z. costante per

qualunque istante.

.Il sistema di eguazioni di Maxwell (J.l H l :.4) ~.4ll!!!]ll~-!!td~erminato; esso

~

1

"-

1

. ~

risulta determinato se vengono considerate altre relazioni che forniscano informazioni I~. ~,'
sul mezzo in cui i campi vengono a determinarsi (relazioni costitutive). Anche la J.. s

~~ l;-t~rza equazione di Maxwell sono in relazione; se applichiamo l'operatore I

divergenza alla (2):

V .(Vxh )=V. 84 +V. j
- 8t -'

Ricordandochela divergenzadi un rotoreè nulla,otteniamo:

V.84+V.j=0.
8t - ,

invertendo poi l'ordine di derivazione (con riferimento a volumi fissi nel tempo) e

utilizzando infine la (l.3), ricaviamo la seguente equazione:

(1.5)

che prende il nome di equazione di continuità della corrente elettrica (generalizzazione

della prima legge di Kirchhoff).

3



EQUAZIONI DI MAXWELL

.La. connessiol1e-trjl fenomeni .elettrici .efenomeni meccanici è d~ da

un'ult~ore. eguaziQn~indi£e~en~:

!.. =P~+ LXQ.
ti Il

detta equazion~ gella forza di !:2!entz. dovef[N/m3) è una densità volumetrica di forza.

Nell'ipotesi in cui venga riferita ad una carica finita q.la ~1.6)può essere riscritta come
segue:

(1.6)

dove K è una costante di proporzionalità dipendente dal sistema di misura (è uguale ad

l nel sistema MKSA) e }! è la velocità della carica. Osservando quest'ultima

-\espressione,possiamo immediatamente notare che il campo m~~eti~ non ha effetto
~ulle cariche ferme. ma solo sulle cariche in movimento. In partiC91are.se una carica è

~nizialmente ferma in un campo magnetico, essa rimane in quiete. -

A questo punto. può risultare conveniente simmetrizzare le equazioni di

'~axwell, introducendo delle fittizie densità di carica e di corrente magnetica:

;':"! 'I Pm [Wb/m3) e Lm [V 1m2]. Le equazioni di Maxwell assumono così la seguenteI forma:

(1.7)

(1.8)

v .4(r.t)= p(r,t).

V .Q(r,t)=Pm(r,t).

(1.9)

(1.10)

L'equazione della forza di Lorentz può essere a sua volta generalizzata come segue:

!.. = P~+ LXQ+Pm!l.- Lm x4.

mentre quella di continuità della corrente "magnetica" assume la forma:

V.j +~ P =0
-m òt m .

Il motivo principale dell 'introduzione delle densità di carica e di corrente magnetica è

dato dal fatto che esistono distribuzioni di campo che possono formalmente attribuirsi a

sorgenti magnetiche; in tali casi però i campi sono in realtà generati da particolari
distribuzioni di carica e di corrente elettriche.

4



LEGGI FONDAMENTALI DELL'ELETIROMAGNETISMO

1.1.2. Equazioni di Maxwell in forma integrale nel dominio del tempo.

ILsigt!ificato delle equazioni dLMaxwell e dell'egyazione...dLcontinuitiLdella l'l'

_carica diviene chiaro una volta cbe-<}ueste-_equaziQni siano trasformaULnellelj

-c~rri~pondentirelazioni integrali. Bkl.lyiamo ~ungue le_~quazi.!Lni.dLMax,wlJJI1..f.IDlDaI
integrale in un mezzo con caratteristiche uniformi. Consideriamo a questo proposito una... - - -- - -- - - ~.

superficie S con versore normale in che si appoggia ad un percorso chiuso L di versore

tangente il. Si suppongano inoltre Pm =O e j m =O. l <' n,~ r.J C.u... j .<.- ~CA.{.. n .'1.
,,{,,( r,

Fig -
. "'-
li ~ L

Percorso di integrazione chiuso e superficie S che si appoggia al/o stesso
percorso.

-or;
0-i,.,

" \
\

IConSideriamOla prima e la seconda equazione di Maxwell e calcoliamone il flusso
I ~ttraverso la superficie S:

JJ
vxe.i dS = -JJ ÒQ.i dS

- -n òt -n ,
S S

ffVx!!.!ndS= ff~~.!ndS+ ffL-!ndS.
S S S

_Se sup~niam~~e la su~erficie S sia fissa nel tmlP..Q,-P-~o scambiare l'operazione,' G:rS~ c ,-
lIi .d~rivazione.conquella integral~ e, applicando il teorema di Stokes (vedi Appendice! :çf';ef-<''-;
A) al primo membro, si otti5?!!.e:

Ie.i [dl =-~
JJ

b.i dS
:r - - òt --n
L S

(1.11)

f!! ,![dl = ~ ff 4 .!ndS +ff L.!ndS
L S S

(1.12)

~

.

\La(1.11) e la (1.12) rappresentano rispettivamente la forma integrale della prima e della

Il/secondaequazione di Maxwell.

5



EQUAZIONI DI MAXWELL

Consideriamo ora un volume V delimitato da una superficie chiusa S (Fig. 1.2).

Sia in il versore normale alla superficie S. Integriamo la terza e la qua.rtaequazione di
Maxwell sul volume V:

JJJV'4 dV= JJJpdV,
v v

JJJVo£ dV =O.
v

S

Fig.l.2 - Geometria per l'applicazione del teorema della divergenza.

\ i)Applicando il te<mm;)adella 4.ivergenza(o di Gauss) agli integrali nei primi membri di

jI queste equazioni si ottiene:

#4o!ndS = JJJpdV,
s v

(1.13)

#~.!ndS = Oo
S

La (1.13) e la (1.14) rappresentano rispettivamente la forma integrale della terza e dalla

quarta equazione di Maxwell.

Se ora integriamo l'equazione di continuità della corrente in un volume V

racchiuso da una superficie S

(1.14)

JJJ(V o,L)dV=-JJJ: dV,v v

seguendo una procedura simile a quelle precedenti si ottiene:

(1.15)

che rappresenta la forma integrale dell' equazione di continuità della corrente.

6



LEGGI FONDAMENTALI DELL'ELETTROMAGNETISMO

pefiniamo adesso alcune quantit~ che saranno utili nel seguitoj

/ a) carica contenuta in un volume assegnato V:

q(t) = fff p&:, t ) dV;
v

b) flusso del vettore induzione magnetica attraverso una superficie assegnata S:

s

c) flusso del vettore induzione elettrica attraverso una superficie assegnata S:

s

d) flusso della densità di corrente attraverso una superficie S:

i(t) =fflL,t)'!n dS.
s

Tenendo conto di queste definizioni la prima equazione integrale di Maxwell (1.11) può

essere riscritta nel modo seguente:

f&:,thl dI=--!tm(t)
L

dovel'.i!1tegral~a_P!Ì.!I!°m~brQ..r~p'p'res~n~ una forza elettromotrice. La (1.16) è nota

come legge di Faraday-Lenz (generalizzazione della seconda legge di Kirchhoff nel

caso di induzioni e tensioni variabili nel tempo); essa esprime l'uguaglianza tra l

~
variazione nel tempo del flusso magnetico concatenato con un circuito e la forza

elettromotrice che in esso si induce a causa della variazione temporale del flusso stesso.

Dalla terza equazione di Maxwell segue ancora che:

(1.16)

(1.17)

Questa ultima relazione rappresenta la legge di Gauss per le cariche elettriche: essa

esprime l'uguaglianza tra il flusso del vettore induzione elettrica attraverso una

superficie chiusa S e la carica totale q racchiusa dalla superficie stessa. Dalla quarta

equazione di Maxwell si ricava l'analoga della (1.17):

(1.18)

~ cioè la legge di Gauss per le cariche magnetiche, da cui risulta l'assenza di cariche

_magnetichelibere.Dall'equazionedi continuitàdellacorrentesegueinoltreche:

7
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EQUAZIONI DI MAXWELL

i(t) =-~q(t)ot
(1.19)

La (1.19) esprime il principio di conservazione della carica elettrica: da essa infatti si

deduce che la corrente che esce dal volume V nel tempo dt, cioè i(t)dt, rappresenta la

diminuzione di carica, -dq(t), all'interno del volume V stesso.

Consideriamo adesso la seconda equazione di Maxwell in forma integrale:

I.h.i/ dl =~ IJd.i dS +IJ}..i dS.
1- - ot - -n - -nL S S

Tenuto conto delle definizioni date in precedenza, questa si può anche esprimere nel

seguente modo:

f!!. ~/dl = ~ q)e(t)+ i(t).L

Se ora consideri~o ~l_caso~i campi statici ri~

(1.20)

- --

edunque:

i(t)=f!!.~/dl ~L

Quest'ultima relazione è nota come la legge della circuitazione di Ampere. Maxwell

aveva notato che la legge della circuitazione di Ampere era inconsistente per i campi

dinamici nei riguardi dell'equazione di continuità della corrente. La legge di Ampere in
termini differenziali è infatti data da:

(1.21)

v x !!CL,t)= 1.6:.,t)

(è uguale alla seconda equazione di Maxwell, priva del termine 04.6:.,t )/ot). Se a

quest 'ultima equazione applichiamo l'operatore divergenza, V. V x !!6:.,t) = V . j(r., t) ,

considerando che la divergenza di un rotore è nulla, otteniamo V. L(r., t) = O, e p~sando

alla forma integrale ricaviamo:

ffiV .LdV = tI L6:.,t). ~ndS = O.
v S

Ciò implica che il flusso di 1 uscente da una qualunque superficie chiusa è nullo,

risultatoche è in disaccordocon il principiodi conservazionedellacaricaespresso,nel
casodi campidinamici,dallarelazioneche segue:

8



LEGGI FONDAMENTALI DELL'ELETIROMAGNETISMO

i(t) = ff L&:.,t). !ndS = - òq(t) .
s òt

:a

paralleli

i(t)

v(t) ( I

Fig.l.3 -Esempio riguardante la verifica della legge di Ampere.

Consideriamo inoltre due superfici SI e S2, appoggiate al percorso chiuso L,che

immaginiamo coincidere con una circonferenza avvolgente completamente il filo.

Assumiamo la convenzione tipica della regola della vite destra (il versore jn vede j[

ruotare in verso antiorario). Integriamo l'equazione differenziale di Ampere,

calcolandone in prima istanza il flusso attraverso la superficie SI che taglia il filo

(superficie tratteggiata in Fig. 1.3); applicando il teorema di Stokes risulta:

§!!k,t). ![dl = ff L&:.,t). !ndS = i(t),
L SI

dove i(t) è la corrente che scorre lungo il filo. Se il calcolo viene effettuato

relativamente alla superficie S2allora si trova:

f!!&:.,t ).![dl = ff L&:.,t). !ndS = O
L S2

(questo è vero se si suppone che tra le due armature del condensatore vi sia il vuoto, o

un dielettrico senza perdite, in modo che la corrente associata ad un moto di cariche
elettriche, detta di conduzione o di convezione a seconda che le cariche si muovano in

un materiale allo stato solido o nel vuoto, sia nulla). I due risultati ottenuti sono

ovviamente incompatibili. La legge di Ampere porta dunque a risultati diversi a seconda

della scelta della superficie. Sostituendo però all'equazione di Ampere la seconda

equazione di Maxwell (che presenta un termine di corrente correttivo dovuto alla

variazione temporale del vettore induzione elettrica) si ricava:

9



EQUAZIONI DI MAXWELL

fMr,t h/di = Jf Llr,t)'!ndS = i(t),
L SI

fMr,t).!,dl = fJ~; '!ndS'
L S2

Questo ci porta a concludere che all'interno della zona. compresa tra le armature del

condensatorela densità di correntej (r,t) è nulla, ma è sostituita dal termine ò4.1òt, che

rappresenta una densità di "corrente di spostamento". Dunque la seconda equazione di

Maxwell in forma integrale

f!! .!/dl=~ Jf4 '!ndS +Jf {!ndS
L S S

rappresentala legge di Ampere generalizzata al caso di grandezze variabili nel tempo: a

secondo membro abbiamo un termine che rappresenta il flusso della densità di corrente

di spostamento e un altro termine che rappresenta il flusso di una densità di corrente di

conduzione. Supponiamo ad esempio che la tensione del generatore sia V =Vo sin mt .
La capacità di un condensatore a piastre piane parallele è data da: C =BoA / d , dove si è
indicato con A l'area dell'armatura del condensatore, con d la distanza fra le armature e

con &ola permittività dielettrica del vuoto (supponendo che tra le armature vi sia il

vuoto):

80 =l /(361Z-).10-9 [F/m]
v9<Jtf

rfrJ;<.

Considerando la corrente di spostamento, la legge di Ampere diviene:

fM.r.,t).!,dl = ic (t) + is (t),
L

"
-i ":;:--.'l

( .

con:

ic(t)= C dV = CVomcosmt.dt

Valutiamo la corrente di spostamento tra le armature del condensatore. In particolare,

supponiamo che la regione di esistenza del vettore induzione elettrica sia limitata alla

regione compresa tra le armature del condensatore, questo si verifica ad esempio

quando il condensatore ha anelli di guardia e lavora a frequenza sufficientemente

piccola ma non nulla, in modo che il campo resti confinato tra le armature e gli stessi

anelli di guardia; in tal caso risulta:

.
( )

. A A
òd

A
òe

I t =} = -=8 0 -
s s òt òt '

ma e=V/d e dunque:
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. AoV A
Is(t)= &0-- = &0-Vomcosmt =mCvo cosmtd ot d .

Dunque ic e is sono uguali, per cui tenendo conto della corrente di spostamento non si

ha più ambiguità rispetto alla scelta della superficie che si appoggia sulla curva L.

;r Concludiamo che mentre per Amp~e la corrente era dovuta solamente a
r migrazionedi cariche,per Maxwellessaassumeil significatopiùgeneraledi variazione

lIJi induzione elettrica, oltre che di migrazione di cariche.

1.1.3. Equazioni di Maxwell nel dominio dellafrequenza.

Trasformando le equazioni di Maxwell nel dominio della freauenza si ottengono
le seguenti relazioni:

v x ~&:., m) = - jm!lJ.r., m)

V x Hf.r., m) = j m !2.f.r.,m) + l&:.,m)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

\ V . ~&:.,m) = O (1.25)

9Uf~,.(. Il vantaggio dell~analisinel dominio d~na frequeIga ,consiste nel fatto che le
f(Xfc: U . derivazioni e le integrazioni rispetto al tempo ~engQ,nosostituite_çl!!..espr~~siom.

');:-~ l'~alge~riche.Importante per le applicazioni è il caso dei segnali puramente sinusoidali nel
I tempo, in considerazione del fatto che ad alta frequenza ci troviamo spesso in presenza

di segnali modulati a banda relativa molto stretta, così che per il dimensionamento di

una linea di trasmissione o la progettazione di un'antenna (almeno in prima

approssimazione) si adotta un'analisi a singola frequenza pari a quella della portante.

-..,!>.!'leI seguito ci riferiremo quindi ad una trattazione mediante fasori. '7-- ~ 1\

Conoscendo la soluzione delle equazioni di Maxwell nel dominio trasformat

~

.
(fasoriale), la soluzione nel dominio del tempo si può subito ottenere utilizzando una " Il JI .,~
operazione di antitrasformazione che consiste nel moltiplicare il fasore corrispondente

per un fattore exp(jmt) e prendere la parte reale del risultato. I,

L'equazione di ~ontinuità della corrente diventa nel dominio della frequenza:

.~ ;Q
-t>

V .l(r., m) + j mpf.r.,m) = O. (1.26)

E' opportuno infine mettere in evidenza che le (1.22)-(1.25) possono essere

scritte in modo simmetrico introducendo, al solito, fittizie densità di carica e corrente

magnetica. E' possibile scrivere inoltre nel dominio della frequenza l'equivalente della
(1.26) per correnti e cariche magnetiche.
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Le espressioni differenziali nel dominio della frequenza possono poi essere

scritte in forma integrale, analogamente a quanto fatto nel dominio del tempo.

§1.2 - RELAZIONI COSTITUTIVE

Le equazioni di Maxwell non contengono alcuna informazione riguardo alle

proprietà del mezzo. Tuttavia, sotto l'azione del campo elettromagnetico il mezzo si

polarizza, si magnetizza e, se è conduttore, viene attraversato da correnti di conduzione.

Questi effetti influenzano a loro volta il campo e devono essere tenuti in conto

attraversoulteriori equazioni, dette relazioni costitutive.

Dal momento che i meccanismi microscopici che determinano la polarizzazione,

la magnetizzazione e la conduzione dei materiali sono molteplici, la forma delle

relazioni costitutive non è unica. Essa deve essere dedotta caso per caso mediante

opportuneesperienze.

Nel caso particolare del vuoto, che non si polarizza nè conduce, le equazioni

costitutive non riflettono alcun fenomeno fisico e dipendono solo dalla scelta del
sistemadi unità di misura. Nel sistema MKSA si ha:

(1.27a)

Di seguito viene riportata una descrizione sintetica dei tre meccanismi sopra citati.

Conduzione- Certi materiali presentano un numero elevato di elettroni liberi (elettroni

di conduzione) rispetto a quelli legati agli atomi. In assenza di un campo applicato

dall'esterno, il moto degli elettroni di conduzione è completamente casuale. La velocità

media dovuta all'agitazione termica su scala macroscopica è nulla così che non c'è una

corrente apprezzabile. Sotto l'azione di un campo elettromagnetico, nasce una ulteriore

velocità sovrapposta a quella casuale che provoca una deriva della posizione media

degli elettroni in una direzione opposta a quella del campo elettrico applicato. A causa

dei meccanismi di frizione dovute alle collisioni degli elettroni con il reticolo atomico,

gli elettroni, invece di accellerare sotto l'influenza del campo elettrico, migrano con

velocità media di deriva proporzionale all'intensità del campo elettrico applicato. Tale

fenomeno è noto come. 'conduzione' e la corrispondente corrente come 'corrente di

conduzione'. In termini quantitativi, se il numero di elettroni di conduzione per metro

cubo è pari ad Ne, allora la densità di corrente di conduzione è data da:

[= Neqe':!.d

12
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dove qe è la carica delI'elettone, e Yd rappresenta la velocità di deriva. Tale velocità

varia da un conduttore ad un altro, dipendentemente dal tempo medio di collisione degli

elettroni con il reticolo atomico. Essa dipende dal campo elettrico applicato secondo la:
~d =-/-le~

dove /-le è la mobilità dell'elettrone. Sostituendo l'ultima relazione nella relazione

precedente, si ottiene

[= -/-leNeqe~ = /-leNelqel~

Definendo la quantità O;conducibilità del materiale:

a =/-leNelqel
si ottiene la relazione

[=al}.

che esprime la legge di Ohm in forma differenziale. La conducibilità a si misura in S/m

o in n-l/m (mho/m).

a) b)

Fig. 1.4 - Polarizzazione dell'atomo (a) e polarizzazione dovuta all'applicazione di un
campo elettrico ~ (b).

Polarizzazione dielettrica - Nel caso dei materiali dielettrici, gli elettroni legati agli

atomi sono quelli predominanti. Sotto l'effetto di un campo elettrico, gli elettroni che

ruotano intorno al nucleo subiscono uno spostamento tale che il baricentro della nube

elettronica è diverso da quello del nucleo. L'insieme della nube elettronica e del nucleo

formano così un dipolo elettrico e l'atomo risulta polarizzato (Fig. 1.4a). Questa è la

polarizzazione elettronica. Certi materiali presentano una polarizzazione anche in

assenza di un campo elettrico applicato. Tale polarizzazione è comunque orientata in

maniera casuale e quindi la polarizzazione netta su scala macroscopica risulta nulla.

Esiste anche un tipo di polarizzazione (polarizzazione ionica) che si verifica a livello

molecolare anzichè atomico. L'applicazione di un campo esterno produce delle coppie

di forze che agiscono sui singoli dipoli, risultando in una polarizzazione parzialmente

coerente lungo la direzione del campo elettrico £ (Fig. l Ab). Da un punto di vista

quantitativo, si può definire un vettore f., vettore di polarizzazione elettrica, la. cui

intensità e direzione dipendono dal mezzo, tale che:

13
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Il primo termine a secondo membro rappresenta l'induzione che esisterebbe nello spazio

libero, il secondo misura l'effetto dovuto alla polarizzazione del materiale. Per materiali

isotropici e lineari vale:
E=EOXeE.

dove Xe prende il nome di suscettività elettrica. Esprimendo tutto in funzione del solo

campo elettrico si ha:
D = Eo(1 + Xe)E. = EE. = EoErE.

Il parametro adimensionale cr=seo=l +Xeprende il nome di permettività dielettrica o
costante dielettrica relativa.

Magneti==a::ione- Il moto di rivoluzione degli elettroni intorno al nucleo e il moto di

spin dei singoli elettroni originano delle spire elementari di corrente elettrica.

Sommando gli effetti prodotti dalle singole spire elementari si ottiene un campo

magnetico risultante per unità di volume M. detto magnetizzazione o polarizzazione

magnetica. Tale campo si somma al campo magnetico impresso f1. per cui si può

pensare che
!l =Ilolli + M)

dove il primo termine a secondo membro rappresenta il contributo che si verrebbe a

determinare nel vuoto. La magnetizzazione M può dare un contributo statico che nel

seguito non verrà considerato. Dato che il vettore di magnetizzazione M rappresenta la
somma vettoriale sull 'unità di volume dei momenti magnetici elementari associati al

moto degli elettroni, è ragionevole pensare che quando si applichi un campo magnetico

dall'esterno la magnetizzazione aumenti a seguito della rotazione dei momenti

magnetici elementari. In particolare, il vettore di magnetizzazione si può scrivere come

prodotto di un parametro adimensionale Xm,detto suscettività magnetica, ed il campo

magnetico applicato H. Sostituendo nella relazione precedente si ottiene nel caso di un

mezzo isotropo:

dove Ilr è la permeabilità magnetica o costante magnetica relativa. Molti materiali

hanno un comportamento non lineare per cui Xme Il risultano funzione dell'intensità del

campo H Si noti che, al contrario del fenomeno della polarizzazione dielettrica dove

risulta sempre Xe>Oe conseguentemente E,>l , esistono certi materiali (materiali
diamagnetici) per i quali risulta Xm<Oanche se il valore è molto prossimo allo zero, per

cui risultaIlr<l.

In definitiva, è possibile descrivere le proprietà del mezzo mediante le semplici

relazioni costitutive del tipo:

(1.27b)
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Evidentemente, le (1.27b) possono valere solo se il mezzo è isotropo, cioè se le sue

caratteristiche fisiche sono uguali in tutte le direzioni; infatti i vettori che figurano in

ciascuna di queste relazioni sono allineati e in rapporto costante, qualunque sia la loro

direzione. Relazioni analoghe alle (1.27b) ma adatte a rappresentare il comportamento
di un mezzo anisotropo, sono le seguenti:

D=808r&, !1=JioJirH, .f.=<f,,&,

dove le permeabilità e la conducibilità sono di tipo tensoriale. Ad

introducendo le componenti cartesiane di 12 ed E e del tensore 8r, la

!2=80 8 r & si traduce nel seguente sistema di equazioni:

(1.27c)

esempio,
relazione

Con una relazione di questo tipo 12 ed g non sono generalmenteallineati;inoltre il

disallineamento e il rapporto delle intensità dipende dalla direzione.

Le relazioni costitutive del tipo (1.27b) e (1.27c) non sono valide in generate,

essendo esse inadatte a rappresentare il comportamento di materiali in presenza di

campi intensi e/o rapidamente variabili nello spazio o nel tempo.

Le equazioni in questione implicano che le induzioni e la densità di corrente

siano legate ai vettori del campo da relazioni lineari; quindi, in un mezzo descritto dalle

(1.27b) o dalle (1.27c), le induzioni e la densità di corrente dovrebbero crescere

linearmente con il campo, indipendentemente dall'intensità da esso raggiunta. Un simile

comportamento è però irrealistico perchè, al crescere dell 'intensità, si manifestano

fenomeni che modificano la polarizzabilità e le proprietà di conduzione dei materiali

(per esempio scariche, saturazione, surriscaldamento, ecc.). Solo approssimativamente,

quando il campo è "sufficientemente debole", i materiali si comportano in modo
lineare.

Si osserva inoltre che le (1.27b) e le (1.27c) mettono in relazione vettori presi

nello stesso istante e dunque esse sottintendono l'ipotesi che le intensità di

polarizzazione e la densità di corrente dipendano in ogni istante dai valori dei vettori del

campo considerati nello stesso istante. In realtà l'inerzia delle strutture atomiche e/o dei

portatori meccanici fa sì che le variazioni temporali delle induzioni e/o delle densità di

corrente seguano con un certo ritardo le variazioni temporali del campo, con ritardi che

divengono apprezzabili quando le variazioni sono tanto rapide da essere sensibili in

tempi paragonabili a quelli che caratterizzano la dinamica delle strutture atomiche

(periodi delle oscillazioni proprie degli elettroni, tempi di rilassamento delle molecole
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polari, ecc.). Per tener conto di questi effetti dinamici le equazioni costitutive devono

coinvolgere non solo i vettori del campo -comeavvienenelle (1.27b)e (1.27c)- ma

anche i loro integrali. I mezzi che richiedono di essere rappresentati da equazioni

costitutive di questo genere vengono detti" con memoria" , perchè in essi le induzioni

e/o la densità di corrente in un certo istante dipendono dall'evoluzione del campo negli

istanti precedenti. Solo quando le variazioni del campo sono" sufficientemente lente" la

memoria del mezzo può essere trascurata.

Si osserva infine che le (1.27b) e (1.27c) collegano i vettori del campo presi

nello stesso punto e dunque esse implicano l'ipotesi che le induzioni e la densità di

corrente siano indipendenti dalla rapidità delle variazioni del campo nell 'intorno del

punto considerato. Sebbene questa ipotesi sia spesso ben verificata, esistono esempi di

mezzi per i quali è importante tenere conto della rapidità delle variazioni spaziali del

campo (mezzi dispersivi nello spazio). Le equazioni costitutive di questi mezzi devono

coinvolgere, oltre ai vettori del campo, anche loro integrali.

Le precedenti considerazioni indicano che, in linea di principio, le relazioni costitutive

del tipo (l.27b) e (1.27c) possono essere accettabili solo quando i campi sono

" sufficientemente deboli" e quando le variazioni spaziali e temporali sono

"sufficientemente lente" . Le stesse considerazioni mostrano inoltre che, per rimuovere

queste limitazioni bisognerebbe considerare relazioni costitutive molto più complicate,

rappresentate da equazioni non lineari, che coinvolgono integrali nello spazio e nel

tempo dei vettori del campo.

Fortunatamente, nella maggior parte delle applicazioni relative alle onde le

intensità dei campi sono sufficientemente deboli per poter trascurare la non-linearità del

mezzo; inoltre la dispersività spaziale è un effetto che raramente ha importanza. Invece,

tener conto della memoria è necessario perchè spesso i tempi che caratterizzano le

variazioni dei campi divengono paragonabili ai tempi che caratterizzano la risposta del

mezzo, già nella gamma di frequenze delle microonde. Per questa ragione, nello studio

intrapreso, è sufficiente considerare la sola classe dei mezzi lineari, non dispersivi nello

spazio, con memoria, per i quali le relazioni costitutive sono espresse da equazioni

differenziali lineari, contenenti solo derivate temporali e coefficienti indipendenti dal

tempo. Infine è importante osservare che, aggiungendo le tre tipiche relazioni costitutive

precedentemente discusse alle equazioni di Maxwell, il problema inerente la

determinazione del campo elettromagnetico diviene determinato, uguagliando il numero

delle equazioni a disposizione il numero delle incognite.
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§ 1.3 - EQUAZIONI DI MAXWELL IN UN MEZZO NON OMOGENEO:
CONDIZIONI DI CONTINUITÀ

Per detenninare in modo univoco la soluzione delle equazioni di Maxwell in

situazioni di interesse pratico è necessario conoscere il comportamento dei campi

elettromagnetici su eventuali superfici di separazione fTa mezzi con caratteristiche
elettriche diverse.

Vediamo le condizioni che devono soddisfare i campi elettromagnetici alla

superficie di separazione tra due mezzi diversi. Consideriamo cioè il più semplice

esempio di mezzo non omogeneo: l'insieme di due mezzi omogenei diversi, separati da

una superficie L'(Fig. 1.5).

Mezzo 2

P

Mezzo l

Fig. 1.5 -lnterfaccia fra due mezzi dielettrici diversi.

In prossimità della superficie L' i campi possono essere discontinui, pertanto non è

possibile utilizzare le equazioni di Maxwell in forma differenziale; quindi, per ricavare

la relazione tra le soluzioni nelle due regioni adiacenti, si utilizzano le equazioni di

Maxwell in forma integrale (1.11)-(1.14). Nella seguente trattazione l'insieme dei

vettori ~), 11),4), /2.) caratterizzerà il mezzo 1, mentre l'insieme ~, fu, 42, 122)
caratterizzerà il mezzo 2.

1.3.1. Condizioni di continuità delle componenti tangenziali del campo elettrico e
del campo magnetico.

Scelto un punto P su .E, consideriamo una superficie rettangolare A posta a

cavallo della superficie di separazione L' stessa. Siano l e l5sufficientemente piccoli in

modo da poter considerare costanti i campi nell'intorno del punto P (Fig. 1.6). Siano

inoltre lA e le due versori ortogonali appartenenti al piano tangente a L'in P, di cui le

giacentenel piano che include la superficie rettangolare A; per essi vale:
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Consideriamo la prima equazione di Maxwell in fonna integrale:

£e.i /dl =-£
JJ

b.i ndS.
)'- - IJt --
L S

Se l e o sono sufficientemente piccoli possiamo scrivere:

Mezzo2

Mezzo l

Fig. 1.6 - Applicazione delle equazioni integrali di Maxwell a//'inteifaccia fra due
mezzi con diverse caratteristiche elettriche.

Facendo tendere o a zero e ipotizzando che i campi siano finiti (possono essere

discontinui ma comunque limitati), si ottiene:

Quest'ultima relazione deve essere valida 'ille ovvero per ogni vettore le tangente a I

nel punto P. Dal momento che le =lA X ln, possiamo scrivere:

e dunque lA .~nX ~2)=lA.~nX ~I)' comunque sia orientato lA suI piano tangente a I

nel punto P. Si perviene dunque alla seguente relazione finale:

che esprime la continuità della componente tangenziale del campo elettrico attraverso la

superficie ..r,ossia:
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Analogamente, applicando lo stesso procedimento alla seconda equazione di

Maxwell in forma integrale, nell'ipotesi di campi finiti, si ottiene:

(1.28)

La quantità a secondo membro 11mJO=J rappresenta una densità di correnteo~o- -s
superficiale; dovendo la (1.28) valere per direzioni fA arbitrarie, possiamo scrivere:

fn x t!!2 - 111)=Ls. Osserviamo che, se in P esiste una corrente superficiale, la densità
di correntej (Nm2) tende all'infinito, ma il prodottojJresta limitato per J ~ O. Infatti,

una corrente superficiale si può localizzare su un conduttore elettrico perfetto, per il

quale risulta a ~ cc; se però la conducibilità a è finita, anche j resta finita, visto che

j = a~, e in tal caso dunque la quantità 11mJO =] va a zero.- o~o- -s
Ricapitolando possiamo concludere che, se in P non è presente una corrente
superficiale, valgono le seguenti relazioni:

Vn x~2)=Vn x~I)'

Vn x!h)=Vn x!J.t),

(1.29)

(1.30)

mentre, se j risulta diversa da zero (è ciò che accade se uno dei due mezzi presenta-s

conducibilità infinita, a ~ cc), le relazioni da considerare sono:

Vn x~2)=Vn X~t),

fn xV12 -!J.1)=Ls. (1.31)

Ciò significa che la componente del campo elettrico tangente alla superficie I è

continua, mentre, per quanto riguarda la componente tangenziale di b., questa risulta

discontinua in presenza di unaL-diversa da zero e finita, oppure continua in assenza di
correntisuperficiali.

Le relazioni (1.29)-(1.31) esprimono dunque le condizioni di continuità delle

componenti del campo elettrico e del campo magnetico tangenziali alla superficie di
separazione I nel punto P.

Se si introducono anche le correnti magnetiche si può ricavare l'espressione più
generale:

fn xk2 -~I)=-Lm)V/m]

fn xV12-111)=L)Nm]
(1.32)
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( j è diversa da zero e finita se si ipotizza G'm ~ 00=> conduttore magnetico perfetto,-ms

duale di un conduttore elettrico perfetto).

1.3.2. Condizioni di continuità delle componenti normali dei vettori
induzione 4e !l.

Consideriamo un volume cilindrico a cavallo dell'interfaccia 1:'(Fig.I.?). Se si

suppone che o e LIssiano sufficientemente piccoli, si possono considerare i campi

~!,!!!) costanti nel mezzo l e i campi ~2'!!2) costanti all'interno del volwne e sulla
sua superficie.

Consideriamo ora la quarta equazione di Maxwell in forma integrale:

#Q'!ndS=O,
s

dove S è la superficie che racchiude il volume.

Mezzo2
i

~ -n o

Mezzol
-~---"

Fig.1.7- Geometria per la derivazione della condizione di continuità per le
componenti normali delle induzioni.

Se o e LIs sono sufficientemente piccoli, il contributo dei flussi attraverso le pareti
laterali è trascurabile e si ottiene:

Q2 .!n.1s - Q! .!n.1s =O
e dunque:

(1.33)

La (1.33) esprime la continuità della componente normale dell'induzione magnetica

attraverso la superficie di separazione di due mezzi. Si può ragionare in maniera analoga

per la terza equazione di Maxwell in forma integrale:
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#4' !ndS =IHpdV .
s v

Nell'ipotesi che la densità di carica p all'interno del cilindro non sia infinita (ovvero

nell'ipotesi che non vi sia una densità di carica elet1ricasuperficiale sulla superficie 1:),

ipotesi che è verificata se la conducibilità (J'dei due mezzi è finita, ricaviamo la

relazione seguente:

(1.34)

relazione che esprime la continuità della componente normale dell 'induzione elet1ricain

assenza di una densità di carica superficiale.

Se invece nel punto P esiste una carica superficiale (una carica finita distribuita

su uno spessore infinitesimo 15~ O), P ~ 00 e quindi dalla terza equazione di

Maxwell in forma integrale si ricava:

(1.35)

Dunque, in presenza di una carica superficiale la componente normale dell'induzione

elet1ricaè discontinua (una distribuzione di carica superficiale si può manifestare su un

conduttore elet1ricoperfetto). Se si considerano anche conduttori magnetici perfetti e

densità di carica magnetica superficiale, si ottiene la formulazione più generale:

!n '(£2 -~1)= Pms [Wb/m2]

!n .(42 -41)= Ps [C/m2]

Osserviamo infine che quando si vanno a risolvere le equazioni di Maxwell nelle

due regioni l e 2 è sufficiente imporre sulla superficie di separazione fra i due mezzi le

condizioni sulle componenti tangenziali dei campi, dato che quelle sulle induzioni

saranno automaticamente soddisfatte (ciò è dovuto al fatto che la terza e la quarta

equazione di Maxwell si ricavano rispettivamente dalla prima e dalla seconda). E'

importante notare inoltre che le relazioni ricavate in questa sezione sono valide anche

nel dominio dellla frequenza (basta sostituire i vettori con i relativi fasori).

(1.36)
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§ 1.4-CONSIDERAZIONI ENERGETICHE SUI CAMPI

In questo paragrafo, ci interesseremo dell'energia associata ad un campo

elettromagnetico. In particolare verrà enunciato un importante teorema, il Teorema di

Poynting, che rappresenta una formalizzazione del trasporto di energia elettromagnetica

ed una sua quantificazione in termini di campo elettrico e magnetico.

1.4.1. Teorema di Poynting nel dominio del tempo.

Consideriamo un mezzo lineare, omogeneo, isotropo e non dispersivo sia nello

spazio, che nel tempo. Possiamo definire il vettore di Poynting come segue:

(1.37)

Valutiamone la divergenza:

V' . ~ = V'.~ x !!)=!!. V' x ~ - ~. V'x!!. (1.38)

Combinando la (1.38) con le prime due equazioni di Maxwell in forma differenziale

(1.1) e (1.2), otteniamo:
8h 8d .V'.s =-h.~-e'-=-e. J- - 8t - 8t - -. (1.39)

Poniamo ora:

(1.40)

dove Lo è la densità di corrente impressa mediante l'applicazione di generatori e G'è la
conducibilità del mezzo. Integriamo la (1.39) in un volume V racchiuso da una

superficie S. Tenendo conto della (1.40) si ottiene:

Applicando a quest'ultima relazione il teorema della divergenza, si ricava:

(1.41)

che rappresenta la forma canonica del teorema di Poynting.

La quantità a secondo membro ha le dimensioni di una potenza (essendo

l'integrale di volume di una densità volumetrica di potenza); osserviamo che tale

quantità diventa nulla se Lo=0. E' ragionevole quindi pensare che tale termine
rappresenti la potenza istantanea fornita dai generatori.--
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In particolare, la densità di corrente impressa Lo' sorgente del campo
elettromagnetico, può essere pensata come dovuta ad una densità di carica Po che si
muove con velocità assegnata 11

(1.42)

La stessa corrente Lo genera un campo elettrçmagnetico, di conseguenza sulle sorgenti
agisce una densità di forza:

(1.43)

Dunque, per mantenere in moto la densità di carica Po alla velocità.Y, è necessario

applicare ad essa una densità di forza di pari intensità, ma opposta rispetto alla

precedente. Per ogni spostamento dr tale densità di forza compie una densità di lavoro:

(1.44)

Nel tempo dt, la corrispondente densità di potenza è data da:

- f .v=-e' j
O - povxb.v=-e' j ' .- - - -o - - - --o (1.45)

Tutto questo ci porta a concludere che la potenza:

Po =-fJJ~'LodV
v

può essere interpretata come la potenza istantanea che i generatori devono erogare

affinchè possa sussistere la densità di corrente Lo e dunque il campo elettromagnetico.
L'integrale al secondo membro della (1.41) rappresenta perciò la potenza fornita dalle

sorgentipresenti nel volume V.

Consideriamo adesso il terzo integrale al primo membro della (1.41):

(1.46)

JJfcre2dV,
-y

~c;n ~eora'-le dimensioni .di una. potenza e rappresenta la potenza istantanea

dissipatanel volume Vper effetto Joul<;.
-Per quanto riguarda il secondo integrale a primo membro della (1.41), per

interpretarneil significatoponiamo:

ho 012 = tWm
- ot 01'

(1.47)

(1.48)

od tWee'~=-
- ot ot' (1.49)
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Dal punto di vista dimensionale, entrambi i termini rappresentano ancora delle densità

volumetriche di potenza. Di conseguenza, Weha le dimensioni di una densità di energia.

Stesso discorso si può fare per wm. Inoltre, nel caso di mezzi lineari, isotropi e non

dispersivi valgono le relazioni:

4.=c~, £= pb., (1.50)

per cm:

a..ve=e.cò~ =c! (.!.e.e)=! (!ce2 )òt - òt òt 2 - - òt 2 ' (1.51)

(1.52)

Nel caso di campi statici, i termini: ce2 /2 e ph2 /2 rappresentano rispettivamente la

densità di energia immagazzinata in un campo elettrostatico e la densità di energia

immagazzinata in un campo magnetostatico. Si può dunque supporre che la grandezza
scalare

l l
w=w +w =-ce2+_"z.2

e m 2 2 fU' ,

funzione del tempo nel caso dinamico, coincida con l'energia immagazzinata nel campo

elettromagnetico (d'altra parte, un campo dinamico può essere pensato come una

successione di stati di equilibrio, cioè di campi statici). Dunque il termine

(1.53)

(1.54)

rappresenta la variazione dell'energia immagazzinata nei campi elettrico e magnetico

all'interno del volume V. Nel caso di mezzi per cui non valgono le semplici relazioni

costitutive (1.50), ad esempio per mezzi dispersivi, si parla dei termini b.' (ò£/òt) e

~.(ò 4./òt) come di "pseudoenergie" magnetica ed elettrica, rispettivamente.
Rimane a questo punto da interpretare solo il primo integrale al primo membro

della (1.41):

ff§:. fndS ,
s

dove S è la superficie chiusa che racchiude il volume V, in la normale esterna, e

§:= ~x b. il vettore di Poynting. Anche quest'ultimo integrale deve avere le dimensioni

di una potenza; ciò porta a interpretare il vettore di Poynting J come un vettore "densità

di flusso di potenza", misurato in Watt/m2.
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~o.::~a di Poynting, espresso dalla (1.41), rappresenta ~unq~: ~n bil~cio _(I H
energetico.Esso stabilisce infatti che la potenza istantaneafòmita dalle sorgenti presenti I ,-
nel volumeV uguaglia la somma di tre termini: - - - - - - --7 LI.a% potenza dissipata per effetto Joule; )o< ~. . \.b) la variazione temporale dell'energia elettromagnetica; #{

/

!\j i

c c) la potenza che fluisce attraverso la superficie S. .. I ~/- -
~

1.4.2. Teorema di Poynting nel dominio dellafreqllenza.
,
~\.-

Esiste una formulazione del teorema di Poynting anche per campi sinusoidali.

Consideriamoun mezzo lineare, isotropo, al più dispersivo nel tempo, caratterizzato

dalle seguentifunzionicomplesse della variabile ([J.

c(W) =Cl (w)- jcz(W),

,u(W) =,ul(w)- j,uz (w).

( 1.55)

( 1.56)

Risulterà dal seguito che i termini t; e ~ sono associabili a perdite nel mezzo e devono

risultare sempre positivi. Si definisca poi nel dominio fasoriale, il vettore di Poynting

complesso:

( 1.57)

Valutiamone la divergenza:

( 1.58)

e consideriamo le prime due equazioni di Maxwell:

( 1.59)

( 1.60)

Coniugando la (1.60)

( 1.61)

e sostituendo la (1.59) e la (1.61) nella (1.58), otteniamo:

.

1
,udHlz cd~2

]

w,uzlHl2 wC21g:lz (il~z l .'V.S+ ] --- + + +-=--£') 0- 2 2 2 2 2 2- -

( 1.62)

La (1.62) è una relazione di tipo complesso, perciò, uguagliando separatamente

lepartireali e le parti immaginarie,otteniamo:
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(
,uIIHI2 811E12

] {

l *

}
~

V"~i+2OJ ~-~ =<sm lE'l.o . ~J
Le relazioni precedenti rappresentano uguaglianze fra densità di potenza megie, rispetto

ad un periodo T =2,. / OJ dell'oscillazione. F .~l j/., '; A."" ( \1.J)
Consideriamo la relazione (1.63); è immediato verificare che il termine a

secondo membro - 9'le {E 'l.~ /2 } rappresenta l'espressione nel dominio della

frequenza del valor medio temporale di - ~.Lo :

- ~ T
Je .J. dt =-9'le

{
! E .J o

*

}
.

T - -o 2 - -o

Dunquei~econdo membrodella (1.63) rappresentala densità~d!Qote~- media_1.°-
attiva)fornitadallesorgenti(si consultil'appendiceB perun confrontoconun circuito- - - -
RLC in regime sinusoidale). Analogamente, l'ultimo termine al primo membro nella

(1.63) può essere così espressol:

ot~12 /2 = -9'le~&. ft /2}= (0"£'£);

(1.65)

(1.66)

esso-rap'p're~~a_iLvalor-med.Ì.(Ltemp-oraled~lla potenza dissipata per effetto Joule.
Inoltre, si può verificare che: - . -' -- - -

1 a) (L'!l.) =valor medio temporale del prodotto scalare nel donùnio del tempo =~e{;. f. .Q.*} ;

L .
}

FejOJt + F* e- jOJ/ L .
}

GejOJ/ + G* e- jOJ/

infatti sia L=~e'tEe]OJ/ = - '2 ' ~ =~e~e]OJ/ = - '2 ' allora

FejOJ/+F*e-jOJ/ GejOJ/+G*e-jOJ/ F.G*+F*.G F.Ge2jOJ/+F*.G*e-2jOJ/
f.g=- - .- - - - - -+- - ---- 2 2 4

{

F'G*

} {

F.G .

} {

F'G*

}
= ~e - 2- + 9'!e -2- e2]OJ/ ~ (L' !l.) = 9'!e - 2- ;

b) (Lx!l.)=~eHf.xQ.*};

c) se !lI = ig/ à , allora si ha: \L !lI)=9'!e{- j: f.. Q.*}.
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(1.67)

(1.68)

_Ricordiamo a gJlesto~punt9..k1J~8)_eJa (\A9)..s1j).xeJiie..e..1Um..hannQJe..dime~ di
una densità di energia e òWe /òt e òWm/òt di una densità di potenza. Dalle ultime

~elaz.i9;; ;;;siam-:''"" d~~eaedurr.: .~h~ i~ terin}.ni. ~;rfJ2]f. e _.E'p;fRf7'2
corrispondono ~i val.9JLI11(:9id~lle densit8-..di"potepzadissipate per meccani~mi~iversi
da quelli connessi alla conducibilità del materiale. Qyeste ulteriori perdite, di.natunnron'- -- - ...-- -
conduttiva, sono riferite a un'isteresi dielettrica e mal!Iletica,À~~ttivameI1te. EssC;U;.9!19-
da ricollegare a forze di attrito che ostacolano la polarizzazione di un dielettrico e la-- --
magnetizzazionediunmaterialemagnetico. -- - - ---- 2

L'equazione ~...anche...che,-affinchè-i...due_teJJJJ.i.m _li)&~~e.

~~ rappre§~ntinopot~t1Ze~dissipate,jt~W1jpi~ !h..c:!evqn~~~p"Qsitivi.. Da
ciò discende che leI!..~!@1arie di Ee Jl devono essere quantità negative2.

., -- - .- - - - ---'
Analizziamo adesso !:9.!l_azione(1.64) relativa alla parte immaginaria. Si tenga

presente che vale la seguente relazione: - -,

I

<J

e allo stesso modo:

{( I ~C

5-e. ~ VvL :>

WI!1. 't "
" '(\""t: f1 7

"' u r--vCl J-1or.. J

Ora (We)e (Wm) rappresentano il valor medio temporale della densità di- ener~a

e~t!tic~ e..!1!l!gnetica,quindi osserviamo che il secondo termine a primo membro nella

(1.64) rappresenta la differenza tra i valori medi delle densità di energia di tipo
magnetico e di tipo elettrico rispettivamente. Integriamo ora le relazioni (1.63) e (L64)

\ 2 I materiali comunementeutilizzati nelle applicazioni elettromagnetichevengono caratterizzatidal
cosiddetto angolo di perdita 8, definito come tg8=q/&I' Nel caso in cui il materiale presenti sia una
conducibilità CFsia delle perdite per isteresi dielettrica q, allora si ha: tg8=( al O>+q)/ &1'
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su un volume V che contiene le sorgenti, racchiuso da una superficie S di normale--- . -
esterna in. Poniamo Tno'ltre- ~

(1.69)
- JH~~'l~dV=Pr + j~,

V

dividendo cioè in parte reale Pr e immaginaria Pi la potenza fornita dalle sorgenti.

Applicando il teorema della divergenza, otteniamo:

iIS .i
.

dS +

II(
a>,u2IliI2 + a>821~12

)
dV + JIJO"I~12dV =P

'jJ-r -n 2 2 ~ r'

S .. V ' V 7

(
.'2 2

)

I
iIS. . i dS + 2a>JJ ,ullfII - 811~1 dTA=p
't.J:'-1 -n 4 4 '/ l .
S V I

I
Il secondo membro della (1.70) corrisponde alla potenza media attiva fornita-- . '-,"' , -~.~ ~ - - -----

dalle sorgenti presenti ncl..v.o~al primo membro.della (1.70) troviamo invece la-. .,.' ,-. --,..-, -
potenza media dissipata per effetto Joule nel volume V; la pote~ media dissipata in V---~ - .,,"
~ isteresi £lie1ettri:ae magnetica, la potenza media, oattiv~, che fluisce attraverso la -
superficie S.-- ...~--

Dalla relazione (1.71) discende che alle sorgenti è richiesta anche una potenza

..(~attiya;.2Lvi~<U.~e_rel~ioJJ,~p'er2@ - - --

(l.rO)

(1.71)

~iIS..i ds+ JI
l ,udH12 - 8d~12

)
dV=~.

2a>~:'-l -n VJl 4 4 2a>

Quest'ultima relazione ci dice che la potenza reattiva fornita dalle sorgenti divisa per 2a>

~aglia la"differenza-~ vàJori medi delle energie magnetica ed elettrica (per un
mèzzo non dispersivo) o eseudoenergie (per un mezzo dispersivo), immagazzinate in V

~ ~~e ~lla ~uperficieS (flusso di &.attraverso la superficie S).
La potenza reattiva, divisa per 2a>,rappresenta quindi un'energia di scambio tra

sorgenti ed ambiente esterno: questa energia è successivamente immagazzinata sotto

forma di energia magJ,lc::jÌ!~.as:~Lekttrica~er un mezzo non dispersivo). Se nel periodo
considerato i valori medi delle due forme di energia non sono uguali, devono essere i

generatori ad assicurare l'equilibrio, fornendo energia all'ambiente esterno durante una

parte d.elperiodo, e ricevendola nella restante parte.
Può succedere, in condizioni di risonanza, che il secondo termine al primo

membro della (1.72) sia nullo; ~ntal casoEsulta:

(1.72)

(1.73)
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CAPITOLO2

ONDE PIANE

§ 2.1-ONDE PIANE NEL DOMINIO DEL TEMPO

In questo capitolo verrà ricavata una particolare soluzione delle equazioni di

Maxwell: la soluzione di tipo onda piana. Questa soluzione, pur essendo

particolarmente semplice, riveste una notevole importanza in quanto l'onda irradiata da

un'antenna ad una distanza sufficientemente grande ha una struttura che almeno

localmente coincide con quella di un'onda piana. Inoltre la soluzione di onda piana

consente di introdurre i parametri caratteristici della propagazione elettromagnetica e

alcuni fenomeni ad essa associati quali, ad esempio, quelli della riflessione e della

rifrazione delle onde elettromagnetiche.

2.1.1 Soluzione delle equazioni di Maxwell nel D. T. nello spazio libero, in

assenza di sorgenti.

Supponiamo di essere nello spazio libero (mezzo lineare, isotropo, omogeneo e

non dispersivo). In tale mezzo le relazioni costitutive assumono la fonna più semplice:

4k.t) = 80&:, t)

Q(r, t) = /l0!1(r, t)

(2.1)

(2.2)

Il sistemadelle equazionidi Maxwell in fonna differenzialein assenza di sorgenti

U(r, t) = O, p(r, t) =O)risulta:
o

V' x ~(r,t) = -/lO ot !1(r,t)

o
V'x!1(r,t)=co ot~(r,t)

(2.3)

(2.4)

V' . [co~(r, t)] = O

V' . Luo!1(r, t)] = O

(2.5)

(2.6)
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Ipotizziamo che i campi g,ed h,in generalefunzionidi x, y, z e t, dipendanosoloda z e
t, cioè andiamo a vedere quali sono le caratteristiche di un campo, soluzione delle

equazioni di Maxwell, che dipende solo dall'ascissaz e dal tempo t.

(N.B..:stydiando il si~tema in ~..enza_dLsorgentisi ottiene una soluzione general~edelle

equazioni di Maxwell; se invece si considerano anche le sorgenti si ottiene una

s~tg:ion~ Pat:tlc91~er - - - -
Consideriamo dapprima la prima equazione di Maxwell (2.3); essendo:

Vx~=1 O O (2.7)

e sostituendo questo risultato nella (2.3), otteniamo:

éèy . éèx . Ò (h
'

h
.

h
. )- à !x + à !y =-Poa ~x!x + y!y + z!z

(2.8)

Analogamente, dalla seconda equazione di Maxwell (2.4) ricaviamo:

(2.9)

(N.B.: prenderemo in considerazione solo le prime due equazioni di Maxwell, perchè

quelle alle divergenze dipendono da queste).

Le equazioni (2.8) e (2.9) sono due equazioni di tipo vettoriale; da esse si ricavano sei

equazioni scalari:

{

éèY = Po azxà a
az éèy
~=&o-à a

{

éèX azy
-=-Po-

:azy = &0;xà a

{

i =0
éèz=oa

Dunque, introducendo l'ipotesi che i campi dipendano solo da z e da t, ci siamo

ricondotti a risolvere 3 sistemi di 2 equazioni in 2 incognite, invece di un sistema di 6

equazioni in 6 incognite. I tre sistemi (2.10), (2.11) e (2.12) sono indipendenti l'uno

dall'altro, quindi la soluzione è molto più semplice. E' evidente inoltre l'analogia

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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esistente fra il primo ed il secondo sistema, (2.10) e (2.11); tale analogia implica che è

sufficiente risolvere il primo per conoscere la soluzione anche del secondo.

Dal terzo sistema (2.12) si vede subito che le componenti ez e hz devono essere costanti

nel tempo, cioè si tratta di componenti statiche; tali componenti possono essere

considerate nulle, dato che siamo interessati solo ai campi dinamici.

Consideriamo il sistema (2.11): per ricavare una soluzione, deriviamo la prima

equazione rispetto a z e la seconda rispetto al tempo

{

tJ2ex - tJ2hy
&2 - -110 01'&

tJ2hy tJ2ex
-=-&0-
&01' 01'2

Operando per sostituzione, troviamo:

(2.13)

(2.14)

L'equazione precedente è nota come equazione di D'Alambert, la cui soluzione generale

è la seguente:

(2.15)

dove J.. e h. sono funzioni che dipendono dal problema specifico che si sta trattando,
mentre

1

c = .J&0110

(2.16)

ha le dimensioni di una velocità. Per verificare che la soluzione della (2.14) è data

proprio dalla (2.15), basta sostituire quest'ultima nella seguente equazione:

tJ2e l tJ2ex - x
&2 -~~ (2.17)

che è uguale alla (2.14), dove però adesso figura espressamente la velocità c.

Dal momento che il mezzo preso in esame è lineare, vale il principio di

sovrapposizione degli effetti. Possiamo dunque considerare solo la prima parte della
soluzione

ex =fì(z-ct) (2.18)
ponendo:

u =z-ct. (2.19)

J.. è una funzione di due variabili; esisterà dunque un insieme di coppie di valori di z e di

ct per cuiJ.. assume sempre lo stesso valore. Fissato un particolare valore di u, uo=zo-cto'
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in corrispondenza del quale il campo elettrico assuma il valore eX<uo),si incrementino

ora i valori di z e t in modo tale che il campo resti costante, cioè in modo tale che:

(2.20)

Da quest'ultima relazione si ricava che:

&-=c
tu (2.21)

Ciò vuoI dire che se ci spostiamo di una quantità L1zsull'asse z e per un ritardo

temporale Llt, con LIze Llt tali da soddisfare la (2.21), u resta costante e quindi resta

costante ancheft; questo significa che la funzioneft trasla lungo l'asse z con velocità c.

Dunque, la forma d'onda e;x(z-ct),trasla rigidamente senza deformarsi nel verso positivo
dell'asse z con velocità c.

to+tu

I

z

Fig. 2.1 Rappresentazione di un segnale associato ad un 'onda piana che si propaga
nella direzione z>O.

Se esaminiamo la seconda parte della soluzione (2.15), ovveroh(z+ct) anch'essa

rappresenta "un'onda", che però si propaga nel verso negativo dell'asse z, sempre con
velocità c.

A questo punto dobbiamo cercare una soluzione per hy. A tal fine, potremmo operare

nello stesso modo sul sistema (2.11), ottenendo che hy si può esprimere nel seguente
modo:

(2.22)

Tale relazione non fornisce però informazioni ulteriori utili alla determinazione della

soluzione; esiste invece un altro modo di operare che ci consente di determinare una

relazione fra campo magnetico ed elettrico.

Dal sistema (2.11) si ha:

(2.23)
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supponendo che hy sia funzione di u al pari di ex, si può scrivere:

&y éù &x éù--=-&0--éù& éùà (2.24)

D'altra parte u=z-ct (si veda l'eq. 2.19), per cui:

éù
e. -=-c

à

e quindi la (2.24) si riduce a:

&y &
-=&oc Léù éù

(2.25)

e infine:

hy - ~ex =costante rispetto ad u
VP;;'

Per stabilire il valore di tale costante, osserviamo che, essendo il campo un fenomeno
fisico, si può sempre supporre che esso sia nullo all'esterno di un certo intervallo di

tempo e di spazio (si supponga ad esempio il campo nullo all'esterno di un intervallo

[Zl'Z2]ad un certo istante t; ne segue che il campo, come funzione di u è nUllo

all'esterno dell'intervallo [ZI-ct,Z2-ct));la costante deve dunque essere uguale a zero e
quindi:

(2.26)

hy= ~ex
VP;;'

Il fattore ../&0/fJo ha le dimensioni di un'ammettenza, detta "anunettenza intrinseca del
mezzo".Al suoinverso,sidà il nomedi "impedenzaintrinsecadelmezzo"So:

(2.27)

(2.28)

Dai risultati ottenuti segue che le componenti del campo elettrico e magnetico diverse

da zero (o meglio dinamiche), soluzioni del sistema (2.11), sono perpendicolari alla

direzionedi propagazione e perpendicolari fra di loro; inoltre, i loro moduli sono legati

dalla relazione (2.27).
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Questa particolare soluzione del sistema di equazioni di Maxwell è quindi un'onda

polarizzata linearmente nel piano xy, che si propaga lungo l'asse z, conservando la sua

forma, con velocità
l

c=-::3.108 m/sec
.J&oJ.to

A questa onda si dà il nome di "onda piana", poichè i campi sono uniformi sui piani

ortogonali alla direzione di propagazione.

Risolvendo l'altro sistema di equazioni (2.10), si trovano relazioni analoghe per hx ed

ey. In particolare per il contributo fi (z - ct), cioèper l'ondaviaggiantein direzionejz,
si ha:

(2.29)

(2.30)

In conclusione risulta:

ex - ey - /'
"'0

hy hx

per cui, istante per istante, si ha la situazione rappresentata nella figura 2.2.

La soluzione di tipo onda piana ha la seguenti proprietà:

- il campo elettrico ~ e il campo magnetico 11sono perpendicolari fÌ'adi loro;

- i moduli di ~ ed!! sono legati tra loro dalla costante di proporzionalità ço;
- il loro prodotto vettoriale ~xb. è un vettore orientato lungo l'asse z: per l'onda che

viaggia nel verso positivo dell'asse z, ossia per fi{z -ct), ~xb. risulta diretto nel verso

positivo dell'asse z, mentre per l'onda che viaggia nel verso negativo dell'asse z, ossia

per f2{z+ct), ~x!! risulta diretto nel verso negativo dell'asse z. Per l'onda che si

propaga in direzione z>Osi ha:

h=J..-i xe => g=ço!!X!z,
- ço-z -

(2.31)

mentre per l'onda che si propaga in direzione z<O si ha:

h=J..- (-i )xe => e=/' ohx (-i )
- ço -z - -.." - -z

Inoltre, ad ogni istante di tempo t, i campi § ed 11sono costanti su ogni piano

perpendicolare alla direzione di propagazione (si parla di onde "piane uniformi").

N.E.: l'ipotesi di dipendenza dei campi solo da z e da t è un'ipotesi semplificativa

utilizzata per agevolare i calcoli. Se avessimo considerato anche una dipendenza da x e

y, si sarebbero trovati gli stessi risultati con una direzione di propagazione non

coincidente con uno degli assi coordinati.
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y

x

Fig. 2.2 Rappresentazione dei vettori campo elettrico e campo magnetico appartenenti
al piano perpendicolare alla direzione di propagazione e mutuamente ortogonali.

Per capire che senso abbia, da un punto di vista fisico, la soluzione di tipo "onda

piana" e quale sia la sua utilità pratica, facciamo ora le seguenti osservazioni: il campo

associato ad un'onda piana è unifonne su piani perpendicolari alla direzione di

propagazione; quindi, ritenendo tali piani infiniti, all'onda piana verrebbe associata una

potenza infinita, il che da un punto di vista fisico è assurdo; ciò però non significa che la

rappresentazione del campo mediante onde piane sia inutile. Infatti, da un punto di vista

pratico, campi di tipo "onda piana" possono esistere in regioni limitate dello spazio. Ad

esempio, il campo irradiato da un'antenna è fonnato da onde sferiche ma, ad una

distanza sufficientemente grande dall 'antenna e limitatamente ad una certa zona del

fronte d'onda, possiamo considerare l'onda come piana (onda localmente piana). Inoltre,

l'ipotesi di assenza di sorgenti può essere interpretata come una situazione in cui le

sorgenti si trovano a grande distanza dal punto in cui vogliamo valutare i campi

(Fig.2.3).
- -- -- -- -- -.- ~

--
,," " .. ... .. .. .. .. .. ".... .. ..'" -.. ...

" ' ' , ' ' ' ~' ' - : : - - - - - - - - - ------ - -~ - - , -- ' , ,
I .." ...

" " ,,' "', .. ... ", , .. '\

, : :' :'

~
'. '..", ..

I " \ , ' '::: O " I ~ I

I ~ :; ,;

Fig. 2.3 Approssimazione dell'onda sferica irradiata dall'antenna con un'onda
localmentepiana.
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Vediamo ora un esempio riguardante i concetti ora esposti. Consideriamo la

seguente struttura per il campo elettrico (funzione solo di z e-t): - - - - -

ex =0; ez = O ;ey =bco{2; (z-ct)]

ey è funzion~ pmed.ica di :r con-periodo dLripetiziQn~ ~azi~e pari a A.ed ~-@,Chc.--~ .
funzione pe!iq91c~rispett<Ullte.!!!Qodi periodo T =A./ c (si suppone che il mezzo sia il

~J:..iLqua}e,c= li ~6oJ.io).

L~frs.uenza di tale segnalerisulta.f= 1/T=c/A.da cui:

ey=bco{2; (z-ct)] =bco{2; Z-2;ifi]=bCO{mt- 2; z)

con OF2;ifpulsazione del segnale e p=21! / A.,costante di fase o di propagazione.

Questocampo elettricosoddisfal'equazionedelle onde;infatti, svolgendoi calcoli, si
trova:

& 21! .

[

21!
(

)~
-L=-b-sm - z-ct

& A. A.

iJ2e

(
21!

)
2

[
21!

( )~&i =-b T cos T z-ct J
& 21! .

[
21!

{
)]

-L=bc-sm - z-ct
a A. A.

iJ2e

(
21!

)
2

[
21!

( )~
a/ =-bc2 T COST z-ct J

e, sostituendo le espressioni di 02ey / &2 e 02ey / a2 nell'equazione di D'Alembert, si
vede che quest'ultima è soddisfatta. Non c'è dipendenza del campo elettrico da x e da y e

quindi si tratta di un'onda piana, pertanto per il campo magnetico si ha:

h =0y

hz =0

h =- ~oex y
J.io

Osserviamo che, per quanto riguarda ey, si ha:

pert=O, ey =bcosflz,
T 21!1 1!

per t=-=_._=-,4 m 4 2m ey =bCO{~ -flz )=bsinflz;
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c§. VIloldi.r~che il punto P (si veda Fig.2.4) in un intervallo di tempo pari a un quarto di

periodo, M = T / 4 = À./ 4c , avanza in direzione fz di un tratto--
"1

:::.. . ,
.-" ( - ....-

!>1!1l.9.~l'onda è un'onda piana unifonne (èampi indipendenti da x e da y), che si

pr:opag~!!1direzione fz con velocità pari a c, velocità della luce n~oto. Siccome poi
g ed !l non cambiano direzione, l'onda si dice polarizzata lineannente; nel caso in

questione l'onda è polarizzata lineannente lungo l'asse x (si prende come riferimento la

direzione del campo elettrico).

x

E

I 1

, I 1 l I
!l'1/1/~
r I / I I~
,
'(I l/,/'" .
./- t"

Fig. 2.4 Andamenti d~J!ettori campo elettrico e campo magnetico associati ad un 'onda
~làna clié si propaga nella direzione z>Oed èpolarizzata linearmente lungo x.

z

2.1.2 Polarizzazione delle onde piane nel dominio temporale

La polarizzazione di un'onda piana, da non confondersi con la polarizzazione di un

dielettrico, è quella proprietà dell' onda che descrive la direzione e la relativa ampiezza

del vettore campo elettrico. Per definire univocamente la polarizzazione di un'onda

bisogna considerare una posizione fissata nello spazio e osservare lungo la direzione di

propagazione: in questo modo, la polarizzazione è la figura (curva) tracciata

dall'estremità del vettore campo elettrico in funzione del tempo.

Nel caso più generale, il campo elettrico 1;, associato ad un'onda piana, ha entrambe le

componenti ex ed ey diverse da zero.
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Consideriamo la situazione su un piano perpendicolare all'asse z: per semplicità

consideriamo il piano z=O. Supponiamo che le due componenti ex e ey abbiano il
seguente andamento sinusoidale nel tempo:

ex =a cos(mt - j3z) = a cos(mt)

ey =bcos(mt - j3z+ 5)= bcos(mt+5)

Sempre osservando la situazione nel piano z=O, il vettore campo elettrico totale sarà
dato da

~ =eAx +ey!y = acos(mt)!x +bcos(mt+5)!y

Analizziamo ora l'andamento temporale del campo elettrico.§ al variare del parametro
o.

Caso particolare ~O: POLARIZZAZIONE LINEARE

Se le due componenti del campo elettrico sono in fase,.§ risulta polarizzato linearmente

in una direzione che forma un angolo

rispetto all'asse x. Infatti, l'angolo a è costante rispetto al tempo.

~(t=O)

,.-- ~-\\ .'. .- 'I .

y

x
a

-fZ,

Fig. 2.5 Ondapiana polarizzata linearmente
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Caso particolare a=b e 0= Ì.1t/2: POLARIZZAZIONE CIRCOLARE

g = acos(lVtXx + aco{ wt::!:~}y =

=acos(lVtXx(#asin(lVt~y

=> Igi = a in qualunque istante di tempo t.

/

y

- -
,

, ' elt)

a
---" ~(t)

-a I z l e(t=O),-

I
I

I

,
,
,

x

,
,

,
I

I
I

,
I

,
,

- -

Fig. 2.6 Ondapiana polarizzata circolarmente.

a = tg-I
(

ey

)
=tg-I (+ SinlVt )=+lVt

ex COSlVt

per detenninare il senso di rotazione basta considerare due diversi istanti di tempo.

l) se lì=Jd2 si ha la seguente situazione:

y

z x

t=O

«(j)t=0),---rq-, , ,
I

I
I

I

,
,
,

e'- I

,
,
,
,
,

I
I

, J
'

'"

Fig. 2.7 Ondapiana con polarizzazione circolare destrogira
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il vettore ~ ruota in senso orario rispetto ad un osservatore posto lungo la direzione di

propagazione [z e il suo estremo descrive una circonferenza. L'onda piana presenta una

polarizzazione circolare destrogira (il vettore~ ruota con velocità angolare costante -w).

2) se 8=-Jd2, il vettore ~ ruota invece in senso antiorario: ~ polarizzazione circolare

levogira (il vettore ~ ruota con velocità angolare costante f-w).

Caso generale a:;t::be cS:;t:::bt/2:POLARIZZAZIONE ELLITIICA

.,.. ex =acos(wt) ,
./ 1

ey =bcos(wt+ 8) ~ ~r
2 2 ( '

I (:;)+( e;) =\cos~+coS2(wt+8),
Eliminlmdo coswt si ottiene l'equazione di un' ellisse sul piano xy:

2

( )

2
e e e le

(:) + ; -2coS8;~;-sin28=0
Risolvendo la precedente equazione di secondo grado nei seguenti casi particolari si ha:

Il (l)seex=a => ey=bcos8 ~ 1.t,}:~O .'\)''\2)see =-a ~ e =-bcos8 . Itr::. ~&o
< x y I f
13) se ey =b => ex =acos8 "\ (J; t ~-6
~)se ey = -b ~ ex =-acos8 j lJ~ Ir. + Ò '"..f{:;;'"

Tali punti appartengono all'ellisse (Fig. 2.8); inoltre è sempre lexl< a e leyl< b.

Fig. 2.8 - Costruzione de/l'el/isse di polarizzazione
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Dunque le rette x = a, x = -a, y = b, y = -b sono tangenti alla curva nei punti precedenti.
Se si cambia sistema di riferimento ruotando il sistema di assi xy di un angolo () tale
che:

2ab
tg2(} = 2 - cos8a -b

allora l'equazione precedente diviene:

(ex'/a'f+(ey./b'~ =1

e questa è l'equazione di un' ellisse con assi x' e y' (Fig.2.9).

y

x

Fig. 2.9 Ondapiana polarizzata ellitticamente

L'angolo che il vettore $iforma con l'asse x è dato stavolta da:

ey bcos(wt+8)
tga =- =

ex a cos(wt)

L'ellisse è percorsa con velocità angolare istantanea:

Q0=k=~~~6
& ~0

ed una rotazione completa viene effettuata in un periodo T=27t1w.

Supponiamo ora che sia a < b e rappresentiamo la situazione per diversi valori di 8:
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l) lFrrJ4 2) lF1t/2

y y
b b

x x

a

polarizzazione ellittica destrogira polarizzazione ellittica
destrogira con assi x e y
coincidenti con gli assi dell' ellisse

3) lF3/41t 4) lF1t

y y
b b

a a

x

polarizzazione ellittica destrogira polarizzazione lineare
(l'ellisse di polarizzazione
degenera in una retta)
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5) lì=-n/4 6) lì=-n/2

y y
b

x
aa

polarizzazioneellittica levogira polarizzazione ellittica levogira
con assi x e y
coincidenti con gli assi dell' ellisse

7) t5=-3/41t 8) lì=-1t

y y

b

x

aa

x

polarizzazioneellittica levogira polarizzazione lineare

Dunque per O<O<1tsi ha una polarizzazione destrogira. Per -1t<O<Osi ha una

polarizzazionelevogira (è equivalente al caso 1t<8<2n).
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§ 2.2-ONDE PIANE NEL DOMINIO DELLA FREQUENZA

In questo capitolo la soluzione di tipo onda piana verrà ricavata risolvendo le equazioni

di Maxwell nel dominio della frequenza. Ciò consentirà di analizzare la propagazione

delle onde elettromagnetiche in mezzi dissipativi e/o dispersivi nel tempo.

2.2.1 Costante di propagazione e velocità di fase

Consideriamo un mezzo lineare, omogeneo, isotropo, non dispersivo nello

spazio, eventualmente dispersivo nel tempo. Nel caso di mezzi stazionari e dispersivi

nel tempo vale la seguente relazione:

k2 =t»2&(t»).u(t») (2.32)

in tal caso cioè &e p risultano funzioni della frequenza e in generale si presentano nella
forma:

&(t»)=&)(t»)- j&2(t»)

p(t») = p)(m)- jp2(t»)

(la parte immaginaria tiene conto di eventuali perdite presenti nel mezzo).

Nel dominio della frequenza valgono le seguenti relazioni costitutive:

{

D(r, m) = &(t»mk, m)

!l.(r, m) = p(m m(r, t»)
(2.33)

Consideriamo ora le equazioni di Maxwell nel dominio della frequenza in assenza di

sorgenti (l(r,m) = O, p(r,m) = O):

V x §.(r, t») = - jt»!l.(r, t»)

VxH(r,t»)= jt»D(r,dJ)

V. W(r,t»» = O

V. (!l.(r,t»» = O

Quest'ultime, tenendo conto delle (2.33), si trasformano così:

V x §.k, t» ) = - j t»pH(r, m)

VxHk,t»)= jt»&§.k,m)

V.(&§.k,m»=O

V . (uH(r, t»» = O

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Ricavando ~k,t») dalla 12.34) e sostituendo nella (2.35) otteniamo:
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-l

( )
V x (V x E.(r, 01)) = j018(01 )g(r, 01)

j01p 01

che può essere riscritta: ( rv.. -O
- V2E.(r,01)+~)10128(01)P(01 )g(r,01);

considerando poi la (2.36), si ricava che V(V .g(r, 01)) = O) e dunque si ha:

V2 g(r,01 )+0128(01)p(01)g(r,01) = O

(equazione di Helmholtz vettoriale omogenea)

(2.38)

Osserviamo che il primo termine della (2.38) può essere così sviluppato:

V2g(r,01) = V2EAr,01)fx + V2Ey(r,01 Xy + V2Ez(r,01 Xz

e quindi dalla (2.38), considerando solo le componenti lungo l'asse x del primo e del

secondo tennine, possiamo ricavare:

e dunque:

(2.39)

Se ora supponiamo una dipendenza di E solo dall 'ascissa z e dalla ftequenza, si avrà:

e dunque la (2.39) può essere riscritta:

o2EAz,01) k 2E ( )=0
&2 + x Z,01

(2.40)

La soluzione della (2.40) è del tipo seguente:

EAz,01) = Ex+e-jkz + Ex_ejkz ) . (2.41)

In particolare, osserviamo che anche nel dominio della frequenza è possibile stabilire!

una relazione fra il campo elettrico e la componente ad esso nonnale del campo

magnetico; infatti dalla (2.34), sempre nell'ipotesi di dipendenza di £ solo da z e dalla

frequenza, si ricava:

1

, ---J
'I

{

OE'AZ,01) = - j01pJ! Az, 01)oz

my{z,01) = -j01pJ!x(z,01)oz

(2.42)
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Il mezzo in esame è lineare e vale il principio di sovrapposizionedegli effetti; allora se-- - - - - ~

consideriamosolo ia prima parte della soluzione (2.41), cioè la parte progressiva, e la-- -.--
sostituiamo nella prima equazione del Sistema (2.42), otteniamo 'la relazione che

~vamo cercando:

~ ....

, + =r H+ O .,X ~o y ~- ---
dove ço rappresenta l'impedenza caratteristica del mezzo.

Dal momento che la soluzione (2.41) dipende dal,~C!-radice-,quadrata-di k2, e cioè da

k = w~é(W),u(W), se e~~It1efi> co~plesso, quando ne estraiamo Ja radice si
mlcugofroa"uf po~ibil; soluzioni date da due valori simmetrici,rispetto all'origine sul

piano complesso. Per n~gionienergetiche, che verranno dimostrate nel seguito, deve
essere scelta la soluzionecon parte immaginaria negativa. Dunque possiamo scrivere:...-

k = (J)~dw),u(w) = fJ - ja (2.44)

/3 prende il nome di costante di fase (ad essa è legata la variazione di fase dell'onda)~ ~ a -
~n~e aè detta costante di attenuazione. Sostituendonell'esponenziale si ottiene:

'-e-jk= =e-j(P-ja)= =e-j/3::e-O:::

N.B.: L'ampiezza di un'onda che si propaga all'interno di un mezzo con perdite deve

attenuarsi; se avessimo scelto la soluzione della (2.44) con parte immaginaria positiva- -
si s~rebbe ottenuto il fattore eCt:(invece di e -Ct:):un fattore del genere nonva bene da un

punto di vista fisico poichè implicherebbe una amplificazione del segnale.

~e-éC:,u so~ reali allora: k = W~é.o,uO = /3 (a = O).

QIDsideriama..ara..g>lo la prima parte della soluzione (2.41) e torniamo nel dominio---
temporale (supponiamo a =O): - -

- - - ,,-,

eAz, l) = E .9ìe {e-jP=eJltJl}= E . cos(W/ - /3z)x x

L'argomento del cose no !iz.j ~ ~ _è la fase della componente di campo el.~ttrico
ex(z,l).

S~i~eri~ra ~afasedi exJz~t)(lelpuntoz all'istantet e nel punto.z+L1zall'istante
t+L1t.La variazio~edi fase t!..(Jè data da:

!:.rp= [w(t + !:.t) - /3(z + !:,.z)] - (ca - /3z) = w!:.t- f3t:.z--1
Dunque, se vogliamoche !:.(Jsia uguale a zero dovrà valere la relazione:

(2.45)

w

/3
(2.46)-=-

La quantità nella (2.46) rappresenta una velocità a cui si dà il nOl!!e_diy_elocitàdi fase:
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---

fi]& lV

VI =-=- (2.47)l1t

TJg-Dsservatoreche si sp'osta lungo l'asse z con Questavelocità misura sempre lo stesso
valore della fase.-
Se a=O, 8(lV) e J.l(lV)sono reali e si ha:

La (2.48) rappresenta la velocità con cui trasla la fase di un'onda piana. E' evidente che

~ casoin cui il mezzosia ~o- ~ ye~tà di fase vfcoincide con la velocitàdella
luce e non dipende dalla frequenza.--
B'utileconsiderareil diagramma6)=lV(P) (relazione..2!,.d~~..n~>"detto diagrammL-- --- w
di Brillouin. Se 8 e J.lsono costanti, e quindi si è nel caso di mezzo non ~i~siyo~ IL..

curva di dispersione lV-lV(fl) diventa una retta (cwya tratteggL~a in Fig..2JJ.>-

Se il mezzo è dispersivo la curva non è più una retta. Per esempio per il plasma freddo

s~nzacollisioni: lV=~lV~+c2{32 (curvacontinuain Fig.2.11). t ~: 5 '" Cf r
Si noti che ad ogni assegnato valore di lVcorrisponde un valore della velocità di fase

che coincide con la tangente dell'angolo sotteso dal segmento che unisce il punto

considerato all'origine. La dipendenza dalla frequenza implica che un segnale che si

propaga in tale mezzo dispersivo subisce una distorsione di fase. I valori assunti dalla

velocità di fase, come si vede dal diagramma, possono essere superiori alla velocità----
della luce. Questo ~erò non contras~ co~ alcuna l~e fisica, dal momento che la Vj è
la velocitàd,ellafase, cioè di un ente geometrico e non deii'en"èijìa:----

li)

"""","""
,,"

, ,,", I "
~ I //

,,' "~",, -..

\' '"
,-.. "

,~,,"\a : y
'" II

Fig. 2.11 Diagramma di Brillouin

(2.48)----

--

co

c=tgy
- -l'ì

v,rtga "t--.S"l (jJ..A.A..-;,~l~ '\..A , ,

r (

f3

(nJ.1 L J. j~Qn'1
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2.2.2 Velocità di gruppo

Consideriamo ora una distribuzione di campo dovuta alla sovrapposizione di

5lue onde piane di eguale ampiezza:~aratterizzate da pulsazioni (aT+iiwl2Te-
iw - t:.w12~e Liw i.. s~.f!icientemenÌ:epiccola si può approssimare la cu~a di

dispersion::con l~~..!a~~nte ~l punto di coordinateTw,.8r Sia il mezzo lineare,-
omogeneo, isotropo, senza perdite, al più dispersivo nel tempo.

e(z, t) =ECO{(w- t:.2w}-(.8- 6:}]+ECO{( W+ 6;}-(.8 + 6:}]
=>e(z,t)= 2Ecos(ecx- ,8z)co{ t:.; t- t:.: z)

(2.49)

Nella (2.49) sono presenti due funzioni sinusoidali, una rapidamente variabile con

pulsazione we l'altra lentamente variabilecon pulsazione Liai2.

L'oscillazione lentamente variabile rappresenta l'inviluppo del segnale e le sue

superfici equifase si spostano con velocità che può essere valutata in modo analogo a
quanto fatto in precedenza (Fig. 2.12). Questa velocità è nota come velocità di gruppo

(del gruppo di due sinusoidi):

(2.50)

:'-1limite per Liwe Li.8tendenti a zero.si-ha;....-

Vg =òwl ò.8 (2.51 )

'-. /1\ Il'\ :'A /I A\ " 1\ 1\ '-

\
, ,

,
., ,

,,\
\

,
, ,

" /

\
\

, . /

Fig. 2.12 - Segnale risultante dalla somma di due oscillazioni afrequenza diversa

48



ONDE PIANE

(O

c=tga

/3

Fig. 2.13- Velocità difase e di gruppo sul diagramma di Brillouin

~ velocità di gruppo è nlllpr.esentaJa_dalla.tangente. alla..curyLdLdlsper~ione_sul

diagrammadi Brillouin. S~il..mezzo è non dispe~!'yo_vI =vg_e la relazj~~~..£.L--

(c~a çJLdispersione)..è..unaJ.etta._Se il mezzo è dispersi vo vI -#vK . In particolare, con

.~erim~J1!Qalla F:ig.U3, la v..elocità.di-fase neI-punto~P è data daJgO, merltre la velocità

di gruppo è data dal coefficiente angolare della retta tangente alla curva. (O=(0(/3) nello-
stesso pun!oJ).

Si noti poi che all'interno dell'inviluppo la sinusoide di pulsazion~ (O_si sposta COIL-

~Io.:ità di fase vI =(0/ /3: c'è quindi un mutuo scorrimento fra l'oscillazio!l~Ie;.mae
~ella rapida.

Quanto esposto può essere generalizzato al caso di una distribuzione continua di

onde piane con costanti di propagazione di poco diverse, e quindi anche con frequenze

di poco diverse. Si parla in questo caso di pacchetto d'onda: si può pensare ad esempio

ad un segnale modulato in ampiezza con una banda molto stretta rispetto alla frequenza

centrale (o frequenza della modulante) fo =(00/2n . Supponiamo che queste onde si

propaghino tutte lungo l'asse z in un mezzo lineare, omogeneo, isotropo, senza perdite,

dispersivo nel tempo; le varie componenti spettrali del segnale si propagheranno con

velocità di fase differenti vI ((O). Tuttavia se il segnale è a banda stretta è possibile

approssimare la curva di dispersione con la retta tangente nel punto ((00' /30);

utilizzando questa approssimazione si ricava una espressione del segnale in funzione di

z e t in cui compare il prodotto tra una oscillazione rapida con pulsazione Wo con un

segnale modulante che varia più lentamente. Quest'ultimo, ovvero l'inviluppo

contenente l'informazione, trasla rigidamente (senza subire distorsioni) con una

velocità vg (è la velocità di gruppo calcolata per /3=/30), L'oscillazione più rapida

traslainvececon una velocità pari alla velocità di fase vI =wol/3o.
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E' opportuno mettere in evidenza che il pacchetto spostandosi non si deforma, ma le

oscillazioni del segnale modulante slittano rispetto alI'inviluppo: un osservatore che si

muovesse con velocità di gruppo v. vedrebbe il segnale spostarsi con velocità vj - vg .

Le considerazioni precedenti valgono per un segnale a banda stretta e per tempi di

trasmissione brevi (distanze limitate tra trasmettitore e ricevitore). Infatti, nel

propagarsi in un mezzo dispersivo un pacchetto d'onda non cambia di forma in tempi

brevi, ma, al contrario, in tempi lunghi si allarga e si deforma, e una successione di

impulsi tende a divenire meno riconoscibile (distorsione di fase): in tal caso si ha una

degradazione del contributo informativo del segnale.

Si ricorda che se il mezzo fosse non dispersivo allora la velocità di fase sarebbe

costante per qualunque componente sinusoidale «(J)=cfJ come nel vuoto): ne consegue

che il pacchetto d'onda si sposterebbe con velocità c senza deformarsi. In particolare,

nel caso del vuoto si ha:

Vj=ltJ= ltJ l
fJ ltJ.JEol1o .JEO.uO=c =3.108 m I sec

dltJ l -~=c
Vg = dfJ = dfJ - .JEO.uO

dltJ
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§2.3 - RIFLESSIONE E TRASMISSIONE DI ONDE PIANE ALLA
SUPERFICIE DI SEPARAZIONE FRA MEZZI CON CARATTERISTICHE
DIVERSE.

Abbiamo visto la soluzione di tipo onda piana in un mezzo omogeneo e

isotropo. Vediamo come può essere analizzato il caso in cui il mezzo non sia

omogeneo. In particolare faremo riferimento ad una disomogeneità molto semplice,

detenninata da due mezzi omogenei di caratteristiche elettromagnetiche diverse separati

da un'interfacciapiana.

2.3.1 Riflessione e trasmissione di un 'onda piana all'interfaccia tra due dielettrici:
incidenza ortogonale

In questa sezione analizzeremo il caso in cui un'onda piana uniforme incide

perpendicolarmante sulla superficie di separazione tra due mezzi dielettrici, senza

perdite, lineari, isotropi e stazionari. Consideriamo la superficie di separazione

coincidente con il piano z=O.Siano 81e Ili la permittività e la permeabilità del primo

mezzo (mezzo che occupa il semispazio z<O),e &ze f.l2quelle del secondo mezzo (z>O).

Opereremonel dominio della ftequenza, facendo riferimento in particolare ad un'onda

monocromaticacon pulsazione m.

In ciascuno dei due mezzi avremo come possibili soluzioni libere delle onde piane.

Se supponiamo che le sorgenti siano nel mezzo 1 (se cioè supponiamo che l'onda

incidente provenga dal semispazio z<O),è ovvio assumere come soluzione onde dirette

e riflesse nel mezzo 1, solo onde dirette nel mezzo 2.

Fig. 2.14 Ondapiana incidente perpendicolarmente all'inteifaccia piana tra due mezzi
dielettrici

Leimpedenzeintrinsechedei duemezzisono:ç\ = r& e ç2 = ~
V~ V~
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e le costanti di propagazione: kl =/31={i).J81#1 e k2 =/32={i).J82#2 .
Supponendo ad esempio che il campo sia polarizzato lineannente lungo l'asse x,

nel mezzo l si ha:

E (z\: =E+e-jP2zi2 J!x 2 -x

E+ .
H 2(Z\: =-Le-i/32zi

J!y r;2 -y

N.B.: il teorema di unicità assicura, a posteriori, che la soluzione trovata è anche l'unica.

Dobbiamo a questo punto imporre le condizioni di continuità delle componenti

tangenziali dei campi sulla superificie di separazione fta i due mezzi (piano z=O). In

particolare nel passaggio dal mezzo l al mezzo 2 dovranno conservarsi le componenti

tangenziali del campo elettrico e del campo magnetico.

{

E .
1

E .
1

1
Et+Et=E;

-l x!z z=O= -2 x!z z=O + - +
H l xi

I
=H2 xi

I
~-~= E2

- -z z=O - -z z=O r;l r;l r;2

Risolvendo rispetto a Ei e ad E; si ha:

E+=2~E+
2 r;l +r;2 l

E-=2E+~-E+
1 l r;1 +r;2 l

Si definisce coefficiente di riflessione per il campo elettrico nel piano z=Oil rapporto:

Il coefficiente di trasmissione per il campo elettrico nel piano z=O è invece definito
così:

Per il campo magnetico il coefficiente di riflessione è

e quello di trasmissione:
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Dalle relazioni precedenti si può ricavare che:

2.3.2 Riflessione e trasmissione di un'onda piana all'interfaccia dielettrico
conduttore: incidenza normale

Vediamo cosa accade quando il mezzo 2 presenta una certa conducibilità

(mezzo con perdite). In particolare, consideriamo il mezzo 2 caratterizzato da una

costante dielettrica relativa cr e da una conducibilità (j (Jl = Jlo). L'impedenza

caratteristica ç2 e la costante complessa di propagazione saranno perciò date da:

In base alle relazioni precedentemente trovate si ottiene:

E - £ +e-jk,=- £ +e-a'=e -jfJ-..=2- 2 - - 2 - -

Calcoliamo la corrente indotta nel mezzo 2 dal campo elettrico trasmesso E2. Essendo

E.2 un vettore parallelo all'asse x ed il mezzo isotropo, la densità di corrente l. sarà

anch'essa diretta secondo x. Integriamo il vettore densità di corrente l. =(j E.2 in una

striscia avente larghezza unitaria lungo l'asse y: 2.lJ:, ..,::: 'i
l dl

(.900 00 2 ç £+ (' /l= fJJ'i dS= J J.i dz= J CYE+e-jk2=dz= (j 2 I 2.52 0'<
s--n o--x o 2 jk2(ç, +(2)

l è una densità lineare di corrente di conduzione (una corrente per strisce di

larghezza unitaria in y: l [AI m]).
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x

J

z

l

y

Fig. 2.15 Corrente indotta nel mezzo conduttore.

Supponiamo ora che il mezzo 2 sia un buon conduttore: ciò significa che è

verificata la condizione U»(i)&O&r l. In tale ipotesi le espressioni della costante di

propagazione e dell'impedenza caratteristica per il mezzo 2 si semplificano come

segue:

ma (1- j)2 =-2j e (1+jf =2j e dunque:

(

{

k2 ==~u,u;(i) (1- j) ::- ~
,uo(i) . , .'

'2 ,,~ (1+J)' - . (
2u -; )

Si definisce profondità di penetrazione la seguente quantità:

(2.53)

(2.54)

I N.B.: lo stesso materiale può così essere considerato un buon conduttore o un cattivo conduttore a
seconda della ftequenza:

(j l.. l (j . (j-<
100 dielettnco;_100<- <100quaslconduttore;-> 100conduttore.

(j)EoE, (j)EoE, (j)EoE,

I metalli ( (j ==107 S/m), fino alle ftequenze ottiche, si comportano come buoni conduttori
(Eo=8.85 pF/m).
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8ha le dimensioni di una lunghezza e il suo nome si giustifica osservando che il campo

si attenua nel conduttore secondo la legge exp{- z/ o}: la costante o corrisponde

dunque ad uno spessore di conduttore tale che l'intensità del campo a un estremo risulti

ridotta di un fattore lIe rispetto a quella sull'altro estremo (circa -8.69 dB).

Quindi il campo trasmesso E2, rispetto al valore E2Iz=0' si riduce di lIe dopo un tratto
o. L'ampiezza di tale campo è rappresentata in .figura 2.16.

Il parametro 8 è significativo di quanto le onde elettromagnetiche penetrino in un
mezzo di conducibilità finita a:

Tenendo conto della (2.53), la (2.52) diventa:

2aE+ 1 2aE+ Il 2E+

]=ç2.,,, .: \Ojk2 =('I+~?fV-;;:2= 1

lE/I
e

z

Fig. 2.16 Decadimento esponenziale del campo elettrico nel mezzo conduttore

Ora, se la conducibilità del mezzo tende all'infinito, ç2 diventa trascurabile rispetto

a çl e la corrente] viene ad assumere un valore che dipende solamente dall'ampiezza

dell'onda incidente e dall'impedenza intrinseca del mezzo l:
2E+

I=~
çl

Si conclude che, per a grande (a» aJ&O&r),la profondità di penetrazione 8 tende a

zero, come si vede dalla (2.54), mentre la densità lineare di corrente I rimane costante e

viene compressa alla superficie del conduttore. La densità di corrente volumetrica J

(Alm2) invece non è più finita, in quanto è data dal rapporto fra la corrente I ed una

superficieinfinitesima (8 ~ O).
Nel caso di un metallo lo spessore di penetrazione è sempre molto piccolo; ad

esempioper l'alluminio a =3,54.107 S/m e la penetrazione è di solo 8,5 mm già a 100

Hz e si riduce a 0,85 J.1ma lO GHz. Nei metalli, quindi, solo la parte esterna viene

(2.55)
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interessata al fenomeno elettromagnetico (ad esempio, per ridurre le perdite nelle guide

d'onda, si ricoprono le pareti interne con un sottile strato di metalli ad alta conducibilità

come ad esempio l'argento).

La profondità di penetrazione può essere rilevante in altre situazioni; ad esempio

per l'acqua di mare si ha a=5 S/m e 8=13 m a 300 Hz: questo spiega l'uso di basse

frequenze per i dispositivi di comunicazione adottati dai sQnunergibili.

Possiamo concludere che quanto visto in questa sezione da un lato giustifica la

denominazione" effetto pelle" (skin effect) che viene utilizzata per l'insieme dei
fenomeni associati a un conduttore inunerso in un campo elettromagnetico; dall'altro

spiega come, nel passaggio dal mezzo esterno al conduttore, all'andamento continuo

della componente tangenziale del campo magnetico si possa sostituire un andamento

discontinuo (approssimativo): infatti la componente tangenziale del campo magnetico

diventa trascurabile dopo pochi spessori t5,per cui non si conunette un errore elevato

nel supporre che il campo magnetico tangente passi, in modo discontinuo, da un valore

diverso da zero sulla superficie esterna ad un valore nullo all'interno. Per quanto

riguarda la componente tangenziale del campo elettrico essa può essere considerata

nulla sulla superficie di un buon conduttore.

2.3.3 Condizioni al contorno alla superficie di separazione con un mezzo conduttore
elettrico perfetto. ( f'i:e)

Si definisce conduttore elettrico perfetto quel mezzo ideale caratterizzato da una
conducibilità elettrica ainfinita.

Mezzo 2

P

Mezzo I

Fig. 2.17 Interfaccia aria-conduttore

Supponiamo che il mezzo 2 sia un dielettrico e che il mezzo 1 sia perfettamente

conduttore(al ~ oc»: gl deve essere nullo perchè altrimenti ci sarebbero correnti
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infinite nel mezzo 1. La condizione di continuità per la componente tangenziale del

campo elettrico alla superficie di separazione dielettrico-conduttore diviene dunque:

fn x§:2 =O

Se i campi sono variabili nel tempo, dalle equazioni di Maxwell segue che anche il

campo magnetico !lI è nullo all'interno del conduttore. Si è però visto in precedenza

che sulla superficie del mezzo conduttore nasce una densità di corrente lineare finita,

per cui la densità di corrente i (Nm2) risulta infinita e, per 8 ~ O , sulla superficie vale

la relazione:

!n x!l2 =lL-
j è una correntesuperficiale (si misura in Nm, densità lineare di corrente).-s
Conragionamentoanalogo si trova:

ff.2 '!n =Ps

dove Ps rappresenta una densità superficiale di carica elettrica (Clm2), e:

N.B. Ricordiamo infine che per le condizioni di continuità tra due mezzi diversi è--
sufficiente imporre solo le condizioni sulle componenti tangenziali dei.campLeleJ!:!i£..<LeI --- .

magnetico; si .EUò.£.~ dimostrare che nel caso di mezzi conduttori basta imporre la sola

condizione sulla componente tangenziale di !{. (condizione al contorno), mentre le
condiiiòòfsu d.e b..possono servire a detenninare le distribuzioni di carica e di corrente

--maott;dai campi esterni sulla superficie stessa.

2.3.4 Riflessione e trasmissione di un'onda piana all'interfaccia tra due dielettrici:
incidenzaobliqua

Consideriamo due dielettrici separati da una superficie coincidente con il piano.xy di un

sistema di riferimento ortogonale. Consideriamo poi un' onda piana monocromatica che

provenendo dal mezzo l incida sulla superficie di separazione, fonnando un angolo e;

con l'asse z (la direzione di propagazione giace nel piano yz).

Si definisce piano di incidenza quel piano individuato dalla direzione di incidenza e

dalla nonnale al piano di separazione.

In Fig. 2.18 è rappresentato il caso di E.°larizzazioneparallela o polarizzazioneTM:~
in tale caso il campo elettrico è contenuto nel piano di incidenza.
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In Fig. 2.19 è invece rappresentato il caso di polarizzazione perpendiool~

Jolarizzazione TE: il campo elettrico è perpendicolare al piano di incidenza.

In entrambi i casi, la presenza dell'interfaccia detennina, oltre ad un'onda piana

trasmessa nel mezzo 2 (onda rifratta), anche un'onda piana riflessa nel mezzo l. Sia la

direzione dell'onda riflessa che quella dell'onda trasmessa appartengono al piano di

incidenza; Br e Bt sono rispettivamente gli angoli che tali direzioni fonnano con la

nonnale alla superficie, cioè con l'asse z.

z

Mezzo l

y

r
I ~

Mezzo2

t

Fig. 2.18 Polarizzazione parallela

z

Mezzo l

y

Mezzo 2

li Fig. 2.19 Polarizzazione perpendicolare
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,-..

-,1 l..f (~. ' ~"

"-- \\-I~p°I!endo)e condizioni_di~nEnuità ~ll~ cgm'pQnentit~g~nziali ctelcamp'~elettrico
~ V l e del campo magnetico all~interfacciaz=O,si ricavano le relazioni tra gli angoli ()j, ()r e

()t, e i valori del coefficiente di trasmissione e _delsoefficiente.-Q! .rLflessione-
(coefficie~ti eliFresnel): ....

12-

questa è la legge della riflessione: l'angolo di riflessione è uguale all'angolo di
incidenza.

l
2) kl sin()j =kz sin()t ovvero nl sin()j =nz sin()1 '- ; '"'

e questaè la ben nota leggedi Snell,con kl = m,JE;P;, kz=m.Jszf.lze:-
)

, nz =...:L = 1/~ =.J s rzf.lrz = indice di rifrazione assoluto del mezzo 2vIZ 1/ 8zf.lz

I

\ I

(co=velocità della luce nel vuoto, vfi= velocità della luce nel mezzo)

Per i mezzi non ferromagnetici si ha f.lrl=f.lrz ~ 1 e dunque nl =..Ji:; e nz =.J8rZ .

}) Coefficienti di Fresnel
Per ricavare i coefficienti di Fresnel consideriamo separatamente i-- -- - --- -- - -- - - - - --- - --
polarizzazione parallela e polarizzazione perpendicolare.

due casi di

Polarizzazione parallela:--. - - --- -

FU=Er = (z cos()t -(! cos()j
Et (z cos()t+(1cos()j

Polarizzazione perpendicolare:--- - -------
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I Si fa notare che i coefficienti di Fresnel soddisfano le seguenti relazioni:
cos Bt

l+rU=-'U
cos Bj

Dalla legge di Snell si ricava:

sin Bt =.!1..sin Bj
nz

(2.56)

/

ertanto, tenendo presente che Isin f}1<l, si deduce che se n2-; n~ (passaggio da un

mezzo meno denso ad uno più denso, ad esempio da aria a vetro), allora il secondo

membro della (2.56) è inferio~eall'unità e dunque esisterà sempre un angolo Br reale

,che soddisfa la precedente equazione. Viceversa, se_lii <~ (passaggio da un mezzo più
'.denso ad uno meno denso, ad es. da vetro ad aria), non è detto che l'angolo B, sia

sempre definito, poiché il secondo membro della (2.56) potrebbe risultare maggiore

dell'unità per condizioni di incidenza quasi radente rispetto alla superficie. Definiamo

-~angolo <:ri!ifQ..d.U!!£ideE.zaBc quell'angolo di incidenza in corrispondenza del quale si

ha B, = 1C / 2 (condizione limite) e dunque cosBt =O e sin B, =l.

Per Bj =Bc si ricava dalla (2.56):

I .
f:t

n
I

-l
-'-sin Bj8,=8c -n2

e dunque:

I

Bc= arcsi{ :~ )

Per angoli di incidenza Bj > Bc, l'angolo fJ.Jrisu~ ~ssere Quramente immag~ario. Si-- - - - - - - - -
.A l'

f.

uò verificare che per B; ~ Bc il modulo del coefficiente di riflessione è unitario per

ntrambe le polarizzazioni (/Tul=r.d=l), il che irI1plicache tutta la potenza incidente
iene riflessa nel mezzo l; per angoli di incidenza(Bj ~ si parla infatti di riflessione

otale.

I. Dunque per Bj ~ Bc non si ha trasmissione di potenza dal mezzo l al mezzo 2,
l'

\

tuttavia nel mezzo 2 in prossimità dell'interfaccia esistono campi non nulli che devono

garantire la continuità delle componenti tangenziali del campo elettrico e del campo

magnetico; tali campi decrescono esponenzialmentecon la distanza dalla interfaccia.

Osserviamo infine che le fibre ottiche, le microstrip e i dispositivi ad onde superficiali

sono basati proprio sul fenomeno della riflessione totale.

(2.57).r
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Consideriamo ora il caso particolare (Ji=O ~cidenza norm~ In tal caso,
dalla legge di Snell si ricava che anche (J/=O e, dalle espressioIÙ precedentemente

trovate per i coefficienti di Fresnel, si ricava che per incidenza normale risulta, in

accordo con la simmetria del problema: FII=F1. e "Il="1.' 01<
çLclUedi;!1D~uesto punto se esiste un p..m:tic.o1arevalore d.rll.:angolo-<ii

)ncjdenza-ID._co.rrispondenzadel~€LSi..Y.eri:fi..ça.jLf~omeno _della"as~a di ond!l

J

..ritl~', Si può dimostrare che nel caso di polarizzazione perpendicolare non esist

nessun angolo di incidenzà per cui risolti nullo il coefficientedi riflessioner ~ -\\ft(;)
Pertanto nel caso di polarizzazioneperpendicolareil fenomenodell'assenza di onda1\

riflessa non si può verificare.

Nel casQ di.IlOlarizzazion£"'par§llela in'l.eQ~LI1ossibile- trovare un @gol(Ldi~ I j i'- l

~cidenza (Ji=(JB (detto angolo di Brewster).1}ler cJÙ si. aI1I!ullail <?~f1ici~IJte<li'\ n l

. riflessione FII' Questo angolo di Brewster ha la segu~nte espressione:

"
.....'.'.'"..'.'..'

-....----..-.....

- Polar.parallela
..,..m' Polar. perpendicolare

15 45 60
Angolodi incidenza

r - ,..J
(""

" I

.--

)fr..,

d r
't I I

/ l

Fig. 2.20 Andamentodel modulodi r 1. e di lìl al variare del! 'angolo di incidenza"

(8r2/8rl =9).

30

Quanto detto finora può essere sintetizzato nella figura 2.20. Se riportiamo il modulo

del coefficiente di riflessione per entrambe le polarizzazioIÙ,parallela e perpendicolare,

61

1

0.8

0.6

r....-

0.4

0.2

O
O
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in funzione dell'angolo di incidenza, si può notare come il!'ìll presenti un valore nullo

in corrispondenza dell'angolo di Brewster. Agli ~stremi _dell'!nterv~llo,~ioè per

~ inci~enza ~~~a.!.e BFO~ e pe:!£ :99° i ~ue coefficienti di riflession.e assumonç!~o
~ stesso valore.

N.B.: Se l'onda incidente è polarizzata arbitrariamente e l'angolo di incidenza coincide

con l'angolo di Brewster, l'onda riflessa avrà solo. la componente polarizzata

perpendicolannente rispetto al piano di incidenza, perchè la componente del campo

incidente polarizzata lineannente viene totalmente trasmessa nel semispazio inferiore.

L'onda riflessa risulta pertanto polarizzata lineannente; su tale fenomeno si basa il

funzionamento di alcuni filtri polarizzatori.
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LINEE DI 1RASMISSIONE

CAPITOLO3

LINEE DI TRASMISSIONE

§ 3.1-INTRODUZIONE

Uno dei mezzi più semplici per convogliare il segnale elettromagnetico in una certa

direzione è la cosiddetta "linea di trasmissione". Le strutture guidanti per il segnale

elettromagnetico possono essere di vario tipo. In generale con il termine "linee di

trasmissione" si intendono linee unifonni a due conduttori, quali ad esempio la classica

linea bifilare oppure il cavo coassiale, le quali pennettono la trasmissione di onde

caratterizzate da componenti nulle dei campi e delle induzioni lungo la direzione

secondo cui si estende la linea (si parla anche di "modo" TEM, trasverso

elettromagnetico; un modo è una particolare configurazione di campo che, su una data

struttura, è abilitata alla propagazione). Se la linea si estende lungo l'asse z, si avrà:

ez=O,hz=O,dz=O,bz=O.

Esempi di linee di trasmissione uniformi, formate da superfici cilindriche

perfettamente conduttrici, sono riportate in Fig. 3.1:

linea bifilare cavo coassiale linea bifilare
schennata

Fig. 3.1 Alcune linee di trasmissione
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§ 3.2 -LINEE DI TRASMISSIONE NEL DOMINIO DEL TEMPO

Lo studio delle diverse linee di trasmissione è riconducibile allo stesso tipo di

equazioni; possiamo pereiò riferirei, senza perdere di generalità, alla linea bifilare.
M

B

~ K " c
~ P
I \ I J l' \ \
.1J \4- \ I

.\ ~
"" '---",./ ~t il~ !

'

~-- - . .

L
1\ '. or.1)----------

A D

L

---1
[

~ ,........
f \ f \
r \ r \
I I . I I
I r l I I
'.. I ~ \ ,I
'J.L ~'..I./

I I
I I
I . I
~ ~ ~

Fig. 3.2 Tensione e corrente in una linea bifilare

Consideriamo una sezione trasversale di una linea unifonne lungo l'asse z e in cui

si propaga per ipotesi il solo modo TEM (come usualmente accade nel range di

frequenze in cui tali linee di trasmissione vengono utilizzate), Dalla prima equazione di

Maxwell in fonna integrale si ricava:

le'i /dl=-.! f'rb'i dS=O.
'j~ - éJt J- -zABCD S

Infatti, bz=Oper il modo TEM e quindi il flusso di induzione magnetica concatenato al

percorso chiuso ABCD è nullo (si veda Fig. 3.2). Inoltre, nei tratti BC e AD la

componente tangenziale del campo elettrico è nulla (si tratta di un conduttore elettrico

perfetto); ne consegue che può essere univocamente definito, nel piano trasverso, un

potenziale v(z,t), funzione solo di z e t e non del percorso di integrazione:

A D

J~'i/d/= J~'i/d/=v(z,t).
B C

Per la circuitazione del cam~agnetico lungo un circuito chiuso M arbitrario,

contenuto nel piano trasverso e avvolgente un solo conduttore, si ha

fb..!/dl = i(z,t),
M
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dato che il flusso elettrico concatenato è nullo (dz=O).La corrente i(z,t), flusso della

densità di corrente che scorre attraverso la sezione di uno dei due conduttori della linea,

dipende anch'essa solo dalle coordinate z e t, e non dal percorso di integrazione. E'

inoltre possibile dimostrare che, nella stessa sezione trasversale, le correnti che scorrono

nei due conduttori sono uguali e di segno opposto.

Invece che studiare le equazioni per i campi, conviene ricercare le equazioni che devono

soddisfare la tensione v(z,t) e la corrente i(z,t). Si ha infatti il vantaggio di dover trattare

con un problema monodimensionale e con grandezze scalari più facilmente misurabili.

E' inoltre possibile, almeno in linea di principio, misurare le suddette grandezze
direttamente: la tensione fra i due conduttori mediante un voltmetro, la corrente con un

amperometro. L'analisi classica delle linee di trasmissione segue un approccio di tipo

circuitale. La linea è un circuito a parametri elettrici distribuiti, ma, se si considera un

tratto infinitesimo dz (ovvero un tratto di linea sufficientemente piccolo rispetto alla

lunghezza d'onda in linea, dz<}J20), essa può essere schematizzata mediante il circuito

equivalente a parametri concentrati riportato in Fig. 3.3.

Q
I
I
I
I

~
I
I
I
I
I
I...

Z

li)
I
I
I
I

Ip
I
I
I
I
I
I

zt-dz>

Cdz

Fig. 3.3 Circuito elettrico equivalente di un tratto di linea bifilare

'R; G, L, C sono le costanti primarie della linea. Esse rappresentano quantità riferite

all'unità di lunghezza, ed hanno le seguenti dimensioni:

R (Q/m)

G (O-l/m, S/m)

L (H/m)

C (F/m)
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R tiene conto delle perdite per effetto Joule nei conduttori che costituiscono la linea e G

di eventuali perdite per effetto Joule o per isteresi nel dielettrico che separa i due

conduttori. Inoltre, l'induttanza L rappresenta gli effetti di tensione indotta dal flusso di

induzione magnetica che si concatena con i conduttori, mentre la capacità C tiene conto

della capacità parassita tra i due conduttori; in altri termini si può dire che L tiene conto

dell'energia immagazzinata nel campo magnetico, C di quella immagazzinata nel campo

elettrico, R e G della potenza dissipata lungo la linea. Se la linea è ideale (conduttori con

conducibilitào-~ 00 , dielettrico ideale con Ee JLreali) R=Oe G=O.

Le costanti primarie R e G legate alle perdite verranno considerate nulle nel seguito.

Ciò fra l'altro non rende i risultati di interesse puramente accademico, dato che in

parecchi problemi relativi alle linee di trasmissione in alta frequenza, gli effetti delle

suddette perdite sono spesso trascurabili.

Riferiamoci ora esplicitamente al caso ideale (linea non dissipativa):

+
i(z,t)

. >'Offi'
Ldz

i(z+Az,t)~ +

D >(z+<h,t)

I . -

v(z,t)

.
~
z

Fig. 3.4 Circuito elettrico equivalente di una linea ideale.

Per questo circuito si possono scrivere due equazioni applicando i due principi di

Kirchhoff alle maglie e ai nodi. Con riferimento alla Fig. 3.4 possiamo dunque scrivere:

{

v(z,t)-v(z+dz,t)= Ldz d i(z,t)
dt

i(z,t)-i(z+dz,t)= Cdzdv(z+dz,t)
dt

(3.1)

da cui si ricava:

{

d v = -L di
dZ dt

li... = -C d v
dZ dt

(3.2)

(nella seconda equazione del sistema (3.1) possiamo assumere:
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v(z+dz)=v(z)+ dv(z) dzdz

e trascurando il tennine dv(z) dz rispetto a v(z) si ricava la seconda equazione deldz
sistema (3.2».

Derivando ora la prima equazione del sistema (3.2) rispetto az e la seconda rispetto a t:

{

ò2v - L ò2i .
ò z2 - - ò t ò z

ò2i ò2v-=-c-
ò z ò t Ò t2

si ottiene:

(3.3)

dove si è posto c =1/.jLC (c ha le dimensioni di una velocità).

Le equazioni del sistema (3.3) hanno entrambe la forma dell'equazione d'onda già

incontrata nell'analisi della soluzione di tipo onda piana nel dominio del tempo. Le

soluzioni possono dunque essere espresse nel seguente modo:

v(z,t) = v+(z - ct)+v-(z +ct)

i(z,t) = i+(z -ct)+i-(z + ct)

~ onda che si propaga nel verso z>O,senza

deformarsi, alla velocità c (ONDA

DIRETTA o PROGRESSIVA)

~ onda che si propaga nel verso z<O,senza

deformarsi, alla velocità c (ONDA

RIFLESSA o REGRESSIVA)

Poniamo ora u=z-ct e consideriamo solo l'onda progressiva. Si ottiene dunque:

òv+ = òv+ ÒU =-L òi+ ÒU
òz òu òz ÒU òt (3.4)

D'altra parte ÒU =l e ÒU = -c, per cui sostituendo nella (3.4) otteniamo:òz òt
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Come nel caso delle onde piane, considerando una linea infinitamente estesa lungo

z e rappresentando vedi fenomeni fisici, si può sempre supporre che essi siano nulli

all'esterno di un certo intervallo di tempo e di spazio (si supponga, ad esempio, che v ed

i siano nulli all'esterno di un intervallo [Zl(t),zP)] per ogni istante t; ne segue che vedi

sono nulle nell'intervallo [z.-ct], [Z2-ct]).La costante deve dunque essere uguale a zero,
da cui si ricava:

v+(z -ct) =~i+(Z-ct)
(3.5)

La grandezza:

ha le dimensioni di un

Analogamente si trova:

RO=~

impedenza è detta resistenza

(3.6)

caratteristica della linea.

v-(z -ct) =-Ror(z-ct) (3.7)

N.B.: E' evidente l'analogia fra questa trattazione e quella delle onde piane polarizzate

linearmente. Essa deriva dal fatto che in entrambi i casi si tratta di una configurazione di

campo, ovvero di una soluzione dell' equazione di Maxwell, di tipo TEM.

Si noti che la forma dell'impulso di tensione progressivo v+(z-ct) e di quello

regressivo v-(z -ct) dipendono rispettivamente dalla forma dell'impulso trasmesso dal

generatore e dal tipo di carico su cui è chiusa la linea di trasmissione.

Si noti inoltre che entrambi gli impulsi si propagano lungo la linea senza

modificarsi (è semplicemente una traslazione). Infatti, la linea di trasmissione ideale

non è dissipativa e quindi il segnale non viene attenuato durante la propagazione;

inoltre, essendo la velocità di propagazione c costante, la linea risulta essere un mezzo

di trasmissione non disprersivo e il segnale non subirà una distorsione di fase.

Una caratterizzazione delle linee di tr~ione nel dominio del tempo con

riferimento al tipo di carico è riportata in Appendice D.
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§ 3.3 - LINEE DI TRASMISSIONE NEL DOMINIO DELLA FREQUENZA

Particolarmente importante è lo studio delIe linee di trasmissione nel caso di segnali

sinusoidali. Ciò è utile per i seguenti motivi:

a) nel caso in cui i parametri delIa linea siano stazionari (caso più comune nelle

applicazioni pratiche), la soluzione in regime sinusoidale permette lo studio di

eccitazioni arbitrarie nel tempo utilizzando la trasformata continua o serie di Fourier;

b) l'analisi nel dominio della frequenza semplifica trattazione delIe linee con

perdite e delIe linee dissipati ve.

c) molto spesso i sistemi di comunicazione utilizzano segnali a banda stretta

(Bandalfcentrale«l), quindi la conoscenza delIe prestazione del sistema alIa frequenza

di centro banda fornisce già la maggior parte delIe informazioni necessarie per il
corretto dimensionamento della linea e di eventuali adattatori.

Si analizza, al solito, il caso di strutture guidanti uniformi rispetto a z, con due

conduttori ideali. Il problema da risolvere è illustrato nella figura 3.5:

I GENERATORE

l

jCARJCO

->
z=-{ z=o -

Fig. 3.5 Collegamento tra generatore e carico mediante una linea di trasmissione di
lunghezza l

Si vuoi trovare la distribuzione dei fasori delIa tensione V(z) e della corrente [(z) lungo
la linea alIa frequenza di lavoro f

Le equazioni che debbono essere soddisfatte da V(z) e [(z) possono essere ricavate in

modo semplice, facendo riferimento ad un tratto della linea in questione molto corto

rispetto alla lunghezza d'onda i~ Per il modo TEM si può ricorrere, come fatto nel

dominio del tempo, ad una schematizzazione mediante il circuito equivalente a

parametri concentrati in cui sono presenti le costanti primarie della linea L, C, R e G.

Nel seguito vengono riportate le espressioni di alcune di queste grandezze per una linea

bifilare e per un cavo coassiale.
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Linea bifilare nell'ipotesi d » a: Cavo coassiale:

d

f

Tabella 3.1 - Costanti primarie di una linea bifilare e di un cavo coassiale (p è la

resistività del conduttore, J.led e sono rispettivamente la permeabilita'

magnetica e la costante dielettrica del mezzo che separa i due conduttori).

Cdz

I(z+dz)~C<>+

r V(z+dz)

z

Fig. 3.6 Circuito elettrico equivalente di una linea bifilare.

Riconsideriamo ora il circuito equivalente precedentemente definito (si veda Fig.

3.6). Scriviamo l'equazione della continuità della corrente nel nodo A e l'equazione

della caduta di tensione lungo il tratto BC, scegliendo come verso positivo per la

corrente quello coincidente con la direzione z:
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I(z+ dz)-I(z)+ V(z+ dzXO + jliJC)dz =O

V(z)- V(z + dz) =I(z XR + j{j)L)dz

Nella prima equazione si può esplicitare:
dV

V(z+dz)= V(z)+-dz
dz

e dunque:

I(z+dz)-I(z)+V(zXO+ j{j)c)dz+ dV (0+ jliJC)dz2 =0dz

Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al primo si ottiene:

{

:=-(0+ jliJC)V(z)=-j{j)(c- j~)V(z)

': =-(R+ j(i}L)I(Z)=-j{j)(L- j~}(z)

(3.8)

e ponendo:

Leq =( L- j ~).

Ceq =( C- j ~).

(3.9)

(3.10)

si ricava infine:

(3.11)

In assenza di perdite (R=O,0=0) si ha Ceq=C e Leq=L.
D'ora in poi useremo solo i parametri L e C, sottintendendo con ciò che essi devono

essere sostituiti con Ceq e Leq se non siamo in condizioni di assenza di perdite.
Otteniamo dunque il seguente sistema di equazioni:

{

dI

dz =- j{j)CV
dV

d; =- j{j)LI

(3.12)

note come equazioni dei telegrafisti o dei telefonisti.

Deriviamo ora la seconda equazione del sistema (3.12) rispetto a z
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d2V . dI
dz2 =- j(:oL dz'

sostituendo la prima equazione del sistema al tennine dJ/dz si ottiene:

dW
-+m2LCV=0,
dz2

dW +k2V=O,
dz2 (3.13)

I

j,

con k2 =m2LC .

Allo stesso modo si può determinare la seguente equazione per il fasore della corrente:

d2J
_+k2J =0.
dz2 (3.14)

Le (3.13) e (3.14) sono le equazioni di Helmholtz scalari, ovvero le equazioni d'onda

nel dominio della fi:equenza;le loro soluzioni sono state già analizzate nello studio delle

onde piane, e possono essere scritte nel modo seguente:

(3.15) ~

I(z)=1+ e- jkz + 1- ejlcz (3.16) f,
k è la costantedi propagazionedella lineadi trasmissione:

\k=m.JLC. (3.17)

La soluzione (3.15)-(3.16) è nota come "soluzione dell'equazion~ di Helmholtz di ti1!~

viaggiante". Essa infatti mette in evidenza l'esistenza di un'onda progressiva (che si

propaga in direzione z>O)e di un' onda regressiva (che si propaga in direzione z<0)

Se le perdite non sono trascurabili:

k=m~LeqCeq=m~(L- j~)( c- j~) =p- ja

V(z) = V+ e- jkz + V- ejkz ,

(3.18)

la costante di propagazione k presenta una parte reale p , costante di fase, e una parte

immaginaria a, costante di attenuazione (N.B.: la parte immaginaria deve essere

negativa per ragioni fisiche che saranno chiarite in seguito).

Le costanti complesse V+, V-, j+ e j- presenti nelle soluzioni (3.15) e (3.16),

sono le ampiezze complesse (fasori) delle onde dirette e riflesse di tensione e corrente e

vanno determinate imponendo le condizioni al contorno all'ingresso della linea (z=-l) e

sul carico (z=0). Tali costanti non sono però tutte indipendenti fra di loro; sostituendo
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infatti la (3.15) e la (3.16) nella prima equazione del sistema (3.12) e tenendo conto solo

dell'onda progressiva, si ricava:

k
=:} v+ =-1+

OJC

e considerando la (3.17), otteniamo:

V+ =/fI+ = RoI+
(3.19)

(Ro,come già visto nella (3.6), è la resistenza caratteristica della linea).

Procedendo analogamente per l'onda regressiva si ottiene

v- =-~I- =-RoI- (3.20)

Tutto ciò vale per linee ideali (senza perdite). In presenza di perdite si parla di

impedenza caratteristica della linea:

(L- j ~)

(C - j ~) =Ro+ jX o

(3.21)

N.B.: Nel seguito utilizzeremo sempre Ro, sottintendendo che, se non siamo in

condizioni di assenza di perdite, essa deve essere sostituita con ZOoLa resistenza

caratteristica di una linea bifilare varia tra 70 e 600 n, mentre per i cavi coassiali essa è

compresa tra 20 e 150 n.

3.3.1 Caratteristiche della soluzione di tipo viaggiante

Le soluzioni (3.15) e (3.16), per il sistema formato dalle relazioni (3.13) e (3.14),

mettono in luce gli aspetti del segnale legati alla propagazione. Tenendo conto delle

relazioni fra le costanti V+, V -, 1+ e 1-, tali soluzioni assumono la forma seguente:

V(z) = V+ e- jkz + V- ejlcz

( ) V+ -"kz V- "kzI z = -e J - -eJ
Ro Ro

(3.22)

(3.23)
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Le due costanti V+e V- si trovano risolvendo un sistema lineare ottenuto imponendo

le condizioni al contorno in z=O e z=-l. Analizziamo il comportamento dell'onda

progressivanel dominio del tempo; ponendo:

I
I

I

nel dominio del tempo si ha:

I
I, con k=j3-ja

Se la linea è dissipativa (a.;é O), l'ampiezza IV+le-a: dell'onda decresce al crescere di z
(si nota che ciò accade perchè tra le due soluzioni complesse della (3.18) è stata scelta

quella con parte immaginaria negativa). Inoltre risulta evidente che:

a) l'onda ha un periodo temporale T = 2" I (LJ,definito come il tempo in cui si verifica

una variazionedi fase pari a 21Z;in una misura fatta su una sezione a z costante;

b) l'onda ha un periodo di ripetizione nello spazio À = 2" Ip, che prendeil nomedi
lunghezzad'onda; À è definita come la distanza fra due punti lungo la linea per cui si ha

una differenzadi fase pari a 2"ad un istante di tempo t fissato.

Nel caso in cui sia a=O,v+(z,t) assume gli stessi valori in istanti di tempo t" t! e in

punti di ascissa Z,'Zztali che

(3.24)

Posto: Z2 =Zl + t1z e t2 =t( +!1t, sostituendo nella (3.24), si trova la relazione che

deve intercorreretra Llze L1taffinchè la (3.24) stessa sia verificata.

t1z - (LJ

~ t3.t-P
(3.25)

Si può al solito interpretare tale fatto dicendo che quel certo valore della fase, nel tempo

L1t,si è spostato di un tratto Llz, cioè con velocità ML1t. Tale velocità è detta velocità di

fase vI dell'onda che si propaga lungo la linea:

(LJ

vI= {3
(3.26)

P è detta costante di fase.
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L'equazione di dispersione del sistema, nel caso di assenza di perdite, è la seguente:

(0- l
-.fiC/3

(3.27)

Costruiamo il diagramma di Brillouin:

(O

/3

(O=.JR:"

r = arctg(l/.JLC»
/3

Fig. 3.7 Curva di dispersione per una linea ideale.

La tangente dell'angolo yrappresenta la velocità di fase

l

t'6( = vI = .JLC
(3.29)

Si nota che una linea di trasmissione priva di perdite non è dispersiva. La velocità di

fase infatti non dipende dalla frequenza del segnale. In tal caso la velocità di gruppo

coincide con la velocità di fase e non si hanno fenomeni di "dispersione"del segnale

(nel caso che questo presenti più componenti spettrali). Nel caso in cui siano presenti
delle perdite, il mezzo di trasmissione diventa dissipativo ed anche dispersivo.

Si noti che la costante di propagazione per un modo TEM in una strutturaguidante

coincide con quella di un'onda che si propaga in un dielettrico uguale a quello
interposto tra i conduttori:

k = (O.fiC = (O.J£ji '......-

dove c e Il sono i parametri del dielettrico interposto tra i conduttori (vedi tabella 3.1).

.9!l~st~.l!!!Q.!ic~ç..hetJ. velo_cilÈ-difas~ <!.ell'smdanon dipende dalla forma della linea, ma{(~/L " -
solo dai parametri elettromagnetici del dielettrico. Ciò non si verifica per i modi TE ?
(trasverso elettrico) e TM (trasverso magnetico), in cui la velocità di fase dipende anche'

dalle dimensioni della struttura guidante e dalla frequenza (vedi Capitolo 4). l,I

Ritornando alle relazioni (3.22) e (3.23) si può notare che la costante V rappresenta

l'ampiezza complessa dell'onda di tensione diretta (o progressiva) nel punto di ascissa

z=O. Analogamente V" rappresenta l'ampiezza complessa dell'onda di tensione riflessa

nel punto di ascissa z=O.
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Nella precedente espressione il primo tennine corrisponde alla potenza attiva, il

secondo alla potenza reattiva; inoltre,

IV+12.!.-=potenza attiva incidente all'ascissa z,
2 Ro

/

e

.!.lv+12r(z ~2=potenza attiva riflessa all'ascissa z
2 Ro

Pertanto il flusso netto di potenza attiva nella direzione z>Oè dato dalla differenza tra la

potenza attiva associata all'onda incidente e quella associata all'onda riflessa valutate

all' ascissaz.

Se a destra dell'ascissa z non vi sono generatori (carico passivo) la potenza attiva

rttl~ssanQn~uò esseremaQ&oredi ,\uellaincidente;di conseguenzasi ricava:

rlz) ~1.
Si noti che nella condizione di adattamento (assenza di onda riflessa) si ha

r(z) =O, (3.37)

mentre Ir(z ~ =l se il carico non assorbe potenza attiva (carico puramente reattivo). Si

noti infineche Ir(z ~ =Ir( O~=costante se la linea è non dissipativa, essendo lej2kzI=l

se a=O.

3.3.2 Caratteristiche della soluzione stazionaria

Sviluppando gli esponenziali complessi presenti nella soluzione di tipo viaggiante

(3.22)-(3.23), si ottiene una rappresentazione alternativa:

V(z) = (v+ + v- )coskz - j(v+ - V- )sin kz

(V+-V-) (V++V-)1(z)= coskz-j sinkz
Ro Ro

Poniamo ora:

Vu = (v+ +V-)= V(O)

1u = (v+ ~v-) = 1(0)

(3.38)

(3.39)
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Vu è il valore del fasore della tensione nel punto di ascissa z=0 (si indica con Vu poichè

in genere si usa porre il carico in z=0 per cui V(O) rappresenta la tensione sul carico);
Iu è il valoredel fasoredellacorrentenellastessasezionez=O.

Si ha dunque:

V(z) =Vu cos(kz) - jRoIu sin(kz) (3.40)

I(z) =Iu cos(kz) - j Vu sin(kz)
Ro

(3.41)

Le equazioni (3.40) (3.41) costituiscono la soluzione di tipo stazionario.

$ja nella soluzione di tipo vi~ggiante, sia in quella dUipo stazionario, le costanti 4 ;:::
.. ,

primarie della linea L, C, R, G non compaiono più esplicitamente, bensì attraverso la

costante di propagazione:

e l'impedenza caratteristica:

I parametri k e Ro vengono detti costanti secondarie della linea di trasmissione.

Le equazioni che regolano il funzionamento della linea (equazioni dei telegrafisti)

possono essere riscritte in termini di k e Ro, nel seguente modo:

{

dI=-j~V
dz Ro

~=-jRokI

I due insiemi di parametri, primari e secondari, sono dunque equivalenti.

A partire dalla soluzione di tipo stazionario si può definire l'impedenza d'ingresso

della linea nella sezione di ascissa z (l'impedenza costituita dal carico e dalla parte di

linea che compresa fra l'ascissa z e il carico):

Z(z) = V(z) =Vucos(kz) - jRoIu sin(kz)

I(z) Iu cos(kz)- j ~ sin(kz)

da cui, dividendo numeratore e denominatore per Iu coskz otteniamo:

Z(z) =Ro Z(O)- jRotg(kz)
Ro - jZ(O)tg(kz)

dove Z(O) è l'impedenza all'ascissa z=0

~~
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Z (O)=V(O)=R V++V- =Z
1(0) o V+-V- u

L'impedenzaZ(z) è in generaleun numerocomplesso:

Z(z)=R(z)+ jX(z) (3.43)

Essa si può mettere in relazione con la potenza complessa che transita attraverso la. .
sezione z nel seguente modo:

p(z) =.!. V(z )1*(z) = .!.Z(z)I(z )I*(z) =.!. Z(z ~I(z ~2 =2 /2 2

," '~~R(zJI(Z!, + j!X(z)f(zj'~ 2
Se a valle della sezione di ascr;;a z non vi sono generatori la potenza attiva che transita

deve essere non negativa (Z(z) è l'impedenza d'ingresso all'ascissa z), e ciò implica che:

(3.44). '

R(z)~ O. (3.45) ~
1

I

. J

l

Si ritrova dunque una nota proprietà della resistenza di un elemento passivo a parametri
concentrati.

Utilizzando la (3.42) con z = -I si ottienel'impedenzad'ingressodi un troncodi linea,

chiuso sul carico Z(O)=Zu, in funzione della lunghezza I della linea (formula di

trasformazione dell'impedenza):

Z(/) = Ro Zu + jRo tgkl
Ro + jZu tgkl

(3.46)

Quindi un tratto di linea di lunghezza l, collegata ad un carico Zu, presenta una

impedenza funzione dell 'impedenza caratteristica della linea Ro e del prodotto
kl =21t1/ A. (ovvero della lunghezza della linea espressa in unità di lunghezza

d'onda=lunghezza elettrica della linea, l/A.).

Si può inoltre legare fra di loro l'impedenza Z(z) e il coefficiente di riflessione alla
stessa ascissa:

Z(z) = V(z) = V+ e- jkz [l +r(z )]
I(z) 1+ e-jkz [l-r(z)]

e invertendo la (3.4.7):

~ +r(z)]

Ro [l-r(z)]
(3.47)

.~
I
I
I

!

Si noti che, essendo R(z)

precedentemente.

r(z) = Z(z)-Ro
Z(z)+Ro

~ O, si ha r(z ~ ::;; l ,

(3.48)

come era stato già verificato
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3.3.3 Condizioni di carico particolari

Vogliamo analizzare in dettaglio l'andamento di alcune grandezze relative ad un

tronco di linea uniforme, quando l'impedenza di carico Zu assume valori particolari.

Ci si pone nell'ipotesi di assenza di perdite (R=O,G=O).L'impedenza caratteristica della
linea risulta dunque reale:

{L .

Zo =VC =Ro

come pure la costante di propagazione:

k =(»JLC=P ER+ (a.=O)

A) LINEAADAITATA: Z(O)=Zu =Ro

I
z=O

Fig. 3.9 Linea adattata

~ z

Si definisce linea adattata una linea in cui è assente l'onda riflessa (V- = O);-
dunque dalla relazione p CI o

si vede che tale condizione se la linea è chiusa su un carico che ha l'impedenza uguale

ali'impedenza caratteristica della linea (Zu =Ro).

Le distribuzionidi tensione e di corrente si semplificano come segue

v(z) = V+ e-jj3z = Iv+le+joj1+e-jj3z

( )
V+ 'R

I~
+ '.1.+ 'R

I z = -e-J"z = e+J'i'e-J"z
Ro Ro

Si noti che V=O implica anche l'assenza dell'onda riflessa di corrente r=o.
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3.3.3 Condizioni di caricoparticolari

Vogliamo analizzare in dettaglio l'andamento di alcune grandezze relative ad un

tronco di linea unifonne, quando l'impedenza di carico Zu assume valori particolari.

Ci si pone nell'ipotesi di assenza di perdite (R=O,G=O).L'impedenza caratteristica della
linea risulta dunque reale:

{L .

Zo =VC =Ro

come pure la costante di propagazione:

A) LINEA ADATTATA: Z(O)=Zu =Ro

I
z=O

Fig. 3.9 Linea adattata

;. z

Si definisce linea adattata una linea in cui è assente l'onda riflessa (V- = O);-
dunque dalla relazione ~ a" ~ -.o--- -

r(o) = v- = Zu-Ro
V+ Zu +Ro

si vede che tale condizione se la linea è chiusa su un carico che ha l'impedenza uguale

all'impedenza caratteristica della linea (Zu =Ro).

Le distribuzioni di tensione e di corrente si semplificano come segue

v(z) =V+ e- j~z = Iv+le+jcj>+ e-j/3z

I(z) = V+ e-j~z =
I

v+

l

e+jcj'+e-j~z

Ro Ro

Si noti che V=O implica anche l'assenza dell'onda riflessa di corrente 1=0.
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Dall'espressione dell'impedenza all'ascissa generica z si ha

Z(z) = V+ e- jkz
J+ e-jkz = Ro

Riassumendo, nel caso in cui l'impedenza di carico sia pari all'impedenza caratteristica
della linea:

l) manca l'onda riflessa (sia di tensione che di corrente) e manca quindi ogni

interferenza con l'onda diretta. Il modulo di V(z) e di I(z) sono costanti lungo la

linea e varia soltanto la loro fase (-Pz);

2) l'impedenza Z(z) è uguale all'impedenza caratteristica Ro in qualunque sezione
della linea stessa.

Nelle figure seguenti vengono riportati gli andamenti delle ampiezze di tensione e

corrente, e l'impedenza per il caso in esame (Fig. 3.10).

Fig. 3.10 Andamenti del/e ampiezze di tensione e corrente, e del/'impedenza lungo una
linea adattata.
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I
La fase è la stessa sia per V(z) che per I(z) (tensione e corrente sono in fase in ogni

sezionedella linea); essa varia linearmentelungo la linea ed assume il valore rjJ+

assunto in corrispondenza del carico:

rjJ(z) = rp+ - fJz

rft+

z
z=O

Fig. 3.11 Andamento del/afase dell'onda di tensione lungo una linea adattata.

Vediamocosa accade nel dominio del tempo:

v(z,t) = ~e{v(z )ejwt }= IV+lcos(liJt - fJz + rp+)

i(z, t) = ~e{I(z )ejWf }= 1::1 COS(lVt- fJz +rp+)

Ad un detenninato istante di tempo la distribuzione di v(z,t) e i(z,t) lungo la linea è di

tipo sinusoidale, di ampiezza indipendente dall'istante considerato. Analogamente, in

una prefissata sezione della linea, tensione e corrente variano sinusoidalmente con una

ampiezzacostante (indipendente da z).

Se si fa riferimento alla distribuzione della tensione lungo la linea (o in modo

equivalentedella corrente) all'istante t,:

v(z) = v(z, t)) = IV+I cos(liJt) - fJz + rp+ )

(linea continua in Fig. 3.12). Se si considera poi la distribuzione di tensione in un

istante successivo t(+Llt(linea tratteggiata), si vede come tale distribuzione sia traslata

di una lunghezzak. Ovviamentel" ,.~one lìa k e LI'è

Llz lV
-=Vj =- I
Llt ~-

Lo!ve.!2.91-~dijase può essere definita come la velocità con cui traslano lungo una linea
adattata le distribuzioni di tensione e di corrente.
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Llz
v(z.l)

~ 1 I~I---?---~---------
/

/

/ I=I}+LlI
L

/
/

/
/

z

/'
--= ~

Fig. 3.12 Andamento della tensione in una linea adattata

N.B.: Come nel caso delle onde piane la velocità con cui si sposta un segnale con varie

componenti spettrali lungo la linea è la velocità di gruppo, che solo nel caso di linee

senza perdite (R=O,G=O)e non dispersive (L e C indipendenti dalla frequenza) è uguale
alla velocità di fase.

B) LINEA CHIUSA IN CORTO CIRCUITO: Z(O)=Zu =0

~
z=O

Fig. 3.13 Linea chiusa in corto circuito.

z

Essendo la linea chiusa in un corto circuito si ha tensione nulla all'estremità della linea

(Vu=O).La soluzione stazionaria assume allora la forma seguente:

V(z) = - jRof u sin(J3z)

f(z) = fu cos(J3z)

e quindi:
Z(z) = - jRo tg(J3z) = jX(z)
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In Fig.3.14 sono stati riportati i grafici relativi agli andamenti di IV(z)/V+I,
jI(z)/I+1 e X(z). I moduli della tensione e della corrente hanno andamenti sinusoidali.
Una rotazione di fase di 2n nell'argomento delle funzioni circolari si verifica in una

distanza pari alla lunghezza d'onda. Risultano quindi evidenti gli andamenti riportati in

Fig. 3.14. Le ampiezze di V(z) e di l(z) dipendono da lu, corrente sul carico, che risulta

detenninata dai parametri VG e ZG del generatore e dalla lunghezza della linea.

Indipendentedal generatore è invece l'impedenza

Z(z) = jX(z)

che risultapuramentereattiva: di tipo induttivonelle zone in cui X(z) > O, di tipo
capacitivo in quelle in cui X(z) < O.

-1.. -3').j4 .').j2 -').j4 o
z

-1..

X(z)

..V4 O' z

Fig. 3.14 Andamenti delle ampiezze normalizzate di tensione e corrente, e della
reattanza in una linea chiusa su un corto circuito.

Vediamo ora la fase della corrente

l(z) = lu cos(pz)
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La fase di una quantità reale come cos(pz), interpretata come un numero complesso di

modulo Icos.&l, è 0+2n1l'oppure 1l'+2n1l'radianti, secondo che ci si trovi in intervalli di

z in cui cos.& >Ooppure cos.& <O.

rtX.z)

.-------- ,,
i
1______-- --------

f/:ù+27Z"
~+37Z"/2
~+7Z"
~+7Z"/2
rj).1

-..1 3..1

4

..1

2

z

4

Fig. 3.15 Andamento dellafase della tensione{linea tratteggiata) e della corrente(linea

a tratto continuo) lungo una linea chiusa su l/n corto circl/ito.

La fasedi l(z) (a tratto continuo) all'ascissa z=Oè pari a rP,..Procedendo lungo la linea

nel verso z<O essa resta costante (!#z)=r/J) finchè cos(pz) >0, cioè finchè
.& > -1l'/ 2~ z > -,,1/4; la fase aumenta poi di 1l'in corrispondenza di z =-,,1/4, resta
costante per una semilunghezzad'onda (finchè cioè cos.& <O)e cresce di altri 1l'radianti

in corrispondenzadi z =-3,,1/ 4 , e così via.

Analogo discorso vale per la tensione V(z) (linea a tratteggio), adesso però la fase

ha uno sfasamento iniziale di -1l' / 2 rispetto a r/J.e poi è soggetta alle variazioni di

segno della funzione sin.& . Ora il sin j3z è <Oda z=Oa z = -,,1/ 2. Dunque il risultato

è che la fase di V(z) è r/Ju+ 1l'/ 2 da z = O a :; =-,,1 /2, incrementata poi di 1l' fino a

z =-,,1 e così via (vedi curva a tratteggio in Fig.3.15).

Vediamo ora gli andamenti nel dominio del tempo. Per la corrente si ha:

f. .
}

f. .

}

(

. ejfl: + e-J{j:

}
i(z,t)=9\el1(z.)eJClX=9\el1ucos,BzeJClX=9\e IluleJ9u 2 =

= Ilul[cos(ca+.&+ r/Ju)+cos(ca- /3=+r/Ju)]=llulcosj3zcos(ca +r/Ju) (3.49)2

Nel caso di linea chiusa in corto circuito dunque la distribuzione di corrente lungo la

linea, ad un fissato istante t., ha un andamento cosinusoidale rispetto a z, di ampiezza

pari a:

Perciò risulta che l'ampiezza della distribuzione dipende dal particolare istante di tempo

t.. Analogamente, in una prefissata sezione della linea Z=ZI'la corrente varia nel tempo
con legge sinusoidale ma con ampiezza dipendente dalla particolare sezione ZIo
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Dall'espressione (3.49) di i(z,t) si vede inoltre che in questo caso la distribuzione

della corrente lungo la linea i(z) non trasla mantenendo costante il valore dell'ampiezza,

ma pulsa mantenendo massimi (ventri) e nulli (nodi) in corrispondenza sempre delle

stessesezioni della linea (vedi Fig.3.l6). Esiste dunque, nel caso di linea chiusa in corto

circuito, una configurazione stazionaria di corrente. Tale configurazione può però

sempre considerarsi anche come somma di due onde viaggianti in direzioni opposte

(vedi relazione (3.49». Infatti abbiamo visto che si può scrivere:

i(z,t) = Ilulcos(mt - pz + t/Ju)+Ilulcos(aJt+ fJz+ t/Ju)'2 2

Considerazioni analoghe a quelle svolte per la corrente valgono anche per la
tensione.

l(z)

t=tJ

-À. o z

Fig. 3.16 Andamento della corrente lungo una linea chiusa su un corto circuito in due
differenti istanti di tempo.

C) LINEA APERTA: Z(O)=Z" =00

z -00u

I
z=O

Fig. 3.17 Linea chiusa su un circuito aperto.

z

Essendo Zu =00 risulta I" =O, quindi deve essere 1+ - 1- = O,ovvero l'onda

diretta di corrente e quella riflessa all'estremità della linea sono in fase ed hanno la

stessa ampiezza. Abbiamo quindi
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V(z) =Vu cos(pz)

I(z) =- j Vu sin(pz)
Ro

Z(z) = jRo cotg(pz)= jX(z)

dell'origine, riotteniamo esattamente gli stessi andamenti..L'impedenza Z(z) in una linea

priva di perdite e chiusa in corto circuito, o aperta, è sempre puramente reattiva e può

assumere, per diversi valori di z, tutti i valori compresi tra - 00 e + 00. Pertanto con una

linea priva di perdite, chiusa in corto o aperta, è possibile realizzare un qualsiasi carico

puramente reattivo dimensionando opportunamente la sua lunghezza. Ad esempio, per

realizzare un carico induttivo (reattanza positiva) si può utilizzare un tronco di linea

chiusa in corto circuito, di lunghezza compresa tra O e Il./4, oppure si può usare un

tronco di linea aperta, di lunghezza compresa tra Il./ 4 e Il./ 2 (più un numero

qualunque di mezze lunghezze d'onda).

-3À-/4 -À-/2 -À-/4 o

X(z)

o

Fig. 3.18 Andamenti delle ampiezze normalizzate di tensione e corrente, e della
reattanza in una linea chiusa su un circuito aperto.
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D) LINEA CHIUSA SU UN CARICO REATTIVO

Sia data una linea priva di perdite, tenninata su un carico reattivo generico. Risulta

sempre possibile sostituire al carico un tronco di linea priva di perdite, di caratteristiche

uguali a quelle della linea di partenza, chiuso in corto circuito (o chiuso su un circuito

aperto) e di lunghezza elettrica opportuna. Ad esempio, per realizzare un carico

induttivo (reattanza positiva) si può utilizzare un tronco di linea chiusa in corto circuito,

di lunghezza compresa tra O e À /4, oppure si può usare un tronco di linea aperta, di

lunghezza compresa tra À /4 e A / 2 (più un numero qualunque di mezze lunghezze

d'onda). Quindi gli andamenti di V(z),I(z) e Z(z) per una linea priva di perdite, chiusa su

un carico reattivo generico, coincidono con quelli relativi alla linea chiusa in corto

circuito o aperta; si tratta solo di traslare l'origine dell'asse z tenendo conto della

lunghezza del tronco di linea che è stata utilizzata per realizzare la reattanza del carico.

t
z=O

Fig. 3.19 Linea di trasmissione terminata su carico reattivo.

~
z

Consideriamo ad esempio una linea di trasmissione con impedenza caratteristica Ro

chiusa su un carico costituito dalla serie di un induttanza e di una capacità. Supponiamo,

dapprima, che la ftequenza di lavoro coincida con la ftequenza di risonanza della serie
LCovvero:

l
f=/O =-,

In questo caso l'impedenza del carico diviene un corto circuito. Infatti considerando

l'equivalente serie di capacità e induttanza si ottiene:

Z =j(j)L (I-+ )che per (J)= b diventa nulla.
(j) LC ",LC

L'andamento della tensione sulla linea è analogo a quello rappresentato in Fig. 3.14 per
linea chiusa su un corto circuito. Si nota che il minimo della tensione si trova in

corrispondenza del carico, mentre il massimo del modulo della tensione si ha ad una

distanza pari a À/4dal carico stesso.
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Aumentando la frequenza di lavoro l'impedenza serie LC assume un comportamento

induttivo; consideriamo ad esempio f = 2fo , si trova che l'impedenza equivalente vale

Z =j(J)L (I- + )
= j(J)L

(
I- (J)~ )

=3/4. j(J)L = j ~(J)oL .
(J) LC (J) 2

In questo caso il valore massimo della tensione si trova ad una distanza minore di JJ4.

(In Fig. 3.20 il periodo di ripetizione, JJ2, si è dimezzato in quanto la frequenza del

segnale è raddoppiata)

ì../2
2

z
o

Fig. 3.20 Andamento della tensione con f=2fo.

Diminuendo la frequenza di lavoro l'impedenza serie LC assume un comportamento

capacitivo; consideriamo ad esempio f = lo /2, si trova che l'impedenzaequivalente
vale

In questo caso il valore massimo della tensione si trova ad una distanza maggiore di ').../4.

Inoltre si può notare che il modulo del coefficiente di riflessione si mantiene costante e

unitario poiché il carico è sempre puramente reattivo.
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~

o z

Fig. 3.21 Andamento della tensione conf=fo /2.

E) LINEA CHIUSA SU UN CARICO GENERICO Zu

~
z=O

Fig. 3.22 Linea chiusa su un carico generico.

z

Per il coefficiente di riflessione vale la relazione:

r(z) = r(0)e+j2I3z = v- e+j2l3z
v+

Dalla (3.50) si deduce che lungo una linea priva di perdite il modulo di r(z) resta

costante e pari a quello calcolato sul carico r( O) e, nel caso di carico passivo, il modulo

di r(z) sarà inferiore all'unità perchè l'onda riflessa da un carico passivo non può avere

ampiezza maggiore di quella dell'onda diretta. Quindi:

(3.50)
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Dalla relazione (3.50), conseguentemente all'aver scelto l'origine dell'asse z sul carico

ed il verso positivo dell'asse z dal generatore al carico, si ha che la fase di I{z) tende a

valori negativi, sempre maggiori in valore assoluto, spostandosi dal carico verso il

generatore. Riferiamoci al piano complesso 9i{r(z)}, 3{r(z)}. Il verso positivo degli

argomenti è, come di consueto, quello antiorario.

1m{r(z)}

-1 .

r =iP- - iP+

o=2fJz+iP- -iP+

2fJz=0- rlr(z)l=l,' ,

'l
Re {r(z)}

I
I

--

Fig. 3.23 Rappresentazione del coefficiente di riflessione sul piano complesso.

Spostandosi dal carico (corrispondente a I{O» verso il generatore, il secondo estremo B

di I{z) si muove lungo una circonferenza, con centro nell'origine e raggio pari a II{O)I,

ruotando in senso orario. Nel generico punto corrispondente a I{z), l'angolo fra I{z) e

110) è pari a 2f3z(angolo r+oin figura).

Il punto B ritorna sul punto P quando

2fJz =-2mn

con m intero, ovvero per
À.

z = -m-
2 '

cioè per z pari a un multiplo intero di J..J2(I{z) è periodico di periodo J..J2).

Determiniamo l'andamento di IV(z)1e 1/(Z)llungola linea. Si ha che:
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)

v(z)=V+ e-jfJz+ V- ejfJz

I(z) =~ (v+ e- jfJz - V- ejfJz )
Ro

D'altra parte r(z) = reo )ej2fJz per cui:

V(z) =V+ e-jfJz[l+r(z)]

V+ .
I(z) = -e- JfJz[l-r(z)]

Ro
Risulta infine:

IV(z ~ = IV+ 111+r(z ~

II(z ~ = I~: Ill-r(z ~

Riconsideriamoil piano del coefficiente di riflessione. Dalla figura 3.24 si ha:

IABI = Il+r(z ~,proporzionalea IV(z~;

IACI= Il-r(z ~,proporzionalea II(z~

Facendo ruotare il punto B sulla circonferenza di raggio jr(z ~ si può prevedere dove si

hanno dei massimi (r(z) reale e positivo) e dove si hanno dei minimi (r(z) reale e

negativo), sia di tensione sia di corrente lungo la linea. In particolare, essendo il punto
C diametraImenteopposto a B, si vede che in corrispondenza di un minimo di tensione
c'è un massimo della corrente e viceversa.

Im{r(z)}

Re{r(z)}

Fig. 3.24 Relazione tra il coefficiente di riflessione e le ampiezze di tensione e corrente.

Nelle figure seguenti vengono riportati gli andamenti di IV(z)/ V+I e IRoI(z)/V+I :
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~ ')..12
I

- - - -,.":"'T"O.-:-:-- - 1+lfI

1-lfi

z
-le -3),/4 -),12 -/../4 o

Fig. 3.25 Andamenti delle ampiezze normalizzate di tensione e corrente in una linea
chiusa su un carico generico.

Si noti che tali andamenti sono periodici di periodo JJ2 ma non sono sinusoidali.

Alla luce delle considerazioni ora svolte, riconsideriamo i casi particolari

precedentemente analizzati.

l) Zu =Ro~ v- =O~ jr(O~=O~ la circonferenzaha raggio nullo e degenera

quindi in un punto coincidente con l'origine degli assi; di conseguenza i moduli della

tensione e della corrente sono costanti lungo la linea(l + Irl ~ l, l-Irl ~ l ).

2) Zu = O: linea chiusa in corto circuito

r
1

Zu =00 : linea aperta

In questi casi l'ampiezza dell'onda riflessa e di quella incidente sono uguali per cui il

modulo del coefficiente di riflessione risulta unitario (jr(z ~ =l ).La circonferenza su cui

si muove il secondo estremo del vettore che rappresenta il coefficiente di riflessione

passa per il puntoA; muovendosisulla circonferenzajr(z~ =l i modulidi V(z)e I(z)

toccano nel punto di minimo l'asse delle ascisse (l-Irl ~ O) con una cuspide e

raggiungono il massimo (l + Irl ~ 2) con pendenza orizzontale. Si ritrovano così le

curve trovate per i moduli della tensione e della corrente nel caso di linee aperte o
chiuse in corto circuito.

Per analizzare l'andamento dell'impedenza, centriamo la circonferenza di raggio jr(O)

sul punto 0'= (l,O) del piano complesso.
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1m{r(z)}

1+r(z)

o
Re{r(z) }

l-r(z)

Fig. 3.26 Relazìone tra il coefficiente di riflessione e l'impedenza normalizzata lungo la
linea

Si ha

Z(z)= V(z) =- V+e-jfJz(l+r(z)) R l+r(z)
I(z) (v+ /Ro)e-jfJz(l-r(z)) ,ol-r(z)

Risultadunquechel'angoloPOQè l'argomentodell'impedenzaZ(z).

Si notacheper P=Msi ha un massimodel modul~ll'impedenza, il cui valoreè reale

paria:

IZ(z ~max=

"
I J ('r if' .JI .

tale massimo si verifica nel punto M (r(z) è reale..e..pes1tivo)che corrisponde anche a

un massimo di tensione <lV(z~ proporzionalea Il+r(z ~) e un minimo di corrente

dI(z ~ proporzionale a Il-r(z ~).

Per P=N (r(z) è reale e negativo) si ha invece

dell'impedenza, di valore sempre reale pari a:

un minimo del modulo

il minimo dell'impedenza si verifica nel punto
tensione e un massimo di corrente.

( I fiO)

Definizione deLROS (RAPPORTO D'ONDA STAZIONARIA):

si definisce rapporto d'onda stszionaria (ROS) il rapporto tra l'ampiezza maassima e

quella minima della tensione lungo la linea:
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LINEE Dl1RASMISSIONE NEL DOMINIO DELLA FREQUENZA

ROS _IV(Z~max- 1+ Ir(o ~

IV(z~min -l-Ir(ol
(3.51)

Essendo o::; Ir(o~ ::;l si ha che:

l s;,ROS::; 00

In particolare ROS =1 nel caso in cui la circonferenza dègenera nel centro 0(['= O=:>

adattamento), mentre ROS = 00 quando il raggio della circonferenza è unitario, ossia

r(O~ =l (linea in corto circuito o aperta, o chiusa su un carico puramente reattivo).

Invertendo l'espressione (3.51) . 'e-/h(~ =r(O~ in funzione del ROS:
'""

'(z~=r(O~- ROS-l )ROS + l -'
/

Inoltre risulta
"' '30 ..,...

Iz(z ~max = Ro . ROS ,
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§ 3.4 -INTERCONNESSIONE DI PIU' LINEE DI TRASMISSIONE.

13

Z3

Fig. 3.27 lnterconnessione di più linee di trasmissione.
---

Le relazioni scritte fmo a questo punto valgono per strutture che, per lo meno a

tratti, possono essere viste come circuiti a costanti uniformemente distribuite. La

presenza di eventuali diramazioni può essere tenuta in conto nel modo seguente:
l - mediante la relazione

Z(O)- jZotgf3z

Z(z) = Zo Zo - jZ(O)tgf3z
(3.52)

si valutano le impedenze relative alle estremità di ingresso di ogni tronco di linea con

caratteristiche (ZOi,ki), lunghezza li e chiuse su un carico Zi;

2 - le varie impedenze d'ingresso dei vari tronchi confluenti in un punto di

diramazione si compongono con le ordinarie regole dei circuiti a costanti concentrate;

3 - si assume l'impedenza risultante dalla precedente operazione quale carico del

tronco di linea "a monte" (cioè che sta verso il generatore);

4 - si fissa un nuovo riferimento con z=0 in corrispondenza di tale carico; si riutilizza

la (3.52) ripetendo le operazioni descritte, fino a determinare l'impedenza che si "vede"

dal generatore.
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INTERCONNESIONE DI PIU' LINEE DI TRASMISSIONE

NOTA: Ricordiamo che per tutte le linee senza perdite la costante di propagazione è

k = P = (J)..{iCe l'impedenzacaratteristicaè reale Ro= .JL / C . In particolare risulta
anche:

k=P=(J)..{iP

dove8 e jJ sono le costantidel mezzoche circondai conduttoricostituentila linea.

Questo risultato può essere verificato con le espressioni di L e C determinate per la

linea bifilare e la linea coassiale, ma è comunque un risultato di tipo generale valido per

ogni struttura guidante in cui si propaga il modo TEM.

Risulta dunque ..JLC =..{iP e quindi:

Ro=~=~~ =~~~: =ç~
dove ç è l'impedenza caratteristica del mezzo che circonda i conduttori. L'impedenza

caratteristica della linea è perciò diversa dall'impedenza caratteristica del mezzo per un

fattore &/ C che dipende dai parametri geometrici della linea.
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§ 3.5 -CARTA DI SMITH

LINEE DI TRASMISSIONE

In questa sezione verrà introdo!!o uno .strumento grafico di. uso -molto-comune

I;nell'analisi delle linee di~smissione: la Carta di Smith.I. - --~

Consideriamo una lin~~c!ttrllSmi~sione-uniforme (per cui cjQèle _costantiprimarie non

vari~on z) e p-rivadi p-erdile.Supponiamo che essa sia chiusa su una impedenza di

carico Zu.

-n.'

Z(z)j z

Fig. 3.28 Linea di tramissione chiusa su un carico generico.

Con riferimento all'impedenza che si vede verso il carico dalla sezione di ascissa z, si
ha:

La quantità:

Z(z)= v(z)
I(z)

zn(z)= Z(z) =r+ jx (3.53)
Ro

rappresenta ~l~genza normalizzata rispetto alla resistenza caratt~ristica della liu.e~in

- corri~.Rondenzadella-s~,?:ionedi ~cissa z, con:
r = resistenza normalizzata

x =reattanza normalizzata

~ .Per quanto riguarda il coefficiente di riflessione
v- ejfJz

r(z) = IJz -Yr + jYi,V+ e-J

sappiamo che esso è legato all'impedenza tramite la relazione seguente:

r(z) = Z(z)-Ro - Z(z)/ Ro-1
Z(z)+Ro Z(z)/Ro+1

e quindi:
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CARTA DI SMITH

Ésistedun~ue~c°IÉsI>°nd~ biu.piyoçatrar(zte zn(z). r ~
- Consideriamoora il piano complesso 9ie{zn}=r, 3m{zn}=x per zn(z), e quello

J . /
9ieV'}=Yr,3mV'}=Yi pe{~

9{{r}= Yr

Fig. 3.29 .!ia~ dell 'impedenza normalizzatd e piano del coefficiente di riflessionl

.. Si può dimostrare che rette a L = cost. (resistenza nonnaliZ7.ata.costante) nel piano delle I
impedenze nonnalizzate corrispondono, nel piano del coefficiente di riflessione, a I

..£ircQ.nferenzecon centro-C=~l).i°] e raggio_O!(r+1»: tutte queste circonferenze

\

r
(vedi Fig. 3.30) passano per il punto (yr = l;ri =O) e il loro centro appartiene all'asse. \ ~

Yr (appartiene al segmento che unisce il punto (l,O) con l'origine), quindi esse sono tutte \
I
Itangenti alla retta passante per il punto (1,0) e perpendicolare all'asse rr.

x y,
I

~
(-1,0)

r

Fig. 3.30 Curve a resistenza normalizzata costante sul piano dell 'impedenza
normalizzata e sul piano del coefficiente di riflessione.
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LINEE DI TRASMISSIONE

Le rette ~ -!. = cost. (reattanza nonnalizzata costante) .neLp.ianonde1le-impedenze

nonnalizzate_(9ie{zn};3m{zn}) corrispondono invece, nel piano del coefficiente di

riflessione (9ie{r};3m {r}):..a cir.conferenze-con -centro-C=U-;l/x.l e Jaggi!> l/x: tali

- circonferenze (vedi Fig. 3.31) passano anche ~orotutte per il punto (yr =l; Yi = O),ma

il loro centro appartiene alla retta Yr =l ; inoltre esse sono tangenti all'asse Yr.

x

~
r

;

Fig. 3.31 Curve a reattanza normalizzata costante sul piano dell'impedenza
normalizzata e sul piano del coefficiente di riflessione.

In base a queste ultime considerazioni si può costruire un grafico, s!etto Carta di.l' :~ r

~mith, che fornisce un semplice mezzo per passare da valori di impedenza-Ilonnalizzata1 ~
a valori di coefficiente di riflesgQ!!e.Jt ykeversl!; in definitiva, la Carta di Smith sii {

presenta come una mappa polare del coefficiente di riflessione, su cui sono riportate, :, Icurve a resistenza e reattanza normalizzate costanti limitatamente ai punti che cadono r--

all'interno del cerchi~I!"1 ~l [~yyero r~p l.

N.B.: nel piano (9ie{r};3m{r}), in ogni punto le curve a resistenza costante e le curve a

reattanza costante sono perpendicolari fÌ'adi loro (la trasfonnazione che lega la variabile

complessa I{z) alla variabile complessa zn(z) è una trasformazione conforme e pertanto

conserva gli angoli).

-\

-.. 3.5.1 Determinazione del coefficiente di riflessione dall'impedenza e viceversa

_Notal'impedenzanormalizzatain corrispop.detgadi una certasezionedellalineadi

trasmissione,si può subito ~ocalizzare~ulla.£~J!L ~'!1i~}1J?~t2 corrispondent~
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CARTA DI SMITII

quella posizio~e, utili~~o le famiglie di circonferenze a resistenza ~ reattanza
nopnalizzate costanti.-Ciò può essere fatto con ragionevole accuratezza utilizzando le

scale riportate sulla carta di Smith stessa.

Yi

Yr

Fig. 3.32 Punto c01Tispondente all 'impedenza normalizzata e vettore del coefficiente di
~ riflessione.

Vale la pena mettere in evidenza che il semicerchio superiore (sopra l'asse Yr)

corrisponde a impedenze normalizzate con ~anza ~Q§itiv.A.(ditiRo induttivo), quello

inferiore a impedenze normalizzate con reattanza negativa (di tipo_capacitiv2).

Una volta individuato il punto dato dall'intersezione dei cerchi r =rn e x =xn (il

punto A nella Fig. 3.32), il coefficiente di riflessione relativo alla sezione considerata è

-./'"rappresentato dal vettor~ OA: il modulo del coefficie~te di riflessione riferito alla,
partic~l~e sezione in esame è dato .dalla distanza fra il punto A e l'origine O -<in

rapporto al raggio della_circonferenza Iq = l); la fase è ~ata dall'angolo che il vettor~

OA forma con la direzione positiva dell'asse Yr, misurato in senso antiorario a paJ1ire

dall'asse lr stesso. La lettura dell'angolo di fase in gradi può essere fatta direttamente l \

sulla carta prolungando il segmento OA ed utilizzando un'apposita scala predisposta

sulla circonferenza più esterna della carta stessa. Per il modulo del coefficiente di

riflessione a volte è disponibile un'opportuna scala lineare riportata al di fuori della I p
cartL t r~

. !-a-pr.2c~ura per ottenere Z(~, una volta noto F{z),è altrettanto ovvia.V - - - - -- -
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LINEE DI TRASMISSIONE

3.5.1 Trasformazione di impedenza lungo la linea

Nel paragrafo §3.2 abbiamo visto che lungo una linea ideale il modulo del

coefficiente di riflessione deve rimanere costante e uguale al modulo che il coefficiente

di riflessione ha in corrispondenza del carico, cioè uguale a r(O~ (vedi fonnula 3.50).

Nel piano (yr>rJ possiamo dunque immaginare anche un'altra famiglia di

circonferenze, con centro nell'origine e raggio pari a r(O): tale famiglia di

circonferenze non è però riportata sulla carta di Smith.

Facciamo riferimento alla Fig. 3.33: l'impedenza di carico Zu può essere nonnalizzata

rispetto alla resistenza caratteristica della linea ed è possibile detenninarne il punto

rappresentativo sulla carta di Smith; osserviamo che in tal modo si detennina allo stesso

tempo il coefficiente di riflessione I{O). Se ci si muove lungo la linea, il vettore

rappresentativo di I{z) ruota intorno all'origine degli assi mantenendo il suo secondo

estremo sulla circonferenza di raggio r(O).

rr

Fig. 3.33 Spostamento del coefficiente di riflessione sulla carta di Smith.

Per uno spostamento dal carico verso il generatore, l'angolo di fase di I{z) diventa

sempre più negativo werchè in tal caso z diminuisce): l''
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CARTA DI SMITII

Dunque, se ci si sposta verso il generatore, I(z) ruota in senso orario, mentre se ci si

sposta verso il carico, a partire da un punto generico, si ha una rotazione in senso

antiorario; in entrambi i casi un giro completo sulla circonferenza di raggio Jr(O~

corrisponde a percorrere un tratto di linea pari a }J2.

Sulla circonferenza più esterna della carta di Smith è r1portata una scala calibrata in

frazioni di lunghezza d'onda, in modo da poter individuare immediatamente la nuova

posizione del coefficiente di riflessione se si conosce l'entità dello sppostamento in
frazioni della lunghezza d'onda. Si fa notare che sulla carta è riportata una scala per gli

spostamenti verso il generatore e una scala per gli spostamenti verso il carico: entrambe

partono dal punto (r = O,x = O),che corrispondeallacondizionedi cortocircuito.
Dunque, a partire dall'impedenza normalizzata relativa ad una certa sezione della

linea (o equivalentemente a partire dalla conoscenza del coefficiente di riflessione

relativo ad una certa sezione della linea) posso costruire la circonferenza a r(z ~

costante e trovare il coefficiente di riflessione (o l'impedenza normalizzata

corrispondente) in una sezione della linea a distnza qualsiasi dal carico.

ESEMPIO:

Una linea di trasmissione ideale, con Ro = 50 n è chiusa su un'impedenza di carico

Zu =150+ j40n.

Determinare il coefficiente di riflessione sul carico e l'impedenza della linea a distanza

di 5,5 cm rispetto al carico nell'ipotesi che la lunghezza d'onda sulla linea sia pari a 8
cm.

Troviamo l'impedenza normalizzata (punto A):

(z ) _150+ j40 _ 3 .08
Un- Ro - +},

Determinamo il coefficiente di riflessione. Sulla scala per la misura degli angoli leggo

una fase di 10,5°. Sulla scala lineare riportata in fondo alla carta si legge il modulo del

coefficiente di riflessione

r(O~ ==0,525

Dunque

r( O) = 0,525ejlO,5°

-t>Procedendo analiticamente si otterrebbe
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LINEE DI TRASMISSIONE

r(o)=Z(O)-RO _100+j40 -0528ejIO,49°.
Z(O)+RO 200+ j40 '

Per trovare ora l'impedenza della linea a distanza 5,5 cm dal carico occorre trovare a

quale frazione di lunghezza d'onda corrispondono 5,5 cm: À=8 cm

~ 1/À=0,687 ~ 1=0,687À.

Dobbiamo ruotare di 0,687À in senso orario (verso il generatore) su una circonferenza a

Irl = 0,525. Poiché ad uno spostamento di 0,5À corrisponde un giro completo sulla

circonferenza Irl = 0,525 , è sufficiente ruotare di 0,187Àa partire dal punto A. Il punto

A si trova a

SA = 0,235ì..

Sulla scala verso il generatore, si deve arrivare ad una ascissa

S B = (0,235 + 0,187)ì.. = 0,422ì..

Si trova il punto B e si legge l'impedenza normalizzata corrispondente

Zn ==0,38- jO,47

da cui

Z B ==50(0,38 - jO,47) = 19- j23,5 n

-~ Con la formula di trasformazione dell'impedenza si sarebbe ottenuto:

150+ j40+ j50t~2; 0,6875À)
ZB = Ro =

50+ j(150+ j40)tg(2; 0,6875À)

=30,105e-j50,35° =19,2- j23,18 .Q

3.5.3 Determinazione del rapporto d'onda stazionaria (ROS) e della
posizione del massimo di tensione

Per determinare il ROS in una linea di trasmissione ideale terminata su

un'impedenza di carico nota, possiamo utilizzare quanto osservato nel paragrafo §3.2

relativamente all'impedenza d'ingresso di una linea ideale chiusa su un carico generico.

In particolare abbiamo trovato che il punto di massima impedenza lungo la linea, che è

anche di massima tensione e di minima corrente, è il punto indicato con M nella figura \tj
3.34.

In tale punto l'impedenza è puramente resistiva e vale

IZIMAX = Ro .ROS ~ IZIMAX/ Ro = ROS
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Sulla carta di Smith il punto M corrisponde al punto in cui la circonferenza a 111

costante interseca l'asse Yrpositivo (vedi punto B in Fig. 3.35). Per risalire al valore del

ROS basta dunque leggere il valore della resistenza nonnalizzata relativa alla

circonferenza tangente (in B) alla circonferenza a 111costante.

1m{r(z)}

Fig. 3.34 Relazione tra il coefficiente di riflessione e l'ampiezza della tensione e della
corrente.

"tr

ROS=resistenza nonnalizzata
corrispondente a questa
circonferenza

Fig. 3.35 Determinazione del ROS mediante la Carta di Smith.

L'angolo y = -pd, corrispondente alla rotazione effettuata rispetto alla posizione

dell'impedenza di carico (rappresentata in figura dal punto A) fino al punto B, indica la

distanza d (d>O)di cui ci si deve spostare per andare dal carico alla sezione in cui c'è il

massimo di tensione. Il punto N, diametralmente opposto a B, rappresenta il punto ad

impedenza minima sulla linea e corrisponde ad un minimo di tensione e a un massimo

di corrente. L'impedenza relativa alla sezione corrispondente a N è puramente resistiva e
vale:
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Il ROS pUÒanche essere letto in modo diverso sfTuttandouna scala a volte presente in

fondo alla carta. In tal caso si può prendere con un compasso il raggio della

circonferenzaa lT1costante (che è anche una circonferenza a ROS costante), riportarlo

sulla scala per il ROS, esterna alla carta, e leggeme direttamente il valore sulla scala
stessa.

3.5.4 Usodella Carta di Smith come carta delle ammettenze'

Si può dimostrare che l'ammettenza si trasforma lungo una linea ideale esattamente

comel'impedenza. Infatti:

Y(z)=~= l Ro-jZutgfJz =
Z(z) Ro Zu - jRo tg fJz

= G (11Go)- j(IIYJtgfJz - G Yu- jGo tgfJz
o (IIYu)- j(1/Go)tgfJz - o Go- jYu tgfJz

(Goè laconduttanzacaratteristicadella lineadi trasmissione,Go=1/Roe Yu= l/Zu ). .

È quindievidente che si può usare la stessa carta per trasformare le ammettenze usando

la medesimaprocedura vista per le impedenze.

Osserviamoche la relazione che lega l'ammettenza normalizzata al coefficiente di

riflessionesi può ottenere da quella valida per zn semplicemente cambiando IT..z)in

-I{z); si ha infatti:

Y(z) - - l _l-r(z)--Y ----
Go n zn l+r(z)'

Dunque,come prima cosa, una volta noto il valore dell'impedenza Z(z) relativa ad una

certa sezionedella linea, si determina Zn e il punto P che la rappresenta sulla carta di

Smith; si trova poi il punto P' diametralmente opposto a P (r ~ -r) e si leggono i

valoricorrispondentidi resistenza normalizzata e di reattanza normalizzata: tali valori

vannointerpretatiin termini di conduttanza normallizzata g e suscettanza normalizzata

b, per cui si ha: ,

Yn =g+ jb

Per trovare Y(z) basta a questo punto moltiplicare Yn per Go.

In base alle osservazioni fatte si può quindi pensare di utilizzare la carta di Smith come

cartadelleammettenzeinterpretando:

r =~e{zn} come g =~e{Yn} e x =3m{zn} come b = 3m{Yn}'
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Le differenze da ricordare sono riportate nel seguito:

a) la fase del coefficiente di riflessione corrispondente ad una data ammettenza

nonnalizzata, letta direttamente, differisce di 1l rispetto a quella dell'effettivo

coefficiente di riflessione di tensione (r ~ -r);

b)

IMPEDENZE
reattanze >0

(comportamento
induttivo)

AMMETIENZE

corto
circuito'

l.circuito
'aperto
FOO

circuito
aperto

s~ttanze >O
(comportamento

capacitivo)

corto
circuito

g=oo

adattamento
(FI, x=O)

Z=Ro

reattanze <O
(comportamento

capacitivo)

adattamento
(g=l, b=O)

Y=Go

suscettanze <O
(comportamento

induttivo)

Fig. 3.36

c) consideriamo una circonferenza a lT1costante:

Yr

Fig. 3.37

Se guardiamo la carta in tennini di carta delle ammettenze, il punto B rappresenta ora

un massimo di ammettenza, e perciò un massimo di corrente e un minimo di tensione.
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LINEE DI TRASMISSIONE

Parallelamenteil punto B' rappresenta un minimo di ammettenza, e quindi un minimo

di correntee un massimo di tensione. Inparticolare in B si ha:

IY/MAX = IIIZIMIN = ROS / Ro = GoROS

da cui:

mentre in B' si ha:
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ADATIAMENTO DI IMPEDENZA

§ 3.6 -ADATTAMENTO D'IMPEDENZA

Quando una linea di trasmissione è chiusa su un carico una parte della potenza

incidente viene generalmente riflessa dal carico stesso. Questo fenomenoè indesiderato,

prima di tutto perchè a causa della riflessione la quantità di potenza assorbitadal carico

risulta inferiore rispetto alla potenza ottenibile dalla sorgente; inoltre sulla linea di

trasmissione si ha un'onda stazionaria che può risultare dannosa nei sistemi ad alta

potenza, poichè le tensioni più elevate che vengono a stabilirsi sulla linea possono

condurre a perforazioni del dielettrico e l'onda riflessa potrebbe danneggiare il

generatorte. Infine nei sistemi di comunicazione la presenza di onde riflesse sulla linea

di trasmissione può condurre a distorsioni del segnale. A cailsa di tutti questi

Iinconvenienti, affinchè sulla linea di trasmissione non siano presen~ onde riflesse,si

ricorre all'utilizzo di adattatori. Gli adattatori sono dispositivi che vengonointerpostitra

li II

I

le llinee e il carico, in modo che la linea risulti chiusa su un carico uguale alla sua

impedenza caratteristica.

N.B.: Le tecniche utilizzate per adattare il carico alla linea possono poi essereutilizzate

anche per l'adattamento del generatore alla linea.
I tre adattatori più usati sono:

l) trasformatore a Àl4;

2) stub parallelo;

3) stub serie.

3.6.1 Trasformatore a )./4- - -.------

Consideriamo una linea senza perdite di resistenza caratteristica Ro, chiusa su un carico

puramente resistivoRu *- Ro (la linea non è adattata). Consideriamo ora un'altra linea,

di resistenza caratteristica R 'o, chiusa su un'impedenza generica Zu; l'impedenza di

ingresso di questa linea, al variare dell' ascissa z lungo la linea stessa, è data da:

r: IZ(z) = Rb Zu - jRb tg(pz}
Rb - jZu tg(pz)

In quest'ultima formula, osserviamo che per z = -À. / 4, cioè a distanza A/4dal carico,

l'argomento delle tangenti è pari a -w2, per cui risulta:

~ 'RACo~
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Ora,nel caso particolare in cui l'impedenza di carico sia puramente resistiva, Zu = Ru,
si ottiene:

Quindi, in tal caso, a distanza A/4 dal carico si vede un carico resistivo. In particolare,

scegliendo:

all'ingresso del tronco di linea di resistenza caratteristica R 'o e lungo A/4 si vede una

resistenzapari aRo:

la linea, un tratto di linea senza perdite lungo À./4(si parla infatti di "trasformatore a \ I»4") e di resistenzacaratteristicapari allamediageometricatra la resistenzadi caricoe I

la resistenza caratteristica della linea da adattare (vedi Fig. 3.38).

... Se il carico Zu non è resistivo, è sufficiente inserire lo stub in una sezione z = -d ./ I t
~- . "-rJ01,(..\t>in cui l'impednza vista è puramente resistiva. Se si inserisce in una sezione in cui c'è un--- - -

massimo di tensione( Z( - d) =Ro . ROS ) si ha:

R~ =.JRo.Ro.ROS = Ro.~ROS. ../~Q , "(,' c.

Viceversa, se si inserisce in una sezione in cui c'è ~ minimo di

tensione(Z(- d) = Ro/ROS ) si ha:

R' =~Ro.Ro =R
/~ROS..)

O ROS O

Z(_i)= (Rbf = RoRu=Ro
4 Ru Ru

Basandoci sulle considerazioni precedenti possiamo affermare dunque .che
I

r~
l'adattamentodella lineasi può ottenereinserendo,fra il carico(puramenteresistivo)e \ O

, (
\ (

I
p, '-

\ -

R'O

I ')J4 I,< >1
Fig. 3.38.4,dattamento di impedenza mediante tr~h.rmatore a Al..4.
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Il trasfonnatore a »4 richiede la disponibilità di tronchi con un particolare valore di

resistenza caratteristica. Ciò non è facilmente realizzabile con cavi coassiali o linee

bifilari, poiché è necessario modificare i parametri geometrici elo elettricidelIalinea.AI

contrario, trasfonnatori a ìJ4 sono facilmente realizzabili in circuiti a microstriscia.In

genere, si preferisce operare con gli stub, tronchi di linea chiusi in corto circuito(o

chiusi su un circuito aperto) e disposti in parallelo o in serie rispetto alla linea

principale.

3.6.2 Stub parallelo

Consideriamo al solito una linea di trasmissione senza perdite, di resistenza

Icaratteristica Ro' chiusa su un carico generico Z...Jer il dimensionaJ!l~to dell~~tllb

1':paralIeloconviene ragionare in tennini di ammeuenze; facciamo riferimentodunque
!

all'ammettenza nonnalizzata, ricordando che la nonnalizzazione viene effettuata

rispetto alla conduttanza caratteristica delIa linea Go =11Ro. Riportiamo su una carta di

Smith l'ammettenza di carico nonnalizzata (punto A in Fig 3.39):

u
( .
(I
It,

Fig. 3.39 Adattamento mediante stub parallelo.

Nella figura precedente è mostrata anche la circonferenza a V1 costante, che in pratica

descrive la variazione dell'ammettenza nonnalizzata lungo la linea. Tale circonferenza

incontra la circonferenza g=l in due punti: B e B'. Consideriamo il punto B, in

corrispondenza del quale si ha unaAIDlJlet~.en:~anonnalizzata:

e quindi un'ammettenza:

112



LINEE DI TRASMISSIONE

NOI A: Discorsi analoghi a quelli che faremo nel seguito si possono ripetere per il
puntoB'.

~

Il punto B sulla carta di Smith corrisponderà sulla linea ad una certa sezione, che

chiameremoIl'. Per realizzare l'adattamento. è quindi sufficiente disporre in parallelo
alla lineauna ammettenza Ys puramente immaginaria e con suscettanza pari a -B (Fig.

3.40).

l'

y
u

G
O

Fig. 3.40Adattamento mediante ammettenza puramente reattiva collegata in parallelo
rispetto alla lineaprincipale

L'ammettenzapuramente reattiva può essere realizzata inserendo nella sezione Il' un

it ~(f ttron~ di l~neas~~a perdite, chiusa in ~orto.circuito (~ ap~), di lun~e~za opportUna:
ti. Abbiamo mfatti VIsto che con una lInea Ideale chiusa In corto ClI'CUltOo aperta e

tt'1AQ.Mpossibilerealizzarequalunquereattanza(e quindi qualunquesuscettanza)variandola
lunghezza della linea stessa.

~: In genere, per motivi pratici vengono utilizzati tronchi di linea chiusi in
cortocircuito, in quanto con essi si conseguono i seguenti vantaggi:

a) da un punto di vista pratico è più semplice ad alte frequenze realizzare un corto

circuito che non un circuito aperto;
(> ....

b) inoltre, riferendoci ad un linea chiusa in corto, si ha la possibilità di realizzare,

,t:,,,i-VI,utilizzandodei contatti striscianti, un corto circuito scorrevole lungo la linea, e quindi,

tI \potendovariare la lunghezza del tratto derivato e chiuso in corto, è possibile realizzare

L~ualunquevalore di ammettenza;

,

[

c) infine, nel caso di linee schermate, quali ad esempio il cavo coassiale o la linea

bifilare schermata, un tratto di linea aperta, al contrario di una linea chiusa in corto

circuito,irradierebbe.

zl In definitiva si ha la seguente situazione illustrata in Fig. 3.41. Dal punto di vista della

cartadi Smith si ha unjpnmQ..gassagg@(da A a B) in cui, se ci si muove lungo la linea
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dal carico alla sezione Il' , il punto rappresentativo sulla carta si sposta sulla

circonferenza a lT1costante, fino a posizionarsi sulla circonferenza a g=l.

Fig. 3.41 Adattamento mediante stub parallelo realizzato con una linea chiusa in corto
circuito.

IlI~e~aggi~ consiste poi nel muoversi lungo la circonferenza a g=l (in tal
modo infatti varia solo la parte immaginaria dell' ammettenza normalizzata, mentre la

parte reale resta costante), dal punto B fino al punto C, punto caratterizzato da
)\

~
un'ammettenza normalizzata pari a (1+jO), che corrisponde, alla condizione di ,

adattamento. Denormalizzando si ottiene infatti nel punto C un'ammettenza pari alla

conduttanza caratteristica della linea Go.

g=l

Fig. 3.42 Illustrazione dell'adattamento mediante stub parallelo sulla Carta di Smith.

3.6.3 Stub serie

Altra possibilità è quella di utilizzare uno stub di tipo serie, cioè derivato in serie

rispetto alla linea principale su cui si vuoI realizzare l'adattamento. Concettualmente si
procede come nel caso dello'stub parallelo, lavorando però questa volta sulle impedenze
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invece che sulle anunettenze. A partire dall'impedenza di carico si può infatti

detenninare sulla linea una sezione, che chiameremo ancora Il', in corrispondenza

dellaquale, guardando verso il carico, si vede una impedenza con parte reale pari alla

resistenzacaratteristica della linea. Ci si può rendere conto di questo fatto riferendosi
allacartadi Smith.

A

. r=1

B

Fig. 3.43 Adattamento mediante stub serie.

Supponiamoche il punto A in figura rappresenti l'impedenza di carico normalizzata.

Tracciatala circonferenza di raggio OA, questa intersecherà la circonferenza r=l in due

punti: B e B'. Consideriamo ad esempio il punto B; in corrispondenza di B si vede

un'impedenza:

Z(z ~B = Ro + jX B

Per realizzare l'adattamento basta disporre in serie alla linea un'impedenza

con una reattanza cioè uguale e di segno contrario a quella in B. Quello che serve è

dunque una reattanza pura e questa può essere realizzata mediante uno stub, cioè

medianteun tronco di linea chiuso in corto circuito (o aperto) di lunghezza opportuna.

La situazioneè quella riportata nella figura 3.44. Clùaramente si dovrà supporre che le

sezioni Il' e 22' siano sovrapposte, cioè, in termini pratici, che la distanza tra Il' e 22'

sia moltopiccola rispetto alla lunghezza d'onda in linea.

115



ADAITAMENTO DI IMPEDENZA

2' l'

Fig. 3.44 Adattamento mediante stub serie.
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§ 3.7- LINEE CON PICCOLE PERDITE

Nel caso in cui siano presenti delle perdite sulla linea basta sostituire le costanti L e

C con quantitàcomplesse pari a:

Leq = L - j R
(J)

C =C-jG
eq (J)

Valgonoancora sia la soluzione di tipo viaggiante sia la soluzione di tipo stazionario, a

pattoche si attribuisca alla linea una costante di propagazione complessa

k =OJ~LeqCeq

ed un'impedenza caratteristica complessa

Zo =~ L"" .Ceq

Esplicitando l'espressione di k si ha

k=m~(L- j~)( C- j~) =roJLC(l+j=LfZ(I+ j~C fZ.
Nel caso in cui

R « mL,

G « mC ,

cioè nell'ipotesi di piccole perdite, ai fattori (I+R/j{J)L)I/z e (I+G/jOJC)1I2 si

possono sostituire i rispettivi sviluppi in serie di Mac Laurin arrestati al secondo

tennine.In particolare si ha .JI + x ==l + x /2 +... , per x«l, per cui:

k==mJLC
(

I+~
}(

I+~
}

==mJLC-jJLC (G + R)=
2jmL 2jmC 2 C L

=mJLC- i..
(
GRo + .!!:

)
=~- ja..

2 Ro

La costante di attenuazione a è diversa da zero e positiva: pertanto l'onda diretta di

tensionee quella di corrente hanno un'ampiezza decrescente secondo il fattore exp(-az).

Il valore della costante di fase /3 coincide con quello che si ha nel caso di assenza di

perdite.Occorre però precisare che quando negli sviluppi in serie vengono considerati
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tennini superiori al primo (il che è necessario quando le perdite non possono essere

considerate piccole), la costante di fase risulta dipendente da aJcon legge non lineare.

Per quanto riguarda l'impedenza caratteristica, con considerazioni-analoghe a quelle

svolte per il calcolo della costante di propagazione, si ottiene:

R (I

.R

)
l-j- -J-

Zo =~Leq = {L aJL :: (L - 2aJL ==
Ceq Ve ~l- . G Ve (1- .~ )J aJC J 2aJC

{L . l (L
(
G R

) R :V

:: Ve + J 2aJVe c - L = 0+ JAO

Quindi la parte reale coincide con l'impedenza caratteristica che si avrebbe in assenzadi

perdite. Inoltre è presente una reattanza Xo che risulta in genere di tipo capacitivopoichè

nella maggior parte dei casi pratici si verifica che G/C<R/L. Se le perdite sono molto

piccole si può sempre porre

Zo ==Ro

Il fatto di considerare 20 complesso equivarrebbe a tenere in conto un piccolo

sfasamento costante rispetto a z fra la tensione V(z) e la corrente I(z) lungo la linea.Una

simile approssimazione non è lecita per la costante di propagazione k: infatti, il tennine

di attenuazione e-a.l può diventare significativo per lunghezze della linea

sufficientemente grandi.

E' infine opportuno mettere in evidenza come sia possibile realizzare esattamenteuna

condizione di impedenza caratteristica reale anche in presenza di perdite non

trascurabili, compensando le perdite serie e le perdite parallelo:

G R

C L
Condizione di Heaviside

In tal caso anche la costante di fase dipende linearmente dalla frequenza e la lineatorna

a comportarsi come un mezzo non dispersivo (rimane sempre il fattore di attenuazione

diverso da zero).
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3.7.1 Esempio di calcolo dell'attenuazione lungo una linea con perdite

Unmetodoper misurare l'attenuazione di una linea con perdite è quello di chiudere su

un corto circuito un tratto di linea di lunghezza nota l. Misurando il coefficiente di

riflessioneo il ROS si ottiene il valore dell'attenuazione. Se la linea fosse priva di
perditesi avrebbe:

Irl=l ROS= 00

ma poichè vi sono delle perdite si ha:

essendo Ir(o~ = 1 si ottiene:

a = -J..lnlr(z = -l)m -I.21
L'attenuazione di un segnale che si propaga lungo una linea adattata di lunghezza l vale:

AttldB =20IoglO(e-2al) = -l. 2010glO(e2a) =-l. adB/m

essendoadB/m l'attenuazione (in dB) per unità di lughezza.
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CAPITOLO 4

PROPAGAZIONE GUIDATA

§4.1 - CONFIGURAZIONI MODALI

Si parla di propagazione guidata, in alternativa a quella nello spazio libero,

quando esiste una struttura che supporta la propagazione, nel senso che tutta o la

maggior parte dell'energia elettromagnetica trasmessa resta confinata in prossimità della
suddetta struttura.

L'impiego dei vari tipi di struttura guidante (linee, cavi coassiali, guide d'onda,

etc.) dipende soprattutto dalla ftequenza in gioco e dai problemi che al crescere di

quest'ultima assumono rilievo: interazione con altri circuiti vicini, perdite per

irradiazione, perdite nel dielettrico, etc. Ad esempio, risulta che le linee bifilari hanno

un comportamento non soddisfacente alle alte frequenze, in quanto all'aumentare della

frequenza aumentano le perdite per irradiazione. Per quanto riguarda i cavi coassiali,

osserviamo che l'energia rimane confinata nella struttura guidante, perciò non si

verificano perdite per irradiazione, però la struttura del cavo coas~ia!elli'esenta un

conduttore interno, (conduttore elettrico quasi perfet!°) sostenuto da un dielettrico,.nel
quale si verificano delle perdite peiìSié'resf che risultano proporzionali alla frequenza

(tali perdite dipendono da quante volte viene percorso il ciclo di isteresi: l'area da esso

racchiusa può essere piccola, ma se il ciclo viene percorso molte volte le perdite

possono diventare apprezzabili); per questo motivo anche il cavo coassiale non è adatto

per l'impiego ad alte frequenze.
Le strutture guidanti che invece consentono la propagazione di onde

elettromagnetiche ad alta frequenza senza eccessive perdite sono le guide d'onda. Tra i

vari tipi di guide d'onda, faremo riferimento in questo capitolo a strutture guidanti
costituite da tubi metallici cavi (guide d'onda metalliche), a sezione rettangolare o

circolare, assumendo le seguenti ipotesi:

a) le strutture guidanti risultano a sezione uniforme e costituite da pareti metalliche

perfettamente conduttrici «(jPARETI~ 00);
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b) lo spazio interno a tali strutture, o più in generale che circonda tali strutture, è sia un

dielettrico omogeneo (e e f.J indipendenti dal punto), isotropo (8 e f.J quantità

scalari) e privo di perdite (& e f.J reali) I

x

Fig. 4.1 - Generica struttura guidante con sezione trasversa arbitraria

Per determinarele condizionie le modalitàgenerali di propagazione,conviene fare

riferimentoalle equazionidi Maxwell.Le soluzioniverranno cercate in assenza di

sorgenti(lo =O). Ipotizziamo inoltre che il dielettrico che riempie la guida sia l'aria; in

tal caso, la conducibilità del mezzo risulta nulla (o- = O) e dunque le equazioni da

studiare si riducono alle seguenti:

'Vx E =- jOJf.JoH,

'Vx H = jOJ&oE.

Queste ultime si traducono in un sistema di 6 equazioni scalari in 6 incognite, per cui il

problema è perfettamente detenninato. Osserviamo però che, ai fini dell'analisi del

campo, risulta conveniente una decomposizione dello stesso secondo due direzioni: la

direzione longitudinale !z, lungo la quale si estende la struttura, e la direzione trasversa

normale a !z(Fig. 4.1.). In tal modo si ottengono rispettivamente le componenti

longitudinali Ez e Hz e le componenti trasverse Et e H t dei campi:

(4.1)

Si può a questo punto
trasversalizzazione delle

E=Et+Ez!z,

H=Ht+Hz!z.

Se si fissa una terna di riferimento cartesiana con asse z coincidente con la direzione

longitudinale alla struttura, il piano trasverso coincide con il piano e si ottiene:

Et =Ex!x +Ey!y,

Ht = Hx!x + Hy!y-

procedere a quell'operazione nota come "operazione di

equazioni di Maxwell" ;essa consiste nel moltiplicare le

(4.2)

(4.3)

I La trattazione che presenteremo resta però valida anche se si considera un dielettrico omogeneo sulla
sezione trasversale, con caratteristiche che variano lungo z.
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equazioni ai rotori (4.1), con i campi decomposti secondo le (4.2), dapprima

scalannente per !z e poi vettorialmente sempre per !z. Riusciamo in tal modo ad

ottenere un sistema di equazioni nelle sole incognite EI e H I (4 equazioni nelle 4

incognite Ex, Ey, Hx, Hy), più due equazio~ che esprimono le componenti longitudinali

Ez e Hz in funzione delle Fponenti trasversaliE.I e H l' Omettendo i dettagli

analitici, le espressioni finali rno date da2: .
:Z

]
EI =-jm,u[(H1 X!J+ kl2V/VI .(HI X!J].

:z TI = -jms[ ~z xE./)+ kl2VIVI '~z XE./»).

Per le componenti lungo z s\ ha:

z =~VI .(HtX!z),
Jms

z =~Vt '~z xE.t).
Jm,u

Dato che Ez e Hz sono ricavabili una volta note E.t e Ht, ci possiamo limitare a

studiare il sistema di 4 equazioni nelle 4 incognite Ex, Ey, Hx, Hy insieme alle assegriate
condizioni al contorno che, . per un conduttore elettriCo perfetto, consistono

nell' annullarsi della componente tangenziale del campo elettrico sulle pareti della

struttura guidante.

Si applica quindi il metodo della separazione delle variabili, esprimendo i campi

trasversali Et e H t come prodotto di due funzioni

E.I =~(f)V(z}
H I = !l~)I(z)

PROPAGAZIONE GUIDATA

(4.4a)

(4.4b)

(4.5a)

(4.5b)

(~.6)

l'una dipendente dalla sola coordinata longitudinale z e l'altra funzione della coordinata

trasversale1.che in coordinate cartesiane è pari a

(J è un vettore completamente contenuto nel piano trasverso).

(4.7)

2 Il simbolo V t fa riferimento ad un operatore bidimensionale che opera sid piano trasverso; ad esempio,

in coordinate cartesiane risulta:

"ilt'P = ~ qs!x + ~ qs! y (gradiente trasverso),

82'1' 82'1'

V;-'f' = &2 + 0'2 (Laplacianotrasverso).
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L'ipotesi (4.6) implica che, nella generica sezione trasversale, l'andamento dei campi

rimane sempre lo stesso, per qualunque sezione, e che però, nel passare da una sezione

all'altra, l'ampiezza (complessa) dei campi varia. In corrispondenza della sezione di

ascissa z la configurazionedei campi è data da ~) e !!~), variabili sulla sezione al

variare di 1, e moltiplicati rispettivamente per V(z) e I(z), costanti per ogni punto della

sezione. Per z variabile la distribuzione trasversa del campo si mantiene costante, perchè

~~) e !!~) non sono funzioni di z, ma l'entità del campo varia perchè variano V(z) e
I(z).

Le funzioni ~~) e !!~) si dicono "jùnzioni vettoriali di modo", e godono

dell'importante proprietà secondo la quale i vettori~ ed!Jxiz sono sempre allineati:

(4.8)

cioè i due vettori associati ad ~) ed !!~) sono tra loro ortogonali e risultano entrambi

ortogonali alla direzione di propagazione.

Le funzioni V(z) e I(z) vengono invece dette "jùnzioni scalari di modo" ed

assumono valori, in generale, complessi.

In particolare, definiamo" modo" una struttura elementare di campo (una

particolare configurazione di campo) elettrico e magnetico, che può coesistere con una

data struttura guidante e che può propagarsi all'interno della struttura guidante stessa.

Osserviamo che, data una certa struttura guidante in cui siano state definite le

componenti trasversali e longitudinali del campo elettrico e magnetico, si possono
individuare tre classi di modi fondamentali:

modo trasverso elettromagnetico (TEM) per cui risulta: Ez = O, Hz = O

modo trasversoelettrico(TE)per cui risulta: Ez =O,=> §. =§.t

modo trasverso magnetico (TM) per cui si ha: Hz =O,=> H =H t

Consideriamo separatamente i tre modi ora introdotti.

Modi TE

Dalla (4.5a) essendoEz =Osi ricava3:

(4.9)

(con Vt x!! rotore trasverso di !l); questo significa che è possibile esprimere 11 come

gradi ente trasverso di una funzione potenziale scalare 'l'(x,y):

3 Infatti, deve essere Vt .(ft.t x~z)=~z ,Vt xHt -H t ,Vt x~z =~z ,Vt xHt =0; poichè

V t x H t è parallelo a tz allora V t x H t =I(z )Vt X !!= O, che, dovendoessere valida per
qualunque valore di z, porta alla (4.9).
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(4.10)

dove ktH è un'opportuna costante. Sostituendo nelle equazioni di Maxwell

trasversalizzate, la funzione 'II(x,y) risulta soluzione della seguente equazione
differenziale:

(4.11)

Per quanto riguarda la condizione al contorno, osserviamo che deve essere verificata la

condizione !n x ~ =O sul contorno C della sezione trasversa della struttura guidante

(Fig. 4.2). Per i modi TE la condizione diventa !n x ~t =O. Per ciò che concerne la

funzione 'Ilsi ha:

In definitiva, la condizione al contorno è esprimibile come:

tÀf/

1

=O.
atc

(4.12)

Fig. 4.2: Generica sezione trasversa della struttura guidante considerata.

Conseguentementeper il modo TE, la determinazione delle funzioni vettoriali di modo

è ricondotta alla determinazione delle soluzioni dell'equazione differenziale (4.11), che

è nota come equazione di Helmholtz bidimensionale, con la condizione al contorno

(4.12),detta condizione al contorno di Neumann.

Modi TM

Per il modo TM (Hz =O), si trova in modo duale che

Vtx~=O, (4.1.1
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per cui ~ è esprimibile come gradiente trasverso di una opportuna funzione potenziale
q;(x,y):

con ktE costante. La funzione

differenziale:

l
~ =-- V,~(x,y),

k'E

q;(x,y) risulta soluzione

(4.14)

della seguente equazione

V;~(x,y)+k,~ ~(x,y)= O, (4.15)

con condizione al contorno esprimibile nel seguente modo:

n.I =0't'le. (4.16)

Infatti, sul contorno deve risultare adesso Ez=Oe, contemporaneamente, l/. Q., = O.
Segue che:

Dovendo la precedente condizione valere per ogni = ed essendo kl#O, allora risulta

V;rp=O. Utilizzando la (4.15), si ottiene proprio la condizione (4.16). Applicando

l'altra condizione (l/ .Q., =O), si ottiene ~c=cost, che è già contenuta nella (4.16).

In definitiva, per il modo TM, la determinazione delle funzioni vettoriali di

modo è ricondotta alla determinazione delle soluzioni dell'equazione di Helmholtz

bidimensionale (4.15) con la condizione al contorno (4.16), detta condizione al
contorno di Dirichlet.

L'equazione (4.11), con la sua condizione al contorno (4.12), e l'equazione

(4.15), con la sua condizione al contorno (4.16), ammettono soluzioni (diverse da quelle

identicamente nulle) solo per particolari valori di klH e k'E,valori che vengono detti

autovalori trasversi mentre le soluzioni ad essi associate vengono dette autofun::ioni;

sia relativamente al modo TE che relativamente al modo TM questi autovalori sono

infiniti. Ad ogni autovalore trasverso è associato un modo di propagazione nella
struttura guidante. Per definizione, due modi di propagazione cui sia associato lo stesso

autovalore si dicono degeneri.

Per quanto riguarda la detenninazione delle funzioni scalari di modo V(=) e 1(=),

sia per i modi TE che per i modi TM essi devono risultare soluzione del sistema:
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(4.17)

dove i parametri k, e 20 possono essere calcolati, a partire dalla conoscenza degli

autovalori trasversi. In particolare, per i modi TE si ha:

(4.18)

(4.19)

Per i modi TM, si ha invece:

(4.20)

(4.21 )

Osserviamo che le equazioni del sistema (4.17) sono formalmente identiche alle

equazioni dei telegrafisti, già incontrate nello studio delle linee di trasmissione, per cui

la distribuzione delle grandezze scalari V(z) e I(z) è dello stesso tipo della

distribuzione della tensione e della corrente lungo una linea di trasmissione. Di

conseguenza,ad esempio V(z) avrà un'espressione del tipo seguente:

..w-f..Li: .

Ciò significa che per ogni modo TE (cioè per ogni possibile autovalore trasversale k,u) e

analogamente per ogni modo TM (cioè per ogni possibile autovalore trasversale k'E)' la

propagazione in guida può essere descritta mediante lo studio di una linea di

trasmissione equivalente, facendo riferimento ad una costante di propagazione k" ad

un'impedenza caratteristica 20 e ad una lunghezza d'onda Àg in guida, che sono

funzioni dell'autovalore relativo al modo di cui si sta studiando la propagazione.

In particolare, la lunghezza d'onda in guida Àg misura il periodo spaziale di
ripetizione del campo lungo l'asse z e si esprime nel seguente modo:

(4.22)
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Osserviamo che, relativamente alla propagazione di Wlcerto modo in guida, il valore di

Ag risulta ben diverso dal valore della lWlghezza d'onda che, in corrispondenza della

stessa frequenza di lavoro, si avrebbe per la propagazione di Wl'onda piana uniforme

nello spazio libero riempito dallo stesso mezzo che riempie la guida.

Infine, si fa notare che le funzioni V(z) e I(z) ricavate dalla risoluzione del

sistema (4.17), sono completamente determinabili solo dopo aver assegnato le

condizioni agli estremi (cioè sul carico e sul generatore). È importante anche

sottolineare che, per i modi TE e TM, non è immediata l'identificazione di V(z) e I(z)
con tensioni e correnti effettivamente misurabili sulla struttura reale.

Modi TEM

Per quanto riguarda la propagazione dei modi TEM (Ez =O e Hz =O) si dimostra che

essi possono esistere solo in strutture molteplicemente connesse (come il cavo coassia/e

ad esempio); dWlquela propagazione di un modo TEM non è consentita in una struttura

a sezione semplicemente connessa quale quella delle guide d'onda rettangolari e
circolari, che esamineremo in dettaglio nei seguenti paragrafi.

L'equazione risolvente è adesso del tipo:

(4.23)

con condizioni al contorno esprimibile nel seguente modo:

9'lcl = 9'1 = costante

9'IC2 = 9'2 = costante

In altre parole, il potenziale deve essere costante su ciascWl contorno, ma diverso per

contorni diversi (Fig.4.3). Nel caso del modo TEM, il significato di V(z) e I(z) coincide

con quello della tensione e della corrente effettivamente misurabili con un voltmetro o

un amperometro sulla generica sezione della struttura reale. Dalla (4.23), e' immediato

verificare, che la soluzione per il modo TEM può essere considerata un caso particolare

di un modo TE o TM, con autovalore trasverso nullo.

(4.24)

Fig. 4.3 - Struttura dup/icemente connessa
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§4.2-GUIDE D'ONDA RETTANGOLARI

Consideriamo il caso particolare in cui la sezione della guida è rettangolare. Sia

a la dimensione della sezione lungo l'asse x e b la dimensione della sezione lungo l'asse
y, con a>b (Fig. 4.4). a e b possono assumere qualunque valore, ma in base a criteri che

vecrannoesposti nel seguito, nelle guide rettangolari standard si fissa a=2b. Risolvendo

l'equazione di Helmholtz in coordinate cartesiane, è possibile ricavare la soluzione

modale per i campi, secondo cui gli autovalori trasversi relativi ai modi TE hanno la
seguente espressione:

(4.25)

con m e n indici interi positivi (m=O,1,2,3, ...; n=O,1,2,3, ...).

È importante mettere in evidenza che l'equazione (4.11), con la condizione al

contorno di Neumann (4.12) e i ktH dati dalla (4.25), ammette una duplice infinità

numerabile di soluzioni. Ad ogni valore particolare che l'autovalore ktH m,n =ktH può
assumere, è associata una soluzione particolare If/m,n=If/ (autofunzione), da cui è

possibile ricavare le relative funzioni vettoriali di modo 11 ed £. Nel caso di guida

rettangolare, le If/m,n hanno la seguente espressione:

If/m,n(x,y)=ACO{ ma1fx}o{ n; y)
(4.26)

con A costante arbitraria. Osserviamo che, per la particolare forma assunta dalle

autofunzioni If/per i modi TE, almeno uno degli indici m ed n deve essere diverso da
( . .zero. If r I f .t'

Fig. 4.4 -Sezione trasversale di una guida d'onda rettangolare

Una volta detecrninati i gli autovalori trasversi, è quindi possibile determinare le

funzioni scalari di modo che risultano soluzioni della (4.17) con kz e Zo date

rispettivamente dalle (4.18) e (4.19). Dalle funzioni scalari e vettoriali di modo Così

ottenute, si ricavano le componenti trasverse dei campi, £t e llt, e da queste ultime si
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risale infine alle componenti longitudinali Ez e Hz . È quindi individuabile una duplice

infinità numerabile di configurazioni di campo di tipo TE: TEm,n .

Per i modi TM la procedura è analoga (cambia solo la condizione al contorno da

imporre). In particolare si detenninano gli stessi autovalori:

k2 =k2 =(
ml£

)2 +(
nl£

)2 =k2
tE tH a b t , (4.27)

per cui anche nel caso TM esiste una duplice infinità numerabile di soluzioni (m=O, 1,

2,3, ..., n=0, 1,2,3, ...). In questo caso va risolta l'equazione (4.15), con la condizione

al contorno di Dirichlet (4.16) e gli autovalori dati dalla (4.27), Dalle soluzioni

fPm,n= fP si ricavano le funzioni vettoriali di modo h ed fb mentre le funzioni scalari di

modo V(z) e I(z) si ricavano ancora dalla risoluzione del sistema (4.17), con kz e Zodate

adesso dalle (4.20) e (4.21). Nel caso TM, le soluzioni fPm,nsono esprimibili come:

qJmAx,y)=BSin(ma1rx}in( n; y), (4.28)

con B costante arbitraria. Data la particolare fon;na delle soluzioni fP per i modi TM,
entrambi gli indici devono essere diversi da zero. ~f ~~~ L kPv1 ( ...

Per l'importanza pratica che ricopre, illustriamo adesso la distribuziorie del

modo TE caratterizzato da indici m=l e n=O, detto modo fondamentale (TEIO).Le

espressioni delle componenti dei campi elettrici e magnetici sono le seguenti:

gt =-A V(z)Sin(: x)!Y'

Ht =A I(Z)Sin(;X )!x,

Hz = A I(z)~ 1£coi 1rX).
jaJp a 1a

,.

I

Se riportiamo il modulo delle componenti sul piano trasverso, otteniamo le distribuzioni

riportate in Fig. 4.5. In particolare, si può notare come il campo elettrico trasverso ed il

campo magnetico trasverso hanno lo stesso andamento sul piano trasverso, mentre le

direzioni sono tra loro ortogonali. Si noti pure come la componente tangenziale del

campo elettrico sia nulla in prossimità delle pareti per rispettare la condizione al

contorno. La forma della distribuzione del campo si mantiene inalterata lungo tutta la

guida, ma viene pesata dalle funzioni scalari di modo, in dipendenza delle condizioni di

carico e sul generatore.

f

, '.oi

~[,J ç,J'
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Fig. 4.5 - Distribuzione del modo fondamentale TElO sul piano

distribuzione del campo elettrico trasverso; b) campo magnetico

componente longitudinale del campo magnetico.

trasverso: a)

trasverso; c)

Vogliamo a questo punto discutere il significato fisico delle funzioni scalari di

modo V(z) e I(z). Osserviamo che, relativamente ad un determinato modo di

propagazione cui sia associato l'autovalore kt, V(z) e I(z) non rappresentano una

tensione e una corrente direttamente misurabili lungo la guida (perchè non sono

accessibili fisicamente), ma rappresentano rispettivamente la tensione e la corrente

relative alla linea di trasmissione equivalente cui si fa riferimento per descrivere la
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propagazione del modo in questione; nel caso delle guide d'onda rettangolari, per tale

linea di trasmissione equivalente, la costante di propagazione è:

k: = ~(J)260,uO- k/ '

con k, dato dalla (4.27), mentre l'impedenza caratteristica 20 è data dalla (4.19) o dalla
(4.21) a seconda del modo, TE o TM, che si sta considerando.

Osserviamo che le espressioni di If/ e rp sono definite a meno di una costante

moltiplicativa (si vedano le formule 4.26 e 4.28). È però possibile attribuire a tali

costanti dei valori opportuni, in modo tale che le autofunzioni, da cui si ricavano le

funzioni vettoriali di modo, risultino tra loro ortonormali4. Questo è importante perchè

si dimostra che diretta conseguenza dell'ortogonalità tra le autofunzioni è il fatto che i

modi di propagazione in guida risultano disaccoppiati tra di loro, nel senso che essi si

propagano nella guida senza influenzarsi a vicenda. In tal caso si ha che il flusso del

vettore di Poynting associato al campo dovuto a due diversi modi di propagazione è

dato dalla somma dei flussi associati ai campi dei singoli modi. Il risultato è estendibile

anche al caso di più di due modi, i quali dunque risultano tutti disaccoppiati.

Naturalmente, perché ciò sia vero, è necessario che le pareti della guida siano

perfettamente conduttrici.

Come conseguenza della ortonormalità delle autofunzioni, se consideriamo la

propagazione di un singolo modo in guida, dette V(z) e I(z) le funLioniscalari di modo

ad esso relative, si dimostra che il flusso di potenza attraverso una generica sezione di

ascissa z della guida è dato dalla seguente espressione:

4 Ad esempio, si può dimostrare che per il modo fondamentale in guida rettangolare TE,o, la costante A

che figura nelle espressioni del campo deve valere 2l(ab)"'.
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p(z) = .!.V(z)1* (z).2 (4.29)

È evidente a questo punto che la potenza complessa che attraversa la generica sezione

della guida può essere valutata analizzando singolarmente le linee di trasmissione

equivalentiassociateai singolimodi.In altre parole,detta P(z) la potenzacomplessa
che attraversa .una generica sezione Sodi ascissa z della guida (Fig. 4.6), invece di

riutilizzareognivoltalaformula:

p(z)= ffS=!='l=dS=ff~g, xH; .!=dS,
So So-

cioè invece di calcolare il flusso del vettore di Poynting attraverso la sezione So' si fa
riferimento alle linee di trasmissione equivalenti associate ai singoli modi, calcolando
per ognuna il singolo contributo mediante la (4.29).

Descriviamo infine la tecnica utilizzata per prelevare il segnale da una guida

d'onda; a tal fine, si inserisce nella guida l'anima di un cavo coassiale, saldando la calza

esterna ad una delle pareti laterali della guida stessa. Si ottiene in tal modo una sonda

di campo elettrico che si comporta come un'antenna a stilo (vedi Fig. 4.7). Questa

antenna è sensibile alla componente del campo elettrico tangenziale all'anima del cavo

inserita all'interno della guida. Se per esempio vogliamo prelevare il campo &,da una
guida rettangolare in cui l'unico modo in propagazione è quello fondamentale, è
conveniente inserire l'antenna dove si manifesta il massimo della distribuzione del

(4.30)

modulo del campo elettrico, cioè al centro (vedi Fig. 4.8 a); in questo modo si preleva

il massimo segnale. Una volta nota la distribuzione del campo in guida, possiamo

posizionare correttamente l'antenna, secondo il criterio visto e questo vale per tutti i tipi

di guida d'onda. Con analoghe considerazioni, si posizionano le sonde sensibili al

campo magnetico. Esse si possono realizzare ripiegando l'anima interna del cavo

coassiale e saldandola alla parete. della guida: si crea così una spira che si concatena con

il campo magnetico del modo con cui la sonda si accoppia (Fig. 4.8b).

Fig. 4.7 Sonda di campo elettrico per prelevare il segnale da una guida d'onda.
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o i8I i8Ii8I

i8Ii8I

a) b)

Fig. 4.8 Possibili posizionamenti di una sonda di campo elettrico e magnetico in una

guida rettangolare.

Il fatto che la forma delle equazioni (4.17) sia identica a quella delle equazioni

dei telegrafisti ci consente di applicare alle guide tutti i risultati ottenuti per le linee di

trasmissione nel dominio della frequenza. E' importante notare però che i parametri kz e

20hanno un comportamento ben diverso al variare della frequenza da quello degli stessi

parametri relativi ad una vera linea di trasmissione priva di perdite. Per prima cosa kz
non varia linearmente con li}:

(4.31)

con k =li}.J&iie kt autovalore trasverso. La guida si comporta quindi come un "mezzo
dispersivo" nel tempo. Inoltre, se la pP.m1P..~tà-&-ela.penneabilità-,u del-mezzo. che.. -,,-- .
riempie la guida son~ rs!L(ass~_dLperdite), la costant~ di I!.ropagazio~e~z risulta
reale o puramente immaginaria a seconda che k sia maggiore o minore di kt .
Sempre con riferimento al caso di assenza di perdite, si ponga:

A.t= 21t
kt
kt

li}t= .J&ii

li}t è definita come quella pulsazione in corrispondenza della quale risulta kz =O.
Rivolgiamol'attenzionealla variabilitàdi kz e dellegrandezzecollegatea questo
parametro (come ad esempio l'impedenza caratteristica 20) rispetto alla pulsazione li}.
Occorre prima di tutto mettere in evidenza che la soluzione dell'equazione delle linee

che ~scende dal sistema (4.17) è esprimibile come combinazione lineare di funzioni del- ---
~() e!I!(:!:jkzz). Ora, nel caso in cui la guida presenti delle perdite, per kz occorre
scegliere la determinazione della radice che sta nel quarto quadrante del piano

(4.32)
---

(4.33)
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complesso 9i e{kz}, 3m{kz}, quindi, coerentemente, nel caso senza perdite la

determinazione da scegliere giace sull'asse reale positivo per k2 > k'l o sull'asse

immaginario negativo se k2 < k'l . Nel caso senza perdite, per w > Wt risulta quindi che

kz è reale e positiva, per cui essa descrive un fenomeno propagativo privo di

attenuazione, viceversa per w < Wl la costante di propagazione kz risulta puramente

immaginaria e negativa per cui exp{- jkzz} =.exp{- azz}; dunque in quest'ultimo caso
non si ha propagazione ma attenuazione.Ricapitolando, nel caso senza perdite per

w> {i)tsi ha propagazione: kz =j3z; per w < Wt si ha attenuazione: kz =- jaz.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
r
!

fi =Wl /2n

Fig. 4.9 - Frequenza di taglio come limitefra regioni di propagazione e cut-off .

cut-off propagazione

./

Al variare della frequenza, kz ha un comportamento molto diverso rispetto a quello che

la costante di propagazione k presenta in spazio libero. La pulsazione Wt' la

corrispondente frequenza !t =Wt / 27r e la lunghezza d'onda che corrisponderebbe a

quest'ultima in uno spazio illimitato prendono il nome di pulsazione, frequenza e

lunghezza d'onda di taglio o di "cut-off' , rispettivamente. Per ciascun modo esiste una

pulsazione critica {i)1>tale che la propagazione avviene solo per w> {i)t. La guida

d'onda dunque si comporta come un filtro passa-alto (Fig. 4,9), con w t che assume il

significato di parametro caratteristico tipico del modo considerato e delle caratteristiche

della guida.

E' poi possibile definire un ordinamento dei modi di propagazione (che sono

una doppia infinità) in base ad un ordinamento crescente degli autovalori. Infatti la

frequenza di taglio ft dei vari modi è direttamente legata agli autovalori trasversi
secondo la relazione:

{i)t l kt
!t=-=---.

27r 27r.[i;

Un ordinamento dei modi rispetto alle relative frequenze o pulsazioni di taglio è del

tutto equivalente ad un ordinamento (per valori crescenti) rispetto agli autovalori

trasversi. Nel caso di una guida d'onda rettangolare, ricordiamo che l'espressione per

gli autovalori è la seguente:

(4.34)
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tale espressione vale sia per i modi TE che per i modi TM, con m ed n indici interi

positivi: m=O, 1,2,3, ...e n=O, 1,2,3, ...per i modi TE; m=l, 2, 3, ..., n=l, 2, 3, ... per i

modi TM (ricordiamo che nel caso TE non esiste un modo per cui sia

contemporaneamente m=Oed n=O,mentre per i modi TM non esistono tutti quei modi

per cui uno almeno dei due indici m ed n risulti uguale a zero).

Tenendo conto del fatto che nella pratica è sempre a > b, gli autovalori possono essere
ordinati come in Tab. 4.1.

Tab. 4.1- Ordinamento dei modi di una guida d'onda rettangolare rispetto ai valori
crescenti degli autovalori.

Osserviamo che al crescere di kt aumenta la corrispondente fTequenzadi taglio; più si

sale in fTequenza, più configurazioni elementari di campo risultano abilitate alla

propagazione all'interno della guida.

Si definisce .,banda unimodale" quella banda di dove è abilitato alla

propagazione un solo modo: tale modo è detto modo fondamentale. Al modo
fondamentaleè associato ovviamente l'autovalore più piccolo. Nel seguito verrà
illustratail motivoper cui le guided'onda rettangolaricomunementeutilizzate(guide

standard)presentanouna dimensioneche è doppiadell'altra. Supponiamodi scegliere
a =b (guidaquadrata):consideriamol'asse delle fTequenzenormalizzatorispetto alla
fTequenzadi taglio del modo TElO, sul quale riportiamol'ordinamentodei modi di
ordinesuperioreper la guidain esame(Fig.4. lO).Si notiche a fTequenzanulla (f-=O)la
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tale espressione vale sia per i modi TE che per i modi TM, con m ed n indici interi

positivi: m=O, 1,2,3, ...e n=O, 1,2,3, ...per i modi TE; m=l, 2,3, ..., n=l, 2, 3, ... per i

modi TM (ricordiamo che nel caso TE non esiste un modo per cui sia

contemporaneamente m=Oed n=0, mentre per i modi TM non esistono tutti quei modi

per cui uno almeno dei due indici m ed n risulti uguale a zero).

Tenendo conto del fatto che nella pratica è sempre a > b, gli autovalori possono essere
ordinati come in Tab. 4.1.

Tab. 4.1- Ordinamento dei modi di una guida d'onda rettangolare rispetto ai valori
crescenti degli autovalori.

Osserviamo che al crescere di kt aumenta la corrispondente frequenza di taglio; più si

sale in ftequenza, più configurazioni elementari di campo risultano abilitate alla

propagazione all'interno della guida.

Si definisce" banda unimodale" quella banda di dove è abilitato alla

propagazione un solo modo: tale modo è detto modo fondamentale. Al modo

fondamentale è associato ovviamente l'autovalore più piccolo. Nel seguito verrà

illustrata il motivo per cui le guide d'onda rettangolari comunemente utilizzate (guide

standard) presentano una dimensione che è doppia dell'altra. Supponiamo di scegliere

a =b (guida quadrata): consideriamo l'asse delle ftequenze normalizzato rispetto alla

ftequenza di taglio del modo TElO, sul quale riportiamo l'ordinamento dei modi di

ordine superiore per la guida in esame (Fig. 4. lO). Si noti che a ftequenza nulla (f-=O)la
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guida è in cut-ojJ, mentre per }>J[TEIOsi hanno già due modi in propagazione; appare

quindi evidente che in tal caso non si avrebbe banda unimodale5.

o

Fig. 4.10 - Ordinamento dei modi per una.guida d'onda quadrata

Diminuiamo adesso le dimensioni di h rispetto ad a; al diminuire di h, le

frequenze relative ai modi con secondo indice diverso da zero traslano verso destra,

mentre quelle relative ai modi con secondo indice uguale a zero restano costanti (Fig.

4.11).

I
O

l-
2

Fig. 4.11 - Traslazione dellefrequenze di taglio dei modi con secondo indice diverso
da zero

La traslazione verso destra della frequenza di taglio del modo TEOI ha come

conseguenza la creazione di una banda unimodale tra (fi)T£1Oe (fi)T£o1 ; per una guida

d'onda rettangolare dunque il modo fondamentale è il TE10. La banda unimodale

risulta massima per b=a/2: in tal caso si ha (fi )T£OI= (fi )T£20. Una guida rettangolare

con b=a/2 si dice rettangolare standard e la banda unimodale è pari alla frequenza di

taglio (fi )T£1O: su tale banda di frequenza si può propagare al più il modo TE l O.

5 Le guide d'onda quadrate vengono infatti impiegate utilizzando i modi TElo e TEoI; la discriminazione

tra i due modi viene effettuata spaziabnente grazie alla ortogonalità geometrica delle due configurazioni

di campo. In questo caso la banda di utilizzo è compresa tra 1 e ..fi. volte la ftequenza di taglio del TElo

(TEol).
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I . . > L
o l 2 (t;)TEIO

Fig. 4.12 -Estensione massima della banda unimoda!e per una guida d'onda

rettangolare.

Osserviamo a questo punto che ridurre ancora h, rispetto ad a, non comporta

alcun vantaggio dato che, diminuendo h al di sotto di a/2 non si ha un ulteriore aumento

della larghezza della banda unimodale, che resta limitata dalla frequenza di taglio del

TE20 (la frequenza di taglio del TE20 resta fissa mentre quella del TEoI si sposta alla

sua destra, si veda Fig. 4.12). Ci sono inoltre altri aspetti per cui non conviene ridurre

troppo h. Infatti, minore è h (a parità di tutti gli altri parametri) maggiore risulterebbe il

campo elettrico attraverso la guida per lo stesso trasferimento di potenza, per cui il

pericolo di scarica (nel vuoto o attraverso il dielettrico che riempie la guida stessa) è

maggiore. Si ricorda infatti che la potenza che attraversa la generica sezione della guida
è data da:

(4.35)

Se b diminuisce, diminuisce la sezione S della guida e, a parità di potenza trasmessa,

aumentano le intensità dei campi elettrico e magnetico. In applicazioni di alta potenza

dunque può accadere che diminuendo troppo b, e dunque S, l'intensità del campo

elettrico raggiunga e superi la rigidità dielettrica dell'aria, in tal modo l'aria si ionizza e

si possono innescare delle scriche fra la parete superiore e quella inferiore nella zona

centrale della guida, dove il modulo del campo elettrico è massimo; si verifica quindi un

corto circuito istantaneo per cui il coefficiente di riflessione diventa unitario e la

potenza torna al trasmettitore, con il rischio di danneggiarlo.

E' importante infine notare che la larghezza della banda unimodale è certamente

considerevole. La frequenza di taglio del modo fondamentale TElOè:

(kth-EIO- l -~
(j, )TEIO=27r~ 2a.j&opo 2a
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con c velocità della luce, pari a 3.108 m / sec. Ad esempio, per a = 2 cm, si ottiene

(ti )TEIO= 7,5 GHz e la banda unimodale va daft a 2ft, cioè da 7,5 GHz a 15 GHz.

Le dimensioni delle guide sono standardizzate a livello internazionale. Le

dimensioni sono scelte opportunamente in maniera che sia possibile coprire tutta la

bandadelle frequenze delle microonde con un numero finito di guide standardizzate.

4.2.2 - Distorsioni in guida d'onda

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la costante di propagazione kz---
relativaad unaguidad'ondaha,~are dellafrequènza,un comportamentom~to
d!YerRori!'\petto a QJlello della costante di pròpagizione li che si .ha p'er un'.Qp.dl!.che si---
p~aga in spaziQ.lipyr,p.In particolare, per le guide prive di perdite abbiamo trovato -
che kz risulta o reale o" puramente immaginario e che, associato a( ogm l1}~do di. -
propagazione.esiRtelIn -certovalored~iiapùi!~one, letto.RW~~QP.~di"taglio@t,jale
Cheper m> m( si ha propagazione (kz = fiz), mentre per m < m( si ha attenuazione
(kz=-jaz). - - -.- - - --
~ -P~erle gID~priYe-.di perdit~ è consuetudine riportare l'and8!Ilento...deLkz in-- .. -- ---
funzione dell~ pulsazione in un diagramma cheprende..J.Lnome. dLdiagramma di

Bril/ouin; quest'ultim..o è un diagramma multiramo, nel se~o che- 9gni ramo
corrispondead un possibile wodo di propagazione:-e iI.!..e!~o vie~esso !!le.YiQenzain.

particolare il c~mportamento di kz per m > 01(e per 01< 01(.Consideriamo dapprima jl--- . --
casoin cuir!..sultikz rea!e: .--

!
kz = pz = ~OJ2S0f.JO -kl.

L

In tal caso, se grafichiamo l'andamento di kz in funzione di m, si tro~ un r~o
d'iperbole con asintoto obliquo passante per l'origine:_ad_ogni..n:lodQ...di.pLQpagazione...è--

as"soci~toun particolare di kt e dU!lqu~~iGPlare valor~ di _fi!J; per Qgni-modo è

possibiletracciareun ramo d'iperbole nel piano m- kz. Il diagramma_<!i.l!!:!!!..°uin" .- - - ...._-

assumeguindi l'aspetto mostrato nel primo quadrante di Fig. 4.13. Si hanno in
- - -

p~~olare infiniti rami d'iperbole, che identificano i vari modi; ciascun ramo parte da

una pulsazione che corrisponde alla pulsazione critica del mo<!.o e tende
asintoticamente, per pz ~ 00, alla retta 01= pzc, dove c è la velocità della luce.- ". "

Per ogni modo di propagazione si può poi considerare l'andamento di kz, in funzione

dellapulsazione, quando questo risulti puramente immaginario:
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Associato ad ogni modo troviamo ora un ramo di ellisse, con assi principali dati dagli- -- - --.-

~si c~rdinati (si veda il sec~do guasIré}.J1tedel diagramma di Brillouin in...Eig 4.13).

Q~I diagramrn-L di Brillouin completo (Fig. 4.13) è possibile individuar~

immediatamente, per ogni assegnata pulsazione Cù,quanti e quali modi si propagano

* (~ tracciare delle linee _~allele all'asg:_delle-aseisse-e-passantLper 1'0rC!lnata

corrispondentealla pulsazione w in questione).p' peraltro immediato verificare che per -
~ < w/I non si propaga alcun modo (a meno che la struttura non consenta il modo:?~
per cui..si h~ t~O), Per W/I< W < w.a.2.L propaga solo il primo modo (modo
fondamentale). Per w/2 < W< w/3 si propagano il primo e il secondo modo, e così via.-- ---
La velocità di fase in guida è così definita:

~
-::---

~L
~4- ~ 1iN

W W W

~=-=? ?- [2?
k: ~W-éOPo-kt .jéof.loVW -W/-

C

~1-W/2 / W2 .

(4. 36)

Cl.

Fig. 4.13 - Diagramma di Brillol/in.

Questa espressione mette in evidenza il fatto cf che ad ogni modo di propagazione è
associata una sp~cifica velocità di fase. Supponiamo ade~ ~d~~ trasm~t~e un
segnale in guida e ~pponiam~...:he tale segnale sia costi~uito, ad esempio. dalla

~mbina~ione Jjneare di tre diversi modi di propagazione, come mostr~to in Fi&.4.~
(lc:...£9stantidi propagazione /3:i' relative ai vari modi s..?nole ascisse delle intersezioni
fra la retta orizzontale di assegnata ordinata Wo' con le diverse curve). In tal caso, il ~- - -- -

~gnaLe _sLp~pagherà in guida con tre diverse velocità di fase. Il segnale p'ar~~Ldalla-- - .-- - - "-
sezione di alimentazione con una certa relazione di fase tra le componenti associate ai
tre modi ed arriva alla sezione del ricevitore con una situazione di fase diversa fra le tre

componenti (supponendo la guidasenza perdite, le ampiezze non cambiano). Ciò-- - ---
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comporta sul segnale finale una distorsione di fase, che è ovviamente un effetto
;nrl..o;rI..r~d

--:- . -- -~
~."'.

Risulta poco pratico aI!.c~ ut~iz~are'p~ù~odi_a:sociati_apiù segnali diversi dato
che, nel caso di guide con perdite, i modi non risultano disaccoppiati in potenza. Inoltre,

anche se Je pareti dcll;-g~da potess-;;;-esse-;' c;nsiderate p'èrteftamente-condUUricJ;

basterebbe una imperfe:l°ne o discontinuità lungo la linea per creare del~eèOndlz!o~idi
accoppiamento tra modi con un trasferimento di energia da un modo all' altro, facendo

v~~re meno l'ipotesi di ortogonalità dei modi.

-- -----_._-

w """""
, ""

A
I ;' I

,,'/

I ," I
,""","," '

,,"
,," ,"""""

Fig. 4.14 - Determinazione delle costanti di fase slIl diagramma di Brillollin.

Q.u'llLdo si utilizza una ~tUda..d:QI1..Q;Lperla trasE'lissione co~e~.~ di segnali è opportuno-

evitare la~senza di I@..£smJigu!a}i9I!idi ~!lmp.sL..c!!!.@car~z~a!e- da ~elocità~ -
fase diverse e quindi è conveniente porsi nella condizi°l!e di eccitare un SQIQ.IDO_dQdi-

propagazione~1fprimo o fondamentale, lavorando ad una f~e.9.ueE..~~_~<;.oj11pn~s.<uraJa-
frequenza di taglio del modo fondamentale e quella del modo immediatamente

superiore: Wtl < W < {J)t2(si parla in tal caso di trasmissione in banda IInimodale).Da

u;;Q;to...dQS(a-analitico,.si può-pe~are..che...u.n1!.ql,!a!unquedistribuzione di campo

dentro una guida può essere espressa in termini di. una sommatoriainfinita di modi:

(qualunque sia il campo, i .modi co.stiWiscol1O-una-base-coIJ1pletaper la sua,
rappresentazione) I I

~t =LAi~'i eXP{-~.k=iZ}. (4.37)

~------
Si verifica che, effettuando una trasmissione in banda unimodale, se ci si p~_a<!. un_a-
distanza di qualche lunghezza d'onda À, dalla sezione d'ingresso della guida, dal-- - -.- ~
momento che l'unico modo che può-prqpagarsi è il modo fonq,amentale,-della... _. - - - .-
sommatoria (4.37) resta solo il primo termine; questo termine è quell() associato al
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~odo fondamentale, mentre tutti gli altri tennini, essendo associat~ ~i modi in cut-off,

presentano ampiezze estremamente piccole, in quanto sono terminLc..o.ntenenti

esponenziali decrescenti che tendono ad annullarsi. In particolare, per i modi in c!:!!-off.-
si ha kzi =-jazi, per cui exp{- jkzizl=e~p{-aziz}; per tali modi la guida si-comporta
da filtro, attenuapdoli in maniera diversa a seconda del loro ordine. pi~ alto è l'ordine

- del modo in cut-off maggi~ è il valore del coefficiente di attenuazione a,. Si evitano
sosì i problemi precedentemente..citati. --- -Vi. -
4.2.3 - Velocità di fase e velocità di gruppo

Parallelamente alla velocità di fase, per una guida d'onda è possibile anche

definire una velocità di gruppo:

dw ~
Yg =dk==cV1-~

(4.38)

Ili

1Ad ogni modo di propagazione è associata una specifica v" che risulta diversa~-~ _. - - ---
velocità di fase,~ssendo la guida d'onda un mezzo dispersivo. In particolare.l-- --- -- - - -
relativamente ad uno stesso autovalore, il legame tra la velocità di fase e di gruppo -
~~Ita: (

Vf'Yg=c2.

L
In figura 4.15 viene riportato l'andamento di vI e di v, in funzione della pulsazione (V,
relativamente ad uno stesso autovalore, cioè allo stesso modo di propagazione.

A

l
(4.39)

...

v

c

I

I

I

I

I

I

- - -I-
I
I
I

- --

(tJ
(tJ

I

Fig. 4.15 - Andamento delle velocità di fase e di gmppo in funzione della pulsazione w.
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S~niamo di voler tramettere un se~ale a-dis~a, ~4!IU!!_~.JJ11aguida_d:Onda.In
particolare, consideriamo un segnale del seguente tipo:

v(t) = A cos(~ot ) sin(Ll£i.!t)Mot

che rappresenta un segnale modulato in mIlpiezza (@o_èJa freqY..~1:! ~el!a portantc?), Lo... _. -" - -~. --

spettro e l'andament~ nel tempo del segnale sono riportati nelle figure 4.l6a e 4.16b,
rispettivamente.

tl l ~(J)

a)

v(t)

b)

Fig. 4.16 Spettro (a) e andamento temporale (b) del segnale trasmesso

Supponiamo inoltre che il segnale sia a banda .stre~; in tal caso possiamo-sviluppare la

relazionedi'di;ers~~;-~ ~O)(kz)in serie di Taylorrispettoa !z~i co~id~a il c~~ -
di guida priva di perdite, per cui kz= fJz), ottenendo:~-- -

O) ==0)0 + bW I (Pz- f3zo),òf3zpz=pzo

(4.40)

con f3zo = ~0)6&0,uO-kl .

Se la banda del segnale è stretta, il termine (Pz- f3oz)è piccolo; di conseguenza,

arrestando lo sviluppo al primo ordine si ottiene una buona approssimazione. Ciò

implica anche che all'interno della banda del segnale, la velocità di fase e quella di

gruppo possono ritenersi costanti:
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Wo

v f =/30:: '

Jw

I

.
Vg =J/3:: /3:=/30:

Con lo sviluppo in serie (4.40) abbiamo in pratica linearizzato la relazione w =w(k::)

nei dintorni del punto di lavoro, cioè nell'intorno della pulsazione Cùodella portante

(Fig. 4.17). Nel!'ambito di tale approssimazione, la portante del segnale modulato trasla
con velocità pari alla velocità di fase, mentre l'inviluppo trasla con una velocità pari alla

velocità di gruppo e, dal momento che l'infonnazione è contenuta nell'inviluppo (infatti

in uscita dal demodulatoredi ampiezzasi troverà un segnale proporzionaleall'inviluppo

del segnale modulato), il fatto che sia vf *"Vg non crea problemi di indecisione o---
ambiguità. I problemi nascono quando l'approssimazione (4.40) non è valida. ~ues(O- -- - .-. - -- -
può.:::rificar~.i sia se il segnale da trasmettere non è a banda stretta, sia se, pur essendò-
il seg!1ale ~.banda stretta, il trasmettitore e il ricevitore si trovane a gr-ande-distan-za;-peF-

cui il tempo. di trasmiJòsigne diventa moltplungo.
w """

'""" ~~
'-~...~

;"", ;"'"
'"

. '"
l '"

, '"
, I '"

, ,'"
, ,/

'

\
"",,,,,,,:

,', y I
, '" ''",'" ',

vg=tg a
Wo

Wt

/3
/30:

Fig, 4.17 Linearizzazionedella curva di dispersione

Nel caso in cui il segnale da trasmettere non sia a banda stretta, non è più lecito

trascurare i tennini di ordine superiore al primo nello sviluppo in serie di we questo

comporta una distorsione sulla fase (ricordiamo che il tennine che tiene conto della fase

è del tipo expuCùt},per cui, se si considerano anche i tennini di ordine superiore dello
sviluppo in serie di Cù,il segnale ricevuto risulterà distorto). Il risultato è un effetto di

dispersione sul segnale, per cui l'inviluppo si appiattisce e si "disperde" rispetto al

punto più significativo (picco); in particolare, il segnale può arrivare nel punto di
ricezione talmente defonnato da non essere più riconoscibile. Un esempio di come il

segnale si possa defonnare lungo la guida è riportato in Fig. 4.18; in modo più

specifico, si può immaginare che il campo elettrico associato al modo fondamentale di

una guida d'onda rettangolare abbia un modulo che varia nel tempo come riportato in
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figura (segnale modulato in ampiezza con spettro di ampiezza gaussiano). Il campo\

osservato a due diverse sezioniZI e Z2,con Z2>Z\,lungo la guida appare deformatoI

proprio per la diversa velocità di fase delle varie componenti frequenziali. Se si

considerassero i due stessi segnali nel dominio della frequenza, si otterrebbero in z\ e Z2

due spettri uguali in modulo (infatti non vi è dissipazione lungo la guida) ma diversi in
fase.

/
z=z

2

Fig. 4.18

La stessa cosa accade quando il segnale è a banda stretta ma il tempo necessario

per la trasmissione è lungo, ovvero per trasmissioni su lunghi tratti di guida; infatti, se

si va a sostituire lo sviluppo in serie di (J)nel termine di fase exp{j (J)t},anche se i

tennini di ordine superiore al primo fossero piccoli, questi, una volta moltiplicati pf:f un

tempo grande darebbero luogo a contributi di fase in assoluto non più trascurabili,

generando una distorsione di fase del segnale.

È chiaro comunque che la distorsione risulta tanto maggiore quanti più sono i modi

abilitati alla propagazione nella guida. Osserviamo inoltre che, benchè per evitare i

problemi di dispersione sia necessario che la banda del segnale sia stretta, non conviene

comunque lavorare a frequenze troppo vicine alla frequenza di taglio, perchè per

(J)--+(J)t si ha Vg --+O (e dunque il segnale si propagherebbe troppo lentamente);
inoltre, in tal caso si andrebbe a lavorare in una zona di forte variabilità della velocità di.

fase con la frequenza. Per evitare il problema della dispersione sarebbe opportUnol!

lavorare a frequenze elevate, perchè per alte frequenze la curva di dispersione tende

asintoticamente alla retta (J)=j3zc , dove c rappresenta la velocità della luce. In tal mOd11
però si verrebbero a innescare modi di ordine superiore, mentre per la trasmission~
coerente di un segnale è opportuno lavorare in banda unimodale.

Per una guida d'onda rettangolare standard, un compromesso tra le diverse

esigenze si raggiunge se si lavora a frequenze superiori a 1,25+1,35.ft.
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,;ay.!1altro parametro importante relativo alle guide è l'impedenza caratteristica del
modo; anch'essa varia al variare della pulsazione del segnale {tJ.Ricordiamo che le

espressioni dell'impedenza caratteristica relative ad un modo TE o ad un modo"FM sono -

le seguenti:

Z OTE=Olpo
k 'z

kz

Zar.", = lVEO .

I
I

1 1

I
I
1

(01---1-
I
1 '

1

Ir ,
/

ZOTE

- --

(J)
t

Fig. 4.19 - Andamento dell'impedenza caratteristica di un modo TE o TM al

variaredellapulsazioneangolare

Al variare della frequenza, ZOTEe ZOTMassumono valori puramente immaginari per

Ol< Ol,; l'andamento per Ol> Ol, è invece riportato in Fig. 4.19, dove (o rappresenta

l'impedenza caratteristica dello spazio libero (si suppone che la guida sia in aria).

Se consideriamo una coppia di modi degeneri, di cui uno TE e uno TM (cioè una coppia--
di modi cui sia associato lo stesso autovalore), è semplice verificare che tra le impedenze-- - --
caratteristiche associate a questi due modi, rispettivamente ZOTEe ZOnt, esiste la

seguente relazione:

'ZOTE. ZOTM=(6.

ì

ì
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Nel caso di una guida d'onda circolare con pareti perfettamente conduttrici (Fig.

4.18) la detenninazione delle funzioni vettoriali di modo (e degli autovalori trasversi) è

ricondotta alla soluzione dell' equazione di Helmholtz:

(4.41)

in un dominio circolare con condizioni al contorno date da:

Òf//

I

=0,
àlc

per i modi TE, (4.42)

per i modi TM. (4.43)

Fig. 4.18 - Guida d'onda circolare

Vista la simmetria geometrica del problema è opportuno far riferimento ad un sistema

di coordinate cilindrico. In tale sistema, la (4.41) risulta espressa come:

~~
(

p Òf//)+~ oZIf/ +krlf/ =O .
p op op pZ é1(Jz

(4.44)

Si può procedere al solito applicando il metodo della separazione delle variabili,

andando a ricercare soluzioni del tipo:

(4.45)

Procedendo in modo analogo a quanto fatto nel caso di una guida d'onda rettangolare, si

ottiene una soluzione generale del tipo:

If/(p,çb)= [AiJn(kt p)+ AZYn(k,P)][Bisinnçb+ Bz cosnçb] , (4.46)

dove Al, A2, BI e B2 rappresentano costanti arbitrarie, Jn indica la funzione di Bessel di

prima specie di ordine n e Yn quella di seconda specie di ordine n. Per ragioni fisiche, la

costante A2 deve essere nulla; se così non fosse la soluzione fornirebbe un valore

infinito del potenziale 'Il in p=0, poichè le funzioni Yn(x) divergono quando
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l'argomento x tende a zero. L'imposizione delle condizioni al contorno per {Fa porta

alla determinazione dei valori di kt, cioè degli autovalori trasversi associati ai vari modi

di propagazione. In particolare, per i modi TE si ha:

(4.47)

dove J~ indica la derivata prima di Jn rispetto al suo argomento.
Per i modi TM risulta invece:

(4.48)

Dalle (4.47) e (4.48) discende l'ordinamento dei modi in guida d'onda circolare.

Indicando conpn,m l'm-esimo zero della funzione di Bessel di prima specie di ordine n,

Jn(x), e con P 'n,m l' m -esimo zero della derivata prima, J'n(x), gli autovalori associati

ai modi TEn,m e TMn,m per una guida di raggio a, sono dati rispettivamente da:

TMn,m =>
( ) Pn,m

\k, n,m =--;;- (4.49)

(4.50)

I

III

I

I

I

I

E' opportuno dare alcune indicazioni sulla numerazione dei modi. II primo pedice, sia

per i modi TE che per i modi TM, può essere nullo, dato che esiste la funzione di Bessel

di prima specie di ordine zero, Jo(x).II secondo pedice invece non è mai nullo, perchè il

conteggio degli zeri di Jn e di J'n viene sempre conteggiato da m=1. Infatti, se n * O,

allora Jn(x) ha uno zero in x=0; questo zero però non va considerato, dato che uno zero

nell'origine per Jn significherebbe campo identicamente nullo. In conclusione, al pedice

m=I è associato il primo zero che non si verifica nell' origine.

n primo tra tutti gli zeri distinti da x=0 delle funzioni Jn(x) è il primo zero di

Jo(x) (Fig. 4.21), che si manifesta in corrispondenza del seguente valore dell'argomento
della funzione:

PO,l=2.405. (4.51)

Di conseguenza, la frequenza di taglio più piccola tra quelle associate a modi TM è

quella del modo corrispondente a m=O,n= l (ftrMo.).Ricordando la relazione che esiste

tra frequenza di taglio e autovalore trasverso si ha:
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(4.52)

0.8 J/x)

~I JP).
.' .

X
"""..r-, f- . '. --o.' ' ,': '",/ , \. .'( .

... , .'",,,' \: , . ."'-. ,
:, ". ...: , .' '... ,! -' . . ,

..-,,: , ,
" 1'.'-. ,I\..

.. :.c: .,~ .,,' "oo.- ' " .oo..' '

0.6

0.4

J (x) 0.2n

o

-0.2

-0.4

-0.6
O 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x

Fig. 4.19 - Funzioni di Bessel diprima specie di ordine intero.

D'altra parte, PO,Irisulta essere maggiore del primo zero della derivata Ji(x), per cui si
ha:

pi,1= 1.84, (4.53)

da cui si evince che il modo fondamentalein guida d'onda circolareè il TE11, con

frequenzadi taglio:
1.84.c

fiTEll = 27ra . (4.54)

In Fig. 4.20, la successione delle frequenze di taglio dei modi più bassi è riportata

sull'asse delle frequenze normalizzate rispetto alla frequenza di taglio del modo
fondamentale.

~
O

~

1 1.3

Fig. 4.20 - Ordinamento dei modiper una guida d'onda circolare.
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Risulta evidente che la larghezza relativa alla banda unimoda le risulta modesta, rispetto

a quella che si ha per una guida d'onda rettangolare e che inoltre essa non dipende dal

raggio della guida. Si può notare la degenerazione tra i modi TEol e TMli. A questo

proposito va detto che, dalla seguente proprietà delle funzioni di Bessel

(4.55)

discende che i modi TEom e TMlm sono degeneri per qualunque valore di m. Si può

infine osservare che per la guida rettangolare standard si ha:

f,TE20 =2 ,
f,TElo

mentre per la guida circolare risulta:

f,TMOI =1.3.
f,TEII

A parità delle frequenze di taglio dei modi fondamentali, risulta quindi che la banda

unimodale della guida rettangolare è maggiore. Inoltre, imponendo che sia:

ovvero:

si ricava che il diametro della guida circolare deve essere 1.17 volte maggiore della

dimensione maggiore della guida rettangolare. Si può concludere che, a parità di

frequenza di taglio dei modi fondamentali, la guida circolare risulta anche più

ingombrante rispetto a quella rettangolare. Tuttavia, le guide circolari sono

caratterizzate da perdite minori rispetto a quelle rettangolari; inoltre, la guida circolare

permette di realizzare dei giunti rotanti, largamente utilizzati nel campo dei sistemi

radar dove l'antenna ruota (radar di scoperta).

La distribuzione dei campi elettrico e magnetico trasversi, associati al modo

fondamentaleTEll della guida, è rappresentata in Fig. 4.21a e 4.2Ib, rispettivamente,

in termini delle linee di forza corrispondenti. II campo magnetico è in ogni punto della

sezione trasversa perpendicolare al campo elettrico. La polarizzazione del campo

elettrico trasverso dipende dalla posizione della sonda utilizzata per !'innesco del modo.

Si nota che, pur essendo la banda unimodale della guida circolare più piccola di quella

di una guida d'onda rettangolare standard, la struttura della guida circolare consente di

inviare nella guida due segnali diversi contemporaneamente, sfruttando la diversità di

polarizzazione. Affinché i due segnali risultino effettivamente disaccoppiati, occorre

che le polarizzazioni dei due campi elettrici corrispondenti risultino perpendicolari.

150



PROPAGAZIONE GUIDATA

~ ~
Fig.4.21-Linee diforza del campo elettrico (a) e del campo magnetico (b) in guida

d'onda circolareper il modofondamentale TE}}.

4.3.1 Modi di ordine superiore in cavo coassiale

Anche nelle struttre duplicemente connesse, come i cavi coassiali, si possono

propagare dei modi di ordine superiore di tipo TE e TM, oltre al modo fondamentale

TEM. Quest'ultimo, infatti, può essere visto come un caso particolare di un modo TE o

TM per cui l' autovalore trasverso kt è nullo. Per la determinazione dei modi di ordine

superiore si procede come nel caso delle guide d'onda circolari: il dominio di indagine

presenta infatti una simmetria cilindrica. La soluzione generale è, anche in questo caso,

esprimibile nella forma (4.46). Rispetto al caso precedente, però, non è lecito assumere

nulla la costante A2. Infatti, adesso l'origine è esclusa dal dominio di indagine per. cui

anche la seconda parte della sottofunzione dipendente dall'aScissa p che coinvolge la

funzione di Bessel di seconda specie Yn deve essere presa in esame. Applichiamo

quindi le condizioni al contorno di Dirichlet e di Neumann sulle pareti laterali della

sezione trasversa; in questo caso il contorno è definito da p=r) e p=r2 (r) e r2

rappresentano rispettivamente il raggio del conduttore interno e di quello esterno).

Dall'imposizione della condizione di Dirich1et,valida per i modi TM, discende:

Yn kt 11 Yn kt 1'2

Jnkt11 Jnkt1'2

mentre da quella di Neumann, valida per i modi TE, si ottiene:

Y~ kt 11 Y~ kt 1'2

J~ kt 11 J~ kt 1'2

Dalle relazioni ora ricavate è possibile determinare i valori degli autovalori

trasversi kt. Nel caso generale, la soluzione delle due equazioni precedenti non è
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esprimibile in fonna chiusa per cui bisogna procedere numericamente. Esiste tuttavia

una soluzione approssimata valida quando

l
12-11 «-h +11)=R2

dove R è il raggio medio della sezione trasversa. In tal caso, per il primo modo TM si
ha:

K 2K
( )kt =- ~ At =-=212-11

12-11 kt

Per il primo modo TE si ottiene invece:

l 2K
( )kt = - ~ At =- = 2n:R. =K 12 + 11

R kt

In questo caso il primo modo di ordine superiore risulta quindi essere un modo TE.

Come considerazione finale riportiamo in Fig. 4.22 il diagramma di Brillouin

per un cavo coassiale. È evidente che in questo caso la banda unimodale (il modo

fondamentale è il modo TEM) si estende da l!} =O (caso statico) fino alla pulsazione di

taglio del primo modo di ordine superiore.

I Modo di
ordine superiore

Banda
unimodale

\CìJ

Modo
fondamentale TEM

CìJ=cp

p

Fig. 4.22 - Diagramma di Bril/ouin per un cavo coassiale.
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§ 4.4-LINEE A MICROSTRISCIA

Una linea a microstriscia è una struttura guidante planare, ricavata mediante le

tecniche classiche dei circuiti stampati utilizzando un substrato dielettrico con piano di

massa conduttore. La configurazione tipica di una linea a microstriscia è mostrata nella

figura 4.23.

.coSubstratodielettri
Pistametallica.. w >- - -~~ -

y
-~ ,,,««un,, -r

,,'/',

&r '///////////

'/////////////////~ Pianodi massa

Fig. 4.23 -Sezione trasversale di una linea a microstriscia

La struttura della linea a microstriscia viene realizzata in modo da mantenere

uniformi le caratteristiche elettriche e geometriche lungo l'asse longitudinale secondo

cui la linea si sviluppa.

Sul piano trasverso alla direzione di propagazione il problema si presenta invece con

caratteristiche non omogenee: ciò è dovuto alla presenza di un'interfaccia dielettrico-

aria che genera una distribuzione di campo elettrico il cui andamento qualitativo è

rappresentato in figura Fig. 4.24. L'intensità del campo è maggiore nel dielettrico, ma le

linee di forza del campo elettrico si sviluppano anche in aria e ciò dà luogo ad un effetto

di dispersione delle linee di forza del campo elettrico noto Fringing effect. Per limitare

il più possibile tale dispersione, è necessario aumentare &r e diminuire lo spessore del
substrato dielettrico. Le perdite per irradiazione però aumentano comunque

all'aumentare della frequenza; di conseguenza, se si lavora alle frequenze delle onde

millimetriche, per evitare tale irradiazione si è soliti inserire la microstriscia all'interno

di una guida d'onda, che in tal caso costituisce uno schermo metallico che scherma

elettromagneticamente la struttura dal mondo esterno (Fig. 4.25).

A causa della disomogeneità della sezione trasversa, i modi puramente trasversi

(TEM, TE, TM) non sono a rigore propagarsi sulla linea a microstriscia; in realtà, si

ottiene la propagazione di un modo ibrido, con componenti longitudinali del campo

elettrico e del campo magnetico molto piccole. Questa configurazione di campo nella

microstriscia può essere pensata come una opportuna perturbazione del modo TEM (si
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parla infatti di modo "quasi TEM" ). Essa può essere ricondotta ad un modo TEM se si

fà riferimento sul piano trasverso ad una situazione equivalente omogenea. Da un punto

di vista teorico non è possibile definire univocamente una tensione V(z) e una corrente

I(z) . Se infatti si applicasse la legge di Faraday per ricavare la tensione tra due punti A e

B appartenenti rispettivamente al piano di massa e alla pista conduttrice:

V(z)= 1~..ildl ,

si troverebbe un valore non univoco ma dipendendente dal percorso scelto. La stessa cosa

succederebbe per la corrente:

I(z)=~H.!ldl ,
L

dove L è un percorso chiuso che circonda la pista conduttrice. Il valore trovato

dipenderebbeanche in quest'ultimo caso dal percorso L scelto. Ciò è essenzialmente

dovuto all'esitenza delle suddette componentilongitudinalidi campo sia elettrico che

magnetico.

...- ' - ....
J ... , ..., ,

( ~ rrrTITITT\\
'/ / / // / / / / / / / / // / / // / / // // // / / / / // / / /J

Fig. 4.24 - Distribuzione delle linee di forza del campo elettrico per una linea a
microstriscia

Fig. 4.25 - Microstriscia schennata

Per quanto detto non è possibile in via teorica definire univocamente una

impedenza caratteristica della linea, e quindi una induttanza o una capacità per unità di

lunghezza, cosi come non è possibile definire una costante di propagazione. In letteratura

sono state fornite almeno tre diverse definizioni di impedenza caratteristica di una linea a

microstriscia. Quella comunemente accettata è quella che riconduce l'impedenza

caratteristica della microstriscia a quella di una linea di trasmissione

154



PROPAGAZIONE GUIDATA

equivalente a sezione trasversa omogenea, dove si propaga il modo TEM. In questo

senso, la microstriscia viene modellizzata pensando alla struttura equivalente di Fig.

4.26, che risulta omogenea sul piano trasverso essendo composta da due conduttori

(piano di massa e pista metallica) immersi in un unico dielettrico di pennittività Ceq(Ceq
assume un valore intennedio tra 1e Cr).

. -- -- ---, I
I
I
,
,
I

f""////",///",,

I

I

,
J '

Fig. 4.26 - Linea equivalente alla microstriscia per un modo quasi-TEM

Per quanto riguarda i parametri caratteristici della microstriscia, si può osservare
preliminannente che:

l) lo spessore b riguarda la parte stampata del circuito e in prima approssimazione si
può trascurare;

2) lo spessore h del substrato è dell'ordine di frazioni di millimetro;

3) la larghezza w della pista riulta circa uguale ad h O al massimo di un ordine di

grandezza maggiore (0.1:::;wI h:::;lO);

4) la costante dielettrica [;r è in genere di valore piuttosto elevato (per ridurre le perdite
per irradiazione);

5) il valore dell'impedenza caratteristica associata al modo "quasi-TEM" può essere

controllato variando i valori dei parametri w, h e [;r ;

6) la costante dielettrica equivalente Ceqpuò essere calcolata per via approssimata

mediante le seguenti relazioni:

- Cr +1 + Cr -I
[

1 +0.04(I-W/hf
]

,
Ceq =~ 2 ..JI+12h/w

w
per -< lh - ,

c + 1 cr -I

[

1

]Ceq=T+~ ..Jl+12h/w '

w

per h > l.

Con le precedenti approssimazioni, la struttura del campo all'interno della microstriscia

può essere ritenuta a tutti gli effetti quella di un modo TEM e si possono calcolare sia la
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velocità di fase che la costante di propagazione (e quindi la lunghezza d'onda) sulla

struttura guidante nel seguente modo:

vf = ;;-, fJ =ko..F:;
""ceq

dove Co= 3 .}O8mI sec e ~ rappresentano la velocità di propagazione e la lunghezza

d'onda nello spazio libero, rispettivamente.

Per quello che concerne l'impedenza caratteristica, si fa riferimento alle seguenti

relazioni approssimate:

20 - ? (o In(
8h +~

)
,

LJT:..F:; w 4h

w
per - <l

h - ,

- (o
[

w...

(

W

)]

-1

20 =.JE;; h + 1..)93+ 0.667In h + 1.444 ,

w
Per ->1

h '

dove (o rappresenta l'impedenza caratteristica delIo spazio libero. In base a queste

ultime formule è possibile effettuare una operazione di analisi, che consiste nel ricavare,

conoscendo i parametri della microstriscia w, h ed Er' un valore approssimato per

l'impedenza caratteristica della linea di trasmissione associata alla propagazione del

modo "quasi TEM". Le formule precedentemente iIIustrate sono state ottenute in prima

battuta ricorrendo ad una approssimazione quasi statica e poi ulteriormente modificate

per diminuire gli errori rispetto ai valori misurati. Secondo questo tipo di procedura. si

può ragionare nel modo seguente: consideriamo la microstriscia come se fosse immersa

in aria, non teniamo cioè conto della presenza del substrato e valutiamo la

corrispondente impedenza caratteristica 28. Risulta in particolare: 28 =.J La/Ca ;

conseguentemente anche la velocità di fase è esprimi bile come vf =w/fJ = l/.J LaCa .

Se sostituiamo allo spazio libero il materiale dielettrico. l'induttanza per unità di

lunghezza non varia, mentre varia la capacità per unità di lunghezza; si ha cioè

In particolare, il rapporto Cd/Ca =Ceq può essere visto come la costante dielettrica

equivalente (o effettiva), per cui risulta

28
20 = r;:-'""ceq
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velocità di fase che la costante di propagazione (e quindi la lunghezza d'onda) sulla

struttura guidante nel seguente modo:

VI = i-, fJ= koF:;
vCeq

dove Co = 3.108 m I sec e Àc rappresentano la velocità di propagazione e la lunghezza

d'onda nello spazio libero, rispettivamente.

Per quello che concerne l'impedenza caratteristica, si fa riferimento alle seguenti

relazioni approssimate:

Zo= So l
(

8h W

)-? ~ n -+- ,-!lVCeq w 4h

W
per -<I

h - ,

(o

[

W...

(

W

)]

-1

Zo == ji; h+1..:J93+0.667In h+l.444 ,

W
per - > l,

h

dove So rappresenta l'impedenza caratteristica dello spazio libero. In base a queste

ultime formule è possibile effettuare una operazione di analisi, che consiste nel ricavare,

conoscendo i parametri della microstriscia W, h ed Er' un valore approssimato per

l'impedenza caratteristica della linea di trasmissione associata alla propagazione del

modo "quasi TEM". Le formule precedentemente illustrate sono state ottenute in prima

battuta ricorrendo ad una approssimazione quasi statica e poi ulteriormente modificate

per diminuire gli errori rispetto ai valori misurati. Secondo questo tipo di procedura, si

può ragionare nel modo seguente: consideriamo la microstriscia come se fosse immersa

in aria, non teniamo cioè conto della presenza del substrato e valutiamo la

corrispondente impedenza caratteristica Z8. Risulta in particolare: Z8 =~LaiCa;

conseguentemente anche la velocità di fase è esprimibile come vf =w/fJ= Il.,jLaCa.
Se sostituiamo allo spazio libero il materiale dielettrico, l'induttanza per unità di

lunghezzanon varia, mentre varia la capacità per unità di lunghezza;si ha cioè

I

i
l'

I

In particolare, il rapporto Cd /Ca =Ceq può essere visto come la costante dielettrica

equivalente (o effettiva), per cui risulta

Z8
Zo= ~.

vCeq
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Il problema è quindi riconducibile alla determinazione delle costanti primarie di una

linea di trasmissione e in particolare all'analisi di un modo TEM in assenza e in

presenza del dielettrico. A questo fine è possibile utilizzare i metodi classici già

impiegati per il caso delle guide d'onda a dominio duplicemente connesso.

800 50!} 300
16

&,

1
0.1

w/h
10 20

Fig. 4.26 - Variazione dell'impedenza caratteristica in jùnzione del rapporto w/h e
della costante dielettrica relativa Gr.

Utilizzando opportuni metodi numerici, si è in grado di risalire in maniera più

accurata al valore Zo dell 'impedenza caratteristica della linea in funzione del rapporto

w/h e della permettività Gr. Solitamente, i valori ricavati vengono presentati in forma

grafica. L'uso di questi grafici permette anche di effettuare una operazione di sintesi,

che consiste nel ricavare, fissata la permettività dielettrica Gr, il valore del rapporto w/h

necessario per ottenere un certo valore di impedenza caratteristica. I grafici in questione,

un esempio dei quali è riportato in Fig. 4.27, si ricavano dalle seguenti relazioni

approssimate:
w

per -<2
h - ,

con A = tr .J2(&r + I) Zo + &r -I (0.23 + 0.11
)

. Viceversa:
SO &r+1 &r

w Gr-I

[
( )

0.61

]

2
[ ( )11-=- lnB-1 +0.39-- +-B-I-ln2B-l~,

h trGr Gr tr

w
per ->2,

h
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7r SOconB=--.
2.ji; Zo

Tali relazioni garantiscono
variabilitàdel rapportow/h.

un errore percentuale inferiore all' l % nel range di

4.4.1 - Dispersione in una linea a microstriscia

La propagazione su una linea a microstriscia è in prima approssimazione

equivalente alla propagazione su una linea di trasmissione. Se il modo che si propaga

all'interno della microstriscia fosse proprio il modo TEM, così come per le linee non

dovrebbe verificarsi il fenomeno della dispersione; in realtà però il modo di

propagazione in microstriscia è un modo "quasi TEM". Conseguentemente,

all'aumentare della frequenza la distribuzione delle linee di flusso del campo elettrico

varia, concentrandosi tutta all'interno del dielettrico. Questo effetto può essere tenutoin

conto utilizzando una formula approssimata che evidenzia la dipendenza dalla frequenza

della costante dielettrica equivalente &eq:

dove fa =~ Zo, G=O.6+9.1O-3Z0 ed (&eq) è la costante dielettrica
2po h appr.

equivalente che si calcola con l'analisi approssimata.

Nella figura 4.28 è riportato il diagramma di Brillouin per una linea a microstriscia,con

la curva di dispersione relativa al modo fondamentale "quasi-TEM" e la curve di

dispersione relative ai modi di ordine superiore. Si noti come il fattore di propagazione
dato da

p = OJ~&eq&OPO = p(j),

dipenda dalla frequenza in modo non lineare, riproducendo un comportamento del

dispersivo del mezzo in analogia a quanto accade nelle guide d'onda. A bassa frequenza

il comportamento del mod~ dominante è invece lineare, giustificando l'appellativo di
modo quasi-TEM.

~
j
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Fig. 4.28 - Diagramma di dispersione tipicoper una linea a microstriscia.

4.4.2 - Attenuazione su una microstriscia

L'attenuazione che si manifesta su una microstriscia è molto maggiore rispetto a

quella che si ha su di una guida d'onda; ciò è dovuto al fatto che all'interno della

struttura è presente un dielettrico che introduce delle perdite. Inoltre, essendo la

microstriscia una struttura aperta, si verificano ulteriori perdite a causa dell'irradiazione

verso l'esterno. Per questo motivo le linee a microstriscia non vengono mai utilizzate

per la trasmissione di segnali a grandi distanze (vengono invece utilizzate ogni qual

volta ci sia bisogno di realizzare circuiti a microonde con costi contenuti e sono ottime

per realizzare interconnessioni).

La costante di attenuazione relativa ad una microstriscia può essere pensata

come composta da tre termini:

a =ac +ad +airr.

In particolare, è importante sottolineare i punti riportati nel seguito. (
i) ac è dovuta alle perdite che si verificano nei conduttori; una buona approssimazione

per tale termine è la seguente:

ac = 8.686~
wZo

[dB/m]
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dove Rs rappresenta la resistenza superficiale del conduttore (Rs =l/a8, con 8
profondità di penetrazione e aconducibilità)l;

ii) ad è il tennine relativo alle perdite nel dielettrico. In generale risulta ad «ac e un

valore approssimato per ad si può ricavare dalla seguente relazione:

ad ==27.3 Seq(J)-1 ...!.!:- tgy
Sr -I .J8; ~

dove la tgy è legata alle perdite del dielettrico tramite la relazione tgy =s"/c' (y è

l'angolo di perdita del dielettrico che ha permettività dielettrica c = c'-jc").

[dB/m]

iii) airr tiene conto delle perdite dovute all'irradiazione verso l'esterno; in realtà tali

perdite sono molto difficili da valutare, per cui in genere vengono misurate direttamente

facendo riferimento ad un prototipo del circuito. In particolare, sono stati fatti degli

studi sperimentali su una linea a microstriscia con impedenza caratteristica pari a 500

e si è trovata la seguente relazione di proporzionalità:

Questa relazione mette in evidenza il fatto che per ridurre le perdite per irradiazione

bisogna utilizzare substrati con alta permettività dielettrica e con spessori h del substrato

sottili. Si noti come le perdite per irradiazione diventino maggiori all'aumentare della

fTequenza.

4.4.3 - Limitazioni in frequenza

Il limite superiore della fTequenza che può essere utilizzata nelle microstrisce

dipende essenzialmente da tre effetti: l'insorgenza di modi di ordine superiore, l'innesco

di onde superficiali, l'effetto di irradiazione dovuto ai modi di ordine superiore.

Analizziamo separatamente i tre effetti.

i) Il primo modo di ordine superiore ha una frequenza di eut-off pari a:

eQ

le = .[8;(2w+O.8h)'

l Il fattore 8,686 deriva nel passaggio tra valori di a espressi in Neper/m a dB/m, in
particolare si ha: adB=(20/lnIO)aNp=8,686aNp'
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Il campo conispondente è sempre essenzialmente confinato nel dielettrico e pone solo il

problema della distinzione tra i modi.

ii) Per frequenze superiori ad un certo valorefs dato da:

si possono innescare delle onde superficiali che producono effetti indesiderati (perdita

di potenza, irradiazione indesiderata prodotta dalle stesse onde superficiali,

accoppiamenti indesiderati tra punti diversi del circuito, etc.).

iii) Si verifica infine il fenomeno della radiazione prodotta dai modi di ordine superiore

in presenza di discontinuità. Un valore approssimato per la frequenza alla quale tale

radiazione diventa significativa è:

f[GHz]h[mm] > 2.14 tJG: .

In relazione alle caratteristiche geometriche ed elettriche del circuito a microstriscia in

esame, a partire da una certa frequenza può insorgere uno dei tre diversi meccanismi ora

illustrati. Ciò ovviamente limita l'utilizzazione delle microstrisce ad alta frequenza. Il

progettista deve quindi considerare il caso peggiore e mantenere la frequenza del

segnale al di sotto di tale valore.
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§ 4.5 -MATRICE DI DIFFUSIONE

Alle frequenze tipiche delle microonde risulta spesso difficile misurare una

tensione e una corrente, o addirittura non è possibile definirle. Si ha infatti bisogno di

almeno due terminali per definire la differenza di potenziale; se questo è possibile nelle

linee di trasmissione che supportano un modo TEM, risulta invece impossibile nelle

linee dove vengono considerati modi TE o TM (quali ad esempio le guide d'onda

rettangolari o circolari). Per i circuiti a microonde si è soliti fornire una descrizione
alternativa che fa uso dei concetti di onda incidente, riflessa e trasmessa. Consideriamo

quindi un dispositivo a microonde i cui terminali di ingresso e uscita (porte d'accesso o

bocche) siano alimentati attraverso una generica struttura guidante (guida d'onda, cavo

coassiale, linea a microstriscia...). Nel seguito supporremo che alle bocche del

dispositivo considerato sia presente solo il modo fondamentale risultando quelli di

ordine superiore in cut-off.

Nel caso di dispositivo ad una sola porta è sempre possibile definire una linea di

trasmissione equivalente chiusa su una impedenza equivalente del carico Z (Fig. 4.29).

t
z=O

~
z

Fig. 4.29

A questo proposito è utile ricordare la definizione di coefficiente èi riflessione in
corrispondenza di una sezione della linea di ascissa z:

r(z) = r(o }ej2j)z

con
Z-Zo

r(o)= Z+Zo

Inoltre ricordiamo che, in corrispondenza dell'ascissa z, tensione e corrente possono

essere espresse, in generale, nel seguente modo:
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{
V(Z) = V+e-jfJz + V-e+ jfJz

I(z)=I+e-jfJz +I-e+jfJz

Per poter dare, del nostro dispositivo ad una porta, una descrizione che sia svincolata

dal particolare tipo di linea che lo alimenta, è utile effettuare le seguenti

nonnalizzazioni rispetto ai parametri caratteristici della linea stessa:

Nelle (4.5.3) e (4.5.4), Ve I rappresentano tensione e corrente sul carico Z, come in Fig.
4.29:

V = (v+ + V- )

I = (/ + + /- )

Definiamo ora le seguenti quantità:

V+
a= r;;- =1+ ~"Zo ,,£0

V-
b=

~=-r~ -J

intensità d'onda entrante (4.5.5)

intensità d'onda uscente (4.5.6)

Dalle precedenti relazioni si ricava dunque:

{

v=a+b

i = a-b (4.5.7)

Se si considera Zo =Ro (linea ideale), è possibile esprimere la potenza entrante nel

dispositivo in tennini delle quantità a e b:

163

Z impedenzanonnalizzata (4.5.1)z=-
Zo

y = y Zo ammettenzanonnalizzata (4.5.2)
V tensionenonnalizzata (4.5.3)V=-

I correntenonnalizzata (4.5.4)i=-
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Le quantità a e b sono legate tra loro tramite il coefficiente di riflessione dalla relazione:

(4.5.8)

con r=r(O), e rappresentano dei parametri, diversi da Ve I, mediante i quali è possibile

caratterizzare il dispositivo. Inoltre, si ha:

lal2 /2 =potenza attiva entrante nel dispositivo

Ibl2/2 =potenza attiva uscente dal dispositivo

[Watt]

[Watt]

per cui [a] = [b] = .JWatt.
Consideriamo ora il caso di un dispositivo a più porte; in generale possiamo

pensare che su ciascuna porta sia connessa una linea di trasmissione, e che dunque su

ogni porta sia possibile definire e calcolare una tensione e una corrente (nel caso in cui

la connessione tra le bocche e il dispositivo sia effettuata mediante delle guide d'onda,

si fa riferimento alle linee di trasmissione equivalenti; se su una di tali guide si hanno

più modi in propagazione, la guida è schematizzabile con tante linee di trasmissione

equivalenti quanti sono i modi in propagazione). Una caratterizzazione del multipolo

può essere ottenuta dalla valutazione della matrice delle impedenze (o della matrice

delle ammettenze).

Ad esempio, per un quadripolo (dispositivo a due porte) e in presenza del solo modo

fondamentale, la situazione è come in Fig. 4.30.

Fig. 4.30

Se il quadripolo è lineare, è possibile utilizzare una caratterizzazione in termini di

matrice delle impedenze:

{

Vi =Z111, + Z12h

V2 =Z2,1, + Z22h
(4.5.9)
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con:

~I ,ZII=
1112=0

Vi

I

'ZI2=-
h 1(=0

In modo analogo, la descrizione può essere fatta mediante la matrice delle ammettenze:

{

Il = YjlVi + Yi2V2

h =Y21Vi+ Y22V2

con:

~I ,Yil=
Vi V2=0

In generale, possiamo dire che per un dispositivo lineare con n porte d'ingresso e

comunque complesso (Fig. 4.31), la descrizione potrà essere data mediante una matrice

~ (nxn) tale che:

dove E e l rappresentano i vettori rispettivamente delle tensioni e delle correnti

(effettive o equivalenti) sulle n porte. I parametri necessari per la descrizione del

dispositivo possono dunque essere ricavati o facendo direttamente delle misure di

tensione e corrente sulle n porte del dispositivo, oppure facendo riferimento ad un suo

circuito elettrico equivalente.

2
3

)

/
I
,
I,
\
\
'-...

... I

~ )n '

Fig. 4.31 -Schematizzazione di un dispositivo a n porte.
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Così come nel caso di una giunzione ad una bocca, si farà riferimento ai seguenti

parametri nonnalizzati:

Vi = ~ =tensione nonnalizzata relativa alla porta i-esima (i=l ,2,...n);
"ZOi

ii = li.J ZOi=corrente nonnalizzata relativa alla porta i-esima (i=l ,2,...n);

secondo i quali è possibile costruire i relativi vettori:

[

VI

] [

VI/ .Ji;

]

V2 V2 / .JZ02
~ = ... = ... =vettore di tensione nonnalizzato;

Vn Vn / .JZOn

[

il

] [

Il..rz;;

]

. il h.JZ02

! = :.. = ... = vettoredi correntenonnalizzato.
ln In.JZon

I vettori di corrente e di tensione nonnalizzati sono quindi legati dalla relazione:

essendo gli elementi della matrice ~ definiti come:

Zii =~ =impedenza d'ingresso nonnalizzata relativa alla ~rta i-esima;
ZOi

zij = Zij = impedenza mutua nonnalizzata tra le porte i ej.
.J ZOi ..JZo j

A questo punto, possiamo definire su ogni porta le quantità:

v;+ + ~. . . d, d Il . .
ai =---1..-=li "ZOi =mtenslta on a entrante ne a porta l-eSIma

.JZOi

b; = Vi- = - li- .JZOi = intensità d'onda uscente dalla porta i-esima
.JZOi

(4.5.1O}

(4.5.1 l}
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Valgono dunque le relazioni:

v=a+b- - -,
!=f!-£.

Perciò possiamo scrivere:

(4.5.12)

Si definisce matrice di diffusione o di scatterinf! ~ la matrice che lega il vettore delle
intensità d'onda uscenti con il vettore delle intensità d'onda entranti:

(4.5.13)

Gli elementi della matrice vengono detti parametri di scattering. Come

precedentemente citato, la rappresentazione in termini di matrice di scattering è

alternativa a quella data in termini di matrice delle impedenze o delle ammettenze. Il

legame tra i vari tipi di rappresentazione si può ricavare dalla (4.5.12):

(4.5.14)

o, in modo equivalente:

(4.5.15)

dove l è la matrice identità n x n .
E' importanteosservareche nel caso di reti lineari, la matrice ~ può essere sempre
definita, mentre in alcune particolari situazioni può accadere che le matrici ~ e r non
siano definibili. J

Per capire meglio il significato degli elementi della matrice ~, facciamo

riferimento al caso di un circuito a due porte, per cui si ha:

(
SII S12

)
s= .
= S21 S22

Le equazioni che descrivono il dispositivo sono:
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{
hJ=SlIal+SI2a2.
bz. =S21al +S22a2

I tennini della matrice ~ dunque possono essere così espressi:

~ 'SII =
al 02 =0

hJ

I

'SI2=-
a2 01=0

h2

/

.,
S21 =~ 02=0

~ .
S22 =~Ol =0

SII è detto riflettenza propria della prima porta e si calcola ponendo a2 =O, cioè
chiudendola linea 2 sul propriocarico adattato(vedi Fig. 4.32). In pratica, SII è il

coefficientedi riflessionepropriodellalinea l, quandola linea2 è adattata.

I,

Fig. 4.32 Configurazione per la determinazione della rijlettenza propria della bocca 1.

SI2 è detto trasmettenza dalla porta 2 alla porta 1 e si ottiene valutando l'intensità

dell'onda uscente dalla bocca 1, quando si alimenta la bocca 2 con la linea l chiusa sul

proprio carico adattato (vedi Fig. 4.33).

Fig. 4.33 Configurazione per la determinazione della trasmettenza dalla bocca 2 alla
boccal.
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In generale, per una giWlZione a n bocche si definisce:

Sii =!'J =riflettenza propria della bocca i =coefficiente di riflessione proprio della
~aj=O

f#.i
linea i, con tutte le altre n-l linee chiuse sul proprio carico adattato;

Sij =~i = trasmettenza dalla bocca j alla bocca i, che si ottiene valutando
a j Qk=O

k~j

l'intensità dell'onda uscente dalla bocca i quando si alimenta la portaj, con tutte le altre

porte adattate.

La matrice ~ lega i vettori !i.e Qin un rapporto biunivoco; ai fini della descrizione di un

multipolo lineare, essa costituisce uno strumento equivalente alla matrice delle

impedenze o a quella delle ammettenze, ma alle alte frequenze risulta assai 'più

conveniente caratterizzare i dispositivi attraverso la matrice di scattering. Assegnato il

dispositivo e assegnate le caratteristiche delle linee di trasmissione che collegano ogni

bocca al dispositivo, è assegnata in modo univoco la matrice di diffusione ~ .
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CAPITOLO 5

ANTENNE

§ 5.1 - INTRODUZIONE

~,~

'~~{.

Col tennine antenna si indica un qualunque dispositivo (trasduttore) in grado di

trasfonnare un segnale elettrico in un segnale elettromagnetico, che a grande distanza

Idall' antenna stessa assume la struttura di un' onda elettromagnetica che si propaghi

Inello spazio libero. Le considerazioni precedenti mettono chiaramente in evidenza la

possibilità di trasmettere a distanza un'informazione senza utilizzare alcuna struttura di

supporto alla propagazione stessa (cavo o fibra ottica): il segnale elettromagnetico

prodotto da un'antenna trasmittente sarà riconvertito in segnale elettrico mediante

un 'ulteriore antenna alla stazione ricevente. In base al principio di reciprocità si può

inoltre affermare che ogni antenna trasmittente può funzionare anche come antenna
ricevente, e viceversa.

È noto che, in base alle equazioni di Maxwell, distribuzioni di corrente variabili \/1:

nel tempo possono essere interpretate come sorgenti per il campo elettromagnetico. Le.lr.

distribuzioni di corrente prodotte su un'antenna sono essenzialmente di due tipi:

Aistribuzioni lineari e ~istribuzioni superficiali. Le prime sono caratterizzate da una
corrente che è funzione di una ascissa, mentre le altre da una densità lineare di corrente

superficiale funzione di una coppia di coordinate; corrispondentemente si hanno

pertanto le antenne lineari e le antenne ad apertura. Una volta note le distribuzioni di- --- -
corrente, è possibile ottenere le espressioni del campo elettromagnetico in un punto

II~ualunquedello spazio: dapprima si ricava l'espressione del campo prodotto da. un

I
~lemento infinitesifIIDdi corrente; successivamente si ottengono, mediante opportuna
integrazione, le espressioni del campo prodotto da una distribuzione qualsiasi.

In molti casi pratici l'antenna è costituita semplicemente da un conduttore

filiforme in cui la corrente varia da punto a punto; scomponendo l'antenna in tratti

sufficientemente corti o considerandola come una successione di elementi di lunghezza

infinitesima, il campo da essa prodotto può essere calcolato come risultante vettoriaie

dei campi dovuti ai singoli elementi infinitesimi.

JLcam~ettromagt!tiliç.o ~d~tt.9 da un dipolo elettrico elementar~ ~sti~isce

quindi l'elemento base per lo studio di qualsiasi tipo di antenna. Per questa ragione nel I

. I
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successivo paragrafo vengono date le espressioni dei campi generati da un dipolo
elettrico elementare.

§ 5.2 - DIPOLO ELETTRICO ELEMENTARE

I
l

Per dipolo elettrico elementare si intende un tratt? di conduttore di lunghezza
I;li« À, su cui la correntesi può consideraredi ampiezzacostante.In particolare,si
(suppone di far riferimento a segnali sinusoidali, così che la corrente può essere

rappresentata mediante il corrispondente fasore I. Consideriamo un dipolo di lunghezza

Il LIz,disposto lungo l'asse z di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale con ilcentro nell'origine (Fig. 5.1).

z

y

x

Fig. 5.1 - Sistema di coordinate sferico associato ad un dipolo elementare.

g/Intal caso, il campo elettromagnetico nel generico punto P dello spazio circostanteil
lildipolopuò essere espresso in un sistema di riferimento sferico come segue:

II:1z

(

l l

)
,

Er =ç- -+- cosBe-Jkr,
21l r2 jkr3

(5.1)

E ;-II:1z
(

jk l l

)

.
B 'k

B =r:,- -+-+- SIn e-J r,
41l r r2 jkr3

(5.2)

EiP=0, (5.3)

(5.4)

(5.5)

cC) iYV".f'()\..(

I

H
II:1z

(
jk l )

.
B

'k
iP=- -+- SIn e-J r.41l r r2

(5.6)
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l
) j

Q>~seguenza _della simm~1!ia assiale del dip910,.il campQ...ri~1Jltaindipendente
dall'angolo di azimuth rp.Si osservi che le varie componenti del campo presentano- --- I

tennini dipendenti da differenti potenze inverse della distanza r del punto di

osservazione dall' elemento radiante. È immediato notare che i termini di tipo 1/r il
prevarranno a grande distanza dall'antenna rispetto a quelli di tipo 1/ r2 e 1/ r3. I
Viceversa,nella regione di spazio vicina al dip910predominano i termini di tipo Il r2 e

1/r3. Di conseguenza, i termini di tipo 1/ r vengono detti componenti di campo

lontano,mentre quelli di tipo 1/r2 e Il r3 vengono detti componenti di campo vicino.

È importante mettere in evidenza che a grande distanza dal dipolo (r» À./27Z")le

componentipiù significative del campo sono le seguenti:

(5.7)

H - . I~ . "k E
do=j-sm Be -J r - f}
Y' 2À.r - T . (5.8)

!~

La struttura del campo irradiato a grande distanza dal dipolo è di tipo molto particolare.

I Infatti, se si calcola il rapporto Eo / H(i' è pari, in ogni punto, all'impedenza
I caratteristica del mezzo ç Si vede poi semplicemente che g, li e ir sono perpendicolari

{

I r .

fra di loro ed individuano una tema destrorsa, cosicché g ed li soddisfano le
I l

caratteristiche tipiche di un'onda elettromagnetica piana che si propaga lungo la J

direzione ir . Rimanendo nel caso di campi sinusoidali, il ritardo di fase tra campo

lrraQiato e- corrente sul dipolo dipende evidentemente dalla distanza r del punto di

osservazione dal dipolo stesso, attraverso il termine di ritardo e- jkr . Di conseguenza,

tutti i punti appartenenti alla stessa superficie sferica con centro sul dipolo e raggio r

presentano la stessa fase per il campo elettromagnetico. I fronti d'onda dunque sono

costituiti da superfici sferiche centrate sul dipolo, che si comporta come una sorgente

puntiforme. A grande distanza e in un intorno deflpunto considerato il fronte d'onda

sferico può confondersi con il piano tangente alla superficie equifase nel punto stesso.

- ' ~i parla in questo caso di onda localmente piaJ!.a. Se si calcola il vettore di Poynting in I

un punto a grande distanza dall'antenna, il vettore stesso risulta orientato in direzione 11M l.--t'~1

radiale Ur) e puramente reale: \L .(-"iI. 4- ;;

(5.9)

In particolare, se si calcola il flusso del vettore di Poynting attraverso una superficie

sferica centrata sul dipolo di raggio arbitrario, purché molto grande rispetto alla
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lunghezza d'onda, il risultato è puramente reale e indipendente dal raggio della

'I superficie sferica considerata. Si deduce guinjli che esiste un flusso continuo di potenza

\"attiva dal dipolo all'infinito. Tale potenza, detta.Q.Qtç~ irradiat~, è definitivamente

; ceduta dal dipolo all'ambiente circostante e può essere valutata mediante il seguenteintegrale:I
I

(
~rr =#~'lrdS,

A

(5.1O)

dove A è la superficie di una sfera di raggio molto grande, _tale che i suoi pJ1nti

~pparten~ono alla !egione di campo lontano, dove le co~ponenti di tipo 1~r
prevalgono rispetto alle altre. Poiché le intensità dei campi a grande distanza variano I

con la distanza come 1/ r, la densità di potenza irradiata (5.9) varia con la distanza,

come 1/ r2, cioè è inversamente proporzionale al quadrato della distanza dall'antenna.

L'indipendenza da r della potenza irradiata in (5.10) è legata al fatto che l'elemento di

superficie dS in coordinate sferiche è proporzionale al quadrato della distanza

(dS=r2sinOdOdifJ), e dunque l'integrando della (5.10) risulta di fatto indipendente

dal raggio della spira.

Se si calcola il vettore di Poynting in vicinanza del dipolo, le componenti di

campo vicino (cioè i termini che dipendono da 1/ r2 e da 1/ r3) danno luogo a delle

densità di flusso di potenza reattiva che si attenuano velocemente all'aumentare della-- ~-
distanza dal dipolo. Per le ragioni suddette, le componenti di tipo 1/ r , che abbiamo già I

definito come componenti di campo lontano, vengono anche dette componenti

radiative, dal momento che danno origine alla parte reale (radiale) del vettore di I

Poynting a grande distanza dal dipolo. Le componenti vicine di tipo 1/ r2 e 1/ r3 ,
vengono invece dette anche componenti reattive, dato che producono potenza reattiva
nell 'intorno dell'antenna.

Se esplicitassimo il campo rispetto alla frequenza, ci renderemmo conto che le

componenti lontane, o radiative, dipendono dal quadrato della frequenza, ~ntre quelle

vicine, o reattive, o sono costanti o dipendono dalla frequenza f alla prima potenza. È

consuetudine quindi definire le componenti lontane o radiative anche come componenti

dinamiche, e le componenti vicine o reattive come componenti quasi statiche. Queste

ultime definizioni sottolineano che il fenomeno dell 'irradiazione è fortemente legato

alla dinamicità del campo: è tanto più semplice irradiare un segnale nello spazio quanto

più alta è la sua frequenza, cioè la sua velocità di variazione nel tempo.
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§ 5.3 - CAMPO GENERATO DA UNA DISTRIBUZIONE LINEARE DI
CORRENTE

Consideriamo ora un'antenna filare costituita da un filo rettilineo; osserviamo

che il campo elettromagnetico prodotto da questa in un punto dello spazio libero che si
trovi a grande distanza dall'antenna (distanza grande sia rispetto alla lunghezza d'onda

A.,sia rispetto alla massima dimensione dell'.antenna), si può calcolare considerando

l'antenna composta da una successione di dipoli elementari e sommando vettorialmente

i singoli campi da essi prodotti.

Sia l'antenna in esame costituita da un conduttore rettilineo filiforme, di lunghezza 2/,

posto lungo l'asse z, con gli estremi in z=/ e in z=-/, e sul quale esista una dist:rjblgiQDe
d~~rrent~M (vedi Fig.5.2). Nel sovrapporre i campi elementari prodotti dai singoli
elementi dell'antenna, si deve tenere conto delle differenze di fase relative ai contributi,

I
di ciascun dipolo elementare: tali differenze di fase sono dovute alle differenti distanze"

esistenti tra ciascun dipolo e il punto dello spazio in cui si calcola il campo.

z

y

x -[

Fig. 5.2 - Irradiazione da un 'antenna filare.
(

Considerando il generico dipolo elementare di lunghezza dz, posto a distanza z dal

centro dell'antenna e percorso dalla corrente I(z), il campo elementare dE da esso

prodotto in un punto a distanza r', in una direzione che forma un angolo {} con l'asse z,

si può ottenere dalla (5.7), sostituendo in essa ILJzcon I(z)dz e r con r'. Si ha:

dEe =J"/' I(z)dz sin B e- jfJr'
~ 2Ar' .

'"'l' - ...

l!'"

(5.11 )

La distanza r' dal generico dipolo elementare al punto in cui si calcola il campo può

essereespressain funzionedella distanzadi questo punto dal centro dell'antenna.In Il

realtà, dato che il campo viene calcolato in punti a grande distanza, le direzioni
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OK

rappresentate da r e da r' si possono ritenere parallele (vedi Fig. 5.3) e quindi si può

scrivere: r' =r - zcos(J dove zcos(J rappresenta la differenza di percorso dei campi

elementari prodotti dal generico dipolo posto a distanza z dal centro dell'antenna stessa.

La (5.11) dunque può essere riscritta nella forma seguente:

. élPr . '
dEe =li; -smO I(z )eJjj;èòsedz

2M .
(5.12)

in cui a denominatore ~nziché ~rre r' = r - zc~s fJ sj è sostituitaJa dis~ dal centro

<Ìen'antenna poiché in tutti i casi pratici si ha Izcos01max =l << r. Una tale

semplificazione non è ovviamente lecita nel termine di fase, perché nell'argomento

dell'esponente (21!(r1).)cos8) l'errore introdotto dall'approssimazione con r' develi
essere conttontato con la lunghezza d'onda, e non con la distanza r.

y

)
x -l

Fig. 5.3 - Geometria per l'approssimazi.Q.ne a raggi paralleli.- ----

Integrando la (5.12) su tutta la lunghezza dell'antenna, da z =-1 a z = l, cioè sommando

gli infiniti contributi infinitesimi dei dipoli elementari, si ottiene il campo totale g
prodotto dall'antenna in un punto generico dello spazio. Si ha:

(5.13)

La determinazione della distribuzione di corrente I(z) che compare nella (5.13)

viene determinata utilizzando metodi numerici, quali ad esempio il metodo dei

momenti, oppure dei metodi analitici approssimati.

Se l'antenna è sottile (raggio della sezione del filo molto minore di ).), la il
distribuzione di corrente può essere considerata longitudinale (si possono trascurare le,
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componenti trasversali). Inoltre, se indichiamo con 2/ la lunghezza totale del dipolo

filare di partenza (Fig. 5.4) e con a il raggio della sezione del filo metallico con cui è'"

realizzata l'antenna, è possibile definire il_coefJ!~~te di sn~llezz{ nel seguente modo:

0=21n 21
a

(5.14)

In particolare, l'antenna sarà definita snella se h > lO il che significa 21/ a> 150.

tz

2/ Vo

Fig. 5.4 -Dipolo filare di lunghezza 2/.

1

11

In tale ipotesi di "antenna snella", la distribuzione di corrente sul dipolo si trova

Ilriferendosi ad una linea di trasmissione equivalente chiusa su un cirluito aperto(Fig.
5.5), di lunghezza l e impedenza caratteristica pari a:

Zo =çoO
21l . (5.15)

Il calcolo della distribuzione di corrente viene eseguito come su una linea bifilare ~

ordinaria; successivamente la linea viene divaricata per riottenere il dipolo originario.

Fig. 5.5 Linea di trasmissione chiusa su un circuito aperto.
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Va

I
I
I
I

Fig. 5.6 -Dipolo filare ottenuto divaricando la linea di trasmissione equivalente.

Il verso della corrente viene individuato come indicato schematicamente nelle Figg. 5.5

e 5.6. Dall'espressione della corrente lungo la linea chiusa su un circuito aperto, è

immediato verificare che se 1« À la distribuzione di corrente è quasi lineare:

(5.16)

Se invece 21 = À./ 2 (dipolo a mezz'onda) risulta:

I(z)=/O cos(kz), -l < z <l. (5.17)

I

I

t
I
I

I

I

a) b)

Fig. 5.7 - Andamenti della distribuzione di corrente per:
a) dipolo elettrico corto; b) dipolo a mezz'onda.

178



ANTENNE

Calcolando i campi lontani con la procedura descritta precedentemente, risulta che il

dipolo corto (I « A.) irradia in pratica un campo elettrico che ha la stessa distribuzione

di quello irradiato da un dipolo elementare e cioè:

E °ç 101 o O °kr.=) O-SIn e-J l e .
- 2Àr o - (5.18)

Per il dipolo a mezz'onda si ha invece:

(
7r

)
cos -cosO

E =) o/, iL ~ 2 e- jkr i .- ~ O 2Àr 7r sinO -e
(5.19)

È importante osservare che, da un punto di vista qualitativo, dal momento che il

campo, generato da distribuzioni di corrente lineari o addirittura più complesse, è dato

dalla sovrapposizione dei campi prodotti da tanti dipoli elettrici elementari, tutte le

osservazioni fatte per i campi generati dal dipolo elementare (componenti reatti~e e

radiative, componenti di campo vicino...) valgono in generale per qualunque tipo di
antenna.

E' importante infine mettere in evidenza che per un'antenna di dimensioni finite,

indicata con dmax la dimensione lineare massima della stessa, la zona di campo

lontano, dove le componenti vicine del campo diventano trascurabili rispetto a quelle

lontane e dove vale l'approssimazione a raggi paralleli, viene individuata dalle seguenti
condizioni:

2d~ax r» A..
r>~,

(5.20)

§ 5.4 - CAMPO ASSOCIATO AD UNA SPIRA ELEMENTARE DI CORRENTE

Consideriamo una spira circolare di raggioR, lungo la quale circoli una corrente,

spazialmente costante, con andamento sinusoidale nel tempo e di ampiezza I. AffinChe

~

---
_ll!.~~te.!ia- ~azi3lm~1!t~"£Q.stanteè ne~es~~ri.o_Ghela...spira sia_elementare, ovvef
che sia soddisfatta la condizione 2JI.B-s..<A..Supponiamo che la spira giaccia sul piano. -- - ..- ---
x, y (vedi Fig. 5.8). Il campo elettromagnetico generato da tale distribuzione di corrente

può essere espresso nel seguente modo:

(5.21)

Ee =O, (5.22)
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f.l1fR21

(
tV2 jtV )

. .
E; =-ç- --+- smBe-Jkr,

47rf.l c2r cr2

f.l1fR21(jtV I )
.

H =- -+- cosBe-Jkr,
r 27rf.l cr2 r3 .

f.l7rR2/ ( tV2 jtV I
)

. .
He =- --+-+- smBe-Jkr,

47rf.l c2r cr2 r3

H; =0,

z
I per,e,rp)
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

y

x

Fig. 5.8 -Geometria e sistemi di coordinate di una spira elementare.

I;Osserviamo che, ai fini del calcolo dei campi, la spira elementare di corrente può essere
sostituita con un dipolo magnetico corto, cioè con un elemento infinitesimo di corrente

magnetica 1m (Fig. 5.9).

Fig. 5.9 - Geometria di un dipolo magnetico elementare

In particolare, la corrente 1m deve soddisfare la seguente condizione (equivalenza di

Ampere): I m& =jtVpSl , dove f.lè la permeabilità magnetica del mezzo circostantee

S =7rR2 è la sezione della spira elementare.
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Al risultato rappresentato nelle (5.21)-(5.26) si può pervenire per due strade differenti;

11

nella prima, si scompone la spira in elementi di corrente percorsi dalla corrente I e si .

integra lungo la circonferenza di raggio R. Nella seconda maniera si ammette

l'esistenza di correnti e cariche magnetiche e si utilizza il teorema di dualità che viene

di seguito enunciato.

5.4.1 Teorema di dualità

Sia dato un sistema di sorgenti di tipo elettrico (lI' p,) che irradiano in un mezzo

lineare, omogeneo, isotropo caratterizzato dalle costanti Gl' p,. Il campo (£1' il.)
Iprodotto da tale sistema di sorgenti è ovviamente soluzione delle equazioni di Maxwell:

(5.27)

Consideriamoquindiun sistemafittiziodi sorgentimagnetiche(lm2'Pm2)che generano,

in un mezzo di costanti ~, Jl2, un campo (£2' liJ.) che è a sua volta soluzione delle

equazioni di Maxwell:

j

VX~2 =-~OJP2H2 -.J...m2
VxH2 =JOJG2~2

V.P2H2 =Pm2

V.G2~2 =0

(5.28)

Sostituendo le quantità che compaiono nel primo sistema (5.27) con le rispettive quantità

indicate nella seconda colonna della tabella 5.1, si ottiene un sistema identico alle (5.28).

Segue quindi che la soluzione del sistema (5.28) è duale della soluzione del sistema

(5.27), nel senso che la soluzione del sistema (5.28) può essere ottenuta da quella del

primo sistema operando le trasfonnazioni riportate in Tab. 5.1.

IIApplicandoil t~koremadi dualità è quindi possibile calcolare il campo irradiato da un

I~ipolo magnetico elementare partendo dalle espressioni del campo irradiato dal dipolo

Lb

.

'lettriCO elementare. Infine, utilizzando l'equivalenza di Ampere, si detenninano le

Iespressioni del campo irradiato da una spira elementare.
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Sistema di
sorgenti
elettriche

I Sistema di
! sorgenti
I magnetiche
!

Pm2

-!i!2

Tab. 5.1
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§ 5.5-PARAMETRI DI UN' ANTENNA IN TRASMISSIONE

Da un punto di vista pratico, per facilitare al progettista di un collegamento

radio la scelta de1l'antenna, è necessario caratterizzare quest'ultima in modo semplice,

per mezzo di parametri numerici e di diagrammi.

Un primo parametro caratteristico. è l'espressione del campo irradiatO

)dall'antenna a grande distanza da essa (generalmente si fa riferimento al campo

elettrico):

(5.29)

dove il limiter ~ 00 serve per indicare che la (5.29) vale nella regione di campollontanodell'antenna. .

Risulta però conveniente normalizzare tale campo rispetto ad una qualche grandezza;

qui di seguito verranno presentati due importanti parametri caratteristici di un'antenna

in trasmissione, l'altezza effi~ce ed i illa~ammi di i!TaQiazion~,-derivanti da due
diverse normalizzazioni del campo irradiato in zona lontana.

5.5.1. Altezza efficace.

Un primo tipo di normalizzazione è conveniente se nell'antenna (o nel sistema

di antenne) sono facilmente individuabili dei morsetti ai quali si possa misurare una

corrente di riferimento lo (o anche una tensione di riferimento Vo).E' questo ad esempio
il caso delle antenne filiformi. Per esse è naturale assumere come corrente di I

riferimento quella di alimentazione (corrente di ingresso). In tali condizioni si pone:

E.oo(r,O,tP)=jç lo !!.(O,tP)e-jpr2i!r . (5.30)

La funzione vettoriaIeMo, tP), che dimensionalmente è una lunghezza (vedi dipolo

elettrico), prende il nome di "altezza efficace". Si noti inoltre che hr = O, essendo

l'altezza efficace prporzionale al campo irradiato nella regione di campo lontano in cui

. Ibnda elettromagnetica è localmente piana. Essa descrive completamente il campo Iirradiato dall 'antenna. Per il dipolo elettrico elementare di lunghezza Lizrisulta:

(5.31)

t Per un'antenna filiforme di lunghezza complessiva 2/ si ha invece:
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(5.32)

In generale!!:. è una funzione vettoriale complessa, dipendente da B,da (Je dalla

f

frequenza. Ai fini pratici, molto spesso per altezza efficace in trasmissione si intende il

modulo della funzione vettoriaIe !!:.precedentemente definita, valutato nella direzionedi

massima irradiazione (dato che, per i calcoli relativi ad un collegamento, l'antenna si I
..

suppone utilizzata nella direzione di massima irradiazione).

Per un'antenna filiforme corta (è dipolo elettrico corto), la distribuzione di

corrente è di tipo triangolare (vedi formula 5.16) ed essendo l'antenna elettricamente

corta si ha che fJz« l, per cui nella (5.32) si può porre exp{JfJzcosB};: l e quindi si
ottiene:

ho =/sinB (5.33)

In questo caso quindi ho non dipende dalla frequenza. Nella direzione di massima
irradiazione si ha:

(5.34)

e tenendo conto della (5.32) per (}=1d2si ha:

+1

lo . (ho) M = f I(z}dz
-l

Si vede immediatamente che, per l'antenna filiforme corta, l'altezza efficace

moltiplicata per il valore massimo della corrente fornisce l'area sottesa dalla

idistribuzione di corrente I(z). Quindi, in questo caso, l'altezza efficace valutata nella

direzione di massima irradiazione rappresenta l'altezza di un dipolo elementare, che

attraversato da una corrente costante pari a quella di alimentazione, genera, nella

direzione di massima irradiazione, lo stesso campo dell'antenna filiforme (Fig. 5.l0a).

. Per un dipolo a mezz'onda, dalla (5.17), si ha:
+1

ho = sin B f cos fJz exp{J fJz cos B}dz ,
-l

(5.35)

ossia

h. ~ 2 co{% cos O) - À CO{%cos O).
p sinB 1( sinB

(5.36)
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Nella_direzionedi massima irradiazione si ha:

(5.37)

In tale direzione si può interpretare (he)M come l'altezza del dipolo elementare

equivalente che, percorso da lo, irradia lo stesso campo nella direzione di massima

irradiazione (Fig. 5.1Ob).

Fig. 5.10 - Aree sottese dalla distribuzione di corrente su un dipolo
elettrico corto (a) e su un'antenna a mezz'onda (b).

1 Con considerazioni analoghe si riesce a ricavare che l'altezza efficace di una spira

elementare con il proprio asse parallelo all'asse z vale:

dove jJ=27t!l,e S=rr.R2è l'area sottesa dalla spira. Si noti come, in questo caso, l'altezza

efficace è disposta lungo i;. Si sottolinea, infine, che un'antenna filare parallela all'asse

z irradia un campo polarizzato linearmente lungo i(J,mentre una spira elementare con

asse parallelo all'asse z irradia un campo polarizzato linearmente lungo j;.

5.5.2.Diagrammi di irradiazione.

-qu~ndo non ~i~o.:;~ile il!dividu~e una corren..!eo una tensi°E-edi rif~rim~nto
(come accade ad esempio per le antenne alimentate in guida d'onda), si preferisce

normalizzare il campo a grande distanza rispetto all'ampiezza del campo irradiato dalla

stessa antenna in una direzione di riferimento (00' rPo)(generalmente quella di massima I

irradiazione). Si ha:

(5.38)

',.,Lanormalizzazione può essere effettuata componente per componente, dividendo il

modulo di ciascuna componente di campo lontano (Ee o E,p) per i valori massimi
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assunti dagli stessi moduli delle due componenti, rispettivamente. Un diagramma

d'irradiazione viene in generale ~t~d un sistema di coordinate sferiche centrato in
un punto opportuno dell'antenna, detto centro di fase. Riportando d~l c~ntro~--- -
~ll'ant~nna, in coordinatepolari,i modulinormalizzatidellecomponentiEe ed E(i'si ~ -
individuano i relativi "solidi di radiazione". Questi ultimi ci consentono di avere una l'

rappresentazione grafica immediata delle caratteristiche radiative dell'antenna. La- --t
rappresentazione grafica del solido di radiazione può essere data in assionometria o \

mediante più sezioni (a O=cost. o a ç}=cost.). Queste sezioni prendono il nome di

"diagrammi di irradiazione in campo". Ovviamente è possibile tracciare il diagramma

di irradiazione per qualsiasi tipo di antenna, ivi comprese quelle filari, che abbiamo

C. caratterizzato mediante l'altezza efficace. Nel caso ad esempio dell'antenna filare corta

(l « À., dipolo elettrico corto), si ha:

. per cui il corrispondente diagramma di irradiazione è diverso da zero solo per la

. componente lungo !e , componente che inoltre è funzione soltanto di o:

=sinB , (5.39)

I

dove si è messo in evidenza che il massimo di IEel si verifica in corrispondenza di

B =7r/2 . Riportando il modulo di le (B)su un diagramma polare, si ottiene il solidodi

radiazione. Osserviamo che, dal momento che le non dipende da ç},si avrà simmetria

di rivoluzione intorno all'asse z. Il diagramma di radiazione sul piano ç}=O (piano xz)

è riportato in Fig. 5.11. In pratica si hanno due circonferenze tangenti all'asse z.

Fig. 5.11 - Diagramma di irradiazione sul piano di elevazione per un dipolo elettrico
corto.
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Nel piano xy «() =;r / 2) invece, il diagramma di radiazione è una circonferenza di

raggio unitario (Fig. 5.12). Tale diagramma è uguale a quello di una antenna

omnidirezionale, solo che per l'antenna omnidirezionale il diagramma è lo stesso ~
qualunque sia il piano scelto, in altre parole il solido di radiazione per una antenna r;
omnidirezionale è dato da una sfera di raggio unitario.

y

x

Fig. 5.12 - Diagramma di irradiazione sul piano di azimuth per un dipolo elettrico
corto.

\

- Vediamo adesso il diagramma di radiazione di un' antenna filare a mezz' onda, in

un piano a fjJcostante. Anche in questo caso, in base alla (5.19), il campo lontano

generato dall'antenna ha solo una componente lungo ~o, che risulta indipendente da fjJ;

e il valore massimo di IEol si ottiene per () =;r / 2. Il diagramma di irradiazione è

dunque diverso da zero solo per la componente E(}, che non dipende da fjJ(c'è dunque

simmetria di rivoluzione intorno all'asse z):

(5.40)

Il diagramma di radiazione per un'antenna filare a ..:i./2 è simile a quello del dipolo

elettrico corto, ma è più schiacciato; per mettere in evidenza questa caratteristica in Fig.

5.13 sono sovrapposti i diagrammi d'irradiazione sul piano di elevazione di un dipol0 a

mezz'onda (linea continua) e di un dipolo corto (linea tratteggiata).
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z

x

Fig. 5.13 - Confronto fra i diagrammi di irradiazione sul piano di elevazione di un
dipolo a mezz'onda (curva continua) e di un dipolo corto (curva
tratteggiata) .

Ad esempio, è possibile verificare che il punto IEel/lEelmax =1/2 corrisponde ad un
valore di O circa pari a 35°, mentre nel caso del dipolo corto tale valore si ottiene per

Il O=30°,i! che conferma che l'antenna a mezz'onda è più direttiva (diagrartlIl!a~
;ljILd'irradiazione più stretto) dd-djp.QÙ>. corto. Nel piano xy il diagramma è~ I

omnidirezionale. E' importante infine osservare che se il campo lontano ha due

componenti, allora per caratterizzare l'antenna occorre si può un diagramma

d'irradiazione per ogni componente, oppure direttamente per il campo totale lEI.

Vediamo ora di definire le principali caratteristiche di un diagramma

d'irradiazione. Un tipico diagranuna di irradiazione è riportato in Fig. 5.14, in fonna

polare e con una scala di riferimento di tipo lineare.

Si definisce lobo principale d'irradiazione il lobo del diagramma contenente la

direzione di massima irradiazione. Ci sono poi una serie di "lobi secondari" o "lobi
laterali

Un parametro importante è il livello relativo dei lobi secondari (" relative side

lobe levef'), che è dato dal rapporto fta il valore assunto dal diagramma di radiazione

nel massimo di un lobo secondario rispetto al valore assunto dal diagramma nella

direzione di massima irradiazione. Il valore più grande di questo rapporto su tutto il

diagramma è il cosiddetto "massimo livello relativo dei lobi laterali" (maximum

relative side /obe leve!), indicato con la sigla SLL. Esso è fornito spesso in dB e

rappresenta un'indicazione di come la potenza irradiata è concentrata nel lobo

principale:

Ilellobo laterale

SLLdB = 20Log 1/(0 ldirez. di max irradiaz.

(5.41 )
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Altro parametro importante è l'angolo di apertura a metà potenza (Half Power

Beamwidth - HPBW o °3dB), che è definito come l'angolo compreso fra le ~ue
direzioni del lobo principale in corrispondenza di cui la densità di potenza irradiata
risulta diminuita della metà (-3 dB) rispetto al suo valore nella direzione di massima

irradiazione. Nel diagramma di campo il modulo del campo si riduce di 1/..[2rispetto al
valore nella direzione di massima irradiazione.-

Ultimo parametro da mettere in evidenza è l'angolo di apertura fra i primi due

nulli del diagramma di radiazione BWFN (Beam Width between First Nulls).

direzione di massima irradiazione

HP=half-power
beamwidth
(angolo a metà potenza)

BWFN=beamwidth
between first nulls

Fig. 5.14 -Parametri caratteristici di un diagramma di irradiazione.

Valutiamo l'angolo a metà potenza per una antenna filiforme corta. Esso

corrisponde alla larghezza angolare del fascio fra le direzioni per cui il campo si riduce

di 1/..[2. Il diagramma normalizzato è IEo I/ IEo Imax =sin O e dunque si ha un valore

I/-/2 per e =45° (Fig. 5.15), da cui HPBW=90°.

x

Fig. 5.15 - Angolo di apertura a metà potenza per un dipolo elettrico corto.
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Vediamo ora l'antenna a l /2; in base alla (5.40), dobbiamo trovare il valore di

B per cui:

CO{~COSB )finB = ~.
Si trova che ciò si verifica per B:::510;ovviamente, vista la simmetria del diagramma, si

ha che anche per B= 1800-510la relazione precedente è ancora verificata. La situazione

è dunque quella riportata in Fig. 5.16, con HPBW",,78°.

z

x

Fig. 5.16 - Angolo a metàpotenza per un dipo/g a mezz'onda.

5.5.3. Direttività, guadagno ed efficienza d'irradiazione.

La direttività è un altro importante parametro caratteristico di un'antenna in

trasmissione: essa descrive l'antenna relativamente alla sua capacità di concentrare la

potenza irradiata nell'intorno di una determinata direzione (rispetto ad un'antenna ideale

isotropica). Ricordiamo che la potenza irradiata può essere valutata calcolando il flusso

del vettore di Poynting attraverso una superficie sferica con raggio r molto grande

rispetto alla lunghezza d'onda e alle dimensioni dell'antenna. Supponiamo che

l'antenna sia posta nell'origine del un sistema di riferimento (Fig. 5.11). Si ha dunque:

(5.42)

Dal momento che i campi nella regione di campo lontano hanno una struttura di onda

localmente piana su S, la (5.42) può essere così riscritta:

(5.43)
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dove Pr rappresenta una potenza media attiva e si esprime in Watt, e r""':'ooindica che la

sfera S deve trovarsi nella regione di campo lontano dell' antenna.

Fig. 5.17 - Elemento inflnitesimo dS della supeifìcie della sfera.

Consideriamo un punto generico di osservazione P(r,(},fjJ), nella regione di

campo lontano, si definisce direttività nella direzione ((),~) il rapporto tra la densità di

potenza irradiata nel punto P dall'antenna in esame e la densità di potenza media nello

stesso punto:

~IE(r,(},q;t

D«(},fjJ)=lim 2 pS
r~ ---I....-

4nr2

In particolare, il nwneratore della (5.44) rappresenta la parte reale del vettore di

Poynting generato dall'antenna in esame nel punto di osservazione a grande distanza P,

ossia una densità di potenza attiva per unità di superficie (W/m2). Il denominatore della

(5.44) rappresenta invece la densità media di potenza attiva sempre nel punto P; essa

può essere interpretata come quella densità di potenza per unità di superficie che

sarebbe prodotta in P qualora si utilizzasse un'antenna isotropica radiante

complessivamente la stessa potenza p,.. Spesso si intende per direttività il valore

assunto dalla funzione direttività D((},~) nella direzione di massimo irraggiamento,

cioè D((}max , ~max )=D M . La direttività massima è un nwnero maggiore di uno, dal

momento che non esistono antenne completamente isotrope, per le quali risulterebbe

D((},~) = l. E' importante osservare che la conoscenza della direttività di un'antenna in

una generica direzione (e,q;) consente il calcolo immediato della densità di potenza
irradiata nella stessa direzione ed a grande distanza, quando sia nota la potenza totale

irradiata (5.43). Si ha infatti:

(5.44)

(5.45)
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E' immediato verificare che se l'antenna presenta ad esempio una direttività pari a 5 in

una certa direzione, essa è in grado di produrre nella stessa direzione, a distanza r nella

zona di campo lontano, una densità di potenza attiva che risulta pari a cinque volte

quella prodotta da un'antenna isotropa che lavori a parità di potenza complessivamente

irradiata. Spesso la direttività è espressa in dB come D(B';)dB = lOLogD(B,~).
In alternativa alla direttività si considera a volte la funzione guadagno di potenza

dell' antenna:

G(B,~)=D(B,~)Pr ,
Pr

dove Pr è data dalla (5.43) e P, rappresenta la potenza attiva consegnata dal generatore

ai morsetti d'ingresso dell'antenna (potenza trasmessa). Nel caso di antenne senza

perdite si ha P, =Pr e quindi le funzioni guadagno e direttività coincidono. In presenza

di perdite sarà invece G(B,~)< D(B,~).

La funzione guadagno G(B,~) può anche essere definita come il rapporto tra la

potenza che dovrebbe essere complessivamente irradiata da un'antenna isotropa per

creare l'intensità di campo IE(r,B,~) a distanza r, nella regione di campo lontano, e la
potenza attiva che si deve invece fornire ai morsetti di ingresso dell'antenna oggetto di

studio per creare, in direzione (O,; , la stessa intensità di campo IE(r,B,~) alla stessa
distanza:

(5.46)

!IE(r,B,~t

G(B,~)=lim 2 ç 4nr2
r~ P,

(5.47)

dove la quantità:

(~ IE(r,;,;1' 4",' J

rappresenta proprio la potenza complessivamente irradiata da un'antenna isotropa per

creare un campo di intensità IE(r,B,~~ a distanza r. Spesso per guadagno d'antenna si

intende il valore massimo GM, assunto dalla funzione G(B,;) in corrispondenza della
direzione di massimo irraggiamento. Anche la funzione guadagno viene a volte

espressa in dB come G(B'~)dB = lOLogG(B,~).
Il rapporto tra guadagno e direttività prende il nome di "rendimento d'antenna"

o "efficienza d'irradiazione" :
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G Pr
'1=-= ,

D Pr + Pd

dove Pr è la potenza totale irradiata, mentre Pd è la potenza dissipata sull'antenna per

effetto Joule o a causa di perdite nelle parti dielettriche dell'antenna.

L'efficienza di radiazione può anche essere espressa in termini di altri due

importanti parametri, la resistenza di radiazioJle Rr e la resistenza di perdita Rp, che
vengono definite come quelle resistenze che, attraversate dalla corrente di

alimentazione dell'antenna lo, dissipano rispettivamente una potenza uguale alla

potenza complessivamente irradiata ed a quella dissipata per sull'antenna. In formule
risulta:

(5.48)

(5.49)

per cui si può scrivere:

(5.51)

Per quanto riguarda l'impedenza d'ingresso dell'antenna essa è costituita anche dalla

reattanza d'ingresso Xin del, che tiene conto dell'energia immagazzinata sotto forma di

campi elettrici e magnetici nella regione di spazio circostante l'antenna. L'impedenza

d'ingresso di una antenna è costituita dalla serie della resistenza di irradiazione Rr,

della resistenza di perdita Rp e della reattanza d'ingresso Xin; essa è l'impedenza che si
potrebbe misurare con un impedenzimetro vettoriaie ai morsetti d'ingresso
dell' antenna.

Esempio applicativo: calcolo della resistenza di irradiazione e della direttività di un

dipolo elettrico corto

Per calcolare la resistenza di irradiazione Rr di un dipolo elettrico si considera il campo

irradiato nella regione di campo lontano:

E .' 101 . () -jkr .=} -S1O e l O '
- 2À.r -

A tale campo è associabile una densità di potenza pari a
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La potenza globalmente irradiata risulta quindi

211"11"1 1112/2
Pr =#SdS= J J-s~sin20r2sinOd~dO=

s 008 À.r. '

211"

Nel calcolo precedente si è sfruttato il fatto che dS = r2 sinOdOd~, che Jd~ =21t e
O

tr

che Jsin3 OdO =4/31.
O

Secondo la definizione di resistenza di irradiazione (5.49) si ottiene che, per un dipolo

elettrico corto, tale resistenza vale:

2

(
/

)2 2(
/

)

2

Rr ="31tS ~ =801t À .
Si noti la dipendenza dalla frequenza tramite la lunghezza d'onda À.

Una volta nota la potenza irradiata, è possibile poi calcolare la direttività sfruttando la

definizione (5.44). In particolare, sia per il dipolo elettrico elementare che per quello
corto risulta:

D(O,~) = ~sin 2 O .2

Nella direzione di massima irradiazione DAFI.5 (DM dB~ 1.76 dB).

Per l'antenna a »2 risulta Rr~ 73.13 n e

cos2(~cos() )
D(O,~)~ 1.642 .2 .sm20

Nelladirezionedi massimairradiazioneD~ 1.642(DMdB~2.148 dB).

I Basta infatti operare il cambiamento di variabile t=cose, per cui dt=-sinedB ed esprimere sin3(MB

come sin2BsinlMB=-(I-r)dt.
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§5.6-TEOREMA DELLE IMMAGINI

Fino ad ora abbiamo analizzato le antenne supponendo che esse fossero poste

nello spazio libero; in realtà le antenne operano in presenza di altre strutture e la

presenzadi un ostacolo, specialmente quando esso è vicino all'elemento radiante, può

alterarein modo significativo le proprietà radiative del sistema d'antenna (impedenza di

ingressoe diagramma d'irradiane).

Una situazione di estremo interesse è quella in cui un'antenna irradia in presenza

di un piano metallico (piano di massa). Anche se un piano di massa infinito in pratica

non è realizzabile, esso rappresenta una buona approssimazione per l'analisi di

situazioniin cui un'antenna irradi in presenza di un piano conduttore di dimensioni

grandirispetto a quelle dell'antenna. Osserviamo, per esempio, che le antenne operano

nellamaggiorparte dei casi in presenza del terreno e quest'ultimo si comporta come un

mezzo con perdite, la cui conducibilità (f aumenta al crescere della frequenza. Le.sue

caratteristiche elettriche possono inoltre dipendere, oltre che dalla costituzione del

terreno stesso, anche dalle condizioni ambientali, dall 'umidità, dalla presenza di

ghiaccio,etc. Per certe frequenze però si può supporre, in prima approssimazione, che il

terrenoagisca come un piano di massa perfettamente conduttore (a volte per realizzarlo

si dispongono delle reti metalliche con maglie piccole rispetto alla lunghezza d'onda

1).

P'

Fig.5.18- Dipolo elettrico elementare su un piano di massa perfettamente
conduttore.

Consideriamo, per quanto detto, il caso particolare di un dipolo elettrico

elementareposto in presenza di un piano di massa perfettamente conduttore e orientato

perpendicolarmenteal piano stesso (Fig. 5.18). Siamo interessati a determinare i campi

g ed li al di sopra del piano PP'. Il problema può essere ricondotto allo studio di un

sistemaequivalente come quello di Fig. 5.19, dove due sorgenti (la sorgente reale e la

sorgenteimmagine) irradiano in spazio libero. In particolare, è possibile dimostrare che

i due problemi soddisfano le stesse condizioni al contorno sul piano PP' cioè le

componentitangenziali di campo elettrico sono in entrambi i casi nulle. Una volta che si

sia dimostratoquesto, il problema nel semispazio superiore avrà la stessa soluzione di
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quello di partenza rappresentato in Fig. 5.18 perché si risolve un sistema di equazioni

differenziali (le equazioni da risolvere nel nostro caso sono quelle di Maxwell o

l'equazione d'onda) con le medesime condizioni al contorno sul piano PP' e con le

stesse sorgenti (quelle reali poste al di sopra dello stesso piano). Ora, per l'unicità della

soluzione di una equazione differenziale una volta che siano state fissate le condizioni al

contorno e le sorgenti, le due soluzioni sono coincidenti. .

h

P'P ---------

h

~ Iòz

Fig. 5.19 -Sorgente reale e sorgente immagine

Tale sistema, che produce nel semispazio sopra il piano PP' gli stessi campi del

sistema di Fig. 5.18, presenta una sorgente immagine nel semispazio inferiore, a

distanza h da PP' pari alla distanza da PP' della sorgente reale; questa sorgente

immagine è costituita da un dipolo elementare con la stessa polarità di quello reale.

1--
Iòz

P 111111: 11111111111
O"~ 00 11111 111111 I I P'

~
Mz

h

P --------
h

p

Iòz-4-
Fig. 5.20 - Sorgente immagine di un dipolo elementare disposto orizzontalmente.

Si può quindi concludere che il principio che sta alla base del teorema delle

immagini è il seguente: i campi irradiati da una sorgente in presenza di un piano
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perfettamenteconduttore possono essere determinati sommando i contributi di campo

dovuti alla sorgente primaria con quelli provenienti dalla sorgente immagine,

considerando entrambe le sorgenti irradianti nello spazio libero. Ovviamente i due

sistemi (sorgente reale in presenza del piano di massa - sorgente reale più sorgente

immaginein spazio libero) si dicono equivalenti ai fini della determinazione del campo

nel solo semispazio contenente la sorgente reale (le correnti sui due piani sono in

opposizionedi fase).

Se il dipolo è orientato parallelamente al piano perfettamente conduttore (Fig.

5.20) allora l'immagine è ancora equidistante dal piano ma questa volta è diretta in

versoopposto rispetto alla sorgente reale.

I possibili casi di irradiazione in presenza di un piano di massa perfettamente

conduttoredispocoincidente con ilpiano PP' sono riportati sinteticamente in Fig. 5.21,
doveviene considerato anche il caso di elementi di corrente magnetica.

J
-+-

Jm-+-
h

P'
P 1 (j--700

h

--+-
J

Fig.5.21- Sorgenti immagine per dipoli elementari elettrici e magnetici su un piano
di massa perfettamente conduttore.

Pergiustificarei versi delle correnti magnetiche sui dipoli immagine si può immaginare

ciascunelemento di corrente magnetica realizzato mediante una spira di corrente

elettricaequivalente e applicare a questa corrente i risultati dell'analisi precedente. È

evidenteche per una spira reale con corrente in verso per esempio orario, si ha una spira

immaginecon corrente in verso antiorario (Fig. 5.22), ovvero le correnti magnetiche si

dipolielementaridevono essere in opposizione di fase..

--------------------------

c:
Fig. 5.22 -Sorgente immagine di una spira elementare di corrente.
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5.6.1. Antenne a stilo o marconiane.

Le antenne marconiane, costituite da un conduttore verticale ed alimentate alla

base applicando una tensione rispetto a massa, sono molto utilizzate per la

radiodiffusione. In Fig. 5.23 è rappresentata un'antenna marconiana di altezza pari a
À./4, detta anche monopolo filare verticale su piano di massa o antenna a stilo.

[= À./4

(j'~ 00

Fig. 5.23 -Configurazione di una antenna a stilo.

Le caratteristiche di questa antenna possono essere studiate con l'ausilio del teorema

delle immagini. Infatti, tenendo conto che fili metallici diventano sede di correnti

indotte, possiamo ricondurci a studiare una configurazione equivalente, attenuta

considerando l'immagine del filo rispetto al piano di massa. L'insieme quindi del

monopolo originale e della sua immagine equivale a un dipolo a mezz'onda posto nello

spazio libero e pertanto, nel semispazio al di sopra del piano di massa, i diagrammi di

radiazione sono gli stessi di quelli di un dipolo a mezz'onda in spazio libero. In Fig.

5.24 viene appunto rappresentata l'antenna marconiana a À./4, con la sua immagine nel

semispazio al di sotto del piano di massa e con il diagramma di irradiazione relativo ad

un qualunque piano verticale passante per l'antenna.

Osserviamo che l'irradiazione è massima nella direzione parallela al terreno e

diminuisce, su piani verticali, fino ad annullarsi nella direzione verticale; nel piano

orizzontale il diagramma di radiazione è costante (omnidirezionale). Per il monopolo,

essendo la potenza irradiata distribuita su una semisfera anzichè su una sfera come per il

dipolo a mezz'onda in spazio libero, la potenza irradiata dal monopolo è uguale alla

metà di quella che irradia il dipolo a mezz'onda equivalente in spazio libero per

produrre, in un punto dello spazio a grande distanza dall'antenna, la stessa densità di

potenza e quindi lo stesso campo. Di conseguenza, il guadagno del monopolo verticale

è doppio di quello del corrispondente dipolo a mezz'onda in spazio libero

(Dmon =2Ddip ), mentre la resistenzadi radiazioneè uguale alla metà di quelladel
dipolo a mezz'onda (Rf!'°n = R~ip/2).
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(a)
z

x

(b)

Antenna a stilo verticale: a) dipolo equivalente in spazio libero;
b) diagramma d'irradiazione.
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§ 5.7 -ANTENNE IN RICEZIONE

Gli stessi dipositivi che vengono utilizzati per la generazione di onde

elettromagnetiche vengono utilizzati anche per la ricezione delle stesse. Per focalizzare

le idee facciamo riferimento ad un campo elettromagnetico (E..i;Hi) con struttura di

onda piana, incidente su un'antenna filifonne (Fig. 5.25). .

Fig. 5.25 - Antenna filare in ricezione.

Il campo incidente (E..i;Hi ) è per definizione il campo che esisterebbe in tutto lo spazio

se l'antenna filiforme fosse rimossa (campo imperturbato): in generale esso è diverso da

zero nella regione dello spazio occupata dal filo. Supponiamo che il filo sia costituito da

materiale perfettamente conduttore; in tal caso il campo elettromagnetico all'interno del

filo deveesserenullo, inoltredeve essere nulla la componentetangenzialedel campo
elettrico sulla superficie del filo. Queste condizioni non possono essere verificate dal

solo campo incidente; deve pertanto generarsi un altro campo (!l.d;Hd), che è detto

"campo diffiatto" (o diffuso). Esso è dovuto alla presenza dell' "ostacolo" antenna. II

campo totale (g,!J)è dato dalla somma del campo incidente e di quello diffiatto:

Il campo totale deve verificare le condizioni precedentemente dette; in particolare dovrà

essere nulla la componente tangenziale del campo elettrico totale ~ sulla superficie

dell'antenna. Sulla superficie del filo è inoltre indotta una corrente superficiale elettrica,

necessaria proprio perché siano verificate le condizioni al contorno sulla superficie
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dell'antenna, dato che la componente tangenziale del campo magnetico è discon~ua

(il campo magnetico totale li è nullo all 'interno del filo). In particolare il campo

diffrattopuò considerarsi generato da tale distribuzione di corrente.

Il campo elettrico totale sarà non nullo all'interno del gap (zona

centraledell'antenna). Il campo elettromagnetico incidente genera quindi una differenza

di potenziale Va ai capi del gap dell'antenna, Va è detta "tensione a vuoto" dato che
essa è indotta ai morsetti dell'antenna in assenza di carichi esterni. Nella condizione" a

vuoto" la corrente indotta ai morsetti d'antenna è nulla. Nel caso più generale in cui

l'antenna sia chiusa su un carico di impedenza ZL, la corrente ai terminali dell'antenna

non è più nulla ma è uguale a quella che scorre su ZL' In generale, si può affermare che

la distribuzione di corrente superficiale che si stabilisce sull'antenna nella condizione

"a vuoto" è diversa da quella che si instaura con il carico, di conseguenza i campi
diffrattidall'antenna nelle due condizioni sono diversi.

Il processo di ricezione di un' onda elettromagnetica presenta dunque una certa

complessità,poichè dipende sia dalle caratteristiche dell 'antenna sia dalle condizioni di

carico. Ad esso si accompagna un processo di reirradiazione da parte dell'anteJ;lI1a,

dipendenteanch'esso dalle caratteristiche suddette.

Analogamente alle antenne in trasmissione, anche le antenne in ricezione

possono essere caratterizzate in modo diverso a seconda che sia possibile, oppure no,

individuare una porta d'ingresso e definire delle correnti e delle tensioni su tale porta.

Nel caso in cui ciò sia possibile, il parametro utilizzato per caratterizzare l'antenna è la
cosiddetta" altezza efficace in ricezione" ..

I
I
I
I
I
I

5. 7.1 Altezza efficace in ricezione.

Riferiamoci ad esempio ad un'antenna filiforme (le considerazioni che seguono

sono però valide in generale). Supponiamo che su di essa incida un'onda piana (o che

possa ritenersi tale nella zona occupata dall'antenna), con il campo elettrico polarizzato

linearmente lungo l'asse del filo (vedi Fig. 5.26). Supponiamo inoltre che l'antenna sia

a "vuoto". Ai capi del gap si induce una tensione Va, "tensione a vuoto" appunto, che

dipende dal campo totale presente nel gap. Data la linearità del sistema la suddetta

tensione indotta è proporzionale al campo incidente (cioè al campo che si avrebbe se

l'antenna fosse rimossa). La relazione tra Va e il campo incidente è la seguente:

(5.52)

dove Ei è il valore del fasore del campo elettrico incidente e la grandezza hr, che ha le

dimensioni di una lunghezza, prende il nome di altezza efficace in ricezione.
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Quest'ultima costituisce un fattore di proporzionalità, che permette di passare dal

campo elettrico incidente alla tensione indotta ai terminali dell'antenna quando questa è
a vuoto.

z

Fig. 5.28 - Diverse condjzioni di illuminazione di un'antenna filare.

La definizione precedente può essere estesa al caso più generale in cui il campo

incidente abbia una polarizzazione arbitraria. In tal caso avremo che l'altezza efficace è

data da un vettore !lr, in generale funzione degli angoli e e t/J(infatti non è detto che
campi incidenti da diverse direzioni inducano la stessa tensione a vuoto ai morsetti

d'antenna). Per definizione si pone dunque:

(5.53)

dove J1.iè il fasore del campo elettrico incidente. Ovviamente la (5.53) contiene come

caso particolare la (5.52) quando J1.iè parallelo aIl'antenna2.

Ora, a partire dalla conoscenza dell'altezza efficace in ricezione, è possibile

calcolare la tensione indotta ai capi di una generica impedenza di carico ZL, collegata

ai morsetti dell'antenna. Si può infatti determinare un circuito equivalente in ricezione

dell'antenna (a tal proposito è opportuno mettere in evidenza che, dato che l'antenna è

in generale collegata al carico mediante una linea di trasmissione, i suoi morsetti

possono essere identificati con una opportuna sezione della linea di trasmissione stessa).

Per calcolare i fasori delle tensioni e delle correnti sul carico ZL, si può rappresentare

l'antenna, operando secondo il teorema di Thevenin, mediante un generatore ideale di

tensione e un 'impedenza in serie.

2 per l'antenna considerata si ha infatti: !lr (e =" / 2)= -hr!z .
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Zio A
I

Va ZL

I

A'

Fig. 5.27 -Circuito equivalente in ricezione di un 'antenna.

In particolare il generatore ideale di tensione sarà caratterizzato da una tensione pari a

quella che si detennina ai tenninali AA' a circuito aperto (ZL ~ 00). Per definizione

tale tensione coincide quindi con quella indotta" a vuoto" sull' antenna (vedi relazione

(5.53». L'impedenza serie è quella che si vede ai morsetti AA' verso l'antenna, quando

tutti i generatori indipendenti sono cortocircuitati. Ciò nel nostro caso significa

cortocircuitare tutte le sorgenti che producono il campo elettromagnetico incidente

sull'antenna, ovverosia porre ~i = O. L'impedenza serie coincide quindi con

l'impedenza d'ingresso dell'antenna. La tensione VL ai capi del carico è data dalla

relazione seguente:

(5.54)

Si vede quindi come l'altezza efficace sia particolarmente adatta per caratterizzare

antenne provviste di morsetti di alimentazione, rispetto a cui sia possibile identificare
una tensione e una corrente.

5.7.2.Area efficace.

Un altro parametro utile per caratterizzare le antenne in ricezione è la cosiddetta

"area efficace"; tale parametro può essere definito anche per antenne che non

presentano morsetti d'ingresso su cui sia possibile individuare una tensione o una

corrente (antenne alimentate in guida d'onda). Per definire il parametro "area efficace",

consideriamo un' antenna adattata per il massimo trasferimento di potenza al carico

(notare che questa condizione non richiede necessariamente la presenza di morsetti di

alimentazione su cui poter definire univocamente una tensione). Supponiamo che

sull'antenna incida un'onda elettromagnetica piana (o localmente piana); ad essa sarà

associato un vettore di Poynting ~ e quindi una densità di potenza data da:
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(5.55)

Sia PM la potenza attiva fornita al carico nella condizione di adattamento (potenza

disponibile). Si definisce" area efficace" A il fattore di proporzionalità (misurato in m2)

che lega la potenza consegnata al carico in condizioni di adattamento di potenza

(potenza disponibile) e la densità di potenza espressa dalla (5.55):

PM =AS . (5.56)

L'area efficace è dunque una grandezza reale che dipende in generale dalla direzionedi
ricezione:

A = A(O,rp). (5.57)

Molto spesso comunque con il termine" area efficace" si intende il valore che la

funzione A(O,rp)assume nella direzione di massima ricezione; considerazioni analoghe

valgono per il parametro altezza efficace. Ovviamente, i due parametri area efficace e

altezza efficace possono essere messi in relazione. Supponiamo che per l'antenna in

esame sia definibile l'altezza efficace: vale dunque il circuito equivalente

precedentemente determinato (Fig. 5.27) e in tal caso la condizione di adattamento in

potenza richiede che l'impedenza di carico ZL (che in genere rappresenta l'impedenza

del carico all'ingresso della linea di trasmissione che lo collega all'antenna) sia pari al

complesso coniugato dell'i~pedenza d'ingresso dell'antenna:

ZL = Zin
e dunque:

RL + jXL =Rin - jXin'

La potenza attiva p fornita al carico è data da:

P=.!.RLlhI2 =.!.RL IVal2
2 2 IZin+zL12

e da quest'ultima relazione si ricava:

l I
h. E

1

2
I

2

PM=-RL -r -i .!.!!r .~il IVi2
I

*

1

2 2 =-
Zin + Zin 4Rin 8Rin

(5.58)

dove Rin è la resistenza d'ingresso dell'antenna.

Combinando le relazioni (5.55), (5.56) e (5.58), si ottiene:

I
h E

1

2

A=--Llh 12 -r'-i
4Rin -r l~iI21!!rI2'

La quantità:
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O::;X::;I, (5.59)

è detta" fattore di depolarizzazione" . In generale dunque si ha:

A=L lh 1

2
x .

4Rin -r

Quandogi risulta proporzionalea ~;, il fattore X è massimo e vale l; in tali
condizionisiha "adattamentodi polarizzazione"e l'area efficacerisulta:

(5.60)

(5.61)

La definizione (5.60) mette in evidenza il fatto che l'area efficace non dipende solo

dalle caratteristiche dell'antenna, ma, tramite il fattore di depolarizzazione, anche dalla

polarizzazione del campo incidente. In realtà si preferisce per l'area efficace una

definizione diversa, che faccia riferimento a condizioni di adattamento sia per il carico

che per la polarizzazione. Più in generale si intende quindi per" area efficace

dell'antenna" il rapporto tra la potenza attiva erogata al carico e la densità di potenza
incidente sull'antenna in condizioni: i) di adattamento del carico per massimo

trasferimento di potenza (ZL = Zi'n); ii) di adattamento di polarizzazione (X =l). Con

questa nuova definizione, il legame tra area efficace e altezza efficace è dato dalla

relazione (5.60) e la potenza disponibile al carico viene espressa nel seguente modo:

(5.62)

se non è soddisfatta la condizione per il massimo trasferimento di potenza.

5.7.3. Teorema di reciprocità

Il teorema di reciprocità permette di stabilire una connessione tra il

funzionamento delle antenne in trasmissione e in ricezione.

Siano assegnate delle correnti elettriche e magnetiche <lI' linI) alle quali sia

associato il campo elettromagnetico CEI,lil). Le relazioni che legano campi e sorgenti

sono le equazioni di Maxwell riportate nel seguito:

(5.63a)

(5.63b)
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Consideriamo poi un altro insieme di sorgenti (f2,,h1l2)che irradiano nello stesso

mezzo i campi (]b, IL), Anche per questi campi e queste correnti devono essere

verificate le equazioni di Maxwell:

(5.64a)

(5.64b)

Nelle (5.63) e nelle (5.64) si è assunto che il mezzo sia lineare e isotropo.

Moltiplichiamo scalarmene la (5.63a) per 112' la (5.63b) per h., la (5.64a) per HI

e la (5.64b) per EI' Si ottiene:

(5.65a)

~. Vxlll =j(j)~ .EI + ~. li (5.65b)

III . Vx~= -j(j)J.1lJ.1. £ - III . lm2 (5.65c)

(5.65d)

Sommiamo ora la (5.65a) e la (5.65b) alle (5.65c) e (5.65d) cambiate di segno:

= - £ .lml - &...-b. + ~ .li + III . lm2

datochei primiterminidei secondimembridelle(5.65)si elidono.

(5.66)

Applicando la relazione vettoriale V. (A x 11) = !l. . V x 4 - 4 . V x !l.si
ottiene

(5.67)

Sostituendo la (5.6.7) nella (5.6.6) si ottiene:

V.(g. x £-~x lIl) = ~. ll-lI2 .lml) - (gl . -b.-lil . lm2) (5.68)

Si integri ora la (5.68) su un volume V, limitato da una superficie S di normale uscente

in. Applicando il teorema della divergenza, si ottiene:

f:f(gl xH 2 -~2 x HlhndS =HJ(E.2 'l\ -H 2 'lml)dv - HJ<E.I .l2 -H1 'lm2)dv
s v v

(5.69)

206



ANTENNE

La (5.69) è la fonnulazione più generale del teorema di reciprocità. I due integrali a

secondomembro sono detti "integrali di reazione" ed in particolare il primo integrale è

detto "reazione" della sorgente 2 sulla 1, e il secondo "reazione" della sorgente l sulla

sorgente2.

Esistono casi particolari, importanti per le applicazioni, in cui l'integrale di

superficie nella (5.69) risulta nullo. Un primo caso importante è quello in cui il volume

V è racchiuso da un conduttore elettrico perfetto. Per rispettare le condizioni al

contorno, deve essere nulla la componente tangenziale del campo elettrico su S,

dunque:

(£\ X H.2) . i.n = Un x E-I) . lb.= O,

poiché Un x E-.) = O; inoltre

dato che anche Unx £) =O.In tal caso le due reazioni sono uguali:

HJili2.l.1 -H 2 'l.ml)dV = HJilil 'l.2 -HI 'l.m2)dV
~ ~

(5.70)

Nella (5.70) gli integrali sono estesi ai volumi VI e V2in cui sono definite le sorgenti del

sistema l e del sistema 2, rispettivamente. Il risultato in (5.70) vale anche nel caso in

cui si consideri V racchiuso da un conduttore magnetico perfetto. Dovrà, in tale

situazione, essere nulla la componente tangenziale del campo magnetico su S

Un x H\=O,in x lb.=0).

Altro caso di importanza è quello in cui il volume V comprende tutto lo spazio e

le sorgenti sono tutte al finito. Si può dimostrare, applicando la condizione di

radiazione all'infinito all'integrale di superficie che compare al primo membro della

(5.69), che l'integrale stesso risulta nullo. Infatti, la condizione di radiazione all'infinito
stabilisce che:

(5.71)

Ciò equivale a dire che a grande distanza dalle sorgenti le onde irradiate devono essere

localmente piane e che devono propagarsi verso l'infinito. Le relazioni fra i campi

elettrico e magnetico devono quindi essere le seguenti:
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Sostituendo nell'integrale di superficie (8 è una superficie nella regione di campo

lontano)

cff(~1xH 2-&2 xHI)'!ndS =ç<J!,[(HIx!r)xH 2 -(H 2X!r)xHlhndS.
S

Utilizzando la relazione vettoriale:

(5.72)

quindi:

(HI x ir) x fh = ir (HI.fh) -HI (ir .fh)

(lh x ir) XHI = ir (lh .HI) -fh (ir. HI)

(5.73)

(5.74)

Gli ultimi termini delle (5.73) e (5.74) risultano nulli per l'ipotesi di onda localmente

piana. Essendo le (5.73) e (5.74) valide per qualunque punto appartenente alla

superficie S, l'integrale (5.72) risulta nullo. Risulta quindi anche in questo caso:

Jff(&2.II - H2 .lml}IV = ffJ(&1 . l2 - H I . lm2)1V
Vi V2

Un'applicazione del teorema di reciprocità è il "metodo delle sorgenti di prova"

per il calcolo del campo elettromagnetico irradiato da assegnate distribuzioni di
corrente.

Supponiamo siano assegnate delle distribuzioni di densità di corrente elettrica e

magnetica .f. e .f.m. Si voglia calcolare la componente del campo elettrico da essa

generata nel punto P e nella direzione individuata dal versore ip. Posizioniamo in P un

dipolo elettrico elementare diretto secondo ip. La densità di corrente (di prova)
associata al dipolo può essere espressa ricorrendo alle funzioni impulsive di Dirac:

(5.75)

dove xp, yp e zp sono le coordinate del punto di osservazione P. Occorre prima di tutto
osservare che la valutazione del campo generato dalle sorgenti .f.e .f.min P può essere in

generale molto complessa, e P può anche trovarsi nella regione di campo vicino delle

sorgenti. Siano (&,lJ.) i campi generati da (J .f.m)

ed ilip.llp) i campi generati dal dipolo elettrico elementare.]p (sorgente di prova):

(.fp,.f.mp = O)
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I campi (gp, Hp) (di prova) sono ovviamente noti (campi generati da un dipolo
elementare elettrico in un mezzo omogeneo). Il campo (E, l:!J deve essere invece

calcolato.Applichiamo il teorema di reciprocità:

HJ(E p 'l-H p 'lm)dV = JfJ(g 'lp)dV
V V

che per le proprietà delle funzioni impulsive di Dirac diventa:

SIJ(E .J -H .J )dV =E.i-p - -p -m - -p
VI

(5.76)

dove VI è il volume di definizione delle densità di corrente ,[ e Im. Cambiando

l'orientazione del dipolo di prova (tre direzioni mutuamente ortogonali) si può ricavare

il valore di tutte le componenti del campo incognito li nel puntoP. L'integralea primo

membro della (5.76) può essere valutato per via analitica, quando ciò sia possibile, o

per via numerica.

Per il calcolo del campo magnetico H, basterà assumere come" sorgente di

prova" un dipolo elementare magnetico unitario. Oppure, se il punto P si trova nella

regione di campo lontano della sorgente.Q, Im), è possibile ricavare Hda li mediante la

relazione li =ç H x fr, valida per le onde piane

5.7.4. Relazione fra parametri dell'antenna in trasmissione e in ricezione.

In base al teorema di reciprocità, le caratteristiche di un'antenna utilizzata per la

ricezione di onde elettromagnetiche sono strettamente legate alle corrispondenti

caratteristiche relative al caso in cui l'antenna sia usata in trasmissione. In particolare, si

può dimostrare che, per una stessa antenna, l'altezza efficace in ricezione è uguale
all'altezza efficace in trasmissione:

!lr =!l. (5.77)

Inoltre, se l'antenna ha un efficienza unitaria, il diagramma di direttività e la funzione

area efficace sono legate dalla seguente relazione:

(5.78)

che stabilisce che il rapporto tra la direttività di una antenna e la sua area efficace è una

costante che non dipende dal tipo di antenna considerata, ma solo dalla frequenza. Si

209



ANTENNE IN RICEZIONE

può poi dimostrare che, nel caso in cui l'antenna presenti delle perdite, la relazione

(5.78) vale ancora se si sostituisce alla direttività il guadagno dell'antenna:

(5.79)

§ 5.8 - FORMULE DEL COLLEGAMENTO

In un sistema di radiocomunicazione occorre determinare la potenza ricevuta da

un'antenna quando sia nota quella trasmessa da un'altra antenna. La soluzione a tale

problema è data dalla cosiddetta" formula del collegamento" .
Siano date un'antenna trasmittente ed un'antenna ricevente, adattata in

polarizzazione e potenza. Sia poi r la distanza tra le due antenne (Fig. 5.30). Indichiamo

con Pr la potenza fornita dal trasmettitore ai morsetti d'ingresso dell'antenna
trasmittente.

(2)

Fig. 5.28 - Geometria del collegamento fra due antenne.

Se Gr è il guadagno dell'antenna trasmittente (antenna l in Fig. 5.30) nella direzione

generica (B\,ç6d dell'antenna ricevente (antenna 2), si ha che la densità di potenza
incidente sull'antenna ricevente è:

Conseguentemente, la potenza attiva disponibile al carico dall'antenna 2 in condizione

di adattamento di polarizzazione è:
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dove AR è l'area efficace dell'antenna ricevente, nella direzione (02, ~2) da cui è vista
l'antenna trasmittente.

Il rapporto tra la potenza consegnata al carico e quella trasmessa risulta pari a :

PR =GrAR =GrGR (~ )2 = ArAR,
Pr 4nr2. 4nr ,Pr2

(5.80)

in base anche alla relazione G / A =4n-/ ..1.2.

La quantità:

(5.81)

viene usualmente detta" attenuazione di spazio libero". Le relazioni (5.80) sono dette

"formule del collegamento" e sono tutte equivalenti. Esse si applicano al caso di

antenne poste in uno spazio omogeneo, isotropo, illimitato, senza perdite, quando

ciascuna antenna sia posta nella regione di campo lontano dell'altra, con l'antenna

ricevente adattata (in polarizzazione e potenza). Le limitazioni imposte all'applicazione

della (5.80) dal mezzo trasmissivo considerato (che si suppone omogeneo, isotropo,

illimitato, senza perdite) sono molto spesso eliminabili. Se per esempio le antenne

operano in presenza del suolo, e questo può ritenersi perfettamente conduttore per le
frequenze utilizzate per il collegamento, allora la presenza del terreno può essere tenuta

in conto modificando i parametri caratteristici delle antenne mediante l'applicazione del

teorema delle immagini. Se il mezzo è con perdite, nella (5.80) comparirà un fattore di

attenuazione exp(- 2ar) dovuto alla propagazione. Se la polarizzazione dell'onda

trasmessa viene modificata (come succede per esempio per frequenze di qualche Ghz a

causa della pioggia), se ne può tenere conto introducendo il fattore di depolarizzazione.

In generale tutte le cause che tendono a diminuire la potenza ricevuta sono usualmente

conglobate in un fattore 17,"fattore di efficienza del collegamento" , spesso determinato

sperimentalmente. La (5.80) può quindi essere riscritta come:

(5.82)

con 17~ l .

È infine opportuno mettere in evidenza che la relazione (5.80) è valida solo

quando le antenne sono sufficientemente distanti. Infatti le definizioni di guadagno e di

direttività sono relative ai campi radiativi e la definizione di area efficace assume che

l'antenna sia investita da un' onda piana.
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APPENDICE A

RICHIAMI DI ANALISI VEITORIALE

§ A.I - SISTEMI DI RIFERIMENTO

La soluzione di un qualunque tipo di problema è chiaramente indipendentedalla

scelta del sistema di riferimento; talvolta però, sfruttando particolari simmetrie del

problem~, il calcolo può essere notevolmente semplificato con una corretta scelta del
sistema di riferimento stesso.

Conviene qui richiamare brevemente i tre principali sistemi che saranno

utilizzati, tenendo presente che questi non sono i soli disponibili. Ciò è utile più che

altro per unifonnare le notazioni.

Un sistema di coordinate stabilisce una convenzione per specificare

univocamente la posizione di un qualsivoglia punto dello spazio rispetto ad un punto di

riferimento detto "origine del sistema".

Ogni punto dello spazio è individuato dall'intersezione di tre particolari

superfici, i versori degli assi coordinati sono individuati dalle nonnali a queste superfici

nel punto di intersezione.

SISTEMA DI RIFERIMENTO CARTESIANO ORTOGONALE

In tale sistema un punto è individuato dall'intersezione di tre piani mutuamente

ortogonali. Gli assi coordinati sono ortogonali ai seguenti piani:

a) l'asse x è perpendicolare a piani a x costante;

b) l'asse y è perpendicolare a piani a y costante;

c) l'asse z è perpendicolare a piani a z costante.

Una volta fissata l'origine O ogni altro punto dello spazio è detenni nato dalle distanze

dall'origine (x, y, z) dei piani che lo individuano.

Per convenzione si utilizza in genere una tema di coordinate destrorsa (regola della

mano destra o della vite destra).

Le direzioni coordinate sono rappresentate dai versori !x' ! y' !=.

N.B.: Nel sistema cartesiano ortogonale i versori non cambiano direzione al variare del

punto P nello spazio.
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In coordinate cartesiane ortogonali le quantità differenziali hanno le seguenti
espressioni:

a) area elementare perpendicolare al versore !x : dS x =dy dz ;

b) area elementare perpendicolare al versore ~y: dS y =dx dz ;

c) area elementare perpendicolare al versore ~z: dS z =dx dy ;

d) volume differenziale: dV =dx dy dz ;

e) d[ =dx!x +dy!y +dz!z.

COORDINATE CILINDRICHE

l' Sono utili quando esiste simmetria rispetto ad una retta (asse z). Le tre superfici

che individuano il generico punto (fra di loro perpendicolari nell'intorno del punto)

sono: una superficie cilindrica di raggio p, un piano a z costante, un piano a tPcostante

appartenente alla stella di piani passante per l'asse z.

Per convenzione la tema ~p, ~;, ~zdeve essere destrorsa.
Vediamo le espressioni in coordinate cilindriche delle quantità differenziali:

a) area elementare perpendicolare a !p: dS p =p dtPdz ;

b) area elementare perpendicolare a!; : dS; =dpdz;
c) area elementare perpendicolare a!z: dSz =pdpdtP;

d) volume differenziale: dV =p dp dtPdz ;

e) d[ =dP!p + pdtP!; +dz!z.

COORDINATE SFERICHE

le _Sonou~li 3uando c~è~immett:ia~sp~tto ad un pun~o(origine). Il generico punto
P è individuato dall'intersezione di una sfera di raggio r, di un piano a tPcostante e di un

cono, centrato nell'origine, con angolo di apertura O(rispetto all'asse z) costante.

I versori !r, !e, !; sono perpendicolari alle suddette superfici e fonnano fra di
loro una tema destrorsa. In particolare l'orientamento dei tre versori varia al variare del

punto P.

Vediamo le espressioni delle quantità differenziali in coordinate sferiche:

a) area elementare perpendicolare a!r: dSr =r2 sinOdO di/J;

b) area elementare perpendicolare a!e: dSe = rsinO dr #;

c) area elementare perpendicolare a~: dS; =rdOdr;
d) volume differenziale: d'v =r2 sinO dr dO dtP;

e) di =dr!r +rdO!e +rsinO#!;.
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Quidi seguito vengono riportate le tabelle che mostrano le corrispondenze tra i sistemi

di riferimentofin qui descritti:

A.3

CARTESIANE I

CILINDRICHE
I

SFERICHE

x P cos tP rsinOcostP
y p sin tP rsin Osin tP
z z rcosO

!x costP!p -sintP!, sin8cos!r +cos8COS!8-

-sintP!,

!y sintP!p +costP!, sin O sin tP!r + cos Osin tP!o +

---- + -!-,-

(!z
"

(ccfSO!r -sinO!o! !z /
...

CILINDRICHE CARTESIANE SFERICHE

P x2 + y2
r sin O

tP arctan(y / x) tP
z z r cos O

!p costP!x+sintP!y sinO!r +cosO!o

!, -sintP!x +costP!y !,
!z !z cos O!r - sin O !o

SFERICHE CARTESIANE CILINDRICBE

r x2 + y2 +z2 .Jr2 +z2

O

cos-.[ z ) cos-t( Z )x2 +y2 +z2 .Jr2 +z2

tP arccotg(x / y) tP

!r sinOcostP!x+ sinO!r +cosO!o

sin OsintP!y + cosO!z

!o
cosOcostP!x COsO!r-sinO!z
+ cosOsin tP!y-sinO!z

!, -sintP!x +costP!y !t)
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§ A.2 -OPERAZIONI DIFFERENZIALI SUI CAMPI SCALAR!
E VETTORIALI

Cerchiamo prima di tutto di chiarire che cosa si intende per "campo" scalare o
vettoriale.

Un "campo" è in generale associato ad una certa regione dello spazio. Diremo

che in una regione dello spazio esiste un "campo" se esiste.un fenomeno fisico associato

ai punti appartenenti a quella regione.

Si può parlare del campo associato a qualsivoglia quantità fisica come una

descrizione matematica (o grafica) di come tale quantità vari da un punto ad un altro

nella regione di campo e rispetto al tempo (o alla ftequenza).

Si può parlare di campi scalari o vettoriali dipendentemente dal fatto che la

quantità di interesse sia uno scalare o un vettore. Si può parlare di campi statici o di

campi variabili nel tempo a seconda che la quantità di interesse sia dipendente o meno

dal tempo.

Esempi di campi scalari possono essere la distribuzione di temperatura o di

pressione all'interno di una certa regione: il campo è assegnato in funzione del generico

punto appartenente alla regione di spazio considerato:

u =u(p)=u(x,y,z,t)

Le superfici su cui esso è costante sono dette "curve di livello" (isoterme, isobare).

Il campo può essere inoltre statico, nel caso in cui la distribuzione (per esempio di

temperatura) non varia nel tempo, dinamico nel caso opposto. Un semplice esempio di

campo scalare variabile nel tempo può essere il campo di temperatura in una stanza che

viene riscaldata (o raffreddata). La presenza di una fonte di calore fa sì che la

distribuzione di temperatura evolva nel tempo. Ad esempio si può visualizzare tale

evoluzione con un insieme di rappresentazioni istantanee delle superfici isotermiche.

Queste ultime varieranno forma al variare dell'istante considerato.

Quanto detto per i campi scalari può essere esteso a quelli vettoriali

semplicemente tenendo presente che una quantità vettoriale è associata con una

direzione nello spazio (versore) e con un modulo. Per descrivere un campo vettoriale,

occorrerà assegnare ad ogni punto della regione di definizione un vettore che I
rappresenta modulo, direzione e verso della quantità in esame in quel particolare punto.

"Poichè un vettore, associato ad un certo punto dello spazio, è esprimibile come somma

delle sue componenti per i versori degli assi coordinati in quel punto, una descrizione

matematica del campo vettoriale implica semplicemente la descrizione di tre campi

Iscalari, che altro non sono che le tre componenti del campo vettoriale. Così per un
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campo vettoriale E, variabile nel tempo, in un sistema di riferimento cartesiano

ortogonalesi ha:

Espressioni simili valgono nel caso di sistemi di riferimento cilindrici e sferici. In tali

casi però è bene mettere in evidenza che i versori del sistema di riferimento (2 nel caso

del sistema cilindrico, 3 in quello sferico) sono essi stessi funzione delle coordinate

spaziali.

GRADIENTE DI UN CAMPO SCALARE

Consideriamo un campo scalare I(x,y,z) e supponiamo di volerne studiare il

comportamento nell'intorno di un punto. La variazione incrementale di di I per un

piccolo spostamento da (x,y,z) a (x+dx,y+dy,z+dz) è data da:

-q q qdi --dx+-dy+-dz
a 0' òz

(A.l)

n generico vettore distanza incrementale dl è definito come:

dl =dx!x +dy!y +dz!z

per cui la (A. l) può essere scritta in termini di prodotto scalare: .-

- r,
dove il termine in parentesi, contenente le derivate rispetto allo spazio, è detto gradiente

di!

0.~

Il simbolo V' può essere visto come un operatore differenziale vettoriale, detto

operatore "nabla":

o

(
o. o. o.

)
v = -l +-1 +-1

a-X 0'-y òz-z
(A.3)
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Di per se stesso l'operatore nabla non ha significato ma quando esso moltiplica

una funzione scalare risulta definito il gradiente. Il prodotto scalare e vettoriaie

dell'operatore nabla per un vettore definiscono altre operazioni.

Dunque la variazione di/, cioè di è data dal prodotto scalare del gradiente di le

,del vettore dI; per un dato elemento di lunghezza di il valore massimo di di si ottiene

quando dI è orientato in modo da coincidere con la direzione del vettore gradiente. Si
ha:

'I di = VI. d[ = (VI) dl cosa

dove a è l'angolo compreso fra VI e il vettore dl; di è massimo quando 0=0. Il

gradiente ha quindi la direzione di massima variazione di f Se ci si muove lungo linee

con a =1rI 2 ~ di =O e quindi siamo su linee a I costante. Il gradi ente di I è

perpendicolare alle superfici al costante e diretto verso curve di livello crescente

'\ ~ROPRIET À DEL GRADIENTE:

1.

2. V(uv)=uVv+vVu

3.
~

V(u Iv)= (vVu -uVv)/v2

Consideriamo ora il seguente integrale di linea:

b b

f di = I(b)- I(a) = f VI .d[
a a

Poichè di è un differenziale esatto l'integrale di linea non dipende dal contorno scelto

per andare da a a b. Se l'integrale è chiuso:

f \lf. di =O=f(a)- f(a)

Ooeratore gradiente in coordinate cilindri che:

'<"71
(
81. 181. 81.

)
v = -I +--1",+-1

8p -P p 8fjJ -"f' 8 z -z
(A.4)

Operatore gradi ente in coordinate sferiche:

(
81. 181. 1 81.

)V/= -I +--10+--1<)8r -r r 8{}- rsin{} 8fjJ-
(A.5)
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ROTORE DI UN CAMPO VETTORIALE

Consideriamoun campo vettoriale A(P)=Ax!x+Ay!y+Az!z; si definisce
rotoredel campovettorialeA(p) la seguenteespressionedifferenziale(in coordinate
cartesiane ):

1> : rotA=
(

Ò Az - Ò AY

)
i +

(
ò Ax - Ò Az 1; +

(
17Ay - 17AX

)
i

- òy òz -x òz òx Jy òx òy-z
(A.6)

Usando l'operatore nabla V' si ha:

!x

rot A = V' x A = 1

.£
- òx

Ax

(A.7)

t5 In generale, si definisce rotore di ~ e si indica con V x ~ quel vettore la cui componente

secondouna generica direzione!n è data da:

fA.dl
i .VxA= lim ~
-n - dS-+0 dS

I
rlf C'

(A.8)

l dove il verso di di è di rotazione destrorsa rispetto a!n (vedi figura A. la).

Consideriamo ora una superficie S che si appoggia su un contorno L e sia!n il versore

normale alla superficie S stessa (Fig. A.I b). Si può dimostrare che vale:

f~.dl= JJVxA'!ndS
L S

e questa è l'espressione del teorema di Stokes. (N.B.: la (A.9) vale per qualsiasi

superficie S che si appoggia aL.)

a)

(A.9)

in ~

b)

Fig.A.l - Geometria per la definizione del rotore (a) e per l'applicazione del teorema di
Stokes (b).
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IIPROPRlETÀDEL ROTORE:

l. Si può dimostrare, utilizzando il teorema di Stokes, che il rotore di Wl gradiente è

nullo: Vx(Vf)= O;

2. Dalla precedente proprietà segue che, se V x q = O (in t~l caso si dice che il campo !l

è irrotazionale), è possibile determinare Wlafunzione scalare u tale che:
a=Vu (A.lO)

3. Vx (q +Q)= Vxq+ V xQ;

4. Vx (Jq)= j(Vx q)+(Vf)x q ((campo scalare; !l campo vettoriale).

Operatore rotore in coordinate cilindriche:

V x A =
(

.!.. òAz - òA!6

)
i +

(
ÒAp - òAz

)
i!6+

- p òtP òz -p òz òp-

l

(

ò
( ) ÒAp

)
+- - pA!6-- i

P òp òtP -z

(A. Il)

Operatore rotore in coordinate sferiche:

l

(
ò

(
.

) òAe

)
.

VxA=- - A",smB-- l +
- rsinB òB 'l' òtP -r

l

(
l òAr ò (

)~
. l

(
ò

( ) òAr

)
-

+- -: rA,p !e +- - rAe -- !!6
r smB òtP òr r òr òB

(A.l2)

DIVERGENZA DI UN CAMPO VETTORIALE

La divergenza di Wlcampo vettoriale

è data per definizione dalla seguente espressione differenziale (in coordinate cartesiane):

d
.

A òAx òAy òAz
IV =-+-+-

- ÒX òy òz
(A.l3)

Utilizzando l'operatore nabla si ha:
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.llita_definizio_n~yi!Lgen~ral~PJ!IJ~IDverge~ che risulta indipendente dal sistema di
coordinate cui si fa riferimento, è la seguente (si faccia riferimento alla Fig. A.2):

I I I I

-;-4._.L-~-
I I I I

-""-I-_L-I.--
, , , ,

-,- -,- -,- -1- -
J , I ,-,- - - - - - ..., I ,.../ I.

#4. !ndS
V.A= lim ~

- ~v-+o LlV (A.I4)

Fig. A.2

In coordinate cilindriche e sferiche l'operatore divergenza non è esprimibile in modo

semplice come in coordinate cartesiane come prodotto scalare fra l'operatore V e il
vettore 4. Infatti occorre tener conto nella valutazione che i versori del sistema di

riferimento sono funzione delle coordinate e quindi le derivate dei versori producono un

contributo diverso da zero. Per la valutazione della divergenza in coordinate cilindriche

e sferiche la cosa più semplice è rifarsi alla formula (A.I4) e valutare il flusso dÌ 4.

attraverso le superfici elementari perpendicolari ai tre versori degli assi coordinati. Si
dimostra che in tal modo si ottiene:

Operatore divergenza in coordinate cilindriche:

(A.15)

Operatore diver2enza in coordinate sferiche:

18
(

2
)

l 8
(

.

)
l 8A;V.A=-- rA +-- Aosm{} +--

- r2 8r r rsin{} éJ(} rsinO ~ (A.16)

Consideriamo ora un volume V racchiuso interamente da una superficie S. Si dimostra

che vale la seguente relazione (Fig. A.3):

#&.!ndS= JJJV.&dV
s v

(A.17)

r ,- t (

-. , I -,

A.9
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v

Fig.A.3

r
'La (A.l 7) rappresenta l'espressione del teorema della diverflenza (o teorema di Gauss).

Tale relazione è di notevole importanza, in quanto essa converte un integrale di volwne

in un integrale di superficie ed è molto utilizzata nello studio dei campi

I elettromagnetici.
\ \ ~

I~PROPRIETÀ' DELLA DIVERGENZA.

l. YJv!~d=~
(questa proprietà si dimostra facendo uso del teorema di Stokes e del teorema della

divergenza);

2. dalla precedente proprietà segue che, se V.!!,= O (in tal caso si dice che il campo Qè

solenoidale), allora è possibile determinare un vettore il tale che:

!!,=Vxf!.. (A.18)

3. V '~x!!,)=!!,,(VXf!.)-f!. .(Vx!!,);

V .(Uf!.)=(Vu)'f!. +u(V 'f!.);4.

5.

Vale inoltre il téQ;:;madiHe/Tiilio/tz, secondo cui qualunque vettore!1 può essere

espresso come somma di una parte irrotazionale e di una parte solenoidale:

a=a.+a- -I -s

dove:
Vxa. =0- -t
V.a =0-5

A.lO
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OPERATOREDI IAPIACE (O IAPIACIANO)

Sia f una funzione scalare; operando su questa funzione prima con l'operatore

gradientee poi con la divergenza si ottiene:

(A.19)

Il nuovo operatore composto V'2 viene detto laplaciano.

In coordinate cartesiane si ha:

(A.20)

Per inciso se

si dice che f è una funzione armonica.

Si definisce infine laplaciano vettori aIe il seguente operatore composto:

(A.21)

In coordinate cartesiane si ha:

(A.22)

A.II
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APPENDICE B

RAPPRESENTAZIONE FASORlALE

§ B.t-REGIME SINUSOIDALE E FASORI

In molte applicazioni le sorgenti del campo elettromagnetico variano nel tempo

con legge sinusoidale, oppure la banda relativa di frequenza B/fo lfo è la frequenza

centrale o frequenza della portante) è talmente piccola che la maggior parte

dell'informazione sulle caratteristiche dei campi può essere ottenuta considerando il

comportamento del sistema (antenna, dispositivo a microonde, linea di trasmissione,

etc.) alla frequenza di centro banda. Inoltre, noti i campi prodotti da sorgenti sinusoidali

per diversi valori della frequenza, è possibile calcolare i campi prodotti da sorgenti non

sinusoidali conoscendo il loro spettro di frequenza (mediante la trasformata serie di
Fourier o la trasformata continua di Fourier è possibile esprimere una funzione del

tempo come somma di infinite componenti sinusoidali).

Se l'ingresso di un sistema lineare e stazionario varia sinusoidalmente nel tempo

con pulsazione OJ=21tf (racI/sec), anche la sua uscita, a regime. varierà sinusoidalmente

con la stessa pulsazione.

Nello studio dei sistemi in regime sinusoidale si dimostra molto utile la

rappresentazione delle grandezze variabili sinusoidalmente nel tempo come proiezioni

di vettori ruotanti in grafici polari (fasori) (Fig. 8.1). Il vettore OP, di lunghezza

proporzionale al valore di picco eo ruota in verso antiorario con velocità angolare OJ

formando un angolo () =(at + yr) con l'asse di riferimento x. La proiezione del vettore

OP sull'asse x fornisce il valore istantaneo del campo.
1m

eoeiVl

eoeos( ox+ lfI}

Fig. B.t

Re
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RAPPRESENTAZIONE FASORIALE

Il vettore rotante OP, rappresentato nel piano, può essere individuato univocamente
mediante la rappresentazione polare:

E =eo eh' ejOJ/,

oppure fornendo la proiezione sull'asse reale (parte reale del numero complesso E) e

quella sull'asse immaginario (parte immaginaria del numero complesso E):

per tale rappresentazione si è utilizza la formula di Eulero: reN =rcosl{I+ jrsinl{l; la

trasformazione inversa è: a + jb = .Ja2+b2 ejarctg(b/a)= reN . Dall'ultima relazione

risulta evidente che la quantità che ha significato fisico è la parte reale del fasore E.
La rappresentazione fasoriale semplifica notevolmente l'operazione di somma

tra grandezze sinusoidali. Supponiamo di dover sommare tra di loro due campi che

hanno la stessa pulsazione OJe che sono sfasati di un angolo (~-I{I):

e(t) = el cos(OJt + ~) + e2 cos(OJt + I{I).

Poniamo E) =et ej(OJt+;)e E2 =e2ej(aJt+f/I);E) e E2 rappresentano i fasori associati

ai due campi da sommare; essi motano con la stessa velocità angolare e quindi la

relazione di fase esistente tra di loro resta costante; il campo somma si può ottenere

semplicemente sommando vettorialmente i due contributi mediante la regola del

parallelogramma ovvero sommando separatamente le parti reali e le parti immaginarie
dei due fasori (Fig. B.2).

1m ,E
/ '

/ I

/ I
/ I/

/ ,
/ ,

/ I/
/

/E
I

o Re

Fig. B.2

La proiezione del vettore somma sull'asse reale fornisce il valore istantaneo del campo
totale:

B.2
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e(t) = Re{e) eN ejrJJt + e2 ejlj/ ejfJJt }= ~(er f + (ej f co{ mt + arctg ;~ )

dove er=e)cos~+e2coSI{I e ej =e) sin~+e2sinl{l. Lo stesso risultato si

ottenutousando le formule trigonometriche.

Il fasoresomma è dato dunque da:
. ej

~ 2 2 .J~ag--E = (er) +(ej) e er ejfJJt

sarebbe

In conclusione, un problema concernente grandezze sinusoidali può essere trattato nel

campocomplesso associando ad esse dei vettori rotanti nel piano complesso (fasori). Il

risultato del calcolo sarà in generale un numero complesso e la quantità a cui siamo

interessati,quella che ha significato fisico, è la parte reale del numero complesso. Il suo

valore di picco è dato dal modulo del numero complesso, mentre la fase è data dall'arco

la cui tangente è il rapporto tra il coefficiente della parte immaginaria e quello della

parte reale.

Un altro vantaggio della rappresentazione fasoriale consiste nel trasformare

relazioni integro-differenziali in semplici relazioni algebriche; ad esempio. la relazione

tra la tensione e la corrente in un induttore v(t) =L(di / dt) implica nel dominio dei

fasorila semplicerelazionealgebricaVeN =jmLI eN , sottintentendola dipendenza
dal tempo ej(J)/.

§ D.2- FASORI VETTORIALI

Una rappresentazione fasoriale di una grandezza vettoriale monocromatica (come ad

esempio i campi elettrico e magnetico (dr, t1!!(r, t) può essere ottenuta associando

semplicemente un fasore ad ogni componente del vettore. In coordinate cartesiane un

campo elettrico £(r,t) dato da:

si può esprimere, utilizzando la notazione fasoriale, come:

dove li è un vettore a componenti complesse (fasore vettoriale) con componenti date da:

Ex = Eox eNx , Ez = Eoz eNx.

B.3
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Una rappresentazione grafica adeguata potrebbe essere quella in cui vengono

rappresentate separatamente la parte reale e quella immaginaria del campo elettrico (Fig.

B.3). Il campo totale si ottiene quindi sommando vettorialmente le parti reali con le parti

reali e le parti immaginarie con le parti immaginarie. Poichè in generale la parte reale è

diversa dalla parte immaginaria, il vettore somma avrà una parte reale non allineate con

la parte immaginaria.

Az
Re --.
1m ---(>

>lE.
/

/
/

"="=(::::r-:>
Y

x

Fig. B.3

Quindi il campo generato da una sorgente sinusoidale in

individuato in maniera univoca tramite un vettore complesso:

~=il.+jil.

dro ,l) = 9\ ellA. + j il.]eiax } = il. cos(ClA') - il. si n (ClA')

un punto !:o può essere

I vettori d e ll. individuano un piano. Vediamo come varia il campo §.V:",l)nel dominio

del tempo. Supponiamo per semplicità di aver operato una trasformazione di coordinate

tale che il piano individuato dai vettori d e ll. coincida con il piano x,y di un sistema di

coordinate canesiane. Con riferimento alla successiva Fig. B.4 si ha:

~ko,t) =(Ax CoSW( - Bx sin Wl)!x + (Ay COSW(- By sin Wl)!y

Al variare del parametro t, il secondo estremo del vettore £.descrive un'ellisse;

l'ellisse viene descritta in un intervallo di tempo pari ad un periodo T=I/fo. Il campo
elettrico, nel caso più generale possibile, presentaquindi una polarizzazioneellittica.Se

il campo è associato ad un fenomeno propagativo nel quale si riesce ad individuareuna

direzione di propagazione come nel caso delle onde piane, si possono dare le seguenti

definizioni valide guardando l'onda nella direzione di provenienza: la polarizzazionesi

dice levogira se l'ellisse è descritta in senso antiorario, si dice invece destrogira se

l'ellisse è descritta in senso orario. Se d e ll. sono paralleli, la direzione delcampo

B.4
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elettrico è costante e si parla di polarizzazione lineare. Infine, seA e11sonoortogonali
ed hanno lo stesso modulo, allora si dice che il campo è polarizzato circolarmente

(polarizzazionecircolare levogira o destrogira).

y

x

Fig. B.4

Ad esempio, il campo irradiato da un'antenna composta da due dipoli corti

disposti lungo gli assi x e y di un sistema di riferimento cartesiano risulta, lungo la

direzione !z, composto da due componenti:

E. =Ex!x +Ey!y

generate rispettivamente dal dipolo parallelo alla loro giacitura (Ex e Ey sono in

generale complessi perchè g è un fasore). Se le correnti di alimentazione sono in fase, il

campo è polarizzato linearmente; se sono sfasate di 1r/ 2 ed hanno la stessa ampiezza il

campo è polarizzato circolarmente; in tutti gli altri casi il campo sarà polarizzato
ellitticamente.
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ApPENDICE C

RICHIAMI SULLA POTENZA
NEI CIRCUITI IN REGIME SINUSOIDALE

Consideriamo un generatore sinusoidale con pulsazione OF21ffche alimenta un

carico passivo rappresentato dal resistore R e da un circuito LC (Fig. C.I). "Sia

i(t)=IMCOSO>t la corrente che scorre nel circuito; la tensione ai capi del resistore vale

vR(t)=RIMCOSO>t, la tensione ai capi dell'induttore è sfasata di 1d2 in anticipo rispetto

alla corrente vr(t)=o>LIMCOS(o>t+1d2),e la tensione ai capi del condensatore è sfasata di

1d2 in ritardo rispetto alla corrente vctt)=(IMa>C)cos(o>t-1d2).La potenza istantanea
assorbita dal carico resistivo vale:

PR(t)= VR(t)i(t)= !RIl(l +cos20>t);2

essa è sempre positiva in quanto il resistore può soltanto dissipare energia (Fig. C.2):

R

G

~
Q

Fig. C.I

Questa quantità varia sinusoidalmente nel tempo per cui, se vogliamo ottenere una

informazione di maggior interesse pratico, è preferibile ricavare la potenza media

integrando la potenza istantanea su un ciclo e dividendo poi il risultato per un intervallo

di tempo pari ad un periodo:

C.I
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I T

(p(t») =T Jp(t }dt,o

con T=27d(j).La potenza media assorbita dal resistore R vale:
I

(PR(t)) =-RIL.2
La potenza istantanea assorbita dal carico reattivo vale: .

PLdt) =[vL (t) + vdt)]i(t) =_.!.X IL sin 2(J)t2
doveX è la reattanza del circuito LC:

X=(j)L-J.-.; ~ ( r p l e(4)c{r~(.)
h l d. Il r- ., ~i:t. O~ .I~ I Jrt? .

d ti
.

essa a va or me lO nu o e CIOm lca CHe1 generatore m un peno o non ormsce

energia al cìtcuho LC (l'lg. C.3). In un quarto di periodo (T/4), PLd.t»O indicando un

flusso di energia dal generatore al circuito LC; questa energia viene resa al generatore

dal circuito LC nel quarto di periodo successivo. Esiste quindi un "palleggiamento" di

energia tra generatore e circuito LC. L'energia fornita dal generatore al circuito LC

viene immagazzinata nel condensatore sotto forma di energia elettrica pari a

I I

c{
I

)
2

wAt)=-CVt(t)= - .-M...(l-cos2(J)t),2 4 (j)C
e nella bobina sotto forma di energia magnetica

Wm(t) =.!. Li2(t) = .!.L/2 (I + cos2(j)t);24M

esse sono sempre positive e sono periodiche di periodo T/2 (Fig. CA).

II valor medio dell'energia elettrica immagazzinata nel condensatore vale:

(We(t»)=~c{~r,
mentre il suo valor massimo vale:

I rr I )
2

[We(t)]MAX=2'"'l~

D'altra parte, il valor medio dell'energia magnetica immagazzinata nella bobina vale:

(Wm(t») =~L/~
mentre il suo valor massimo vale:

[Wm(t)]MAX=.!.L/2 .2 M

Alle frequenze per cui risulta
I

X =(j)L-->O
(j)C

C.2
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l'energiamagnetica mediamente immagazzinata nella bobina è maggiore della energia

elettricamediamenteimmagazzinatanel condensatore.Nell'intervallo [O,T/4]Wm

decresce fino ad annullarsi, mentre We aumenta fino a raggiungere il suo valor

massimo; la differenza tra l'energia ceduta dalla bobina e quella assorbita dal

condensatoreviene ceduta al generatore che poi la resituirà nell'intevallo [T/4,T/2].

Esistequindi un "palleggiamento" di energia.tra gli elementi reattivi e tra questi ultimi

e il generatore. Si noti che in condizioni di risonanza (X=O) c'è soltanto un

"palleggiamento" di energia tra gli elementi reattivi (il generatore fornisce solo potenza
attiva).

Il calcolo dell' energia scambiata tra gli elementi di un circuito in regime

sinusoidale si semplifica utlizzando la rappresentazione fasoriale (è sottintesa la

dipendenzatemporale eiOJf):sia I = 1MeitPlil fasore della corrente, V = VMeitP2quello

della tensione del generatore, allora V=Z I = (R+j X) 1= IZjei\flI, dove Farctg(X/R);

inoltrerisultaV~IZlIM e IfFtP2 - ~1 .
Si definisce potenza complessa la quantità:

" 1 --
p =-V 1*

~
~\!{a in. VA (V..olt..Ampere.L1.a.parte reale di Pc rappresenta proprio il valor
medio della potenza fornita dal generatore al carico ovvero rappresenta la potenza attiva

ceduta dal generatore al carico:

{

l

}

l l
P =~e -V 1* = -IZII,~ COS(tP2-tPI)= -RI1.222

La parte immaginaria di Pc vale:

Q = 3m
{
!VI*

} = !IZII1 sin(tP2-tPI)=!X 11222

..è.definita"p"9.tenzareattiya3_!,aJ.Wr~~nta il valor massimo della potenza istantanea- _. - -
scambiata tra generatore e carico reattivo (si misura in VAR=Volt Ampere Reattivi).

--- =r;, '''''' .,... -, ~ --G_-''''' ~ ~

La potenza reattiva Q è positiva se il carico è induttivo, viceversa è negativa se il carico

è capacitivo. Essa può essere messa in relazione alla energia media immagazzinata nel

circuito LC; infatti, si può ricavare facilmente la relazione:

Q= ~xI}, = 2b>(Wm)-(W,))=2b>[ ~LI},-~C( ~rJ
la quale indica che in un carico induttivo l'energia media immagazzinata è

prevalentemente magnetica, mentre in un carico capacitivo l'energia media

immagazzinata è prevalentemente elettrica. In condizioni di risonanza il generatore non

fornisce potenza reattiva.
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In conclusione, la potenza attiva P indica la potenza media fornita dal generatore

alla componente dissipativa del carico, e la potenza reattiva Q consente di quantificare

l'energia "palleggiata" tra generatore e carico (ed indica anche se il carico è induttivo o

capacitivo).

PR~)= !..R/1 (1+ cos2@t)2

0.25 0.5 0.75 1.25 t/T

Fig. C.2

PLdt)=-!..x /1 sin2@t2

[V'
t/T

Fig. C.3

<W> .

_w
w

<W> ...........

0.75
~

125 t/T

Fig. C.4
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ApPENDICE D

LINEE DI TRASMISSIONE NEL DOMINIO DEL TEMPO

Lo studio delle linee di trasmissione nel dominio del tempo riveste notevole

importanza poiché dalla fonna temporale dei segnali che transitano sulla linea di

trasmissione si possono ricavare infonnazioni sul tipo di carico connesso alla linea, su

eventualidiscontinuità, etc.

Nel seguito verrà illustrato il significato del coefficiente di riflessione nel dominio del

tempo quando la linea è alimentata da un generatore di segnale a gradino in alcuni casi

semplici.

LINEAINFINITA PRIVA DI PERDITE

Consideriamo una linea di trasmissione infinita, priva di perdite e con impedenza

caratteristica Zo,alimentata con un generatore di segnale vs(t) con impedenza interna Rs

come illustrato in Fig. D.l.

Rs

f
z=O

~z

Fig. D.l

L'andamento del segnale Vs(f) =Vo U(f - fo) è riportato in Fig. D.2.

r<l)

VoLe=:fo f
Fig.D.2
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LINEEDl1RASMISSIONENELDOMINIODEL TEMPO

Considerando che la linea è infinita (è presente solamente l'onda diretta), la tensione in

ingresso risulta ripartita tra l'impedenza d'ingresso della linea e quella interna:

Zo

vin(t) =v+(z = O,t) = Vo Rs +ZO
per t ~ to

r(~~~C)~ ~
VOZOI(RS+ZoJ - :

lo l} z

Fig. D.3

In Fig. D.3 è mostrato l'andamento della tensione lungo la linea fissati due diversi

istanti di tempo. Si nota come, essendo la linea infinita e priva di perdite l'andamento

della tensione a regime è costante e pari al valore che assume per z=0.

L'andamento della corrente lungo la linea è analogo a quello della tensione.e risulta:

Vo"
(t) =i+(z = O,t) = R +Z~n s o

per t ~ to

LINEA PRIVA DI PERDITE CHIUSA SU UN CARICO RESISTIVO

Consideriamo una linea di trasmissione di lunghezza l, priva di perdite e con impedenza

caratteristica Zo,alimentata con un generatore di segnale vs(t) con impedenza interna Rs

come illustrato in Fig. DA. Tale linea di trasmissione è chiusa su un carico resistivo RL

posizionato in z=0.

Il segnale del generatore è vs(t) =Vou(t), quindi l'onda che transita nella direzione

delle z positive a t=0 e per z=-l si ottiene analizzandoil circuito di Fig, D.5. In
particolare,nonessendociancoral'influenzadel caricofinale,la tensionein z=-lrisulta

(D.l )
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All'istante ta = l/c il valore della tensione sulla linea all'ascissaz=O (in corrispondenza

del carico) associata all'onda che si propaga nella direzione delle z positive è uguale a

quello che si ha a t=0 per z=-l poiché la linea è priva di perdite e non è ancora avvenuta
alcuna riflessione sul carico.

Dopo la riflessione sul carico, sulla linea è presente anche l'onda che si propaga nella

direzionedelle z negative e si ottiene:

vdt) =vi(z = O,t) +vI(z = O,t)
e

idt) = l/Zo (vi (z = O,t)- VI(z = O,t».

Imponendo la condizione al contorno vL(t) = iL (t)R L sul carico resistivo si ottiene:

Il coefficiente di riflessione sul carico, definito come il rapporto fra la tensione associata

all'onda riflessa dal carico e la tensione associata all'onda incidente sullo stesso, risulta

pertanto:
Vf(z =O,t) RL - 20

rL == = ,
vi(z=O,t) RL +Zo

All'istante t=2tdl'onda riflessa dal carico che si propaga nella direzione delle z negative

raggiunge il generatore dove subisce una ulteriore riflessione. Nella linea di

trasmissione sarà quindi presente un'altra onda che si propaga nella direzione delle z

positive. Il coefficiente di riflessione sulla sorgente si determina con procedimento

analogo a quanto già visto per il carico ottenendo:

D.3
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RS i(t). ---to-- .

IV

20

VLI
3RLIn

. . '

I I I >Z
z=-l z z=O

Fig. D.4
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G~~~=~0=~-~,
~~=~0 ~+~

(D.2)

~<1 - - - V2-(Z,t)

;;;-VJ+(z,t)

<>-i- -- Vj-(Z,t)

. -- f;~ V2 +(Z, t)

t
z=-I

~

Fig. D.5

Poiché v2" si mantiene costante nel tempo ed anche lungo z, per r>2tdsi ha che:

v!(z,t)=rsv2"(z,t). Iterandoil procedimentodi riflessionevisto per il carico e per la

sorgentead ognionda che transitasulla linea e ricordandoche la stessaè priva di perdite

(il segnalenon subiscealcunaattenuazionee il procedimentoiterativoè infinito, in Fig.

D.5 è rappresentata la situazione dopo 4 riflessioni) alla generica coordinata z per t ~ 00

la tensione e la corrente associate all'onda presente nella linea di trasmissione sono:

v(z,t ~ 00)= vt (z,t) + vI (z,t) + v; (z,t) + v2"(z,t) +...

...+ vt (z,t) + vN(z,t) +... =

e

i(z,t) =~vt (z,t) -~VI (z,t) +~v; (z,t) -~ v2"(z,t) +...
Zo Zo Zo Zo

...+~vt(z,t) -~VN(Z,t) +...=
Zo Zo

DA
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Sfruttando la relazione seguente:

00

Lxn=~
n=0 1- x

valida per IxI< 1

si ottiene:

V(Z,t)=v:(Z,t~OO)
[(

1

)
+

(
fL

)]
=V:(Z,t~OO)

(
1+fL

)1-fsfL 1-fsfL 1-fsfL

e considerando la (D.1 e la D.2) si ha che la tensione nella linea di trasmissione a regime
vale:

(
RL

)
Vo

v(z,t~oo)= Rs+RL

ovvero è come se il carico fosse direttamente connesso al generatore. Si noti che questo

risultato coincide con quello che si otterrebbe svolgendo un'analisi in continua del
circuito DA.

D.5
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I POTENZIALI NELLA TEORIA DELL 'IRRADIAZIONE

§ E.l- POTENZIALE VETTORE E POTENZIALE SCALARE

Per il calcolo del campo irradiato da una sorgente vengono spesso utilizzate

delle funzioni ausialiarie, dette potenziali. Dai potenziali è poi possibile passare ai

campi con semplici operazioni di derivazione. Supponiamo che sia assegnata, nel

dominio della frequenza, una distribuzione di corrente I. In virtù dell'equazione di

continuità della corrente, a tale distribuzione è associata una densità di carica p:

V..J..+ j(j)p= O

Il campo elettromagnetico associato a tali sorgenti è soluzione delle equazioni di
Maxwell:

{

VxE.=-j{J)JlH

VxH = j(j)sE.+l

V. JlH = O

V .sE. = p

Nelle (E. l ) abbiamo implicitamente assunto che il mezzo sia lineare, isotropo,

omogeneo, non dispersivo nello spazio. Poichè fJl:l è soleinodale (V. JlH = O), esso
può essere espresso come rotore di un vettore A, detto potenziale vettore:

(~.l )

(E.2)

Sostituendo la (E.2) nella prima equazione di Maxwell, si ottiene:

(E.3)

Il vettore 4 ha quindi la proprietà di rendere irrotazionale il vettore E+jm4. Tale vettore

può quindi essere espresso come gradiente di una funzione scale tP,detta potenziale
scalare:

(E.4)

E.1



POTENZIALI DI LORENTZ

Noti il vettore 4 e lo scalare (J,corrispondenti ad certa distribuzione di sorgenti, i vettori

del campo elettrico e del campo magnetico si ricavano con semplici operazioni di
derivazione:

g=-j(j)A-V(J
l

H=-VxA
- f.J -

Il problema quindi è ricondotto a determinare i potenziali A e (Ja partire dalle sorgenti
asegnate l e p. A questo scopo utilizziamo le due equazioni di Maxwell in cui sono

presenti le sorgenti. Sostituendo le (E.5), e (E.6) nella seconda delle (E. l), si ottiene:

.!..VxVx4=(j)2cA- jOJcV(J+.J.. (E.7)
f.J

SfÌ11ttandola relazione vettoriale

VXVX4=t'A~V24
e poichè k2 = (j)2Cf.J,si ottiene )

(E.5)

(E.6)

(E.8)

(E.9)

Tale equazione lega 4 e (J a:l Considerando la quarta equazione di Maxwell, con

ulteriori passaggi matematici si ottiene una equazione formalmente identica che Iega,A e
fjJap:

(E.IO)

La (E.9) e la (E. lO) rappresentano un sistema di quattro equazioni scalari nelle quattro

incognite 4 e (J.Tale sistema si presenta quindi già vantaggioso rispetto alle equazioni

di partenza dove vi sono sei equazioni in sei incognite accoppiate. Se poi è verificata la
condizione

v . 4 + jOJCf.JfjJ = O

si ottengono degli ulteriori vantaggi. Infatti la (E.9) e la (E. l O)diventano

(E.IO)

I
V2A+k2A=-f.J.J..

l V2(J+k2(J = -p
c

con evidenti semplificazioni di calcolo. A dipende infatti solo da J e (Jsolo da p. Le

quattro equazioni date dalle (E.1I) e (E.I2) sono formalmente identiche e quindi basta

risolvere una delle quattro per avere la soluzione delle altre (cambia solo il termine

forzante). La condizione (E.IO) viene detta condizione di Lorentz e, in generale, non è

soddisfatta. E' possibile tuttavia ricondursi sempre a tale condizione. Infatti, esiste un

grado di libertà nella scelta delle funzioni potenziali. Consideriamo un nuovo potenziale

'f. J.

t J.J~

(E.Il )

(E.12)

E.2
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vettore 4' tale che 4' = A - V IJI; ad esso è associato un campo magnetico Il che risulta

uguale ad li, infatti:
l l

H'= -VxA'= -(VxA - VxVIJI)=H
p p

dove si è sfruttata la proprietà V x V IJI=O. Il campo elettrico E.' è tuttavia diverso da E.,

ma adesso si può scegliere un potenziale scal~e fjl=(rI-jcolJltaleche

(E.13)

(E.14)

Quindi se al posto dei potenziali 4 e tP,passiamo ai potenziali 4' e tP', i campi elettrico e

magneticonon cambiano.Questaparticolaritàrisultautile nel casoin cui la condizione
(E.lO)nonsia rispettata.Supponiamoperesempiochesia:

v. A + jcosptP = a (E.15)

con a una funzione non identicamente nulla. Si può dimostrare che ~ndo...uDa
funzione Ij/tale che ~

~
V2'1!tk2.,'I!.=a -.,..-"-

allora i nuovi potenziali 4' e tP'soddisfano la condizione di Lorentz.

Per quanto detto finora, il problema si riduce quindi alla risoluzione della (E.II) e della

(E.12). In particolare, utilizzando la condizione di Lorentz, dal potenzial~tt9t:e-è-poi-~ -
possibile risalire al potenziale scalare, per cui i campi elettrico e magnetico sono

'èspnmibili-infunzione del solo pote~ale vettore4~fufattl la (E.5) diventa:
r

VV.A
g = - jco4 - V tP= - jco4 +---=---=

] cosp

Si noti inoltre che, quando la condizione di Lorentz è rispettata, il potenziale vettore è

generato dalle correnti, mentre le cariche generano il potenziale scalare. Si può quindi

interpretare la condizione di Lorentz come l'equazione di continuità espressa in termini

di potenziale vettore e potenziale scalare.

I potenziali ora definiti non sono gli unici possibili; imponendo delle condizioni

diverse da quella di Lorentz si ottengono dei potenziali differenti. Tuttavia, per i

problemi di irradiazione quelli ora definiti risultano i più convenienti ed utilizzati.

(E.16)

(E.17)

E.3
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§ E.2 - POTENZIALE VETTORE ASSOCIATO
AD UN DIPOLO ELEMENTARE

ç.onsideriamo un filo di sezione trascurabile di lunghezza Az, lungo il quale scorre una
...correnterappresentabile con un fasore 1 costante lungo z.(dipolo elettrico elementare).

In corrispondenza della corrente I può essere definita una densità di corrente-

.f.=I~ ~) f{z)k
.~ .

con
òz òz

per --<z<-
2 2

altrove
(E.18)

Sostituendo nell'equazione vettoriale di Helmholtz (E.ll) e scomponendo in coordinate
cartesiane si ottiene:

V2A +k2A =0 -"-) "'..\.:x x /'

V2Ay +k2Ay =0 ~-"/o
V2Az+k2Az=-#18(x)8(y)j(z) -:::.- i J

Le prime due equazioni hanno come soluzione forzata (legata cioè alle sorgenti) la- -- --
soluzione identicamente nulla, Ax=ATO. La terza ~uazione può essere risolta

~ ="" . --
ipotizzando che òz~o e conteniP.Q!aneamenteI~oo in modo che il prodotto Iòz- "!""- ' ..

rimanga costante e diverso da zero (ipotesi di diJ2010elementare). Con ques~ ipotesi, la-- - -
funzione Az si può pensare co.!!!efunzi,one delle_coordinate sferiche (r,B,t!). Inoltre, data --- -
la s~etria sferica"~ può ~ supporreche-Ag sla funzionesolo della coordinatar.
Esprimendo l'operator!"y: 4!.coordinate sferiche e considerando solo la parte relativa- - - - - --
allacoordinatar, siottieneunaso~uz2.°~~Az£eftip~:- - - - -

e-jkr e+jkr
Az(r)=B-+C-r r

(E.19)

(E.20)

La soluzione è quindi esprimibile in forma di onda sferica. Le costanti B e ç sQnoda
determinarsi in base alle condizioni iniziali. La costante- C, essendo associata ad--- -
un'onda che si propaga dall'infinito nel verso delle r decrescenti.-ed_essendo tutte le

sorgenti al finito, p~ eisere assunta nulla. Questo ragionamento di tipo intuitivo può--
essere formalizzato iÌi1ponendola condizione di radiazione all'infinito. La costante B

viene determinata in base al valore della corrente 1. In particolare è possibile dimostrare

che la costante B assume un valore pari a plÒZ/(47Z")per cui la soluzione per il potenziale
vettore risulta:

E.4
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fO-r -- '\l't ,-rLl .J ,., ~ t'')

1& e- jkr
d = P--!z :> /) () (E.21)

4Jt r ~ /' L1"" jJ.....
che è uguale al potenziale vettore che si detérn'iiiii"ilef caso statico moltiplicato per il

fattore exp(-j/cr),detto anche tennine di ritardo. Passando in coordinate sferiche, poichè

!z = cosB!r - sin B!o ' il potenziale vettore risulta:

1& e- jk(
Ar =p--cosB41Z" r

1& e-jkr .
Ao = -p--smB

41Z" r
(E.22)

A; =0

Esprimendo quindi il campo elettrico secondo la (E.17) e il campo magnetico secondo

la (E.6) si ottengono le espressioni esatte del ~po elettromagilencoirradiato da un

dipolo elementare.

Il risultato dato nella (E.21) può essere generalizzato aI caso di distribuzioni di

corrente generica l definita su un volume V. In particolare si ha

d(r) =J!...JII l e- jklr-d dV'
41Z"

I
r - r

1v --
dove r.rappresenta le coordinate del generico punto di osservazione mentrer individua

un punto generico appartenente al volume V dove è definita la corrente. La funzione.
e- jkR

G(R)=~ .

(E.23)

viene detta funzione di Green in spazio libero e rappresenta, in un certo senso, la

risposta impulsiva dello spazio libero visto come sistema; per questo la (E.23) può

essere interpretata come un integrale di convoluzione tra la corrente e la funzione di

Green (d(~) = l <8>G). .

E.5


