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Elementi di teoria
| degli insiemi

1.  NOZIONI DI LOGICA MATEMATICA

Presentiamo in questo paragrafo alcuni elementi di logica matematica. Scopo di
questa disciplina ¢ analizzare ¢ formalizzare i metodi corretti di ragionamento. Le
ricerche in questo campo hanno avuto origine all’inizio di questo secolo, stimolate
fra I’altro dalla scoperta delle antinomie o paradossi {contraddizioni logiche) nella
teoria cantoriana degli insiemi. Si & allora sviluppata un’opera vasta di revisione
dei fondamenti della matematica, che ancora non si puo dire conclusa. Al dila delle
questioni teoriche che ’hanno originata, quest’opera ha gia prodotto una ricaduta
feconda di applicazioni concrete, particolarmente nello studio dei linguaggi dei
calcolatori.

Noi ci limiteremo a discutere quel poco di logica che ci servira per lo sviluppo
dell’ Analisi.

Supporremo, nel presente capitolo, una certa familiaritd dello studente con i nu-
meri naturali, relativi, razionali e reali. Ritorneremo pill avanti su questi argomenti
in maniera organica.

1.1 Logica delle proposizioni. Connettivi logici

Nella lingua parlata gli elementi costitutivi sono le proposizioni (o affermazioni
0 enunciati); lo stesso avviene in matematica. In questo paragrafo porremo gli
enunciati tra virgolette, che potremo eliminare in seguito qualora non sorgano
ambiguitd. Esempi di enunciati sono:

“Socrate & un uomo”’;
“Pitagora mangia la mela”;
“7.3=21"

“3 & un numero naturale”;
“2 + 2 2 5”.

Caratteristica degli enunciati & che possiamo attribuire loro un valore di verita:
vero (V) o falso (F). Ad esempio il terzo dei precedenti-enunciati ¢ vero mentre il
quinto & falso.



2 v ’ ELEMENTI DI TEORIA DEGLI INSIEMI

Indicheremo gli enunciati con lettere come p, ¢, r ecc.

Data una proposizione p si pud costruire la sua negazione che indichiamo con
~ p” (si legga “non p”). 1l simbolo ~ sta ad indicare quindi 1’avverbio non.
Ovviamente, se p & vera, ~ p & falsa e viceversa. Ad esempio, se p & ’enunciato
(falso):

-3 & un numero naturale pari”,
allora “~ p” & I’enunciato (vero):

“3 non ¢ un numero naturale pari”.

(13

Le proposizioni possono essere legate tra loro dando luogo a proposizioni pil
complesse. Nel linguaggio comune il collegamento viene effettuato per mezzo
delle congiunzioni. In logica matematica i termini di collegamento si chiamano
connettivi logici. Anche il simbolo ~ (non) & considerato un connettivo.

Gli altri sono i seguenti:

1a congiunzione, che corrisponde alla congiunzione “e”. Essa viene indicata col
simbolo A ma anche semplicemente con la lettera e.

La disgiunzione, che corrisponde alla congiunzione *“0”, nel senso del “vel” latino
(contrapposto ad “aut”). Essa viene indicata col simbolo V ma anche semplicemente
con la lettera o.

La implicazione, che corrisponde alla locuzione “se ... allora”; viene indicata
col simbolo ==.

La doppia implicazione, che corrisponde alla locuzione “se e solo se”; viene
indicata col simbolo <.

Usando i connettivi logici ¢ le parentesi possiamo formare enunciati composti
come i seguenti:

p=((g=r), pAQ)<=r, (~p)= (¢AT) ecc.

Per evitare di sovraccaricare gli enunciati composti con troppe parentesi si con-
viene di introdurre tra i connettivi un ordine geraichico esattamente come si fa in
aritmetica per le quattro operazioni (+,—,,:).

Ad esempio la scrittura 2-3 + 5 significa (2-3)+5 enon 2-(3+5). Si
suol dire che moltiplicazione e divisione “legano” pilt di addizione e sottrazione.

Analogamente, introduciamo tra i connettivi il seguente ordine dove ciascun
connettivo “lega” pili dei successivi:

~y AV ==, >
Con questa convenzione invece di scrivere
((vp)=(~q) = (pV(~r))

potremo scrivere semplicemente

~p=>~ g pVe~rT
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1.2 Tavole di verita

Quando due proposizioni vengono legate insieme usando i connettivi logici, il
valore di veritd della proposizione che ne risulta dipende dal valore di veritd delle
proposizioni componenti, secondo le seguenti regole o tavole di verita:

Per il simbolo ~:

p ~p
v F
F v
Per gli altri:
p q PAg | PVeg | p=q | P<=4¢
v v v v A\ v
F v F A\ A\’ F
\' F F v F F
F F F F A’/ \'

A parole:

“pAg” & verase pe g sono entrambe vere; falsa negli altri casi

“pV ¢ @& falsa se p e ¢ sono entrambe false; vera negli altri casi

“p = ¢ & falsa se p & vera e ¢ & falsa; vera negli altri casi

“p <= ¢” & vera se p e ¢ sono entrambe vere 0 entrambe false; falsa negli altri
casi. '

Ad esempio la proposizione
“@+225)A3¢un numero naturale)”
¢ falsa perché la prima proposizione & falsa. Analogamente:

“(2+ 2 > 5) V(3 & un numero naturale)” & vera
“(2+ 2 > 5) = (3 & un numero naturale)” & vera (!!) -
“(2+4 2 > 5) <= (3 ¢ un numero naturale)” & falsa.

Lo studente avra notato che 1’uso del connettivo => non corrisponde propriamente
alla locuzione “se ... allora” del linguaggio comune. Infatti, quando noi usiamo
tale locuzione, riteniamo che le due proposizioni componenti p e ¢ abbiano una
correlazione causale o qualche altro tipo di legame. Invece in matematica la verita
della proposizione “p => ¢” dipende solo dai valori di verita di p ¢ ¢, anche se
tali proposizioni non sono correlate fra loro.

L’origine della tavola di verita di “p —> ¢” pu0 essere spiegata intuitivamente
come segue.
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Esaminiamo la frase
“se c’¢ il sole faccio una passeggiata”.
Cid & equivalente all’alternativa
“non c’¢ il sole oppure faccio una passeggiata”.

Si noti che il fatto che non ci sia il sole non implica alcuna decisione riguardo
alla passeggiata.
Dunque, nel linguaggio comune, dire:

“p ﬁ q”

¢ equivalente a dire

“~pVg.
La tavola di veritd di “~ pV ¢” & la seguente:
p q ~p ~pVyq
v v F v
v F F F
F v v v
F F \% A%

Tale tavola coincide con quella di “p = ¢”.
Dunque, se riteniamo “corretta” la tavola di verita per il connettivo v, dobbiamo
ritenere corretta anche quella indicata per I’implicazione.

Osserviamo infine che 'implicazione “p = ¢” spesso si legge “p ¢ condizione
sufficiente perché valga ¢” oppure “q ¢ condizione necessaria perché valga p”.
La doppia implicazione “p <= ¢”, che esprime 1’equivalenza logica delle due
proposizioni p e g, si legge: “condizione necessaria e sufficiente perché valga p ¢
che valga ¢”. :

1.3 Tautologie e regole di deduzione .
Nella dimostrazione di un teorema o in ogni tipo di argomentazione logica si

fa uso continuo di regole di deduzione (0 di inferenza), cioé di regole logiche che
precisano il corretto modo di ragionare (*).

(*) Preferiamo, a questo livello, ritenere intuitivo il concetto di dimostrazione.
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Esaminiamo un classico esempio di argomentazione valida.

1) Socrate & un uomo.
2) Se Socrate & un uomo allora Socrate & mortale.
3) (Allora) Socrate & mortale.

La sequenza 1), 2), 3) & una deduzione corretta dell’enunciato 3) dagli enunciati
1) e 2); ciod & una dimostrazione che Socrate & mortale.

Osservnamo subito che 3) non si pud dedurre solo da 2). In termini pit generah,
da “p = ¢” non si pud dedurre gq.
Per rendersi meglio conto di questo fatto consideriamo 1’enunciato

“se 3 & un intero pari allora 4 ¢ un intero dispari”.

Anche se tale enunciato & vero non possiamo certo dedurre che 4 & dispari.

Osserviamo inoltre che 1a validita della deduzione di 3) da 1) e 2) non dipende
dal valore di verita di 1) e 2). Infatti, anche la seguente deduzione & corretta:

1) Socrate & un uomo.
2"y Se Socrate & un uomo allora & immortale.
3") (Allora) Socrate & immortale.

Su che cosa & fondata la correttezza delle deduzioni precedenti?

Pensate di far eseguire la deduzione 1), 2), 3) da un elaboratore nella cui memoria
siano inserite (come ipotesi) gli enunciati 1) e 2). Esso non sarad mai in grado di
dedurre ’enunciato 3) a meno che non lo forniate della regola seguente: “se in
memoria si trovano gli enunciati p e “p — ¢” allora si pud inserire anche ¢”.

Cerchiamo di capire I'origine di questa regola di deduzione.

Consideriamo I'enunciato seguente

(MP) “pA(p=q)=¢"

e la sua tavola di verita:

p |l g | p=>q ]| prAp=0) MP
vi|v \Y v \%
F |V Y F \%
v|F F F \%
F | F v F v

Qualunque siano i valori di verita di p e ¢, il valore di verita di (MP) & sempre

Essendo (MP) sempre vera, ¢ naturale considerare g come conseguenza logica
di p e “p = ¢” ovvero formulare la seguente regola di inferenza che si chiama
modus ponens:
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dape‘p== ¢ sideduce q .

Dal punto di vista pratico il modus ponens opera cosi: se p & vera e si vuole
mostrare che q & vera, si procede mostrando che *“p => ¢” & vera.

Gli enunciati come (MP), veri qualunque sia il valore di verita delle proposizioni
componenti, prendono il nome di tautologie.

Un’altra importante tautologia & la seguente, nota come principio di contrappo-
sizione: :

(PC) up_—;>q <=>~q:'>""p”.

Eccone 1a tavola di verita:

pl gf~qg)~p ]| p=q]| ~g=n~p PC
V]V F F \% % A
F |V F \% \' v \'
V| F \' F F F A%
F | F \' \' \' \' v

Se fissiamo I’attenzione sulla prima implicazione “p == ¢” e la chiamiamo
proposizione diretta, allora la seconda “~ q¢ ==~ p” & detta la contronominale; &
detta invece inversa la ““q = p” e contraria la “~ p ==~ ¢”.

La tautologia PC afferma I'equivalenza logica delle proposizioni diretta e con-
tronominale. Da essa segue la regola di deduzione (di cui si fa uso larghissimo in
matematica) detta di riduzione all’assurdo: nell’ipotesi che p sia vera, se si vuole
dimostrare che q @ vera si procede dimostrando che “~ q =>~ p” @ vera.

Un esempio significativo sara dato nel par. 1.4.

Altre tautologie, 1a cui verificd lasciamo al lettore, sono le seguenti:

(TE) “pv~p”

S = gr(g=r)=>(p=1)
(NC) “~(pA~p)

(DM)1 “~(pV@ = ~pA~{q"

(DM); “~(pAg) <= ~pV~yg’

La (TE) ¢ il principio del terzo escluso, 1a (NC) & quello di non contraddizione.
La (SI) & nota come sillogismo ipotetico: 1a prima implicazione (p == ¢) & detta
premessa maggiore, 1a seconda (¢ => r) premessa minore. Le ultime due sono
note come leggi di De-Morgan, utili quando si ha a che fare con la negazione di
proposizioni composte.

E pure una tautologia la seguente: “p = q <=~ pV¢” (infatti, come abbiamo
gid osservato, “p = ¢” € “~ pV ¢” hanno la stessa tavola di veritd). Dunque
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anche “~ (p = ¢) <=~ (~ pV ¢)” & una tautologia e infine, usando DMy,
anche

“~p=rq) = pA~g | ' IRy

lo &: cid significa che negare “p —> ¢” equivale all’enunciato: “p A ~ ¢”.

Esempio 1.1 - Siano:
p: ‘“oggi piove”
g : ‘“non esco di casa”
r: ‘“guardo la partita”.
“p = ¢” significa: “se oggi piove non esco di casa”
“p A~ ¢” significa: “oggi piove ed esco di casa” (che & la precisa
negazione dell’enunciato precedente).
Su (SI) ¢ fondata la deduzione seguente: se oggi piove non esco di casa; se non
esco di casa guardo la partita; allora, se piove guardo la partita.
(DM); indica: “non & vero che: oggi piove, oppure non esco di casa, equivale

ad affermare che: non piove ed esco di casa”.
(DM); indica: “...".

1.4 Logica dei predicati. Quantificatori

Una logica basata solo sugli enunciati & insufficiente per i nostri scopi. Occorre
introdurre il concetto di predicato: una proposizione contenente una o pitl variabili
(o argomenti). Un predicato si dice unario se riguarda solo una variabile e si
indichera con una scrittura del tipo p(z) (si legge “p di z”). Ad esempio

p(z): “ z & un uomo”
p(z): *“ z & un numero reale > 1”

sono predicati unari. Analogamente, un predicato si dira binario, ternario, ecc. se
riguarda 2, 3 o pil argomenti, come (pensando che le variabili siano numeri reali):

p(z,y): “e 2 y”
p(z,y,z): “sin(z +y)=2".

Se fissiamo tutte le variabili, il predicato diventa una proposizione che pud essere
vera o falsa. Ad esempio, sostituendo nel predicato: “z > ” ad z il numero 2 ¢
ad y il numero 3, si ottiene I’enunciato falso: “2 > 3.

A partire da predicati noti si possono costruire nuovi predicati usando le parentesi
ed i connettivi logici. Un’altra maniera per produrre nuovi predicati ¢ 1’applicazione
dei cosiddetti quantificatori: universale ed esistenziale.

Il quantificatore universale & indicato col simbolo V e significa: per ogni.
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Il quantificatore esistenziale & indicato col simbolo 7 e significa: esiste.
Per esempio, se p(z) & un predicato (unario) allora:

6(Vz:p(z)” e (Gaw:p(z),!
sono predicati che significano, rispettivamente:

“per ogni z & vera p(z)”,
“esiste almeno un 2 per il quale & vera p(z)”.

Nei predicati contenenti piu variabili si possono impiegare pili quantificatori;
bisogna allora fare attenzione all’ordine in cui questi vengono applicati, poiché
il significato della proposizione risultante pud essere completamente diverso nei
diversi casi.

Esempio 1.2 - Sia p(z,y): “un uomo z osserva la stella y”.

z:p(z,y) significa: “esiste un uomo che osserva la stella y”

Vz:p(z,y)  significa: “tutti gli vomini osservano y”

Vy,3z: p(z,y) significa: “per ogni stella esiste un uomo che la osserva”

Jz,Vy: p(z,y) significa: “esiste un uomo che osserva ogni stella”

Jy,Vz:p(z,y) significa: “esiste una stella osservata da tutti gli vomini”

Vz,3y: p(z,y) significa: “...”.

Se una variabile in un predicato non & quantificata (cioé soggetta all’azione di
un quantificatore) si dice libera. Cosi, considerando i vari predicati dell’esempio
precedente, nei primi due la variabile y & libera; negli altri entrambe le variabili
e y sono quantificate; il predicato non dipende piu effettivamente dalle variabili «

¢ y, che pertanto si dicono mute. Il valore di veritd di un predicato dipende dalle
sue variabili libere. Se un predicato non ha variabili libere & un enunciato.

Osserviamo una importante relazione tra i due quantificatori 3 e V. Si consi-
deri, ad esempio, il predicato: “non tutte le mucche sono bianche”., Se vogliamo
formalizzarlo, possiamo introdurre i due predicati semplici:

p(z):“z & una mucca”
g(z):“z ¢ bianco” .

Allora il nostro predicato pud formalizzarsi nel modo seguente:
o~ (Vaip(z) = q(2))” -

Esso ¢ equivalente a dire: “‘esiste una mucca non bianca”.
Quest’ultimo enunciato pud formalizzarsi cosi:

“Jz:p(x) A (~ ¢(z))” ovverd “Jz:~ (p(z) = ¢(z))” (1.2)

poiché, come abbiamo gia osservato (ricorda la (1.1)), la proposizione “p A ~ ¢” &
equivalente alla negazione della proposizione “p = ¢”. Siamo dunque condotti a
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formulare la seguente proposizione, che, come il lettore pud facilmente verificare,
¢ sempre vera: se a(z) & un predicato, in cui z & variabile libera, allora

“ ~ [Vz: a(z)] < [Fz:~ a(2)] . (1.3)
(Nell’esempio era a(z): “p(z) == ¢(z)”). Analogamente abbiamo
“~ [3z:a(z)] = [Vz:~ a(z)]” (1.4)

Le (1.3), (1.4) indicano come operare col simbolo di negazione e i quantificatori:
la negazione pud essere scambiata con un quantificatore, pur di mutare questo
nell’altro, negando il predicato quantificato.

L’equivalenza espressa in (1.1) e la regola (1.3) mettono in luce il ruolo dei
controesempi nel dimostrare che un teorema & falso.

Si voglia ad esempio mostrare che un teorema del tipo

“Va:p(z) = ¢(z)”
¢ falso e ciot che “~ [Vz:p(z) => ¢(z)]” & vero.

In base a (1.2) e (1.3) & sufficiente esibire un particolare z (il controesempio)
" tale che p(z) sia vera e ¢(z) sia falsa.

Per esempio, per mostrare che ’enunciato: “ogni equazione di secondo grado
ha una radice reale” & falso, bastera considerare la sola equazione: 2% + 1 = 0.

Invece la celebre affermazione di Fermat: “non ¢ possibile dividere un cubo in
somma di due cubi, né, in generale, dividere alcun’altra potenza di grado superiore
al secondo in somma di due altre potenze dello :tesso grado” & una di quelle pro-
posizioni per cui ancora non si conosce né una dimostrazione né un controesempio.

Concludiamo con un esempio di dimostrazione per assurdo: vogliamo mostrare
che non esiste alcun numero razionale m/n (con m, n interi positivi primi tra loro)
il cui quadrato sia uguale a 2.

Si tratta della celebre argomentazione con la quale i Pitagorici scoprirono ¢on
costernazione che la diagonale del quadrato & incommensurabile con il lato.

Siano:

p(m,n): “m,n sono interi positivi, primi tra loro”.
2
(13 m ”»
g(m,n): “— #27.
n
Si vuole provare la verita dell’enunciato

“Ym,n:p(m,n) = g(m,n)” .

In base al principio di contrapposizione (ciog “p = ¢ <=~ ¢ =>~ p”) Cid
equivale a dimostrare :

“Ym,n:~ g(m,n) ==~ p(m,n)”

e ciod che se m,n sono interi positivi, tali che m?/n? = 2 allora m ed n devono
avere un fattore comune. Infatti, m? = 2n? implica che m? & pari e percid m &
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pari; dunque m? & divisibile per 4. Essendo n? = m2/2, n? & pari. Ne segue che
n & pari come m e percid m ed n hanno il fattore 2 in comune.

Il contenuto di questa sezione potra apparire (a qualche studente) come la com-
plicazione inutile di regole talmente semplici da poter essere ritenute ovvie. Forse.
Ma I’esperienza ci ha mostrato quante volte 1o studente, anche preparato, incorra in
errori di logica nel corso di una dimostrazione, non sappia formulare correttamente
la negazione di un dato enunciato e cosi via. Percid riteniamo che non sia una
perdita di tempo 1’esercizio negli argomenti sopra esposti.

Esercid
1. Siano:

p : “Emilio ha la febbre”
q : “Emilio ha paura dell’esame”
r : “Emilio va a scuola” .

Interpretare gli enunciati “pV g —=>~r"e“~pA~r — q".

2. Verificare se i seguenti enunciati sono tautologie

a)“(pVOA~qg=>p"

D“p=q) = (~p=r~g)"

“pA~(pV Y™

3. Verificare, in base al Modus-ponens, se le seguenti deduzioni sono corrette.

a) Se oggi piove esco in macchina; oggi non piove; allora non esco in macchina,
b) Se oggi piove esco in macchina; non esco in macchina; allora oggi non piove.

4. Da pe “p = ¢” si deduce g poiché I'enunciato “p A (p = ¢) = ¢” & una
tautologia. ‘

Generalizzando, si pud dedurre ¢ dagli enunciati py, ps,...,pn se l’enunciato
“p1 Ap2 A...Apn = ¢” & una tautologia.

Si esamini ora la seguente argomentazione.

Se Tizio mente allora & I’assassino oppure il delitto & avvenuto dopo la mezzanotte,
Se il delitto & avvenuto prima di mezzanotte allora Tizio mente.

Allora Tizio ¢ I’assassino.

E corretta questa deduzione?

5. Consideriamo un circuito elettrico in cui compaiono solo interruttori a 2 posizioni:
chiuso (passa corrente) ed aperto (non passa corrente). Ad ogni interruttore associamo un
enunciato con la convenzione che I'interruttore ¢ chiuso se e solo s¢ I’enunciato & vero.

Cosi, nel circuito seguente,

Fig. 1.1

il passaggio di corrente & equivalente alla verita dell’enunciato “p A ¢”.
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Si esprima la condizione di passaggio della corrente nei circuiti seguenti

p q
r
L r~
L e R | e e ]
~q q

Fig. 1.2

6. Costruire un circuito del tipo indicato nell’esercizio 5 per gli enunciati
aApA(rV~gqg), bp=—gq.

7. Siano z ¢ y numeri natrali e p(z,y):“z < y”.
Interpretare

3zVy : p(z,y) , 323y :p(z,y) , VaVy :p(z,y) , Y2y :p(z,y) .

8. Siano: p(x): “z & cinese” e ¢(z): “z & un buon cuoco”.
Interpretare gli enunciati -

“Ve:p(z) = q(z)” , “Vz:g(z) = p(x)”
e le loro negazioni.

9. Si consideri I’enunciato “p — ¢” seguente: “se tutti gli uomini fossero sani, tutti gli
ospedali sarebbero vuoti”,
Scrivere la contronominale, la contraria, 1’inversa di “p —> ¢

2.  SIMBOL! ED OPERAZIONI INSIEMISTICHE FONDAMENTALI

1Y

2.1 Definizioni

Frasi come: I'insieme dei numeri reali, I’insieme dei cittadini italiani, I’insieme
dei punti di un piano, etc. sono intuitive; esse illustrano il concetto di insieme.
In questa esposizione noi assumeremo come primitiva (cio® non riducibile a con-
cetti pilr elementari) la nozione di insieme; useremo, talvolta, come sinonimi, le
espressioni: collezione, classe, famiglia, aggregato. Indicheremo gli insiemi soli-
tamente con le lettere maiuscole: A, B, X,... e con lettere minuscole a,b,z,...
i singoli oggetti, gli elementi, che fanno parte di questi insiemi. Talvolta & utile
elencare espressamente gli elementi di un insieme; ¢io si fa indicando tali elementi
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fra parentesi graffe. Ad esempio {0, 1} indica I’insieme formato dai numeri 0 e 1;
{1,1/2,1/3,...,1/100} indica I’insieme i cui elementi sono i reciproci dei numeri
naturali compresi tra 1 e 100; {a} indica I’insieme formato dal solo elemento a.

Si noti che ogni elemento di un qualsiasi insieme pud, a sua volta, essere con-
siderato un insieme; cid ¢ comodo da un punto di vista concettuale, poiché in tal
modo nella teoria compaiono solo variabili di uno stesso tipo: gli insiemi, appunto.

Oltre ai simboli logici gia introdotti nel capitolo precedente incontriamo nella
teoria i simboli di uguaglianza: “=", e di appartenenza: “€”. Essi danno luogo
ai predicati binari

r=y , z€X

e Y

che si leggono rispettivamente: “z & uguale a y”, “‘z appartiene a X (oppure, “z
e un elemento di X”). 1l primo & regolato dalle proprieta:

riflessiva Ve:x =2
simmetrica Vz,Vy:(z = y) <= (y = z)
transitiva  Vz,Vy,Vz:(z = y)A (y=2) == (z = 2)

e dalla seguente proprieta di sostituzione: se p € un predicato qualsiasi in una
variabile, allora

Vz,Vy: (z = y) = (p(z) <= p(y))

ciod z e y, se sono uguali, sono intercambiabili in ogni predicato.
Per negare i due predicati sopra introdotti si usano le comode abbreviazioni:
z # y (silegge: “z e diversoda y”) e x ¢ X (si legga: “x non appartiene a X”).

Un’altra comoda abbreviazione che useremo ¢ il simbolo “:=" che viene utiliz-
zato per porre definizioni, come per esempio: A := {0,1} oppure 7 := (lunghezza
della semicirconferenza)/(lunghezza del raggio) (*).

Risulta poi utile, per gli sviluppi formali della teoria, considerare, tra i vari
insiemi, anche un insieme privo di elementi: ’insieme vuoto, che si indichera col
simbolo §.

Introduciamo ora i simboli di inclusione: C, D, C, D, che danno luogo anch’essi
a predicati binari. Anzitutto diremo che i due insiemi A e B sono uguali se e solo
se hanno gli stessi elementi, ciog¢

A=B<= (r€A<=2€DB).

Si dice che B ¢ un sottoinsieme di A (oppure B & contenuto in A) e si scrive
B C A (oppure A D B), se ogni elemento di B & un elemento di A, cioé

Ve:ze B=z€A.

(*) Invece di := altri testi usano =, def 4
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Sinoti che A = Bseesolose BC Ae A C B; inoltre () & contenuto in A
(qualunque sia I’insieme A). Un sottoinsieme di A distinto da @ e da A stesso si
dice sottoinsieme proprio; se B & un sottoinsieme proprio di A scriveremo B C A
(oppure A D B).

Esempio 2.1 - Se R indica I'insieme dei numeri reali, I’espressione
{z:(z € R) A (2% > 0)}

indica il sottoinsieme proprio ottenuto da IR togliendo lo zero.

Le relazioni di inclusione C,D godono delle seguenti proprieta di verifica im-
mediata:

riflessiva VA:ACA '
antisimmetrica VANB:(ACB)A(BCA)= A=B
transitiva VAVBVC:(ACB)A(BCC)= ACC.

Definiamo ora alcune fondamentali operazioni insiemistiche.
Nella figura 1.3, esse sono illustrate in maniera intuitiva, per mezzo dei cosiddetti
diagrammi di Venn.

a) inclusione: BC A b) unione: AUB c¢) intersezione: An B

d) differenza: A\ B e) differenza simmetrica: AA B f) complementazione: CyA

Fig. 1.3
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Definizioni

2.1 Unione. L’unione di due insiemi A, B ¢ un insieme, indicato con A U B,
costituito da tutti quegli elementi che appartengono ad almeno uno dei due insiemi
A oppure B.

AUB:={z:(z € AV (z € B)} .

2.2 Intersezione. L’intersezione di due insiemi A, B & un insieme indicato con
A N B, costituito dagli elementi che appartengono sia ad A che a B.

AnNB:={z:(x€ A)A(z € B)}.

Se accade che AN B = §, cio? i due insiemi non hanno elementi in comune, essi
si diranno disgiunti.

2.3 Differenza. La differenza di B da A ¢ un insieme, mdzcato con A\B costi-
tuito dagli elementi di A che non appartengono a B.

A\B = {s:(z € A)A(z ¢ B)} .

E utile anche considerare la differenza simmetrica di A e B: essa & un insieme,
indicato con AA B, costituito dagli elementi di A che non appartengono a B e dagli
elementi di B che non appartengono ad A.

AAB = (A\B) U (B\A) .

2.4 Complementazione. Accade spesso, nel corso di un’argomentazione, che

. tutti gli insiemi di cui trattasi siano sottoinsiemi di un determinato insieme U, detto
" insieme ambiente.

La famiglia di tutti questi sottoinsiemi di U, propri ed impropri, prende il nome
di insieme delle parti di U, e si indica con AU). Se A € AU), si definisce allora
il complementare di A rispetto ad U, e si indica con (;; A (0 semplicemente CA
se 1’ambiente & chiaro dal contesto) I’insieme formato dagli elementi di U che non
appartengono ad A, ovvero U\A:

CGGA={z:(zeU)A(z¢g A)}=U\A.

Le operazioni sopra definite godono di proprieta, le pi importanti delle quali
elenchiamo qui sotto, lasciandone la semplice verifica al lettore.
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Sia U un dato insieme ¢ A, B,C,... elementi di A U); allora abbiamo:

Per P'unione Proprieta Per I’intersezione
AUA=A iterativa o di ANA=A
idempotenza
AUB=BUA commutativa ANB=BnNA

(AUB)UC =AU (BUC) associativa (ANB)NC=An(BNC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | distributiva | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(ANB)=4 di assorbimento AN(AUB)=A
ACB<= (AUB=B) di inclusione ADB<+=(ANB=10B)

Per la complementazione Proprieta
(CA)=A involutoria
QAUB)=CANCB pseudodistributive, o leggi

((AnB)= CAUCB di De Morgan (cfr. le tautologie
: DM; e DM; del par 1.1)

AUCA=UANCA=9

L’insieme P(U), sugli elementi del quale sono state definite le operazioni di
unione, intersezione, complementazione come sopra esposto (le altre operaziont
possono esprimersi per mezzo di queste) costituisce un’algebra di Boole (fondata
sull’insieme U). Si noterd come le precedenti proprietd si presentino a coppie;
questo fatto esprime la legge di dualita: se, in una proprieta vera, espressa me-
diante i simboli di inclusione, di unione e intersezione, si scambiano tra loro unione
e intersezione e ogni inclusione D con la sua opposta C, il risultato é una propo-
sizione ancora vera; da una proprietd vera, espressa mediante i simboli di U, N, C,
si ottiene una proprieta ancora vera scambiando fra loro U e N e ogni insieme col
suo complementare.

Vogliamo concludere questa introduzione mostrando che, per quanto intuitivi
e semplici possano sembrare i concetti sopra esposti, essi c¢i portano immanca-
bilmente incontro a delle contraddizioni, note come paradossi della teoria degli
insiemi. Infatti noi abbiamo tacitamente assunto che ogni predicato possa caratte-
rizzare 1’appartenenza ad un insieme.

In altri termini, se p(z) & un predicato unario, risulta definito I’insieme
X := {z:p(z)}. Viceversa, dato un insieme X & definito il predicato
p(z):“z € X" '

Le definizioni di AU B, AN B, A\B elc, date sopra, sono state ottenute in questo
modo. Ora, a parte il fatto che il predicato p(z) dovra soddisfare evidenti requisiti
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di sensatezza (non ha senso dire: I'insieme dei numeri simpatici!) succede che il
semplice predicato:

p(z):“z & un insieme”

porta ad una contraddizione.

Infatti, I'insieme I := {z:p(z)} sarebbe I'insieme di tutti gli insiemi. Di conse-
guenza I € I e ciot I apparterrebbe a sé stesso.

Dividiamo gli insiemi in due categorie: la categoria R (R da Russell), costituita
dagli insiemi che appartengono a sé stessi; un esempio di insieme di tipo R &
proprio I, I’insieme di tutti gli insiemi. La categona ~ R (leggiamo “non R"),
costituita da tutti gli altri insiemi.

Naturalmente, gli insiemi pit comuni sono di tipo ~ R; ad esempio IN, 1’insieme
dei numeri naturali, non ¢ un numero naturale; un insieme di dieci mele non & una
mela.

Consideriamo ora I’insieme definito da

H := {X:X &uninsieme di tipo ~R}.

In altri termini H & I'insieme di tutti gli insiemi di tipo ~ R.
Per il principio del terzo escluso, “pv (~ p)”, abbiamo che H & di tipo R oppure
H & di tipo ~R.
Tuttavia osserviamo che:
se H fosse di tipo R, allora si avrebbe H € H, ma ogni elemento di H & un
insieme di tipo ~ R e si dedurrebbe cosi che H & di tipo ~ R. Contraddizione.
Supponiamo allora che H sia di tipo ~ R; allora, per la definizione di H, si
avrebbe H € H con la conseguenza che H ¢ di tipo R. Ancora contraddizione.
Conclusione: o il principio del terzo escluso (che & una tautologial) non vale
oppure la teoria & contraddittoria.

Quello che abbiamo illustrato & il celebre paradosso di Bertrand Russell. Un altro
paradosso, basato sul concetto di cardinalita, dovuto allo stesso Cantor (George
Cantor ¢ il fondatore della teoria degli insiemi) & presentato pitt avanti.

Cid che, in ultima analisi, risulta contraddittorio & il concetto di insieme di tutti
gli insiemi oppure di insieme che appartiene a sé stesso.

La necessita di impedire ’insorgere di tali paradossi ha portato alla formulazione
assiomatica della teoria degli insiemi. Per soddisfare la curiositd di un eventuale
lettore interessato ed anche perché avremo occasione di citare piu avanti qualcuno
degli assiomi della teoria, ne abbiamo inserito un rapido cenno nell’appendice in
fondo al capitolo.

Per ovvie ragioni di semplicita, continueremo ad usare la teoria non assiomatica
0, come si usa dire, “ingenua”; avremo perd cura di evitare riferimenti all’ “insieme
di tutti gli insiemi” o a predicati del tipo X € X.

Tale modo di procedere & parzialmente giustificato dal fatto che, come recenti
sviluppi di logica, sui quali certo non possiamo soffermarci, hanno dimostrato,
anche la formulazione assiomatica non & esente da critiche.
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In ogni caso si pud affermare che la teoria degli insiemi costituisce una delle
rivoluzioni pilt profonde nella storia della scienza.

Eserciz

1. Sia A un insieme ed a € A.
E vero che AU {a} = A? E vero che AU {{a}} = A?

2. Siano A, B,C parti di un dato insieme ambiente U; stabilire quali delle seguenti
relazioni sono vere:

A)ACCeBCcC= AUBCC

D) ACCeACB=ACBNC

¢) AC B—CA CCB.

3. Dimostrare che
AUB =(ANB)U(B\A)U(A\B) .
4. Dimostrare le leggi di De Morgan

(AuB)=CANCB
(ANB)=CAUCB.
5. Sia B l’insieme dei barbieri di Lodi che radono la barba a quelli e soltanto a quelli
che non se la radono da soli.

Dimostrare che 0 B = @, oppure i barbieri appartenenti a B hanno barbe . .. chilometri-
che.

6. Quale delle seguenti relazioni & vera?

a) ADBeCNA#0—=CnNB=90

D) ADBNCeANB=0=—BNC=9
) (ANBN\C =(ANC)\(BNC).

3. RELAZIONI
3.1 Prodotto cartesiano

In maniera intuitiva introduciamo la nozione di coppia ordinata. Presi due
insiemi A e B (non necessariamente distinti) indichiamo con (a,b) I'insieme co-
stituito prendendo due elementi @ € A e b € B nell’ordine indicato. Sia (a',d')
un’altra coppia, a' € A, b’ € B. Definiamo 1’uguaglianza tra coppie ordinate ponen-
do

(a,b) = (V)<= (a=d)A(b=1V)

Percid & chiaro che (a,b) non va confusa con la coppia (non ordinata) {a,b},
cioé I'insieme dei due elementi a € A, b € B, che pud essere anche indicato con
{b,a} poiché non importa 1’ordine con cui si elencano gli elementi di un insieme.
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Definizione 3.1 - La collezione di tuste le coppie ordinate (a,b) ottenute pren-
dendo a € A e b € B forma un nuovo insieme che si indica con A X B e si chiama
prodotto cartesiano (o semplicemente prodotto) di A per B:

A x B :={(a,b):a € A,b€ B}.

E chiaro che, se A & diverso da B, questo prodotto non & commutativo e ciod
A X B # B x A; nel caso A = B esso si indichera semplicemente con A2,

Esempio 3.1 - Se A e B sono sottoinsiemi di R (numeri reali), le coppie (a,d)
si possono rappresentare come punti del piano, convenendo che il primo elemento
della coppia sia 1’ascissa e il secondo I’ordinata. Allora, sia A I'insieme dei numeri
compresi tra 0 e 1 e B I’insieme dei numeri compresi tra 1 e 2; 1a figura 1.4 illustra
gli insiemi A x B, B x A, A%

AxB

Bx A

Fig. 1.4

La definizione si estende poi in maniera ovvia al caso di pit di due fattori:
Ay X A2 X ... X Ap ¢ linsieme delle n-uple ordinate (a;,as,...,a,) con
a; € A; (i=1,2,...,n).

Lo studente mostri che, per questo prodotto, valgono la proprietd associativa e
la proprieta distributiva rispetto all’unione, intersezione e differenza.

3.2 Definizione di relazione

Definizione 3.2 - Siano X e Y due insiemi e per z € X,y € Y, sia r(z,y) un
predicato (binario) nelle variabili x e y. Si dice che questo predicato esprime una
relazione binaria (o corrispondenza) tra gli elementidi X edi Y. Se r(z,y) é vera
si dice che x e y stanno in relazione tra loro.

Se X =Y, diremo semplicefnente che r & una relazione tra gli elementi di X.
Sia R il sottoinsieme di X x Y costituito dalle coppie (z,y) per cui la relazione
¢ vera:

R:={(z,y):(z,y) € X xY Ar(z,y)} .
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R si chiama grafico della relazione e si indica con graf(r). Per indicare che z e y
sono legati dalla relazione r scriveremo

(2,9) € graf(r) .
Viceversa, dato un insieme R C X x Y, risuita individuata la relazione r definita
da: ,
“r(z,y) vera se e solo se (z,y) € R” .

Evidentemente il grafico di questa relazione coincide con R.
In ultima analisi, una relazione binaria r in X x Y @ identificabile con un sot-
toinsieme di X X Y, il grafico di r.

‘AT ]

Nella lingua parlata: “z ¢ fratello di y”, “z abita nella cittd y”, “z & iscritto alla
facoltd y”, etc., sono esempi evidenti di relazioni. A noi interessano le relazioni
espresse nel linguaggio della teoria degli insiemi. :

Esempi ,
3.2. X ¢ l'insieme dei punti del piano, Y 'insieme delle retie del piano: una
relazione in X x Y & quella di appartenenza del punto alla retta.

3.3. Dato un insieme U, sia X =Y :1’(U ). Allora se A, B € (U) il predicato
(A, B):*“A C B” esprime una relazione in P(U).

Se U = {a, b} lo studente rappresenti schematicamente con un disegno il grafico
della relazione. ‘

3.4. Sia X I'insieme degli interi positivi. Esempi di relazioni in' X sono:

r(m,n): “m ed n sono primi tra loro”;
s(m,n): “m & divisore di n”;
t(m,n): “m? 4 n? = quadrato di un intero”.
Lo studente cerchi di farsi un’idea del grafico di queste relazioni, magari limi-
tandosi a considerare gli interi compresi tra 1 ¢ 100.

3.5. Sla X Pinsieme dei numeri reali. Esempi di relazioni in X sono: “z < ",
“22 +y2 +1=0", “(sinz)? + (cos y)? = 1".

Qual ¢ il loro grafico? (Quando il grafico ¢ vuoto, la relazione vien detta
impossibile).

Sono di grande unportanza due speciali tipi di relazioni definite fra gli elementi
di uno stesso insieme: le equivalenze e gli ordinamenti.

3.3 Equivalenze

Definizione 3.3 - Diciamo che r ¢ una relazione di equivalenza (o semplice-
mente un’equivalenza) in X, e la indicheremo col simbolo = ~ y (si legga: z @
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equivalente a y) se verifica le proprietd:

riflessiva VeeXizxz
simmetrica Vz € X,Vye Xz y<=>y~z
transitiva Vi e X,Vye X,Vze X:(zry)A(yrz)==>z = 2.

L’importanza di una simile relazione sta nel fatto che essa realizza, sull’insieme
in cui ¢ definita, una partizione. Definiamo cosa si intende con questo.

Definizione 3.4 - Sia X un insieme non vuoto. Una partizione di X, che in-
dicheremo con §, é una famiglia di sottoinsiemi di X, ovvero un sottoinsieme di
P X) tale che:

i) ogni elemento A di S ¢ non vuoto

ilyse A1 € S5, A2€ S5e Ay # Ay, allora AiNA; =0

iy | J 4=X.

A€S

Per esempio, se X ¢& l'insieme degli interi positivi, una sua partizionc si ha
prendendo S = {P, D} dove P ¢ I’insicme dei numeri pari ¢ D 'insieme di quelli
dispari.

Se in X ¢ data una equivalenza r, indichiamo con [z] I'insieme di tutti gli
elementi di X equivalenti a z, ciod

[2]:={y:(y € X) A (z = y)};

(2] & detta classe di equivalenza di z. -

s Teorema 3.1 - Stabilita in un insieme non vuoto X una relazione di equivalen:za,
la famiglia {[z):z € X} delle classi di equivalenza costituisce una partizione di
X.

Dimostrazione - Dobbiamo mostrare che valgono le proprieta i) ii) iii) sopra menzionate.
La i) & evidente poiché [z] conticne almeno z.

Per mostrare la ii) procediamo per assurdo: supponiamo che due classi di equivalenza
distinte {z] ¢ [y] abbiano un elemento in comune, z; sarebbe allora z & z € y &~ z ¢ percid,
per la proprieta transitiva, = y; qualunque altro elemento z’ € (z], essendo equivalente a
z, sarebbe percid equivalente a y e qualunque altro elemento y' € [y], essendo equivalente
a y sarebbe percid equivalente a z, da cui seguirebbe [z] = [y] contro la ipotesi.

La iii) ¢ pure evidente, poiché un quaisiasi elemento di X appartienc alla classe che egli
stesso individua. o

Possiamo cosl affermare che: ogni elemento x € X sta in una e una sola classe
di equivalenza. La partizione determinata su X dall’equivalenza r prende un nome
speciale: viene detta insieme quoziente di X rispetio a r e viene indicata col
simbolo X /r.

E anche immediato constatare che, assegnata una partizione S su X, questa
determina univocamente una equivalenza r, tale che S = X/r. Tale equivalenza &
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definita da:

“z & y <= =z e y appartengono allo stesso elemento di 5” .

Esempi

3.6. La relazione di uguaglianza, gid introdotta in 2.1, & evidentemente una
equivalenza; in questo caso le classi [z] contengono solamente 1’individuo z.

3.7. In algebra e in teoria dei numeri hanno grande importanza le classi di resti
modulo m, definite dalla seguente equivalenza.

Sia Z I'insieme dei numeri interi relativi (0, £1, 42, ...) e sia m un intero fissato
> 1; consideriamo il predicato binario

r(z,y): “z — y & divisibile per m” .

E facile verificare (esercizio) che r & una relazione di equivalenza in Z. Ogni
classe & composta da numeri che, divisi per m, danno lo stesso resto; da qui la
terminologia. .

Se m = 1, la r definisce una sola classe che contiene tutti gli interi.

Se m = 2, 1a r definisce due classi, una formata dai numeri pari, 1’altra dai
dispari.

Se m = 3, la r definisce 3 classi: quella dei multipli di 3, quella dei (multipli
di 3)+1, quella dei (multipli di 3)+2.

[0] [1] [2] 3] [4]
-15 | -14 [ -13 | -12 | -1
-10 | -9 | -8 | -7 | -6
-5 | -4 | =3 | -2 | -1
0 1 2 3 4
6 8 9
10 11 12 13 14
15 16 17 18 19

Fig. 1.5 - Le classi di resti modulo 5.

3.8. Nella geometria euclidea sono relazioni di equivalenza il parallelismo tra
le rette di un piano, la similitudine tra i poligoni di un piano; ricordiamo anche che
proprio in geometria si dicono equivalenti due figure piane (o solide) che hanno la
stessa area (o volume).
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3.9. In fisica molte grandezze (quali forze, velocitd, accelerazione, etc.) si
esprimono per mezzo di vettori. Questi vengono di solito definiti col seguente
procedimento.

Nello spazio sono assegnati, nell’ordine, due punti P e Q; risulta quindi in-
dividuato un segmento orientato, da P verso (); esso pud essere caratlerizzato
assegnando:

a) un numero (reale non negativo) che esprime la sua lunghezza o intensita,

b) una retta (quella congiungente P con ) che individua la sua direzione:

¢) un verso (cioe quello da P verso Q);

d) un punto (il punto P, origine del segmento orientato).

Consideriamo ora, tra tutti i scgmenti orientati dello spazio, la seguente relazione,
detta equipollenza: due segmenti orientati s e s' sono equipollenti se uno di essi
puo sovrapporsi all’ altro con una traslazione.

Questa relazione & una equivalenza. Le classi di questa equivalenza sono i
vettori, i quali percid sono individuati solamente da intensita, direzione ¢ verso.

Altre interessanti relazioni di equivalenza si incontreranno nel Cap. 2.

3.4 Ordinamenti

Definizione 3.5 - Diremo che r ¢ una relazione d’ordine (o semplicemente un
ordinamento) in X, e la indicheremo col simbolo ¢ < y (oppure y > z) (si legga:
x precede y, oppure, y segue x) se verifica le proprietd:

riflessiva Vie Xz <z
antisimmetrica Vz € X,Vye X:(z S y)A(yZz)s=>x =y
transitiva Ve X,Vye X,Vz e X:

(zxyN(yz)==1=<2.

Gli elementi (z, y) del grafico della relazione si diranno tra di loro confrontabili.
Se, presi comunque z ¢ y € X, possiamo stabilire che ¢ < y oppure y < z,
I'ordinamento si dira totale, altrimenti verra detto parziale. Un insieme in cui sia
stata introdotta una relazione d’ordine si dird ordinato.

Esempi

3.10. In R (insicme dei numeri reali) ¢ definito un ordinamento i.tale per mezzo
della usuale relazione <,>. In R ciog, z < y significa = < y.

3.11. Dato V’insieme U, in ‘A(U ) ¢ definito un ordinamento parziale per mezzo
della relazione di inclusione C (vedi 2.1). Piu precisamente se¢ A, B € P(U),
A <X B significa A C B.

3.12. Linsieme delle parole di un dizionario & totalmente ordinato secondo
I’ordine lessicografico.
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3.13. L’insieme dei vettori (precedentemente definiti) ¢ ordinato (totalmente?
parzialmente?) rispetto alla relazione definita da: z < y <= la lunghezza di z ¢
< della lunghezza di y?

In un insieme ordinato possiamo introdurre concetti che svolgeranno un ruolo
fondamentale nel seguito. Essi vengono ora solo brevemente accennati; la loro
importanza verra meglio compresa pil avanti.

Sia X un insieme ordinato ¢ sia A C X non vuoto. Evidentemente anche A &
ordinato, con I’ordinamento indotto da X. Un elemento k£ di X & un maggiorante
(risp. minorante) di A se:

i) k£ & confrontabile con ogni elemento di A
i) Ve € A:x < k (risp. = = k).

Se esiste almeno un maggiorante (minorante) il sottoinsieme A viene detto [i-
mitato superiormente (limitato inferiormente); si dird limitato se risulta limitato
sia superiormente che inferiormente. Un elemento m di X & detto massimo (risp.
minimo) di A se:

iymeA
ii} m & un maggiorante (risp. minorante) di A.

Evidentemente, un insieme A pud non avere alcun maggiorante né minorante,
oppure pud avere pill maggioranti ¢ pil minoranti; ma non puo esservi che un solo
massimo e un solo minimo. Tultavia questi elementi possono facilmente mancare,
come accade, per esempio, per il sottoinsieme A di R formato dai numeri reali
z:0 < z < 1. Convicne allora estendere la definizione di massimo e minimo in
modo da avere a disposizione delle quantitd la cui esistenza, almeno nei casi che
ci interesseranno in seguito, potra agevolmente essere provata.

Definizione 3.6 - Chiameremo estremo superiore (inferiore) di A, e lo indiche-
remo con sup A (inf A), il minimo (massimo) dei maggioranti (minoranti) di A, se
esiste. R

L’estremo superiore ¢ ’estremo inferiore, se esistono, sono unici. E evidente
infine che se m ¢ massimo (minimo) di A esso coincide con sup A (inf A).

Chiudiamo il paragrafo con un’ultima definizione. Un insieme ordinato X &
detto bene ordinato se ogni sottoinsieme, non vuoto, ordinato di X possiede un
elemento minimo.

Una conseguenza di questa definizione ¢ che ogni insieme bene ordinato & to-
talmente ordinato poiché, presi z € y in X, Pinsieme {z,y} & un sottoinsieme di
X e pertanto ha minimo; sccondoché questo minimo sia z 0 y potremo scrivere
z <X yoppure ¥y < .

Esercizi

1. Siano A un cerchio e B un segmento di retta. Interpretare geometricamente A x B.
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2. Siano A un cerchio di raggio r € B una circonferenza di raggio R > r.
Interpretare geometricamente A x B.

3. Sia X I'insieme dei numeri reali; disegnare il grafico delle seguenti relazioni in X x X:

2) 922 +4y2 =36 b)y=3z2+1.

4. Nell’insieme degli esseri umani esaminare la relazione

r(z,y) : “z & discendente da y”

ovvero “y ¢ antenato di z”.

E una relazione di equivalenza? E una relazione d’ordine?

§. Sia X I'insieme degli interi positivi € s(rm, n) la relazione in X data da: “m & divisore
di n”,

E una relazione d’ordine totale o parziale, in X?

6. Verificare che la relazione di congruenza tra figure piane o solide nella geometria
euclidea & una relazione di equivalenza.

7. Dimostrare che ogni insieme totalmente ordinato e finito (cio® con un numero finito
di elementi) possiede massimo e minimo.

4. FUNZIONI

4.1 Definizione di funzione

Il concetto di funzione & centrale per tutto il corso di Analisi.

Definizione 4.1 - Siano X,Y due insiemi. Si dice funzione da X in' Y una
relazione v iR X X Y che soddisfi la seguente proprieta:

per ogni x € X, esiste uno ed un solo elemento y € Y in relazione con z.
Ovvero, I insieme

{y € Y:(z,y) € graf(r)}
& costituito da un solo elemento per ogni z € X.

La proprieta caratterizzante le funzioni si pud esprimere nella maniera alternativa
seguente: '

due coppie (x,yi) e (z,y,) appartenenti al grafico di v che hanno lo stesso
primo elemento devono avere uguale anche il secondo; ovvero:

(z,y1) € graf(r) e (z,y2)€graf(r)=y1 =y .

Esempio 4.1 - Consideriamo i due casi seguenti di relazioni in X x Y dove X
ed Y sono sottoinsiemi di IR, I'insieme dei numeri reali. In base a quanto detto
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in 3.2 possiamo limitarci ad assegnare il loro grafico che nel nostro caso ¢ un
sottoinsieme di RZ,

a) grafico della relazione ry b) grafico della relazione r,
Fig. 1.6
_Per entrambe le relazioni abbiamo
X={zeRia<z<b}.

Per ogni 2y € X, 'insieme {y € Y: (zo,y) € graf(r)} & costituito esattamente
da un punto: I’ordinata del punto di intersezione della retta di equazione x = zg
con graf(ry). Dunque r; ¢ una funzione.

Al contrario I'insieme {y € Y:(zg,y) € graf(r2)} non & costituito da un solo
punto per ogni zp € X: i punti (z9,¥1), (Z0,¥2), (Z0,¥y3) indicati in figura 1.6 b)
appartengono a graf(ry). Dunque ry non ¢ una funzione.

Ritorniamo alla definizione 4.1. In base ad essa ad ogni elemento =z € X risulta
associato un unico elemento y € Y tale che (z,y) € graf(r). :

Questa osservazione permette una definizione alternativa di funzione, pil1 “dina-
mica” rispetto alla 4.1, preferibile dal punto di vista pratico.

Definizione 4.1 - Siano X ed Y due insiemi. Si dice funzione da X in'Y una
corrispondenza univoca da X in Y, ovvero una corrispondenza che associa ad
ogni elemento © € X uno ed un solo elemento y € Y.

Esempi

4.2. Siano: X l'insieme degli uomini, Y I'insieme delle donne.
La corrispondenza

uomo +— madre
¢ una funzione da X in Y.

4.3. Siano: X l'insieme dei padri, Y I'insieme degli uomini.
La corrispondenza

padre +— figlio
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non & una funzione da X in Y non essendo univoca: un padre pud avere pit di
un figlio.

4.4, Siano: X I'insieme dei triangoli di un piano, Y ’insieme dei numeri reali.
La corrispondenza
triangolo +—  perimetro

¢ una funzione da X in Y.

Sia f una funzione da X in Y. X si chiama dominio di f: X = dom(f); Y si
chiama codominio di f:Y = cod(f).

Sez € X eyeY &l’elemento che f associa ad x si scrive
y= f(z) (silegga “y uguale ad f di z”)

e si dice che “y & immagine di z tramite f”./
L’insieme delle immagini di tutti i punti di X tramite f si indica con im(f) o
con f(X) e si chiama immagine di X (tramite f). In formule:

f(X)={yeY:3zeX: f(z)=1y}.

In alcuni testi per codominio si intende f(X).
In generale f(X) C Y. Pud capitare che f(X) sia costituito da un solo elemento
di Y. In tal caso la funzione si dice costante.

11 diagramma sottostante illustra i concetti suesposti.

Fig. 1.7

Si pud pensare ad una funzione come ad una *scatola” che trasforma un elemento
del dominio inserito in INPUT in un unico elemento del codominio (OUTPUT)

INPUT OUTPUT
T —P ! —> f(2)
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Una notazione completa per le funzioni ¢ la seguente:
frzrm f(z): X >Y.

Il simbolo z — f(z) precisa la corrispondenza, mentre X — Y precisa dominio
¢ codominio.
Si usa anche scrivere f: X — Y precisando a parte la corrispondenza:

f(z) =
Esempi

45. fiz—sinz:R > R
indica la corrlspondenza che ad ogni numero reale z associa il seno d1 z. Per
questa funzione si ha

fR)={ceR:-1<z<1}.

4.6. f:(z1,22,23) —~ /22 + 22+ 22 :RP - R

indica la corrispondenza che associa ad ogni punto di [R3 la sua distanza dall’ori-
gine. Si ha

f(R}) ={zeR:z>0}.
4.7. f:z +— (cosz,sinz): R — R? :
indica la corrispondenza che associa ad ogni punto z € R il punto P del piano sulla
circonferenza con centro nell’origine indicato in figura 1.8. Per questa funzione si

ha:

F(R) = {(z1,22) € R?: a:f + z% =1}

4
X2

‘,_\X
> X4

Fig. 1.8
4.8. Sia f la corrispondenza cosi definita:

ffR—=R
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& tale che

f(z) = 0 se z & irrazionale
f(z) =1 se x & razionale.

Sinteticamente possiamo scrivere, indicando con Q 1’insieme dei numeri razionali
_f1 sezeQ
f(z)= {0 se z ¢ R\Q.
Siha f(R)={0,1}.
4.9, Sia A C R" ed f la corrispondenza cosi definita:
R  >R:f(z)=0sez¢ A, f(z)=1sez€ A.

Siha f(R"™) = {0,1}.

Questa funzione si chiama funzione caratteristica o funzione indicatrice di A in
R™. Si indica col simbolo 1 4.

Evidentemente 1a funzione dell’esempio 4.8 & I’indicatrice dei razionali in R.

Uguaglianza tra funzioni

Nella definizione di funzione compaiono tre elementi: il dominio, il codominio,
Ia legge che determina la corrispondenza tra essi.

Dunque due funzioni sono uguali se questi tre elementi coincidono per esse. Di
conseguenza le funzioni

frz z2:R — R

gz — 2R - Ry U{0} (R4:={z€R:iz>0})

sarebbero da considerarsi diverse, avendo codominio diverso.

Dal punto di vista pratico &€ perd conveniente “rilassare” la condizione di ugua-
glianza lasciando una certa liberta di scelta sul codominio, focalizzando 1’attenzione
solo sul dominio e sulla legge. Cosi facendo si potranno ritenere uguali due fun-
zioni se hanno lo stesso grafico.

Con questa posizione le due funzioni f e g definite sopra si possono considerare
uguali.

Cosl, nel seguito, soprattutto quando X e Y saranno insiemi numerici, si potra
definire una funzione assegnando solo I'espressione analitica che determina la cor-
rispondenza, assumendo che il dominio sia quello “naturale”, costituito cioé da
tutti gli elementi per i quali I’espressione ha senso e pensare che il codominio sia
Y oppure qualunque altro insieme, purché ovviamente contenga I'immagine.

Ad esempio, assegnando la corrispondenza

JE

1-2

frz—
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si assume come dominio il seguente:
dom(f)={zeR:z>0ez#1}.

Quanto al codominio, si pud scegliere I’insieme R dei numeri reali oppure
qualunque insieme contenente ’immagine f(RR).

Si potrebbe pensare che le fastidiose precisazioni riguardanti il codominio pos-
sano venire eliminate scegliendo sempre come codominio 1’insieme delle immagini,
operando dunque con funzioni :

[iX = f(X).

Se dal punto di vista teorico tale posizione & accettabile, lo ¢ molto meno dal
punto di vista pratico poiché & spesso complicato determinare I’insieme delle im-
magini.

Ci concederemo quindi la liberta di scelta sul codominio menzionata sopra, nel
caso in cui dovremo confrontare o definire funzioni.

Una certa cautela nella precisazione del codominio sara richiesta nel problema
dell’invertibilitd di una funzione, trattato piu avanti, nel par. 4.4.

Alla fine del volume sono riportati i diagrammi (grafici) di numerose funzioni
reali di variabile reale (cio¢ f: X — Y con X C R e Y C R) alcune delle quali
sono certamente gia note allo studente dalle scuole inferiori. E utile comunque che
Iallievo prenda subito conoscenza di alcune di esse, cosi da aver sottomano un
adeguato numero di esempi sui quali appoggiare i concetti generali gia introdotti
o che introdurremo.

4.2 Funzionl particolari. Successioni. Multifunzioni

Un po’ di definizioni, di frequente uso nel seguito.

La funzione z — z: X — X si dice applicazione identica (0 identita) di X in
sé: si indica con Ix.

Sia assegnata f: X — Y e sia Z un sottoinsieme di X; risulta definita in maniera
naturale una funzione g: Z — Y in questo modo: g(z) si pone uguale a f(z) per
z € Z. Questa funzione g si chiama la restrizione di f a Z (f si dira una estensione
di ¢ a X) e si indica con fIZ'

La restrizione della funzione identica /x ad un sottoinsieme Z di X si chiama
inclusione di Z in X.

Dati due insiemi X e Y, risultano definite, in maniera semplice e naturale, le
due funzioni seguenti:

iy, X xY>X e g(z,yymy: X XY SY.

Queste funzioni si chiamano, rispettivamente, proiezione canonica su X, proiezione
canonicasu 'Y,
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-

Sia f: X — Y e sia A un sottoinsieme di X; si dice immagine di A e si indica
con f(A), il sottoinsieme B di Y costituito dagli elementl che provengono da
qualche elemento di A, cioR:

f(A):={yeY: 3 ze€Ad : f(z)=y}.

Fig. 1.9

Successioni - Applicazioni di particolare importanza sono quelle definite su IN
(I’insieme dei numeri naturali). Esse hanno un nome ed una notazione tradizionali:
st chiamano successioni e invece di scrivere

fine f(n): IN->Y

si scrive pill semplicemente { f,, } o, pill estesamente, visualizzandone I’andamento:

fO’ fl’ f‘Z’ [, fn,

La variabile n prende il nome di indice. Si impiegano poi di preferenza le lettere
a,b, ... per indicare le successioni, anziché f,g,... tradizionalmente riservate alle
funzioni in generale. :

Esempi
4.10. Sia {ap} definita da

R nVEIN.

nw+—ap =

1
n+1
Elencando gli elementi dell’immagine avremo:

1
"n4+1

1
3. - e o
'n

Wl =

1
175,

1l grafico di {an} & un sottoinsieme di IN x [R. Alcuni punti sono indicati nella
figura 1.10.
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Fig. 1.10
4.11. Sia {a,} definita da

n—ap=(-1)" , nelN.
Avremo la sequenza
+1,-1,41,-1,...,(-1D)",...

ovvero +1 quando n & pari ¢ —1 quando n & dispari.

4.12. Alcune successioni sono definite solo da un certo intero ng in poi. Una
notazione pill precisa & allora {an},>n,-
Sia ad esempio {an},>2 definita da

ne— Vn2—4.

L’andamento di a, & il seguente;
0,v5, V12, V21,...,V/n2 —4,... .

Multifunzioni - Siano A ¢ B due insiemi ¢ (B) I’'insieme delle parti di B.
Una funzione F’ da A in P(B), ciot:

F:A - ¥HB),

associa ad ogni elemento di A un sottoinsieme di B.
Una corrispondenza

elemento di A — sottoinsieme di B

¢ chiamata multifunzione da A in B (o anche funzione a piu valori, funzione
multivoca).

Esempi
4,13. Siano A = B = R.
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Definiamo per ogni numero reale z,

F(z) = {z,—z} .

Cioe, ad ogni elemento z € R & associato il sottoinsieme di R dato dai due punti
T e —z.
11 grafico di F & illustrato nella figura 1.11.

~
~ ,’
N ’
~
N ¥
N /
N ’
A 4
. ’
N ’
N ’
N, 4
¥ ,
\‘ e
A ,’
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X2 . N X4
¥ AN
/
g N
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P N
Vi “
’ *
4 AN
4 N
e N

Fig. 1.11

4.14. Siano A = B = R.
Definiamo per ogni numero reale z,

F(z)={y € R:siny =z} .

F & una multifunzione da A in B. Osserviamo che F(z) & costituito dai punti
indicati in figura 1.12. ;

Fig. 1.12

4.3 Funzione composta

Definiamo ora un’operazione fondamentale sulle funzioni: il prodotto di compo-
sizione (o semplicemente composizione).
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Definizione 4.2 - Siano date f: X — Z ¢ g:W — Y, se risulta

im(f) € dom(g) ,
ad ogni z € X f associa un unico elemento f(z) € im(f) e poiché questo f(z) e
un elemento del dom(g), ad esso la funzione g associa un unico elemento y € Y

dato da: g(f(z)). Si dice allora che g é componibile con f e risulta cosi definita
una funzione:

hix — g(f(z)): X =Y
che si dice composta di g e f e si indica con go f (si legga: “g composto f”).
Esempio 4.15 - Siano
fizsinz:R >R e g¢gz— YRR .‘
Allora abbiamo: A

gofizr Vsinz:R - R .

X

Fig. 1.13

Se g & componibile con f non ¢ detto evidentemente che f sia componibile con
¢ ma anche quando cid avviene, risulterd in generale go f # f o g, ciod questo
prodotto non ¢ commutativo.

Esempio 4.16 - Se f e g sono le funzioni dell’esempio precedente, risulta
fog: x— sin x.

Se X =Y la funzione f: X — X & certamente componibile con sé stessa e
scriveremo f2 invece di f o f. Cosl, se f:z r sinz, sard f2:z + sin(sinz)
che dovrebbe potersi scrivere anche: sin? z; ma quest’ultima notazione purtroppo
viene spesso usata (scorrettamente) per indicare (sinz)?. Si faccia attenzione a
non confondere la funzione f2(z) con la funzione ( f(z))?!

11 prodotto di composizione si pud ovviamente estendere al caso di piu di due

fattori: fogoh... etc.
L’allievo provi che questo prodotto & associativo.
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4.4 Funzionl Inlettive e suriettive. Funzione Inversa

Definizione 4.3 - Sia f: X — Y, se avviene che im(f) =Y la funzione si dice
suriettiva (si dice anche che ¢ una funzione da X su Y invece che in Y).
Diremo invece che f ¢ iniettiva se avviene che:

Vzy € X , Vaz € X:f(z1) = f(z2) = 21 = 22§
ciog due elementi distinti 1 e 2 del dominio non possono avere la stessa immagine:

tali funzioni sono dette anche 1 « 1 (si legge: uno a uno). Infine, una funzione
che sia insieme iniettiva e suriettiva si dira biiettiva.

Naturalmente, qualunque funzione potrebbe rendersi suriettiva scegliendo il co-
dominio coincidente con I’immagine; ma cid non & semplice da farsi, poiché, come
abbiamo gia osservato, pud essere complicato determinare 1’'immagine.

La proprieta di iniettivita &, come subito vedremo, di grande importanza. Talvolta
una funzione, che non ¢ iniettiva sul dominio assegnato, pud diventarlo su un
dominio pilt piccolo, ciod passando a una sua restrizione.

Esempio 417 - La f:2 — sinz:IR — IR non & né suriettiva né iniettiva; la
stessa corrispondenza z + sinz considerata da R in {y € R:~1 < y < 1}
diventa suriettiva; la sua restrizione all’insieme {z € R:-7/2 < z < 7/2} &
iniettiva.

Il grafico di una funzione f: X — Y, con X e Y sottoinsiemi di R, che sia
iniettiva ha una semplice proprietd geometrica: il grafico di f interseca ogni retta
parallela all’asse delle ascisse al massimo in un punto.

Suriettivita ed iniettivita sono strettamente collegate con il problema di risolvere
equazioni. Riferendosi, ad esempio, ad una equazione del tipo f(z) = y con
f:R — R, dove z & l’'incognita e y il dato, la suriettivita di f significa che
I’equazione ha almeno una soluzione per ogni y, mentre Uiniettivitd di f significa
che la soluzione, se c’¢, é unica.

Funzione inversa.

Sia data f: X — Y. Preso y € f(X), ad esso risultano associati uno o pil
elementi z € X tali che f(z) = y (I'insieme di questi elementi z viene detto
la controimmagine di y). Pertanto questa relazione, che associa ad y la sua
controimmagine, non & in generale una funzione da f(X) in X (*); lo é se e
solo se f & iniettiva, poiché allora la controimmagine di un elemento y € f(X) ¢
costituita da un solo elemento x € X. In tal caso risulta definita una funzione, il
cui dominio & f(X) e la cui immagine ¢ X: essa associa ad un dato y € f(X)

" quell’ unico elemento = € X tale che f(z) = y. Tale funzione si chiama inversa
di f e si indica con f~1,

(*) E perd una funzione da f (X)in P(X) ovvero, secondo la terminologia del paragrafo 4.2, una
multifunzione da f(X) in X.
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Attenzione a non confondere la funzione f~1(z) con la funzione f(z)~! =
= 1/f(z)! Per esempio, se f & I'identitd in X, f = Ix, la sua inversa & essa
stessa: f~1 = f. ‘

Dunque una funzione f: X — Y ¢ invertibile (cio® esiste 1a sua inversa) se e
solo se f ¢ iniettiva, ovvero se f, considerata da X su f(X), ¢ biiettiva.

Dalla definizione data segue immediatamente che, se f & invertibile, risulta
componibile con la sua inversa sia a destra che a sinistra e si ha:

fofT™=Iyxy fTlof=Ix

Fig. 1.14

Lo studente pud anche dimostrare, per esercizio, che 1’'inversa di una funzione
data f € pure invertibile e

U=

Se dunque f ¢ invertibile, la corrispondenza da essa determinata tra X e f(X)
& biunivoca; si dice anche che gli insiemi X e f(X) sono identificati attraverso

la f.
Esempi
4.18. La funzione, gia considerata nell’esempio 4.17. definita da:
fiz—sinz:A—- B

dove

Az{zeIR : —%gxg-;i} e B={zeR : -1<z<1}

& suriettiva e iniettiva.- La sua funzione inversa f~!: B — A si chiama arcoseno
e si indica con il simbolo arcsin.
4.19. La funzione
fizm 22 RS R

& suriettiva e iniettiva. La sua funzione inversa, f -1.R — R, si chiama radice
cubica e si indica con il simbolo V-
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Esercizi

1. Sia P I’insieme dei parallelepipedi ed f la funzione da P in R data assegnando
ad ogni parallelepipedo il suo volume. Esaminare iniettivit e suriettivita di tale funzione.
Eventualmente modificando dominio ¢ codominio di f si pud rendere 1’applicazione biiet-
tiva?

2.* Proiezione stereografica della sfera.

Indichiamo con §? 1a superficie sferica unitaria, sottoinsieme di R3. Cio2

s?% .= {(z1,22,23) € R 23 +22 423 = 1} .

Sia N = (0,0,1) il polo Nord. Definiamo la funzione f: R? — $? associando ad ogni
punto y = (y1,y2) € R? il punto f(¥) = (z1,22,23) € S?, intersezione di S% con la
retta congiungente y con [V, diverso da V.

v

X2
y
X1
Fig. 1.15
Studiare iniettivita ¢ suriettivitd di f.
Verificare che 1'espressione analitica di f € la seguente:
2 2y2 2
14+ yi +y; 1+y7 +y; 1+y; +v3

Trovare I’espressione analitica della funzione inversa L

3. Verificare che f:z — cosz: A — B
dove .

A={zeR:0<z <7}

B={zeR -1<z<1)}

& suriettiva ed iniettiva. La sua funzione inversa si chiama arcocoseno ¢ si indica con il
simbolo arccos.

4. Verificare che f:z — tgz: A — B
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dove
n K
= R:—— el
A {ze ; 2<:1c<2}
[
B=R

¢ suriettiva ed iniettiva. La sua funzione inversa si chiama arcotangente e si indica con il
simbolo arctg.

5. Siano f(z) = 1/(1+ z%) e g(2) = z°.
Determinare fog € go f.
6. Sia f:R — R definita da

1 sexz>0
'f(:c):{:c2 se:cEO.

‘

Determinare f o f.

7. Sia f: R+ — |R+ definita da f(:c) = 1/2:

Verificare che f 2 biiettiva e che f~1 = f.

8. Se p & un enunciato, poniamo p =0 se p & falso e p = 1 se p & vero.

La funzione f:{0,1} — {0,1} definita da f(p) = 1 — p “simula” la negazione “~ p”.
Infatti f(0)=1¢ f(1) =0.

Consideriamo ora le seguenti funzioni f:{0,1} x {0,1} — {0,1};

a) f(pe)=p-q "

b f(p.g)=p+a-p-g

0 f(p,g)=1-p+p-q

Quali enunciati simulano?

Se f(p,q) = 1 per ogni (p,q) € {0,1} x {0, 1} a quale tipo di enunciato corrisponde
I?

9. Sia a, la successione definita da:
an = nmod 4 (= resto della divisione di n per 4) .

Descrivere I’andamento dell;%o%uccessione an.
Qual 2 I'ultima cifra di 3(19 )7

5. INSIEMI FINITI

5.1 Numeri cardinali. Numeri naturali

La domanda: “quanti sono gli elementi di un insieme?”, conduce al concetto di
cardinalita di un insicme.
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Soffermiamoci un momento sulla nozione di corrispondenza biunivoca tra in-
siemi, appena definita. In accordo con quanto detto sopra, due insiemi non vuoti,
A e B, sono in corrispondenza biunivoca se esiste una funzione biiettiva da A su
B.

Definizione 5.1 - Si dice che due insiemi non vuoti A e B sono equipotenti se
sono in corrispondenza biunivoca. Scriveremo A < B.

La proprieta di equipotenza ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva come & facile
verificare. Si sarebbe percid tentati di affermare che essa & una “relazione di
equivalenza nell’insieme di tutti gli insiemi”, concetto che perd ¢ contraddittorio
(si veda la discussione alla fine della sezione 2).

Pur non potendo considerare 1’equipotenza come una relazione di equivalenza
introduciamo, dato un insieme non vuoto A, la classe di tutti gli insiemi equipotenti
ad A. Questa classe “identifica” I'unica proprieta comune a tutti i suoi elementi:
quella di essere in corrispondenza biunivoca tra loro. Ad essa Cantor diede il nome
di numero cardinale di A (0 anche potenza di A).

In altre parole:

Definizione 5.2 - Si chiama cardinalita (o0 potenza o numero cardinale) di un
insieme non vuoto A, e si indica con card(A) la classe degli insiemi equipotenti ad

A.

Possiamo assumere che !’'insieme vuoto @) definisca una classe di equipotenza
card(9).

Per mezzo del concetto di cardinalitd possiamo arrivare ad una deﬁmzlone di
numero naturale nel modo che segue.

Per ogni insieme A definiamo il successivo di A, e lo indichiamo con At, come
I’insieme ottenuto aggiungendo A stesso ai singoli elementi di A, ciog, in simboli:

AT := AU{A} = {4,{4}}.
A questo punto possiamo definire il numero naturale O ponendo:
0 := card(®)

e poi 1 come la cardinalitd del successivo di @ (in breve: 1 & il successivo di 0)
cioe:

1:= card((?)f) = card({0}) = card({0})
e poi 2 come il successivo di 1,
2:= card({0)*) = card({0, {8}}) = card({0,1})

e cosl via.

Per questa strada la nozione di numero viene ricondotta a quella di funzione e,
in ultima analisi, a quella di insieme.
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Naturalmente la nozione di classe di equipotenza & un concetto delicato; per
introdurlo correttamente ed evitare contraddizioni logiche occorrerebbe far ricorso
alla teoria assiomatica, che & al di 12 dei nostri scopi.

Tuttavia pud essere istruttivo vedere come da uno degli assiomi della teoria si
possa costruire Vinsieme IN dei numeri naturali.

Assioma dell’infinito: “esiste un insieme che contiene §) e contiene il successivo
di ogni suo elemento”.

Un tale insieme viene anche detto industivo. Pertanto ogni insieme induttivo
contiene lo 0 e tutti i suoi successivi. E pure semplice mostrare che V’intersezione
di due o pin insiemi induttivi é un insieme induttivo. Allora, considerato un insieme
induttivo A, possiamo definire 1’insieme di tutti i numeri naturali, che indicheremo
con IN, come I'intersezione di tutti i sottoinsiemi induttivi di A.

La definizione, come subito si accerta, non dipende dall’insieme A scelto, poiché
se B & un altro insieme induttivo, A N B & pure induttivo e, siccome ¢ contenuto
in A, & uno dei sottoinsiemi che entrano nella definizione di IN.

Definizione 5.3 - Un insieme X si dice finito se il suo numero cardinale @ un
numero naturale; altrimenti si dice infinito.

In questa sezione e nella prossima ci occuperemo degli insiemi finiti mentre nella
sezione 7 daremo alcuni cenni degli insiemi infiniti.

Operazioni sui naturali.

Dalla definizione risulta immediatamente che 'insieme IN dei numeri naturali &
ordinato con I’ordinamento indotto dalla relazione di appartenenza “g”.

Ad esempio 0 < 1 (zero minore di 1) equivale a § € {0}, cosi 1 < 3 equivale a
{0} € {0,{0},{0,{0}}} e cosi via.

Risulta anche che esso & bene ordinato (ciod ogni sottoinsieme non vuoto di IN
ha elemento minimo), dunque totalmente ordinato.

E facile verificare che se A C B e card(A) = m, card(B) = n allora n > m
(esercizio).

Introduciamo ora le operazioni fondamentali sui numeri naturali che chiameremo
anche cardinali finiti.

Pud essere interessante osservare che, con i moderni metodi didattici, nelle scuole
elementari si introducono le operazioni aritmetiche seguendo le stesse idee.

Siano m,n € IN ed A, B due insiemi con card(A) = m e card(B) = n.

1. Somma: si scelgono A ¢ B disgiunti e si pone
n+ m:= card(A U B)
2. Prodotto:

m-n = card(A x B)
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3. Differenza: si scelgono A ¢ B in modo che A C B e si pone
n — m:= card(B\A) .
Osserviamo che, essendo A C B sihan > m.

4. Quoziente: ¢ possibile solo se, ad esempio, m < n e se si pud assegnare in
B una partizione (cfr. definizione 3.4) in classi disgiunte in modo che ciascuna
classe abbia cardinalitd m.

Se r & la relazione di equivalenza in B determinata dalla partizione poniamo

n
— := card(B/r) .
— = car (B/r)

Dalla definizione di somma segue che, se n € N, il successivo di n,nT, & esatta-
mente n + 1.

Occorre naturalmente verificare che le operazioni cosi definite non dipendono
dalla coppia di insiemi A e B scelta. Tralasciamo la noiosa verifica.

Lasciamo poi allo studente verificare che le operazioni di somma e prodotto
sopra definite godono della proprietd commutativa, associativa, distributiva.

Osserviamo infine che, mentre le operazioni di somma e prodotto possono defi-
nirsi senza restrizione alcuna sull’insieme dei numeri naturali, quelle di differenza
e quoziente hanno senso solo in certi casi; la necessitd di rimuovere queste restri-
zioni & la ragione principale che ci porterd ad ampliare I'insieme numerico IN ora
introdotto.

5.2 1l principio di induzione

11 concetto di numero naturale era noto, in forma intuitiva, fin dall’antichita, ma
la prima presentazione assiomatica di questi numeri risale soltanto alla fine del
secolo scorso (1890 circa) e si deve ad un matematico italiano, G. Peano. Egli
pose alla base della sua teoria dei numeri naturali i cinque assiomi seguenti, dove
“numero”, “zero” e “successivo” sono da considerarsi nozioni primitive.

Lo scopo di Peano era quello di evitare il ricorso alle “classi di equipotenza”
introdotte da Cantor, per il motivo indicato nel paragrafo precedente.

Se tuttavia si vuole rimanere all’interno delia teoria degli insiemi occorre co-
struire un insieme che verifichi gli assiomi oppure postularne ’esistenza. In cia-
scuno dei casi si tratta praticamente di far ricorso alla teoria assiomatica degli
insiemi. )

Gli assiomi di Peano sono i seguenti:

Pj: zero (in simboli: 0) @ un numero naturale

Py: per ogni numero naturale n esiste un numero naturale univocamente deter-
minato detto il successivo di n (in simboli n)

Py3: 0 non @ il successivo di alcun numero naturale
Py: numeri naturali diversi hanno successivi diversi
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Ps: Principio di induzione: sia P(n) un predicato riguardante il numero natu-
rale n; se:

i) P(0) e vera

ii) per ogni intero naturale n: P(0), P(1),..., P(n) vere = P(n%) vera;
allora I affermazione P(n) é vera per ogni numero naturale.

Dagli assiomi si possono poi definire I’ordinamento, le operazioni elementari e
verificare la validita delle solite regole di calcolo. In particolare si ricava ancora
+ —
nT=n+1l

Ritorniamo ora all’insieme IN dei numeri naturali, cosi come definito nel para-
grafo 5.1. '

E immediato verificare che IN soddisfa gli assiomi Py, P, P3, Ps.

Verifichiamo ora che soddisfa anche ’assioma Ps, che costituisce uno degli
strumenti fondamentali della matematica.

Cominciamo con una formulazione equivalente del principio.

Se P(n) & un predicato definito per n € IN, & definito il sottoinsieme di IN per
i cui elementi P(n) ¢ vera; in simboli

A:={neIN:P(n)}.

Viceversa, dato un sottoinsieme A di IN risulta ad esso associato il predicato
P(n) definito da:

P(n):*ne A”.

Per verificare che IN soddisfa I’assioma P5 dobbiamo dunque dimostrare il seguente
teorema.

s Teorema 5.1 - Sia A un sottoinsieme di N tale che:

i)0e A
i)VmmneA—n+1¢€ A
Allora A = IN.

Dimostrazione - Bastera mostrare che: CA (il complementare di A rispetto a IN) & vuoto.
Per assurdo: CA non essendo vuoto, ed essendo bene ordinato, possiede un elemento minimo
m che non & 0, poiché 0 € A.

Allora m & il successivo di un n, il quale deve appartenere ad A essendo 2 il minimo
di CA. Cid contraddice l'ipotesi ii). o

In conclusione, IN soddisfa tutti gli assiomi di Peano ovvero, come si suol dire
in logica, ne costituisce un modello.

Osservazione 5.1 - Se ny € IN e risulta

i) P(np) ¢ vera
ii) Vn > ng: P(n) = P(n + 1).
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Allora P(n) & vera per ogni n > ng.

11 principio di induzione verra ripetutamente usato come strumento per dimostrare
teoremi; ¢ inoltre il fondamento per le definizioni cosiddette per ricorrenza o
ricorsive,

Cominciamo con un’applicazione del principio di induzione alla dimostrazione
di un’importante formula.
Sottolineiamo che la ii) consiste nel dimostrare 1’implicazione

P(n)= P(n+1) Van>ng.
Occorre dunque assumere P(n) vera (ipotesi di ricorrenza) e mostrare che, di
conseguenza, anche P(n + 1) & vera.
Esempio 5.1 - (Formula per la somma di termini in progressione geometrica).
Sia
n+1 ( . 1 :
g # 1,n > 0; ¢ si chiama
P .
(n): E g ragione della progressione). (5-1)
Vogliamo dimostrare che P(n) & vera per ogni n > 0. Usiamo il principio di
induzione, verificando i) e ii).
i) P(0) si riduce all’uguaglianza 1 = 1; quindi P(0) & vera.

ii) Assumiamo che per n intero > 0, P(n) sia vera (ipotesi di ricorrenza).
Si ha:

n+1 2
1-¢"* o 1-g™
=)+t = e
EEDD I -
per l'ipotesi
di ricorrenza

Otteniamo dunque 1a formula
n+1 n +2

Zq

che coincide con P(n + 1). Dunque P(n) = P(n+ 1), Vn > 0.
Poiché i) e ii) sono verificate possiamo concludere che P(n) ¢ vera Vo € IN.

q

Veniamo ora al ruolo del principio di induzione nelle definizioni ricorsive, in
particolare delle successioni.

Una successione
ssN—-Y

si dice definita ricorsivamente O per ricorrenza se:
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1) ¢ assegnato il valore in 0; ciot sg =7, TE€ Y;

2) & assegnata una funzione f:IN X Y — Y mediante la quale s,y1 si ottiene
da s,; cioe

Sp41 = f("; sn) .

L’allievo verifichera, usando il principio di induzione, che il procedimento 1),
2) illustrato sopra definisce univocamente una successioneda N inY .

Esempi

5.2. Poniamo:

sp=1, Spp1=vV1+ 3 (nZO).

Otteniamo la successione i cui primi termini sono:

1, V2, V1+v2, 1+ V1+V2, ...

5.3. Poniamo:
so=1, sps1=(n+1)-8n (n2>0).
Otteniamo la successione
1,1,2,3:2,4-3-2,...,n-(n—1)-(n—=2)---3-2-1,...
Si ottiene dunque una formula esplicita per s,:
sp=n-(n—-1)-(n—-2)---3-2-1. - (5.2)

L’espressione a destra della (5.2) si chiama fartoriale di n e si indica con n!. Si
pone, per definizione, 0! := 1.
La successione n! cresce molio rapidamente al crescere di n. Ecco i primi valori
n 01234 5 6 7 8 9 10

n! 1 12 624 120 720 5040 40320 3628380 3628800 ...

Piu in generale si pud definire una successione per ricorrenza col seguente pro-
cedimento:

1) si assegna il valore in 0,1,2,...,k (k fissato);
2) si assegna la legge mediante 12 quale da s,, 8p—1,...,8,—} Si Ottiene s, .

Esempio 5.4 - Poniamo:

s50=0, s5=1 € Spqy1=8n+38,—1 (n21).
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Questa successione, i cui primi termini sono
0,1,1,2,3,5,8,13,...
si chiama successione di Fibonacci.

Esercizi

1. Usando il principio di induzione, dimostrare che

n(n+1) .

k=
2

NgE

k=1

2. Dimostrare per induzione che

= Q2o nntDEn+1)
="

3. Dimostrare per induzione che

zn:(2k -1 = n?.
k=1

4.* Usando il principio di induzione dimostrare che, dati n numeri positivi 21,...,Zn,
n>2talichezy-z2-...-an=1sihazy+29+4---4+2zn 2n.

Inoltre 21 + 29+ - +2z,=nseesoloser) =29 =--- =2, = 1.

5. (Duale del precedente). Usando il principio di induzione dimostrare che, dati n
numeri positivi z1,29,...,Zn, n > 2, tali che £ + 29 + .-+ + zp, = n allora si ha
z1-22-...-zn < L.

Inolre 21 -z ...zn = 1seesolosezy = a9 =--- =z = 1.

6. Dimostrare per induzione che, dati due interi naturali m,n con m > n > 1, esiste
un’unica coppia di naturali, ¢ ed r, tali che

m=nqg+r € 0<r<n.

Come si chiamano gedr?

7. Siano date n rette di un piano in posizione generica, n > 2 (2 rette qualsiasi si
intersecano ma 3 qualsiasi nor hanno un punto in comune). Sia p(n) il numero di parti in
cui viene suddiviso il piano. Dimostrare che

Dp(n+1)=p(m)+(n+1),

ii) p(r) = (n® + n +2)/2.

(vedi fig. 1.16).
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\
\

3 rette dividono il piano in 7 parti .4 rette dividono il piano in 11 parti
Fig. 1.16

8.* Definiamo “mappa rettilinea” un insieme finito di segmenti nel piano che colleghino
npunti Py, Py, ..., Pp (n > 2) e che non si intersechino in altri punti. Sia inoltre possi-
bile partire da uno qualunque dei punti Py, ..., Py e raggiungere uno qualsiasi degli altri,
muovendosi lungo segmenti della mappa (ciod la mappa & connessa per segmenti). Sia
r il numero delle regioni in cui il piano viene suddiviso dalla mappa ed s il numero dei
segmenti.

Ad esempio, nella mappa in figura 1.17 vi sono 10 punti (vertici), 11 segmenti e tre
regioni (I, If, III).

Py

Fig. 1.17

Dimostrare per induzione sul numero s dei segmenti che
r4+n=s+2 (formula di Eulero) .
[Suggerimento: verificare la formula per s = 1; distinguere poi il caso in cui vi & un

vertice estremo di un solo arco (come P; o Py in figura) dal caso in cui da ogni vertice
“partono” almeno 2 segmenti].
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6. ELEMENTI DI CALCOLO COMBINATORIO

Introdurremo ora alcuni argomenti di Calcolo Combinatorio. Essi si riveleranno
indispensabili durante tutto il corso di Analisi (e anche in altri corsi, come Geome-
tria, Algebra lineare, Probabilita e Statistica, ...). Anche se le considerazioni che
ora svolgeremo potrebbero trovare posto in altra parte del libro, ci sembra che sia
a questo punto la loro collocazione pil naturale. Fra I’altro, esse ci permetteranno
di rispondere a domande che si pongono in maniera spontanea per gli insiemi fi-
niti, quali, ad esempio: quanti sono gli ordinamenti che si possono inirodurre in
un insieme finito? Quanti sono i sottoinsiemi di cardinalitd assegnata che sono
inclusi in un insieme finito? Quanti sono gli elementi dell’insieme delle parti di
un ingieme finito? Quante sono le applicazioni di un insieme finito in un altro?...

Piu precisamente, svilupperemo la teoria cercando di rispondere ai seguenti que-
siti:

1) In quanti modi si possono disporre 7 persone in fila indiana?
2) Quanti sono i possibili anagrammi della parola ANAGRAMMA?
3) In quanti modi si possono scegliere 5 carte da un mazzo di 327

4) Quante sono le quaterne di interi naturali (z;,z2,%3,24) soluzioni della
seguente equazione?

T+ To+234+24=7.

5) Quanti sono i possibili sottoinsiemi di un insieme di n elementi?

La risposta a queste domande coinvolge gli aspetti piu elementari del calcolo
combinatorio, svolti nel paragrafo 6.1.

Per rispondere a quelle che seguiranno ricorreremo ad un principio pil profondo,
il principio di inclusione ed esclusione, altrimenti noto come teorema del crivello,
presentato nel paragrafo 6.2. Infine, nel paragrafo 6.3, accenneremo ad una notevole
applicazione di molti dei concetti sopra esposti.

6) Problema “degli incontri” o “‘delle associazioni proibite”.

Ad una festa da ballo prendono parte n coppie di coniugi. In quanti modi ogni
marito (moglie) pud accoppiarsi in modo da evitare di ballare con la propria moglie
(col proprio marito)?

7) In una ditta, ogni giorno, vengono asseghate n mansioni diverse ad n impie-
gati. In quanti modi si possono assegnare le mansioni in modo tale che nessun
impiegato abbia la stessa mansione del giorno prima?

8) Data una scacchiera, in quanti modi & possibile disporre 8 torri in modo che
nessuna di esse sia sulla diagonale bianca e che nessuna possa catturame un’altra?
Una possibile configurazione ¢ quella indicata a pagina seguente.
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Fig. 1.18

Come vedremo, i quesiti 6, 7, 8 hanno una matrice comune.

6.1 Permutazioni, combinazioni, disposizioni

Definizione 6.1 - Ogni ordinamento di un insieme X di n oggetti distinti prende
il nome di permutazione o sostituzione.

Ogni ordinamento degli elementi di X induce una corrispondenza biunivoca tra
X e I'insieme campione Ey := {1,2,...,n}.
Per esempio, se X = {a,b,c}, ci sono 6 possibili ordmamenu

abe achb bac beca cab cba.

(AN
123

Viceversa, ogni corrispondenza 1 < 1 tra X ed F, individua un particolare
ordinamento degli elementi di X: tale corrispondenza infatti, etichetta gli elementi
di X con indici da 1 ad n.

Problema - Quante sono le permutazioni di n oggetti distinti? ovvero: dato X
con card(X ) = n, quante sono le applicazioni biiettive di X su E,?
Indichiamo con P, tale numero.

= Teorema 6.1 - P, = n!.

Dimostrazione - Consideriamo n scatole, come indicato in figura.

Fig. 1.19

I1 numero delle permutazioni di n oggetti & uguale al numero dei modi in cui si possono
collocare gli oggetti nelle scatole.

La 1? scatola si pud riempire in n modi.

Riempita la 1% scatola si pud riempire la 2% in (n — 1) modi con i restanti oggetti.
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Cosl, il complesso delle prime 2 scatole si pud riempire in n{n — 1) modi.

11 complesso delle prime 3 scatole si pud riempire in n(n — 1)(n — 2) modi.

Giunti alla k—esima scatola abbiamo collocato k — 1 oggetti, per cui questa scatola si
pud riempire in n — (k — 1) = n — k + 1 modi; di conseguenza il complesso delle prime k
scatole si pud riempire in n(n — 1)(n — 2) .- - (n — k + 1) modi.

Quando k == n si ottiene n! che & la tesi. o

Possiamo rispondere alla domanda 1) posta all’inizio del paragrafo 6.

Risposta alla domanda 1): il numero dei modi di disporre 7 persone in fila
indiana & 71.

Permutazioni con ripetizione. Consideriamo 7 oggetti aaabbce di cui tre uguali
tra loro, due uguali fra loro e distinti dai precedenti, altri due uguali fra loro e distinti
dai precedenti. E evidente che, non distinguendo pid gli a fra loro, etc., il numero
delle permutazioni sui 7 oggetti sard minore di 7!. Per calcolarlo, distinguiamo con
un indice gli oggetti uguali: ajazaszb;bycycy; consideriamo una qualsiasi delle 7!
permutazioni di questi oggetti distinti, per esempio baciazceazbya;.

Se ora togliamo l'indice delle 3 lettere a, esse possono essere permutate in
uno qualunque dei 3! modi nella tera dei posti da esse occupati senza che le
permutazioni si distinguano fra loro; cid significa che le permutazioni con gli
elementi a;aya3 non distinti tra loro risultano ora 7!/3!.

Con analogo ragionamento, se ora togliamo gli indici anche alle lettere b ¢ c,
concludiamo che le permutazioni sono 7!/3!2!2!.

Le considerazioni sopra esposte hanno carattere generale,
Sia X un insieme di n oggetti di cui

kiuguali tra loro
kyuguali tra loro e distinti dai precedenti

kpuguali tra loro e distinti dai precedenti

con
kit+ky+-+kp=n.

Quante sono le permutazioni distinte di questi n oggetti?
Indichiamo con P,:l ok il loro numero.

n!
= Teorema 6.2 - P,:l ko, kn = m
Rispondiamo ora ai quesiti 2) e 4).

Risposta al quesito 2). Gli anagrammi di “ANAGRAMMA” sono 9!/412! =
7560.
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Risposta al quesito 4). Cerchiamo il numero di quaterne (z1,z3,23,24) di
interi naturali soluzioni dell’equazione

zytzotzztaga=17.

Sia (21,%2,23,24) una soluzione. A questa associamo un allineamento di 3
cerchi e 7 asterischi nel modo seguente:

zyasterischi [cerchio] zqasterischi [cerchio] zgasterischi [cerchio] x4asterischi .

Ad esempio, alla soluzione (1,3,2,1) & associato I’allinecamento

* O%x%x%kO %% O *
N S N S
1 T2 z3 T4

Viceversa, ogni allineamento di 3 cerchi e 7 asterischi individua una quaterna
soluzione,
Ad esempio all’allineamento

O %%k % % O % O % %

corrisponde la soluzione (0,4, 1,2).

Dunque, I’insieme delle quaterne cercate & in corrispondenza biunivoca con le
permutazioni di 10 oggetti di cui 3 uguali tra loro ¢ 7 uguali tra loro e distinti dai
precedenti. Ne segue che il numero cercato &

. 10

7,3 - '7','!—3:? = 120 .
11 lettore pud dimostrare che, in generale, il numero di n-uple di interi positivi
(z1,%2,...,25) soluzioni dell’equazione

1tttz =k
¢ dato dalla formula:

Pin_1= L’;'—zrnf% : (6.1)

Inumeri n!/kylko!. .. kg! (n fisso, ky, ko, ..., kp variabili da 0 a n con il vincolo
k1 + k2 + --- + kp = n) si dicono coefficienti polinomiali di grado n. Essi
intervengono, oltre che nello sviluppo della potenza naturale di un polinomio (vedi
sotto), anche in importanti questioni di probabilita.

Il caso particolare h = 2 & di speciale importanza. Indicando allora &y con k e
ky con n — k, i numeri n!/k!(n — k)! (n fisso, k variabile da 0 a n) si chiamano
coefficienti binomiali di grado n e vengono indicati con un simbolo speciale; si
pone infatti:

(n)._ n!  nn-1)...(n—k+1)
k] T R(n-k) k! '
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Lo studente verifichera, con semplici calcoli, due importanti proprieta dei coef-
ficienti binomiali, ciog:

(-2
(§)-G2)+ ()

Quest’ultima permette di calcolare i numeri (} ) per mezzo del cosiddetto trian-
golo di Tartaglia; in cima al triangolo si pone il nunero (g) = 1 (per definizione),
ai lati si pongono i numeri () = (3, ) = 1 per ogni n > 1 e allora, per 0 < k < 7,
il numero () viene scritto all’incrocio della n-esima riga e della k-esima colonna
e risulta somma dei due numeri che si trovano nella riga precedente, quello sulla
stessa colonna e quello sulla colonna precedente.

La ragione del nome dato ai numeri ( ;) risulta chiara dalla seguente formula:

s Teorema 6.3 - (Formula del binomio di Newton). Se a ¢ b sono numeri reali
e n un intero naturale,

(a+b)"=a"+ (’I’)a"—IH (’2’) D LT (n " 1) ab™ ! 4 b =
(6.2)

Dimostrazione - Si potrebbe ottenere per induzione. Una dimostrazione diretta, di carattere
combinatorio, ¢ la seguente.

11 prodotto (a+b) (a+b)...(a+ b) di n fattori si sviluppa in una somma di monomi di
grado n del tipo a™ ¥b* con 0 < k < n. Quanti sono i monomi di un certo tipo (cio& con
k fisso)? Tanti quante sono le permutazioni di n oggetti di cui £ uguali a b e i rimanenti
uguali ad a, ciod (). © '

Con ragionamenti di tipo induttivo o di tipo combinatorio la formula prece-
dente pud generalizzarsi al caso di un polinomio. Vale infatti la seguente formula
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(di Leibniz), 1a cui dimostrazione lasciamo per esercizio: se aj,as,...,a; SOno
numeri reali ¢ n un intero naturale,

n! ki k k
a . e an )t = _ " a¥lgf? gtk
(@t ot ot a)! =) gt @’ o,

dove la somma va estcsa a tutte le h-uple di numeri interi non negativi ky, ko, ...,k
tali che k; + ky + -+ kp, = n.

Definizione 6.2 - Sia X un insieme di n elementi distinti. Ogni sottoinsicme di
X costituito da k elementi (0 < k < n) viene detto combinazione semplice di n
oggetti di classe k; il loro numero si indica col simbolo C7, 4.

Ad esempio, i sottoinsiemi di 2 elementi che si possono formare da un insieme
X = {a,b,c,d} di 4 elcmenti sono i 6 seguenti:

{a,b} {a,c} {a,d} {b,e} {b,d} {c,d}.
Il numero C,  corrisponde ai diversi modi in cui si possono scegliere k elementi
tra n (distinti) dati.

m Teorema 6.4 - ), ; = (:)

Dimostrazione - Consideriamo gli n elementi di A’; un sottoinsieme di & elementi pud
essere individuato applicando un’elichetta bianca su & elementi di X e una nera sui rimanenti
n — k; cosi facendo resta individuata una permutazione di n oggetti di cui & uguali tra loro
(ctichetta bianca) e n — k uguali tra loro e distinti dai precedenti (ctichetta nera). Viceversa,
ogni permutazione di questo tipo individua un sottoinsieme di X di k elecmenti. Dunque
questi sottoinsiemi sono tanti quante le permutazioni Py ,, ., ciot (%). o

Risposta alla domanda 3): da un mazzo di 32 carte si possono scegliere 5 carte
in (3%) modi. Sono infatti le combinazioni di 5 carte scelte fra 32.

Risposta alla domanda 5): dato un insieme X di cardinalitd n, qual ¢ la cardi-
nalita di (X )?

Con gli elementi di X possiamo formare () = n sotloinsiemi di 1 elemento,
(%) sottoinsiemi di 2 elementi, e cosi via; aggiungendo a questi ’insieme vuoto
e X stesso otteniamo un totale di 14 () + (5) +---(,,2,) + 1 insiemi: dalla
formula di Newton con a = b = 1 otteniamo

card(A(X)) =1+ (7;) + (Z) +oot (,nfl) +1=2".

La notazione 2 si usa per indicare il numero cardinale di (X ) anche quando
X non ¢ finito.
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Definizione 6.3 - Sia X un insieme di n elementi (distinti). Ogniraggruppamento
di k elementi di X ammettendo anche ripetizioni di oggetti, viene detto combina-
zione con ripetizione di n oggetti di classe k.

Qui, ovviamente, pud essere anche & > n. Indichiamo il loro numero con C;’ &

Ad esempio, le combinazioni con ripctizione di 2 clementi che si possono for-
mare da un insieme X = {a,b,c,d} di 4 clementi sono 10:

aa ab ac ad bb be bd cc cd dd.

n+k-—1
» Teorema 6.5 - C* | =
n,k k
Dimostrazione - Consideriamo 'cquazione zy +z9 + -« +xn = k dove 21, 29,...,%n
sono interi naturali. Sia X = {a1,a2,...,an}.
Ogni n-upla soluzione (x1, z2,...,r,) individua una combinazione con ripetizione data
da:
ay Tipetuto w3 volte ; ag ripetuto z3 volte ; ... ; ap ripetto z, volte .
Viceversa, data una combinazione con ripctizione, s¢ poniamo, per ogni j = 1,...,n
z; 1= numero di volte in cui a ;e ripetuto nclla combinazione,

olteniamo una n-upla soluzione.
Ricordando la formula (6.1) si otticne la tesi. o

Definizione 6.4 - Si dice disposizione semplice di n oggetti distinti di classe
k (k < n)ogni ordinamento di k oggetti comunque scelti fra gli n; due disposizioni
possono differire o per gli oggetti contenuti oppure per I ordine degli oggetti stessi.
Il numero di queste disposizioni si indica con D,, 4.

Ad esempio, le disposizioni dei 4 oggetti a,b, ¢, d di classe due sono le seguenti
(in numero di 12):

ab ba ac ca ad da be b bd db cd de .

a Teorema 6.6 - D, =n(n-1)(n—-2)...(n —k+1)=Cpi - P

Dimostrazione - Scegliamo, fra ghi n oggetti dati, & qualsiasi di essi; cid pud essere fatto
in 'y,  modi diversi. Questi & oggelli possono essere ordinati in Py, modi diversi; da cui
I’asserto. o

Definizione 6.5 - Se in una disposizione di n oggetti di classe m si possono
ripetere gli oggetti (quindi m3n) parleremo di disposizione con ripetizione di n
oggetti di classe m.

I numero di queste disposizioni viene indicato con D .. Si trova:
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= Teorema 6.7 - D}, ,, = n™.

Dimostrazione - Consideriamo m scatole:

1 2 m
Possiamo riempire la 1% scatola in n modi, la 2% in n modi, ..., I'ultima in n modi.

Dungque tutti i modi possibili di riempire le m scatole sono in numero di n™. o

Esempio 6.1 - Si abbiano 13 caselle nelle quali si vogliano disporre 3 oggetti:
1, X, 2 eventualmente ripetuti; il numero delle disposizioni & 313.

Rivediamo i teoremi 6.6 e 6.7 dal punto di vista della teoria degli insiemi finiti.
Sia X un insieme di cardinalitd £ > 1 ¢ Y un insieme di cardinalitd n > 1. Quante
sono le applicazioni iniettive definite su X con immagine in'Y'?

Siano zy,®3,...,2x gli elementi di X. Per definire un’applicazione iniettiva
fda X in Y @ necessario ¢ sufficiente: i) assegnare I’immagine di f in Y, cioe
scegliere un sottoinsieme di Y costituito da k elementi (e cid puo farsi in Cy, &
modi distinti); ii) ordinare poi i k elementi di questo sottoinsieme in modo che
il primo sia il corrispondente di z,, il secondo di x4 e cosi via (e cid pud farsi
in P, modi distinti). Percid il numero delle applicazioni iniettive di X in Y &
precisamente D,, ;. Si osservi che Dy, 1 = n e Dy 5 = n! (in quest’ultimo caso
tutte le applicazioni sono biiettive).

Concludiamo il paragrafo con un ultimo problema: sia X un insieme di cardi-
nalitd m > 1 e Y un insieme di cardinalitd n > 1; quante sono le applicazioni con
dominio X e codominio Y'?

Siano z;,z3,...,Tn gli elementi di X; per assegnare un’applicazione f da X
in Y si pud procedere cosi: prima assegniamo il corrispondente di z;, f(z1):
cid pud essere fatto in n modi diversi; poi assegniamo il corrispondente di z,,
f(z2): cid pud essere fatto ancora in n modi diversi (poiché I’applicazione non
& necessariamente iniettiva); poi assegniamo il corrispondente di z3, ancora in n
modi diversi, e cosi via; il numero di tutte le possibili applicazioni risultera pertanto
uguale al numero delle disposizioni con ripetizione di n elementi in m posti e ciod
n™,

La notazione Y X si usa per indicare il numero cardinale dell’insieme di tutte
le applicazioni con dominio X e codominio Y, anche quando questi insiemi non
siano finiti. ‘

*6.2 Il principio di inclusione ed esclusione
Questo principio, noto anche come teorema del crivello, & di cosi elementare

comprensibilita da rendere sorprendente la sua potenza.
Nella sua forma piit semplice consiste nella seguente formula. Siano A; ¢ A,
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insiemi finiti ed indichiamo con |A;|, |A;| le loro cardinalita.

Allora
|A1 U Az} = |A1] + |4A2] — |A1 N Ay . (6.3)
La (6.3) ¢ evidente poiché |A;| 4+ |A2| “conta” 2 volte ciascun elemento dell’in-
tersezione.
Fig. 1.20

Esempio 6.2 - Se
Ay = {1,2,3,4,5}
e
Az = {3,4,5,6,7,8,9} ,
si ha:

|[A1| =5, |A2] =7, |[A1NAz] =3, |[A1UA4;]=9.
Dunque
9=[A1UAz| = [A1]| + 42| - [A1 N Ax]=5+T7-3.

Proviamo ora con 3 insiemi A1, A2, A3. Come deve essere modificata la formula
(6.3)?
La formula

[A1 U Az U A3l = |A1] + [A2] + [A3] = [A1 1 Ag] — [A2 N A3] = [A; 0 A3

¢ sbagliata poiché, come & evidente dalla figura che segue, i punti dell’interse-
zione Aj N Az N Az (contrassegnati con le crocette) vengono contati 3 volte in
|A1] + |Az2| + |A3] e poi sottratti 3 volte nei termini negativi.

Occorre dunque aggiungere i punti di A; N AN Ajz.
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Fig. 1.21

La formula corretta ¢ percio la seguente:

|A1 UAaU A3! = |A1| + |A2| + |A3| - |A1 n Azl - IAz N A3l—

2
~ A1 N As| + A1 N A2 N A3] . @
Generalizziamo.
Siano A, As,...,An n insiemi.
Poniamo:
vy i=|Ar] 4 |Ag] + - 4 |Ag]
vy :=|A1 N Azl + A1 NAs|+ -+ |An—2 N Ap| 4+ [An—1 N Ay
(in questa somma vi sono ( ;) addendi)
vz :=[A1N AN A3 +]A N AN Ay + -+ [Ap—2 N Ap_1 N Ayl
(in questa somma vi sono (5 ) addendi)
Un :=|A1NAzN...N Agl.
s Teorema 6.8 - (di inclusione-esclusione o del crivello).
Siav :=|A1U A2 U ... U Apl; vale la formula:
1/:1/1—1/2+1/3—---+(—1)"+1Vn . (6.4)

Dimostrazione - E sufficiente far vedere che ogni elemento z € AU Ay U ... U Ap &
contato esattamente una volta nella somma a destra della (6.4).

Ora, ogni elemento £ € A U A2 U...U Ap, apparterra ad alcuni, possibilmente ad uno
solo, tra gli insiemi A;,..., An. Possiamo supporreche z € A1jNA2N...NA;,t> 1, e
che z non appartenga agli altri insiemi Az41, Az42,...,An.

Osserviamo ora che:
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nel numero v; 1’elemento « & contato ¢ volie;
nel numero »; I’elemento z & contato (£) volte;

nel numero vy, (k < t), z & contato (fc) volte;

nel numero v; x & contato 1 volta;
infine nei numeri v, con k > ¢ ’elemento z non & contato.
Dunque nel numero a destra della (6.4) x & contato un numero di volte dato da:

t— (;) + (2) _.“+(_1')t+1:
=1-1+t- <;>+ (;) (DM =

=1- [1 -1+ (;) - (;) 4+t (—1)t] = (formula del binomio)

=1-[1-1'=10o

Con il teorema 6.8 possiamo rispondere alle domande 6), 7) ed 8) poste all’inizio
del paragrafo 6.1
Premettiamo un’osservazione importante.

Osservazione 6.1 - Nei casi concreti sono assegnati un insieme H ed n suoi
sottoinsiemi Ay, A2,...,Ap taliche AfUA2U...UA, = ACH.

Ognuno di questi sottoinsiemi ¢ definito da una proprieta: ad esempio, A; sia
definito dalla proprieta P;.

Allora le varie intersezioni che compaiono nella definizione dei numeri v;, si
interpretano cosi:

Aj N A; & Uinsieme dei punti che hanno le proprieta P; e F;;

AN A;N Ay & Vinsieme dei punti che hanno le proprieta P;, F;, Py e cosi via.

A si interpreta come I'insieme dei punti che hanno almeno una tra le proprietd
Py, Py,..., Py

La formulé (6.4) permette di determinare la cardinalitd di », ma anche la
cardinalita dell’insieme dei punti di H che non hanno alcuna delle proprieta
P1,R,,..., Py; tale insieme non ¢ altro che A\A e quindi, essendo A C H,
si ha

[H\A| = [H| - |A] = [H| - v
dove v & dato dalla (6.4).
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Veniamo ora al problema 6), o delle associazioni proibite.

Qui si hanno % coppie di coniugi. Si tratta di trovare il numero dei modi possibili
di accoppiare gli n mariti ad una donna diversa dalla propria moglie.

Indichiamo i mariti con Uy, e le mogli con Dy, j = 1,...,n

Elenchiamo le mogli secondo I’indice crescente

D] DZ D3 e Dn.

Ogni elenco di coppie (accoppiamento) si otterra fissando una permutazione dei
mariti:

UjisUjps Uggy -5 Uj

Dunque, tutti gli accoppiamenti possibili sono in numero di n!.

Secondo le notazioni dell’osservazione 6.1 sia H I’insieme di tutti i possibili
accoppiamenti.

Diremo ora che un accoppiamento ha la proprietd P; se alla donna D; corri-
sponde il proprio marito U;. Ognuna delle proprietd P; definisce un sottonsieme
A; di H.

JAllora Aj; N A; sara il sottoinsieme costituito dagli accoppiamenti tali che a D;
corrisponde U; e a D; corrisponde U;.

Cosl, Aj N A;N Ay sard il sottoinsieme costituito dagli accoppiamenti tali che
a D; corrisponde Uy, a D; corrisponde U; € a Dy, corrisponde Uy.

Analogamente per le altre intersezioni.

Cid che interessa & trovare il numero degli accoppiamenti che non hanno alcuna
delle proprietd Pj.

Applicando il leorema 6.8 abbiamo che tale numero & dato da

n *

vyt —v3+ -+ (-1)y .

Si tratta ora di calcolare i numeri vj.
Si ha:

vy = |Ax| + |A2l + - 4 [An] .

Ogni elemento di A; & una permutazione con il posto j-esimo bloccato; dunque
[4j] = (n - 1), cosxcché vi =n(n-1)!=nl

Passiamo a vy; si ha:
vy = A1 NAg| + A1 NA3]+ -+ |An_1 N Ap] .

Ogni elemento di AN A; & una permutazione con i posti j ed ¢ bloccati; dunque
|A; N Ai] = (n — 2)!. Essendo la somma in v, composta di (%) termini si ottiene

Py = (;‘) (n-2)!.
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Con gli stessi ragionamenti si ricava

v; = (;)(n—j)!z%.

Conclusione: il numero cercato &, raccogliendo n!:

1 1 1 1
"!{1_'1_!+§_§+"'+(—1)nﬁ}‘
Se, per esempio, n = 4, avremo:

1 1 1
24{5 ~% + ﬂ} =12—-4+4 1 =9 modi diversi.

I problemi 7), 8) si risolvono esattamente nella stessa maniera ed invitiamo il
lettore a convincersene, inquadrandoli nello schema generale indicato nell’osserva-
zione 6.1,

*6.3 Probabilita in spazi finiti

Esperimenti (0 prove) come il lancio di una moneta o di un dado, I’estrazione
di una pallina da un’urna contenente n palline numerate 0 di una carta da un
mazzo, etc. sono tipici fenomeni casuali, il cui esito ciod non ¢ determinato dalle
informazioni in possesso dello sperimentatore. Un siffatto esperimento ha percid
una molteplicitd di esiti possibili, ognuno dei quali viene detto evento elementare:
uno ¢ uno solo di questi eventi elementari deve verificarsi necessariamente. Nel
lancio di un dado, per esempio, questi eventi elementari sonoinumeridal a6 e
percid formano I’insieme {1,2,3,4,5,6}; nel lancio di due dadi A e B, gli eventi
elementari sono le coppie ordinate (Z,5) con ¢ € j numeri da 1 a 6: ¢ ¢ il numero
uscito sul dado A, j quello su B; tali eventi formano un insieme costituito da 36
elementi.

Nella grande maggioranza delle applicazioni, si pud ritenere che gli esiti di un
esperimento casuale formino un insieme  (detto spazio degli eventi 0 spazio dei
campioni) i cui elementi w sono detti appunto eventi elementari. Questo insieme
puo essere finito, come nei casi pidl semplici visti sopra, oppure infinito: si prenda,
ad esempio, una lampadina e si osservi per quanto tempo (in ore) resta accesa prima
di bruciare; ogni numero reale non negativo pud ritenersi un possibile risultato di
questo esperimento.

Si chiama evento (casuale) ogni sottoinsieme di §2 (cio® ogni elemento di P($2),
I'insieme delle parti di ), compreso 'insieme vuoto @ (che viene detto evento
impossibile) e 1 stesso (che viene detto evento certo, poiché, come abbiamo detto,
uno degli elementi di  si verifica necessariamente). Cosl, nel lancio di un dado,
I'insieme {2,4,6} rappresenta 1’evento (non elementare, ma composto di 3 eventi
elementari) *“uscita di un numero pari”, I'insieme {1, 2} rappresenta I’evento “uscita
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di un numero < 3” ¢ cosi via. In questo modo, nella teoria della probabilita, gli
insiemi vengono utilizzati come rappresentazione degli eventi, ¢ tutto il corredo di
simboli e di operazioni insiemistiche (esposto nella sez. 2) concorre a costruire la
cosiddetta algebra degli eventi.

Qui sotto indichiamo brevemente 1’ mterpretazmne probabilistica delle principali
operazioni insiemistiche.

Se A, B, ... sono eventi, cio® sottoinsiemi di €, si ha che:

weA significa: I’evento elementare w realizza I’evento A

ACB significa: 1’evento A implica I’evento B, cio¢ se si realizza A, si
realizza B

AuB significa: si verifica I’evento A oppure ’evento B

AnB significa: si verifica sia I’evento A sia I’evento B

AN B = significa: i due eventi A e B non possono verificarsi entrambi, ciod
sono incompatibili

A\B significa: si realizza A, ma non B
CaA significa: non si realizza A (cioé si verifica uno degli eventi ele-
mentari che non stanno in A).

L’allievo & invitato a costruire esplicitamente degli esempi; ¢ utile anche rie-
saminare le proprietd delle operazioni insiemistiche alla luce della interpretazione
probabilistica.

11 passo successivo ¢ I’introduzione del concetto di probabilita di un evento. Non
¢ questo il luogo per discutere tale concetto; qui diremo solo che cosa si intende,
dal punto di vista matematico, per probabilitd. La questione presenta difficoltd ben
diverse secondoché lo spazio degli eventi © ¢ un insieme finito oppure infinito.
Qui tratteremo solo il caso di 2 finito; qualche cenno al caso di  infinito sara
dato molto pil avanti, quando tratteremo del problema della misura degli insiemi.

Sia dunque ? finito, composto, diciamo, di n elementi; I’insieme delle parti
P(Q2) contiene dunque 2" elementi, ciod ci sono 2™ eventi possibili.

Definizione 6.5 - Diciamo probabilita in  una applicazione

P Q) - R

(cioe una corrispondenza che associa ad ogni evento A € P(S) un numero reale
p(A), detto probabilita dell’evento A) che soddisfi le seguenti proprieta:

D pA)20 VAeHR)

i) p() =1

iii) p(AUB)=p(A)+p(B) VA,Be PQ) conAnB=04.

Notiamo subito che dalle i) ... iii) seguono le seguenti:

iv) p(CA) = 1- p(A)

v) p(@)=0
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vi) 0< p(A) <1 VAe HQ)
vii) p(AU B) = p(A) + p(B) ~ p(ANB)  VYA,B ¢ AN).

Infatti, scrivendo AUCA = ) e usando la ii) e la iii) ricaviamo la iv). Lav) &
il caso particolare della iv) A = Q. La vi) proviene da i) e da iv). E infine la vii)
si ottiene scrivendo AU B = AU (B\ AN B) per cui, usando la iii)

p(AUB)=p(A)+p(B\ANB).
Osserviamo ora che B = (AN B)U (B\ AN B) per cui
p(B)=p(AnB)+p(B\AN B)

¢, combinando questa con la precedente, otteniamo 1a vii).

" Osservazione 6.2 - Usando il principio di inclusione-esclusione la vii) si gene-
ralizza subito al caso di n insiemi; la formula € la (6.4), dove, al posto di |A|, si

legga p(A).

Esempio 6.3 - Lancio del dado, 2 = {1,2,3,4,5,6}. Possiamo ottemperare alle
regole i), ii), iii) scegliendo

1
) =p@)=...=p(6) = 5.
Pit in generale, se ) & costituito da n eventi elementari, indicati con i numeri
dalan, @={1,2,...,n}, una scelta consistente di p é:
1
p(k):-r; Yk=1,2,...,n. (6.5)

A questo punto siamo in grado di calcolare la probabilitd di qualunque dei 27
eventi di (: se A & un evento composto di m eventi elementari, risulta;

p(4) = %

cio¢ il rapporto tra i casi “favorevoli” e i casi “possibili”; & questa la definizione
elementare di probabilitd data da Pascal.

Si sara osservato naturalmente che la scelta fatta con le (6.5) non & I'unica
possibile; infafti avremmo potuto porre

p(k) = pg k=1,2,...,n

con p; numeri compresi tra 0 ¢ 1 e tali che
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(cosi da soddisfare Ia ii)) e per il resto arbitrari. 1l sistema di assiomi i), ii), iii), che
definisce la probabilitd, & dunque consistenie (nel senso che esistono oggetti reali
che lo soddisfano) ma incompleto (nel senso che quegli assiomi non definiscono
univocamente la funzione probabilita).

Se pensiamo al lancio del dado, & chiaro che noi saremo indotti alla scelta (6.5)
se riterremo il dado non truccato e quindi se riteniamo “equo” assegnare ad ogni
evento elementare la stessa probabilitd; mentre, se il dado ¢ truccato, la scelta da
fare sara diversa. ‘

Saranno dunque solo I’esperienza, o considerazioni soggettive, a suggerire la
scelta da operare: € su questo punto che le varie impostazioni (frequentista, sogget-
tivista, etc.) del Calcolo della Probabilita si differenziano. Ma, per una discussione
piu approfondita sull’argomento, rimandiamo ai testi di probabilita.

Esempio 6.4 - Si lancino due dadi non truccati; calcolare la probabilita dei
seguenti eventi:

il primo dado da 4

: il secondo dado da 4
entrambi i dadi danno 4

: almeno un dado da 4

: nessun dado da 4

solo il primo dado da 4
solo il secondo dado da 4
: solo un dado da 4.

QMo Qe

Lo spazio & costituito dalle 36 coppie ordinate (%,5) con i,j = 1,...,6,
rappresentanti gli eventi elementari, ad ognuno dei quali attribuiremo probabilita
1/36.

L’evento A & costituito da 6 eventi elementari: le 6 coppie (¢,j) con ¢ = 4 (e
i=1,2,...,6): percid

6 1
A)=— ==

analogamente risulta

p(B) =

S| ==

L’evento C = AN B ¢ costituito ddlla sola coppia (4,4) e percio

W)= 5 -

L’evento D & AU B e percid

11

p(D) = p(4) + p(B) - p(AN B) = == .
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L’evento E & Cq(A U B) e percid

p(E)=1-p(D)= =

L’evento F' & A\B: A contiene 6 elementi, B pure, A N B un solo elemento;
percid A\B contiene 6 — 1 = 5 elementi e pertanto -

p(F)=i

Analogamente p(G) = 5/36. Si osservi anche che FN G = §, ciod F e G si
escludono a vicenda.
Percid, essendo H = F U G, si ha:

PH) = p(F) + p(G) = 54 -

Esercizi

1. Quanti numeri di 6 cifre si possono ottenere usando ognuna delle cifre 1, 2, 3, 4 5,
6 esattamente una volta? '
Quanti di questi numeri sono maggiori di 400°000?

2. In una squadra di calcio vi sono 4 difensori, 4 centrocampisti € 2 attaccanti. Quanti
possibili schieramenti pud adottare I’allenatore? :

3. Quante diagonali vi sono in un poligono di n lati?
4. Quante sono le cinquine di interi naturali (z1,...,zs) che risolvono ’equazione
Ty + 22+ 23+ x4+ 25 =87

E quelle che risolvono I'equazione

21+ a9+ 23+ x4 + 325 = 87

5. Dare una dimostrazione di caratiere combinatorio dell’uguaglianza

() =72)+ ()

[Suggerimento: (%) & il numero delle permutazioni di n oggetti di cui n — k uguah ad
a e k uguali a b. Il numero di tali permutazioni che hanno e come primo elemento & .
. che hanno b come primo elemento ¢ .. .].

6. Dimostrare che

zn:(-l)" (2) =0.

k=0
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7. Quante sono le schedine del totocalcio che contengono esattamente tre “2” e cinque
“1:,,?

8. Sia M una matrice di ordine m x n. Quanti minori principali di ordine k
(k < min(m, n)) si possono estrarre da M?

9. Quante sono le funzioni iniettive da X = {0,1,2} in Y = {0,1}? Eda X =
={0,1,2}in ¥ = {0,1,2,3}?

10. Risolvere i problemi 7 ed 8 enunciati nell’introduzione alla sezione.
11. Qual & la probabilita di ottenere un numero dispari nel lancio di 2 dadi?

12. Qual @ la probabilita che tra n persone 2 siano nate nello stesso giomo? Trovare il
minimo n per cui tale probabilita risulta > 3/4.

13. Un’uma contiene 1000 palline numerate da 0 a 999. Estraendo una pallina, qual & la
probabilita che il numero abbia almeno una cifra pari?

7.  INSIEMI INFINITI

Estendiamo 1’ordinamento dei numeri cardinali, gia introdotto sui cardinali fi-
niti. Siano X,Y insiemi (eventualmente infiniti). Se esiste una applicazione iniet-
tiva f:X — 'Y allora diremo che card(X) < card(Y'); scriveremo card(X) <
card(Y) se non & card(X) = card(Y )

Ogni insieme finito di cardinalita » € in corrispondenza biunivoca con 1’insieme
campione E, = {1,2,...,n} che & un sottoinsieme proprio di IN. Chiaramente
risulta n < card(IN), per ogni n € IN. Mostriamo che &€ n < card(IN) per ogni n.

m Teorema 7.1 - IN é un insieme infinito.

Dimostrazione - Se, per assurdo, fosse card(IN) = n, esisterebbe un’applicazione biiettiva
f:IN — Fj, la cui restrizione a Ey, avrebbe come immagine un sottoinsieme proprio di Ej,
diciamo Ey, (con m < n). Ma allora tale restrizione determinerebbe una corrispondenza
biunivoca tra insiemi, Fr ¢ Ep, di cardinalitd diversa. o

Dunque il numero cardinale card(IN) non ¢ un intero naturale; si dice che &
un numero transfinito. Si dice anche che I’insieme IN, come ogni altro insiecme
equipotente ad IN, ha la cardinalitd o potenza del numerabile o, semphcemente, che
& un insieme numerabile. Tl nome & dovuto al fatto che, s A & numerabile, detta
f una corrispondenza biunivoca con IN, f:IN «— A, potremo elencare (numerare)
gli elementi di A in una successione, ponendo

ap := f(n).

Esempio 7.1 - 1.’insieme dei numeri pari ¢ numerabile. Basta considerare la
corrispondenza: n < 2n.
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L’esempio ¢ interessante perché mostra che un insieme infinito puo essere messo.
in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsieme proprio (cosa impossibile per
gli insiemi finiti). Anzi, questa propriet2 & caratteristica degli insiemi infiniti, sicché
potrebbe essere utilizzata per definire questi insiemi.

Per la sua dimostrazione perd si fa un uso essenziale dell’'ultimo e pitt discusso
assioma della teoria degli insiemi, 1’assioma della scelta (v. Appendice). Utiliz-
zando questo assioma si potrebbe dimostrare anche che ogni insieme infinito con-
tiene almeno un sottoinsieme numerabile ¢ percid risulta che non esistono insiemi
infiniti aventi cardinalitd strettamente minore della cardinalita del numerabile.

Esaminiamo ora, dal punto di vista della cardinalita, il comportamento degli
insiemi numerabili, rispetto a due operazioni insiemistiche fondamentali: 'unione
e il prodotto (cartesiano).

= Teorema 7.2 -~ L'unione di una faniiglia numerabile di insiemi numerabili é
numerabile.

O
Dimostrazione - Sia A = U Ap (%), dove per ogni n > 1:
n=1
An =‘{anl,an2, ceayQnmy .. } .
Possiamo allora costruire la seguente matrice (tabella a doppia entrata) in cui compaiono
tutti e soli gli elementi di A:

ari ai2 a13 a4 ... GQin
a2 /azz / ags / v ... Q2n
asy /1132 /a33 cee 4e. Q3p
a41 /042 a43 vee ... Q4n

am1 am2 am3 o .o Omn

11 procedimento illustrato in figura dalle frecce (detto procedimento diagonale di Cantor)
indica in quale modo possono essere elencati gli elementi di A in una successione, saltando
gli elementi che sono gid comparsi una volta, nel caso che Ap N Ay, # @ per qualche
m # n. Dunque, A & numerabile. o

n Teorema 7.3 - Il prodotto Ay X Az X ... X Ay di un numero finito di insiemi
numerabili & numerabile.

o0 o0
(*) Notazioni come U Ay, oppure ﬂ By, e simili sono usate al posto di U Aq, ete. 11 simbolo
n=0 n=0 nelN

oo si legge: infinito.
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Dimostrazione - Per induzione. L’affermazione & vera per ¥ = 2. Infatti gli cle-
menti (a1n,a2m) del prodotto A1 x A2 possono essere ordinati in una matrice scrivendo
(a1n,a2m) all’incrocio della riga n-esima con la colonna m—esima; dopodiché si applica
il procedimento diagonale. Supponiamo ora che I'insieme B = Ay x A2 X ... X Ag_y sia
numerabile; allora Ay x A2 X ... x Ay = B x Ay risulterd pure numerabile per quanto
abbiamo sopra mostrato (prodotto con due soli fattori); ne consegue 1'asserio. o

Notiamo in particolare che IN? := IN x IN & numerabile.

Le operazioni sopra illustrate consentono di costruire, a partire da insiemi nu-
merabili, insiemi “molto pill grandi”, ma non “sostanzialmente pil grandi”, poiché
non muta la cardinalitd di questi insiemi.

Consideriamo invece 1’operazione che fa passare da X a A X).

m Teorema 7.4 - (di Cantor). Per ogni insieme X risulta

card(X) < card(A(X)) .

Dimostrazione - Possiamo assumere X non vuoto (d’altra parte I’asserto & gi2 noto per
X finito). L’applicazione X 3 z — {z} € P(X) ¢ ovviamente iniettiva, da cui consegue
che card(X) < card(A(X)). Mostriamo che non & card(X) = card(A(X)), ciod che non
esiste alcuna applicazione biiettiva f: X —P(X).

Per assurdo, esista una tale applicazione. Si consideri allora il sottoinsieme di X cosi
definito:

Z={z€eX:z ¢ f(z)}.

Notiamo che Z # @ poiché evidentemente, se T = f~1(0), T ¢ f(%)-

Dovrebbe esistere allora un certo zg € X del quale Z sarebbe I'immagine: f(zq) = Z.
Ma questa affermazione & contraddittoria, poiché, se zo ¢ f(zo) allora 29 € Z = f(zo) €
se zg € f(xo) allora zp ¢ Z = f(z0). O

Possiamo enunciare ora il paradosso di Cantor citato alla fine della sezione 2
relativo all’insieme €} di tutti gli insiemi: esso non pud essere un insieme, poiché
risulterebbe card() = card(A(Q2)). Contro il teorema 7.4.

Altri importanti esempi di insiemi infiniti numerabili ¢ non si troveranno nel
prossimo capitolo.

. Appendice
CENNO ALLA TEORIA ASSIOMATICA DEGLI INSIEMI

1. Linguaggio della teoria

Col metodo assiomatico si formalizza la teoria degli insiemi fissandone rigoro-
samente il linguaggio e I apparato deduttivo.
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Tra le varie formalizzazioni presentiamo la prima, quella dovuta a E. Zermelo e
A.A. Fraenkel.
11 linguaggio che si definisce ¢ composto da:

— simboli di variabili: z,y,2,...,X,Y,Z,...

— simboli di costanti 0 elementi strutturalmente distinti
— simboli di punteggiatura ¢ parentesi

— 1 connettivi proposizionali ~,A,V, =, <>

— i quantificatori 3,V

— 1 predicati:
“insieme”  (unario)
“ =7 (binario)
“ e (binario) .

Si indicano poi quali sono le catene di simboli (0 formule) corrette. Tali catene
sono le frasi ammissibili nella teoria e sono definite ricorsivamente a partire dalle
Sformule atomiche seguenti:

z=y; z&Y; X &un insicme;

mediante 1’uso ripetuto delle regole di formazione dei predicati che abbiamo visto
nelle sezioni 1 e 2.

2. Apparato deduttivo

Consiste degli assiomi e delle regole di deduzione.

Le regole di deduzione sono quelle del calcolo dei predicati: essenzialmente il
modus ponens ¢ la seguente regola di generalizzazione: da P(z) (con z libera)
si deduce Vz: P(z). Questa regola ¢ del resto di uso comune quando si deve
dimostrare un teorema della forma Vz: P(z). Si fissa z (pensandolo arbitraria-
mente scelto) e si dimostra P(z). La frase “per 1’arbitrarieta di z segue la tesi” &
legittimata dalla regola di generalizzazione.

Tra gli assiomi distinguiamo: quelli che appartengono al calcolo dei predicati
e quelli relativi al predicato “=", su cui abbiamo gia discusso; ad esempio quelli
che legano i quantificatori.

Vi sono poi gli assiomi specifici della teoria, che qui di seguito elenchiamo. Essi
formalizzano rigorosamente tutte le operazioni con gli insiemi che abbiamo trattato
in 2.1.

Z Fy: Assioma di estensione: due insiemi che contengano gli stessi elementi
sono uguali.

X=Y<=Va(ze X 2€Y).

Z Fy: Assioma dell’ insieme vuoto: esiste un insieme a cui non appartiene alcun
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elemento: P’insieme vuoto, indicato con {:

X Vi~ (2 € X).

Da ZF) e Z F, segue che 'insieme vuoto & unico.

Z F3: Assioma della coppia (non ordinata): dati due insiemi z ¢ y, esiste 1’in-
sieme Z i cui soli elementi sono z ¢ y.

VeVyZVu:(weZ <= (w=zVw=y)).

L’insieme costituito dai due elementi z ed y & indicato con {z,y}, coppia non
ordinata. Si pud poi definire la coppia ordinata (z,y) come la coppia (non ordinata)
{z,{z,y}}. Sinoti come (z,y) differisca da (y, ) che & definita come la coppia

{y,{=,9}}.

Z Fy: Assioma dell’ unione: se X & un insieme di insiemi, allora esiste un insieme
S i cui elementi sono tutti e soli gli elementi di X.

VX ISV Z:(Z€S <= IW:(We XAZeW)).

Z Fs: Assioma di separazione o di specificazione: per ogni insieme S ed ogni
predicato p definito per ogni elemento di S, esiste un insieme (sottoinsieme di .S)
i cui elementi sono tutti e soli gli elementi di S che soddisfano p.

VS 3Z Yw: (w € Z <= w € § A p(w)) .

Per indicare che A & un sottoinsieme di S, si scrive: A C 5. Con questo assioma
si definisce I’intersezione: basta considerare il predicato p(z):“z € A” (dove A &
un insieme); allora I'insieme di cui I’assioma postula la esistenza & 1’intersezione
di S con A.

Analogamente, considerando il predicato: z ¢ A, si ottiene il complementare di
A rispetto a S.

Z Fg: Assioma della potenza: dato un insieme .S esiste un insieme i cui elementi
sono tutti e soli i sottoinsiemi di §; & I’insieme delle parti di 5, P(5).

VS 3T Vu:(weT <= wCS).

Con i precedenti assiomi si possono definire tutte le operazioni insiemistiche, le
relazioni, le funzioni; si possono costruire tutti gli insiemi finiti. L’esistenza di un
insieme infinito & postulata nel seguente assioma.

Z F7. Assioma dell’ infinito: esiste un insieme che contiene 1’insieme vuoto e
conticne il successivo di ogni suo elemento (la definizione di successivo & stata
data in 5.1). '

IX:(D € X AVY:(Y € X = {¥,{¥Y}} € X)).
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Z Fg: Assioma di sostituzione: data una funzione f: S — T esiste un insieme i
cui elementi sono dati da f(z) con z € S. Tale insieme ¢ I'immagine di f.

Vf3Z Vuw:(w € Z <= Jz:(z,w) € f) .

Questo assioma consente di definire una funzione attraverso una proprieta carat-
teristica, anche senza conoscere 1’insieme immagine.

Z Fy: Assioma di regolarita o di fondazione: sia p un predicato ¢ supponiamo
che esista un insieme con la proprieta p. Allora esiste un insieme X con la proprieta
p e tale che nessuno dei suoi elementi ha la proprieta p.

3Y:p(Y)) = IX:(p(X)AVz € X:(~ p(2))) .

, Z Fyo: Assioma dellaiscelta: data una partizione S di un insieme T, esiste una
funzione f:S — T (funzione di scelta) tale che, Vzr € S, & f(z) € T.

Questo assioma, oggetto di molte discussioni tra i matematici, afferma la possi-
bilitd di operare un numero infinito di “scelte” senza dover precisare il criterio di
scelta. Esso ¢ di fondamentale importanza per lo studio degli insiemi infiniti.



Insiemi numerici

Gli insiemi numerici di cui ci occuperemo sono:

IN numeri interi naturali
Z numeri interi relativi
Q numeri razionali

R numeri reali

C numeri complessi

elencati in modo che ogni insieme sia un sottoinsieme proprio di quello scritto
nella riga sottostante. Noi assumiamo che lo studente abbia gia familiaritd con
questi insiemi (eccezion fatta per €) almeno dal punto di vista algoritmico, cioé
sappia operare con gli elementi di questi insiemi. Nostro obiettivo & quello di dare
una definizione rigorosa di questi insiemi, a partire dal primo, I'insieme IN, di cui
abbiamo gia parlato nel precedente capitolo. Come vedremo, il passaggio da IN
aZedaZ a Q non presenta difficoltd, come pure il passaggio da R a C; il
punto piu delicato sara la definizione di numero reale. Inoltre sard nostro compito
mettere in luce le pit importanti proprieta strutturali di tali insiemi, mostrando
come, nei successivi ampliamenti che da IN conducono a €, alcune proprieta,
ritenute irrinunciabili, siano mantenute, altre lasciate cadere.

1. DAN AQ

1.1 Rappresentazione del numeri naturali

Nell’insieme IN (le cui proprietd strutturali sono gia state illustrate nel prece-
dente capitolo) sono possibili, con alcune restrizioni, le operazioni elementari di
addizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione. La possibilitd di eseguire age-
volmente queste operazioni (problema di enorme importanza pratica) dipende perd
in larga misura dalla rappresentazione scelta per i numeri naturali. L’idea di una
rappresentazione posizionale in base b, dove b & un intero > 1, (quella a cui siamo
abituati & la rappresentazione posizionale in base 10) & fondata sul seguente teorema
di aritmetica elementare (che il lettore potra dimostrare per suo conto).
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m Teorema 1.1 - Se m, n sono numeri naturali e n > m > 0, allora esistono due
soli numeri: q (quoziente) e r (resto) tali che

n=mqg+r con0<r<m.

Vediamo ora come si pud rappresentare un dato numero naturale N > 0 in
base b > 1. Si comincia a dividere N per b trovando due soli numeri ¢; > 0 e
r9 (0 < 7 < b) tali che

N=qb+ro;

" se g1 < bcisi ferma; se q; > bsi divide gy per b, trovando due soli numeri g; > 0
er1(0<r <b) tali che

a1 =qbt+n
¢ percid:
N = quZ +rb+rg.

se ¢, < b ci si ferma; se g3 > b si procede come prima. Dopo un numero finito di
passi si trova gn = gn41b+ T con gy = 0e 0 < 7y < b; sard allora:

N = (((Tﬂb‘l' Tn—l)b+ Tn—z)b+ R S T1)b+ o = -
=rab" + r,,_lb"'l +---4rib+rg

dove tutti gli r; ( =0,1,...,n) sono numeri < b.
Scegliendo allora b simboli (cifre) per i numeri minori di b possiamo individuare
N con una sequenza ordinata di cifre, ponendo

N :=(raTp—1...T0)p -
Questa & 1a rappresentazione di N in base b.
Esempio 1.1 - Se b = 10 ¢ si scelgono i simboli
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

per i numeri < 10, si ottiene la rappresentazione decimale dei numeri naturali, a
cui siamo abituati. La sequenza di cifre (1478);¢ che scriviamo semplicemente
1478 sta ad indicare il numero

N=1-103+4-102+7-10+8.

Se si scelgono b = 2 ed i simboli 0, 1 per i numeri minori di 2, si ottiene la rap-
presentazione binaria. La sequenza di cifre (1 00-1 0 1 0 1), & la rappresentazione
binaria di un naturale la cui rappresentazione decimale &

N=2"T424+224+1=149.
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In altri termini, (1 00 1 01 0 1), e (149),¢ sono due rappresentazioni diverse
dello stesso numero naturale.

1.2 | numerl interi relativi

I numeri interi relativi possono essere definiti formalmente a partire dai naturali
nel modo seguente. Si consideri IN?2 = IN x IN, (I’insieme delle coppie ordinate
(m,n) di interi naturali) e si definisca un’equivalenza r ponendo

(mn)x(m,ny<=m+n' =m' +n.

Per esempio: (5,3) ~ (8,6) ~ (2,0)... (verificare che si tratta proprio di
un’equivalenza!). Quindi si consideri V'insieme quoziente Z = IN? /r e sui suoi
elementi, che indicheremo con [(m,n)], si definiscano le operazioni di somma e
prodotto con le regole seguenti:

[(m, m)] + [(m',n")] := [(m + m',n + n)] w1
[(m,n)] - [(m',n")] := [(mm + nn!,nm + ma)). '

Osservazione 1.1 - Si noti che i simboli “+”, “-” alla destra delle (1.1), si
riferiscono a somma e prodotto tra naturali, mentre quelli a sinistra sono deﬁm‘ti
dalle espressioni a secondo membro. Una simile situazione si presentera piu volte
nel seguito.

(Verificare che, cambiando i rappresentanti nelle classi di equivalenza scritte a
sinistra, non cambia la classe di equivalenza scritta a destra).
Si introduca poi un ordinamento (totale) ponendo

[(m,n)) <[(M,n))<=>m+n' <m +n.

Definizione 1.1 - Gli elementi di Z cosi strutturato sono detti numeri interi
relativi.

In che senso IN & contenuto in Z? Nel senso che IN & in corrispondenza biunivoca
con il sottoinsieme di Z formato dalle (classi di equivalenza di) coppie del tipo
(m,0): (m,0) «— m, e tale corrispondenza conserva le operazioni di somma e
prodotto e la relazione d’ordine; possiamo dunque identificare IN con I'insieme di
tali coppie.

Infine semplifichiamo la notazione. Osserviamo che ogni coppia (m',n') &
equivalente ad una del tipo

(m,0) se m > n
(0,n) se m < n
(0,0) se m' =n'.

Scegliamo copple di questo tipo come rappresentanti delle rlspettxve classi di

equivalenza e scriviamo:
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0 in Iuogo di [(0,0)];
+m, o semplicemente m, in luogo di [(m,0)];
—n in luogo di [(0,n)] .

Risulta allora che, ¥n,m: —m < 0 < n; i numeri del tipo —m sono detti interi
negativi, quelli di tipo +m interi positivi.
Ogni intero relativo p ammettera una rappresentazione in base b del tipo:
pP= :i:(rnrn_l . -TO)b

con rg,71,..., Ty Dumeri naturali < b.

Lasciamo al lettore, che ne abbia voglia, la cura di verificare che valgono le
usuali proprietd delle operazioni, le regole di calcolo, elc. E anche immediato
constatare (sia direttamente che appellandosi al Teorema 1.7.3) che:

Z 2 un insieme numerabile.

1.3 1 numeri razionali

In modo analogo si possono definire i numeri razionali a partire dagli interi
relativi. Indichiamo il procedimento, lasciando al lettore la semplice verifica delle
affermazioni.

Sia Zy = Z\{0} e consideriamo Z x Z,, cio® I'insieme delle coppie (p, ¢) di
interi relativi con g # 0. Introduciamo una equivalenza r ponendo

9= @.d)=rpd=rq.

Per esempio (2,5) =~ (6,15) ~ (—4,-10)... Quindi si passa al quoziente
Q = (Z x Zy)/r e sugli elementi di questo si definiscono le operazioni di somma
e prodotto con le regole seguenti:

(2, )+ (@', )] = [(pd +P'q,99")]
)] (P4 = [(pr,4d)] -
Si introduce un ordinamento totale ponendo
(P, <[ ) = (v —P9) 9 <0.

(I numeri [(p, ¢)] con pq < 0 sono i negativi, [(0, ¢)] & lo zero, e [(p, q)] con pg > 0
sOno i numeri positivi).

Infine si semplifica la notazione scrivendo

§ in luogo di [(p, q)] .

Definizione 1.2 - Gli elementi di Q cosi strutturato si chiamano numeri razio-
nali.
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Talvolta un numero razionale [(p, ¢)] viene indicato semplicemente con una let-
tera, per esempio: a. Allora —a indica il numero [(-p,q)] € 1/a 0 a~?! il numero

[(¢,p)] (se p # 0).

Si osserva che Z & in corrispondenza biunivoca con il sottoinsieme di Q formato
dalle (classi di equivalenza di) coppie del tipo (p,1):(p,1) < p e tale corrispon-
denza conserva le operazioni di somma e prodotto ¢ la relazione d’ordine. In questo
senso @ & un ampliamento di Z. Infine, ricordando il teorema 1.7.3, risulta che:

Q 2 un insieme numerabile.
(Lo studente, per esercizio, dia di questa affermazione una prova diretta).

1.4 Strutturadl Q

Mettiamo ora in evidenza che I'insieme di numeri razionali sopra definito pos-
siede una struttura di corpo commutativo 0 campo ordinato.
A questo scopo raggruppiamo le proprietd dei numeri razionali in tre gruppi:

Ri» K2, K3 qui sotto elencati.
R,. E definita un’applicazione: Q x Q — Q, che si indica col segno “ + " e si
chiama addizione o somma, con le seguenti proprieta:
1. Va,b: a+ b= b+ a (proprietd commutativa) .
2. Va,b,c: (a+b)+c=a+(b+c) (proprietd associativa)
3. esiste un elemento (elemento neutro), lo zero: 0, tale che: Va,a+0 = a
4. Va, esiste un elemento (I'inverso di a rispetto alla somma), —a, tale che:
a+ (—a) =0.

Si scrive poi b— a in luogo di b+ (—a) e a+ b+ c (senza mettere le parentesi)
dal momento che non pud esservi ambiguitd. L’inverso di a (rispetto alla somma)
si chiama I'opposto di a.

& 12
.

Ra. E definita un’applicazione: Q x Q — Q, che si indica col segno e si

chiama moltiplicazione o prodotto, con le seguenti proprietd:
1. Va,b: a-b=10b-a (proprietd commutativa)
2. Va,b,c: (a-b)-c=a-(b-c) (proprietd associativa)
3. esiste un elemento (elemento neutro), uno: 1, tale che: Va,a-1=a

4. Ya # 0, esiste un elemento (I'inverso di a rispetto al prodotto), 1/a, indicato
anche con a~ 1, tale che: a-a~ 1 = 1.

Le operazioni di somma e prodotto sono legate dalla seguente proprietd
5. Va,b,c: (a+b)-c=a-c+b-c(proprietd distributiva).

Si scrive anche, come ¢ noto, semplicemente ab invece di a - b, abc (senza
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parentesi) e cosl via. L’inverso di a (rispetto al prodotto) si chiama il reciproco di
a.

Un insieme con le proprietd X; e X, si chiama corpo commutativo o campo.
Da esse discende la possibilitd di eseguire senza restrizione le quattro operazioni
fondamentali: addizione e moltiplicazione (sopra definite) sottrazione (ponendo:
a~ b= a+ (b)) e divisione (ponendo a/b = ab~! purché b # 0).

La maggior parte delle proprieta dei razionali, ben note ad ogni studente, non
sono proprieta particolari dei razionali, ma sono condivise da ogni altro corpo
commutativo, in quanto derivano dalle proprietd X; e K,. Le elenchiamo qui di
seguito invitando ogni studente a svolgere le semplici dimostrazioni per esercizio.

1. Gli elementi neutri dell’addizione (0) e del prodotto (1) sono unici.

2. Gli elementi inversi di a rispettivamente nell’addizione (~a) e nel prodotto

(¢71,a # 0) sono unici.

3. Va,b:a-0=0,—(—a) = a;(—a)(-b) = ab

4. Va,b: ab= 0= a = 0 oppure b = 0 (legge di annullamento del prodotto)

5. Va,bcona # 0,b# 0: (ab)~! =a~1p7L.

6. Va,b con a # 0 I’equazione az + b = 0 ha un’unica soluzione z = ~ba~1.
Rs. E definita in Q una relazione di ordine totale <, compatibile con la struttura

algebrica, cioé: .

1. Va,b,c: a<b=a+c<b+c

2. Va,b,cconc > 0: a < b== ac < be.

Un insieme con le proprietd ®;, Ry, K3 si dice corpo commutativo ordinato
0 campo ordinato. Valgono ancora le seguenti proprietd comuni ad ogni corpo
commutativo ordinato (dimostrarle per esercizio):

1.Va,b: a>0= —a<0,a>b=a—-0b>0.

2. Va,b,c: a<bec<0=>ac> bc
. Ya:a # 0 = a? > 0; in particolare 1 > 0.

. L’equazione 22 + 1 = 0 non ha soluzione in alcun corpo ordinato.
.Va,b: a>0=a1>0,a>0>0=b"1>a"L

6. Proprzetd di densita: Ya,bcon b > a, esistono infiniti elementi maggiori di a
e minori di & (se il campo & Q la cosa & evidente: basta prendere co = (a + b)/2,
epoic; =(a+¢p)/2, c; = (a+¢1)/2 e cosi via).

Infine segnaliamo anche la seguente importante proprietd di Q (non valida in.
generale per ogni corpo ordinato):

7. Proprieta di Archimede: siano a (= p/q) e b(= r/s) numeri razionali positivi;
allora esiste un intero naturale 7 tale che na > b (basta prendere n = rq).

“n bW

L’insieme dei razionali ¢ un corpo ordinato ma non & ['unico; tuttavia esso &
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il “pilt piccolo” tra i corpi ordinati nel senso precisato dal seguente teorema di
algebra, di cui non riportiamo la dimostrazione.

w Teorema 1.2 - Se S ¢ un corpo ordinato, allora esiste un sottocorpo Sy (*) che
pud essere identificato con Q.

1.5 Rappresentazione dei numeri razionali

La rappresentazione decimale dei numeri razionali & nota allo studente fin dalle
scuole inferiori. Ci limitiamo qui a richiamare, senza dimostrazione, i risultati
principali, avvertendo che, cid che si dice qui per la base 10, pud essere ripetuto,
con ovvie modifiche, per una base b qualsiasi (b intero > 1).

Sia @ = p/q un razionale posilivo, p ¢ ¢ naturali rappresentati in base 10.
Dividendo p per g si trova

pP=pog+ro 0<r9<gq;
e, successivamente, dividendo 107y per gq:
10T = a9+ 7 0<r <gq;
dividendo 10r; per ¢:

10ry = a2q + 7 0<m<yq,

dove pp € un intero non negativo € a1, as,... sono le cifre decimali. Si scrive
a=pPy.ayjQay---Qp---

e risulta, per ogni n,

Po-@raz-c-ay << py.ayoy oy + o
La successione py,ay,as,...,aq,... viene detta allineamento decimale (py
vien detto parte intera di a e indicato con [a]).
E noto (lo studente ritrovi la dimostrazione) che dividendo due interi (positivi)
si pud ottenere soltanto un allineamento periodico, ciog, da un certo posto in poi,

(*) Se S & un corpo, per sottocorpo di S si intende un sottoinsieme di S che costituisca un corpo
rispetto alle stesse operazioni di S.
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un blocco di un numero finito di cifre, detto periodo, si ripete indefinitamente. Per
esempio:

2

= =0.4000---

5 .

107

249 = 0.4323232---

Se il periodo & 0 l’allineamento si dice limitato e il periodo non si scrive
(2/5 = 0.4); diversamente, ’allincamento si dice illimitato periodico e si scrive
soltanto il primo periodo con un soprassegno (107/249 = 0.432).

E noto che non si pud ottenere un allineamento con periodo 9. Infatti, se il
numero razionale @ ammettesse una rappresentazione della forma

Po-Q1 ***QgQgyy -+ CON Y = agyy = Qpyp=...

si avrebbe, per ogni n > k,

Pray -k an = puar o+t bk o =
(ricordando la formula 1.(5.1) per la somma dei termini in progressione geometrica)
. .
9 10"k 11
=po.ay - ot Ok T T =Po-a1'-'ak+ﬁ -~
10

e dovrebbe essere

1

L

1
ToF WSG<P0-01"'0k+—'

10%
Ma la disuguaglianza di sinistra, dovendo valere per ogni n > k, implica
po.ay - - - ag + 1/10F < a, in contraddizione con la disuguaglianza di destra.

Tuttavia & comodo ammettere anche tali allineamenti, con la convenzione che:
I’allineamento illimitato pg.ayjay -+ 09 9 9. viene identificato con I’allinea-
mento limitato pg.aja;---(ag + 1). Per esempio, 0.9 & identificato con 1. Cid &
consistente con quanto sopra deito, poiché, s€ facessimo corrispondere agli allinea-
menti pg.ayoy---(ag +1) € pp.ajay - - - 9 due numeri a; e a; rispettivamente,
con a; > ay, dovrebbe essere, per ogni intero m 2 0, 0 < a1 — az < 10~ (m+k),
una contraddizione.

In questo modo, ad ogni allineamento decimale periodico, resta univocamente
associato un numero razionale (positivo). Per esempio:

17 = 231 7
4.25 — T 2317 — To0 T 9500



DANaQ 77

Ora, le cose dette per i razionali positivi si applicano anche a quelli negativi, che
saranno rappresentati da un allineamento preceduto dal segno —. Gli allineamenti
£0.000. .. saranno ovviamente identificati con un unico allineamento rappresentato
semplicemente con 0.

Lo studente sapra da solo trasportare sugli allineamenti decimali periodici con
segno le operazioni e I’ordinamento esistenti in Q.

A questo punto !'insieme degli allineamenti decimali periodici con segno (con le
convenzioni fatte) é un campo ordinato in corrispondenza biunivoca con il campo
ordinato dei razionali e tale corrispondenza conserva le operazioni e I' ordinamento.
Si dice che Q & isomorfo all’insieme degli allineamenti periodici e percid possiamo
d’ora in avanti identificare i numeri razionali con tali allincamenti.

Un’altra rappresentazione, stavolta di tipo geometrico, di Q si pud ottenere
associando ad ogni numero razionale un punto della retta euclidea. Ad un punto
di questa, scelto arbitrariamente, si associa 0 ¢ ad un altro, distinto dal primo,
si associa 1, individuando cosi il segmento orientato 01 che costituisce ['unita di
misura. A questo punto si ha una corrispondenza biunivoca tra i numeri razionali
¢ quei punti P della retta che sono estremi dei segmenti orientati O P misurabili o
commensurabili (nel senso classico della geometria elementare, cio¢ che hanno un
multiplo comune) con 01.

Esercizi

1. Siano nj = 961, ny = 93, ng = 100 numeri espressi in base 10. Trovare I’espressione
di n1,ny,n3 in base 2, 8, 16.

2. Trovare I’espressione decimale dei numeri seguenti
ny = (110101); , n2 = (4321)5 , n3 = (AB10)s

(in base 16, A ¢ il simbolo per il 10 decimale, B per I'11).

3. Scrivere la rappresentazione decimale delle seguenti frazioni:

8 121 1
15° 7 7 125°

4. Rappresentare come frazioni i seguenti numeri razionali

8.93 , 0.8214 , 7.5463 .

5. Trovare un modo esplicito per enumerare i razionali.
[Suggerimento: se r = m /n & razionale positivo, m, n primi tra loro, definire altezza di
r il numero intero m + n. Porre r¢ = 0 ed enumerare 1 razionali per altezze crescenti .. .].

6. Dimostrare le proprieta 1-6 di pagina 74.
7. Dimostrare le proprietd 1-6 dei campi ordinati a pagina 74.
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2. 1 NUMERI REALI

La struttura di campo ordinato dei razionali assolve alla maggior parte degli
scopi pratici del calcolo, nel senso che si pud esprimere con un numero razionale
1a misura di ogni grandezza con sufficiente precisione. Tuttavia abbiamo gia notato
(v. 1.1.4) che esistono grandezze geometriche che non sono commensurabili con
I'unitd di misura adottata, qualunque essa sia, come la diagonale del quadrato il
cui lato ha lunghezza unitaria. In altre parole, pensando alla rappresentazione sulla
retta euclidea dei numeri razionali, si vede che esistono sulla retta ancora molti posti
vuoti. Sorge spontanea la domanda: & possibile ampliare ’insieme dei razionali in
modo da avere ancora un campo ordinato, i cui elementi (numeri) permettano di
esprimere tutte le grandezze geometriche? D’altronde, I’idea dell’ampliamento si
presenta spontanea anche se si considera la rappresentazione algebrica dei razionali,
come allineamenti decimali periodici: & possibile strutturare come campo ordinato
P’insieme di zutti gli allineamenti decimali?

A 1ali domande daremo risposta in questo paragrafo, costruendo appunto il campo
ordinato dei numeri reali, il quale contiene quello dei razionali come suo sotto-
campo ed ha in pill la proprieta di completezza (%) che ampiamente illustreremo.

Noi daremo, del numero reale, una definizione basata sul concetto di allineamento
decimale. Perché questa scelta, invece di tentare una definizione formale del tipo
di quelle che ci hanno permesso di passare daINa Ze da Z a Q?

Per due principali ragioni: innanzitutto una definizione di questo tipo non & cosi
semplice come quelle gia viste, perché non basta utilizzare coppie (o terne, o n-
uple) di numeri razionali per costruire i numeri reali, bensi bisognerebbe considerare
successioni; noi riteniamo che questo procedimento potrd essere ben compreso e
apprezzato dallo studente solo piu avanti, dopo che egli si sia familiarizzato con il
concetto di spazio metrico completo; e infatti vi ritorneremo.

La seconda ragione & che questa presentazione ci & sembrata la pili semplice e la
pit aderente all’idea che ogni studente si fa di un numero reale; ¢ questo che ce I'ha
fatta preferire ad altre definizioni pure “costruttive”, come, ad esempio, le sezioni
di Dedekind o le coppie di classi contigue. Infine, una definizione costruttiva & stata
preferita ad una assiomatica perché ci & sembrato, secondo la nostra esperienza, che
quest’ultima lasci lo studente (ancora inesperto dei metodi astratti della matematica)
piuttosto scettico e talvolta addirittura incredulo di fronte ad una tale impostazione.

2.1 Definizione di numero reale

Definizione 2.1 - Definiamo numero reale un allineamento decimale con segno.
Se I allineamento @ periodico (limitato o no) il numero si dira razionale, altrimenti
si dird irrazionale. L’insieme dei numeri reali sara indicato con R.

Una definizione pitt formale & la seguente: per numero reale si intende una terna
(o, p, p) dove:

o & il segno (+ o0 —),
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p & un intero naturale: p € IN,
& una successione di cifre decimali, ciod un’applicazione da IN nell’insieme
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (*)

Naturalmente questa & una definizione solo formale; se infatti vogliamo che i
nuovi enti formino un campo ordinato dobbiamo definire per essi le operazioni
previste in tale struttura e introdurre una relazione d’ordine compatibile con essa,
in modo tale che tutto sia coerente con quanto gia definito nell’ambito dei razionali.

Intanto cominciamo col definire uguali due numeri reali a = (01,p1,91) €
b = (o2, p2,%2) se e solo se:

g1=02 , pP1=pP2 , ¥1=¢2.

Le convenzioni gia fatte per gli allineamenti periodici (circa quelli di periodo 9
etc.) restano in vigore.

Chiameremo negativi gli allineamenti col segno — e positivi quelli col segno +.

L’insieme dei numeri reali positivi (negativi) sara indicato con R4 (IR-).

2.2 Ordinamento

Introduciamo sugli allineamenti I’ordinamento lessicografico, ciog:

1. Se a e b sono positivi, a # b, cosl rappresentati
a=+p.ajaz--Qp--+
b=+q.f1fz- fn-
diremo che
a>b

se p > g oppure p = q ed esiste un intero positivo m tale che ay, > G €, s
m>1,ak=,6kperk§m—1.
Percid se a ¢ positivo, risulta a > 0.

2. Se a & negativo e b positivo o nullo, poniamo per definizione: ¢ < b. In
particolare risulta @ < 0 se a & negativo.

Restano da ordinare i numeri negativi. Cominciamo col porre, se
a=xp.ajaz---ap>--
—q = :Fp.alaz .o .an P
la| := +p.ajaz---an---;

(*) N, indica l'insieme degli interi positivi: N4 := N\{0}.
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|a| si dice valore assoluto o modulo di a. Chiaramente si ha:

la| = a sea>0
T —a sea<(

3. Se a < 0, b < 0 porremo allora
a<b<=|b < |a].

Lasciamo al lettore la facile verifica che la relazione cosi introdotta tra i numeri
reali soddisfa le 3 proprieta degli ordinamenti.

L’insieme dei numeri reali resta cosl totalmente ordinato; possiamo percid parlare
di insiemi (di numeri reali) limitati inferiormente e/o superiormente, di massimo
e minimo, di estremo superiore e inferiore (si rivedano, a questo proposito, le
definizioni date in 1.3.4).

2.3 Struttura algebrica

.Introduciamo ora le operazioni aritmetiche. Sara essenziale il concetto di suc-
cessione stabilizzata di numeri reali (non negativi) che ora definiamo.

Cominciamo col dire che: se {pp } & una successione di numeri naturali ed esiste
un intero naturale N tale che per n > N risulta p, = p (costante) diremo che la
successione {p,} & definitivamente costante, o stabilizzata.

Esempio 2.1 - Una successione {pp} di interi, non decrescente (cio€ pn < pp+1,
Vn € IN) e limitata superiormentc & definitivamente costante.

Sia ora {a,} una successione di numeri reali non negativi:

a) = ayp.a11 @12 A13°°°
az = 020.021 22 Q23°*"

az = azp.03) Qg 033 (2.1)

(seguendo I’uso, non scriviamo il segno +). Questi allineamenti costituiscono un
quadro a doppia entrata (una matrice) infinita. Consideriamo le colonne di questo
quadro: nella colonna di posto 0 figurano le parti intere «,o dei numeri a,, nella
colonna di posto k > 1 figurano le k-esime cifre decimali a,; dei numeri ay.

Definizione 2.2 - Se, per ogni k > 0, la sequenza di interi a,;. & definitivamente
costante, la successione di reali {a,} si dice stabilizzata.

Osserviamo che, se {an} ¢ stabilizzata, esiste un unico numero reale

ai=9-717273 "
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tale che, per ogni £ > O, risulti 7 = o, per n sufficientemente grande;
scriveremo allora

ap3a

(si legge: la successione {ay} individua a).

Esempi
2.2. La successione
0.10101010-- -
0.01010101---

0.10101010---
0.01010101---

non & stabilizzata.
2.3. La successione
0.1234567 - --
0.1123456 - - -
0.1122345- .-
0.1122334 - -
¢ stabilizzata e individua il numero a = 0.1122334455....
Il seguente lemma risulta fondamentale.

Lemma 2.1 - Sia {ay,} una successione di numeri reali non negativi, non decre-
scente (Ciot an < an41,Yn € IN) e limitata superiormente (da un intero M, per
esempio). Allora {ay} @ stabilizzata, cioé ap=a, dove a soddisfa le limitazioni

ap <asl M.

Dimostrazione - Sotto le condizioni del lemma, gli interi che costituiscono 1a colonna zero
della matrice (2.1), ciot gli interi {ayp}, costituiscono una successione non decrescente e
limitata superiormente da M e percid definitivamente costante; dunque esiste un intero o
per cui risulta a9 = vp per n > np sufficientemente grande, con y9 < M.

Si procede ora per induzione. Supponiamo che siano stabilizzate le cifre fino alla k-esima,
ciod, che per n > ny si abbia

An =70 -71Y2 " " VkQn k4+10n k+2 " "°
e che inolire,

Y0772k S M.
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Poiché {0, 41} & una successione di cifre tra 0 e 9, non decrescente (per n > ng).
deve essere definitivamente costante; quindi esiste ny.q tale che, per n 2> ngyy siha

an =70 -7172 " Yk Vk+10%n k+20n k43 - S M
Quindi anche
Yo Y172 YkVk41 S M.
Per induzione otteniamo allora che an=3a := 90 .919273 - con ¢ < M.

Proviamo ora che a, < a per ogni n. Se, per assurdo, fosse ai > a per un certo 7,
sarebbe, supponendo che le prime k cifre di az siano stabilizzate:

g = 707172 TkOTk+1X7,k42 " > @ = 707172 " VhTk41 "

Questo implica che o x4+1 > Y415 Ma cid contraddice il fatto che per m > 7, {an k1)
¢ non decrescente. O

Possiamo ora definire le operazioni aritmetiche. Siano
a=p.ocyozaz--c b=q.51P203 -
due numeri reali non negativi. Introduciamo i numeri troncati (razionali)
a(”)#p.alaz---anOO--- |
5™ = ¢. 5182+ Bn00--- .
Osserviamo ora che le successioni di razionali
@™ 4 5™) (@™ . p))m)y '

(dove + e - indicano somma e prodotto di razionali!l) sono non decrescenti e
limitate superiormente (da p+ ¢+ 2 e da (p + 1)(¢ + 1) rispettivamente); dunque,
per il lemma 2.1, sono stabilizzate. Possiamo allora definire (per ¢ > 0,5 > 0):

somma: a + b e il numero reale s tale che
a® 4 bWz
prodotto: a - b ¢ il numero reale p tale che

(a(n) . b(n))(n)jp .

Osserviamo dra che le successioni di razionali
(n) (n)
() _ (p(m) -n e’
{a (6™ 41075} {(b(") + 10*"> }

sono non decrescenti, poiché {6(™) + 107"} & non crescente, e limitate superior-

mente (rispettivamente da p + 1 e da (p + 1)/b("), dove 5("0) & una troncata di
b, positiva).
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Definiamo:

differenza: a — b (a > b) @ il numero reale d tale che
a™ — (3™ 4+ 10"")=d ()

quoziente: a/b (con b > 0) ¢ il numero reale q tale che

™\
(b(") n 10—n> 7

Le operazioni cosi definite si estendono in modo naturale ai numeri reali di segno
qualunque. Ad esempio:

se a < 0,b < 0 si pone

a+b:= —(la| + [b])
a-b:= |a|-|b|;

se a > 0,5 < 0 si pone

a-|b b
aro= {2l ezl

a-b:=—|a|- bl

= Teorema 2.2 - L’insieme dei numeri reali & un campo (corpo commutativo)
ordinato rispetto alla relazione d ordine e alle operazioni di somma e prodotio
definite sopra.

La dimostrazione di questo teorema & una noiosa verifica delle proprieta X3, X3,
R3 dei campi ordinati; essa viene riportata in Appendice alla fine della sezione.
- Come conseguenza, valgono, per i numeri reali, tutte le proprieta dei campi ordinati
elencate in 1.4. I numeri razionali risultano cosi un sottocorpo del corpo dei reali.

2.4 Proprieta di completezza

Veniamo ora alla proprieta fondamentale che distingue il corpo dei reali da quello
dei razionali: la completezza.

Riprendiamo il concetto di estremo superiore (inferiore) gia introdotto per ogni
insieme ordinato. Sia A C IR (non vuoto) limitato superiormente (inferiormente).
Il sup A (inf A) & il minimo (massimo) dei maggioranti (minoranti) di A. Esso
coincide col massimo (minimo) di A quando questo esista.

(*) n va scelto abbastanza grande in modo che a{™ — (5(®) 4 10-7) > 0.
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Una definizione equivalente & la seguente: si chiama estremo superiore (infe-
riore) di A il numero reale L (1) tale che:

hDVze Az <L(z21)

i)Ve>0,3rcAil-e<z (z<l+¢).

La i) dice infatti che I (I) & un maggiorante (minorante) di A; la ii) dice che
non esiste un maggiorante (minorante) pilt piccolo (grande) di L (I).

E noto che per insiemi ordinati qualsivoglia, queste quantitd possono anche
mancare.

Esempio 2.4 -Sia A= {z € Q:z > 0,22 < 2} (*).

A ¢ limitato (sia inferiormente che superiormente), possiede estremo inferiore
(0), ma non possiede minimo, non possiede massimo e neanche estremo superiore
(provarlo per esercizio).

Ma vedremo che ’insieme:
B={zeRiz>0,2% <2}

ancora non possiede né massimo né minimo, ma possiede sia estremo inferiore (0)
che estremo superiore (v'2). .
La circostanza messa in luce dal precedente esempio non & casuale, come mostra
il seguente fondamentale teorema.
Introduciamo le seguenti notazioni: dati due numeri reali a,b, con a < b, po-
niamo: ,
[a,b] ;= {z € Ria <L z < b}
([a,0):={z e Ria< z < b}
(a,0):={z € Ria< z < b}
(a,b):={z e Ria < z < b} (**).
Tutti questi insiemi si chiamano intervalli (limitati); si chiamano intervalli (illi-
mitati) anche le semirette, cio® insiemi del tipo

{zeRiz>a}, {xeR:z>a}, {zeR:z<b}, {zreR:z<b}.

u Teorema 2.3 - (di completezza). Sia A C R, A # 0.

(*) A rigore dovremmo scrivere: {z € Q:z > 0 e 22 < 2}; ma spesso la virgola sostituira il
connettivo “e”.

(**) Sard sempre chiaro dal contesto quando la notazione (a, b) indicher un intervalio oppure una
coppia ordinata.
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Ry. Se A @ limitato superiormente (inferiormente), A possiede estremo superiore
(inferiore).

Dimostrazione - Diamo la dimostrazione solo per I’estremo superiore.

Se A & finito, esiste il massimo di A e allora Pestremo superiore ¢ il massimo. Sia
dunque A infinito.

Poiché A & limitato superiormente, esiste yo € R tale che: yo > z, Vz € A. Sia 2g € A,
zo < yo € consideriamo I'intervallo [zg, yo]- Dividiamo a meta questo intervallo ottenendo
i due intervalli [zg, c] € [c, yo] dove ¢ = (zo + yo)/2.

Scegliamo dei due intervalli uno in cui ci siano elementi di A4, optando per il secondo se
ci sono elementi di A in entrambi. Indichiamo tale intervallo con {27, y;]. Evidentemente
risulta y; >z, Ve € Ae

Yo — o

h—11 = )

Procediamo ora con [z1, y1] come abbiamo fatto con [z, yo] € cosi di seguito. Otteniamo
una sequenza di intervalli [z, y»] con queste proprieta:

D [zo,%0) D [z1,31)D --- D [Fnyyn] D [Znt1,¥nt1] D -+

2) yn — zn = (yo — z0)/2" € [zn, yn) contiene punti di A

D yn>zVre Aeperogni n v

4) {zn} & non decrescente e limitata superiormente (da yo) e quindi esiste un numero

per cui £,=3%. Inoltre, per ogni k ed ogni n, £n < y; € quindi 2, <7 < y, per ogni k
ed ogni n. In particolare, per ogni n,

Zn T < yn . (2.2)

Individuato cosi il numero Z dimostriamo che &: Z = sup A. Basta provare che T verifica
le proprieta i) ¢ ii) della definizione di estremo superiore.

)T > z,Vx € A. Per assurdo: esistay € A conZ < y. Poniamo r = y -7 e scegliamo
7 tale che

Yo — Zo

on <r.

Allora avremmo, per la (2.2) e l1a proprieta 2):

Y - 20 =

YR—Tlym—Ix= on <r=y-2

e cio® yz < y; cid conmraddice la 3).

ii) Ve > 0, dJy € A:y > T — €. Ancora per assurdo: fissiamo ¢ > 0 e supponiamo
che Vy € Arisulti y < T — e. Poiché 7 — ¢ < T < yn per ogni n, si ha che I'intervallo
[Z — €, yn] non contiene punti di A. Scegliamo 7 tale che yz — z7 = (yo — 20)/2" < .
Allora [z7, y57] C [Z- ¢, y7] in contraddizione col fatto che [z, y] contiene punti di A. o

Possiamo enunciare il teorema ora dimostrato in una forma equivalente, ma forse
pil suggestiva. Sia {4, B} una partizione di R (cio& A e B sono insiemi non vuoti
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¢ disgiunti 1a cui unione & IR); essa si chiama sezione se: Va € A e Vb € B risulta
a<b.

Corollario 2.4 - Per ogni sezione {A, B} di R esiste un unico numero reale s -
(detto elemento separatore) tale che
a<s<b Vae A, VbeB.
Per esercizio lo studente dimostrera che s non & altro che sup A = inf B.

Nella presentazione assiomatica dei numeri reali, la proprietd &y, di solito enun-
ciata nella forma del precedente corollario, prende il nome di assioma di Dedekind
(o di completezza o di continuitd). Pensando alla rappresentazione geometrica dei
numeri sulla retta, osserviamo che I’assioma di Dedekind & 1’analogo del postulato
di continuita della retta in Euclide.

Direttamente dalla definizione di numero reale ricaviamo le seguenti proposi-
zioni:

Proposizione 2.5 - R possiede la proprieta di Archimede: per ogni coppia a,b
di numeri reali positivi, esiste un intero naturale n tale che na > b.

Infatti basterd prendere n = [b/a] + 1 (parte intera di b/a + 1) (*) .

Si dice che un sottoinsieme T' C IR & denso in R se: Va,b € R con a < b,
esistete Tcona<t<b.
Si ha allora:

Proposizione 2.6 - L’insieme dei razionali Q é denso in R.

2.5 Isomorfismo tra campi ordinati completi

Un insieme con le proprieta X;, Ky, K3, R4 si dice corpo commutativo (campo)
ordinato completo.

Ricordiamo che due campi ordinati C e C' sono isomorfi se esiste una corri-
spondenza biunivoca fra gli elementi ¢ € C e gli elementi ¢’ € C' tale che:

ced ct+deod+d
ded = {edodd
c<d d<d

ciod tale corrispondenza conserva la struttura algebrica e I’ordinamento.
Il seguente teorema di algebra, di cui non riportiamo la dimostrazione, mette
ulteriormente in luce 1’importanza della proprietd ®,.

n Teorema 2.7 - Due campi ordinati e completi sono isomorfi.

(*) La parte intera [a] di un numero reale a & il pid grande intero che non supera a:[7] = 3,
[-v3]= -2
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Esiste dunque, sostanzialmente, un unico campo ordinato completo, quello dei
numeri reali. Questo teorema giustifica cosl anche la nostra presentazione dei
numeri reali: fossimo partiti da allineamenti di cifre binarie o ternarie o altro
(invece che decimali) avremmo ancora definito un campo ordinato completo, che
perd sarebbe risultato identificabile con quello sopra ottenuto. Cosl ogni altra
costruzione dell’insieme dei numeri reali (utilizzando, per esempio, sezioni del
campo razionale, oppure coppie di classi contigue di razionali, oppure successioni
- fondamentali di razionali) porta allo stesso “unico” risultato.

2.6 Potenza del continuo

Concludiamo la sezione mostrando che I’insieme IR & strettamente “pil grande”
di Q nel senso che card(R) > card(Q) = card(IN).

m Teorema 2.8 - L’insieme R non é numerabile.

Per la dimostrazione facciamo uso della seguente proposizione, gia interessante
per sé stessa.

Lemma 2.9 - Gli insiemi R e (0, 1) sono equipotenti.

Dimostrazione - Osserviamo anzitutto che ogni intervallo (a,b) C R & equipotente a
(0,1): ad esempio 1’applicazione z — (b — a)x + a & biiettiva da (0,1) su (a,b). Allora
basterd mettere in corrispondenza biunivoca R con (—1, 1); un modo di realizzare una tale
corrispondenza ¢ illustrato nella figura sottostante:

Fig. 2.1

Dimostrazione del teorema 2.8 - Grazie al Lemma 2.9 bastera provare che (0,1) non
¢ numerabile. Procediamo per assurdo. Sia (0,1) numerabile, cio? esista una funzione
¢:IN — (0,1) biiettiva che permette di ordinare i numeri di (0, 1) in una successione:

ap = 0.a0p @01 ap2--*
a; = 0.010 11 aig---
az = 0.020 a21 ay---
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Per arrivare ad una contraddizione basterd costruire un numero b € (0, 1) diverso da tutti
quelli della successione. Sia b= 0.8 82083 - - - ove le cifrec decimali 85, sono cosi definite:
Bn=780< apy <4, 8n=3s¢5 < apn < 9. Tale numero non pud coincidere con

alcuno degli an poiché ann # Bn. O

Diremo che un insieme ha la cardinalitd o potenza del continuo se risulta equi-
potente a R.

Esercizi
1. Vero o falso:
a) La somma di duc irrazionali & irrazionale.
b) La somma ed il prodotto tra un razionale ed un irrazionale ¢ irrazionale.
2. Dimostrare che \/5 c \/5 sono irrazionali.

3. Un numero reale z si dice algebrico sc ¢ soluzione di un’equazione del tipo
ana™ +an_1x"—1 +---+ajz+ap = 0dove ogni a; ( = 1,...,n) & un intero relativo.
Un numero reale non algebrico si dice trascendente. Sono algebrici tutli i numeri razionali
e numeri irrazionali come /2, ¥/7 .. ; x & un classico esempio di irrazionale trascendente.
Dimostrare che I'insicme dei numeri reali algebrici ¢ numerabile.

4. Dimostrare che Va,b,c¢,d, € Ry

min ab <a+b<na a b
-, = X~ =5,
c’d| ~e+d~ ! c’'d

5. Sia [z] la parte intera di x. Dimostrarc che Va,y € Re Vi € Ny

a) [z +y} > [=] + [y]
b) [z/n] = ([z]/n]

n-1

¢) Y [z+k/n]=[nz].
k=0

6. Risolvere le scguenti disequazioni:
Alr—4|>z+2

(22 — 1)z + 1) >

b) 0

¢) Tj;—!(l—z)§1+x.
7. Sia A C Q superiormente limitato. Allora sup A (vero o falso):
a) non & razionale,

b) & razionale solo s¢ & massimo,

¢) pud esscre razionale o irrazionale.

8. Quale dei seguenti insiemi ha come “minimo” 3?
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a) {z € R:[z] = 3}

b){:ceR:3+ 21,r€N}

z +
) {z € R:z® > 27}.

9. Determinare estremo superiore e inferiore dei seguenti insiemi di R, precisando ogni
volta se si tratta di massimo e minimo

{n—l} , {zER::cI:c|<:L‘2}U[—1,1) , {0}, {zeR:2§z2<4}.
n+l) N

10. Sia @ € R4 e a{™ 1a sua troncata n-esima.

Dimostrare che la successione a{™ + 10~" & non crescente (a{™ + 10~™ & I’approssi-
mazione per eccesso di a all’n-esima cifra decimale).

11. Si deduca il principio di Archimede dalla proprietad R, dei reali, senza far uso degli
allineamenti decimali.

[Suggerimento: per assurdo, esistano due reali positivi ¢,b tali che, per ogni intero
positivo 7, risulti na < b; allora 'insieme {z € R:z = na,n € N}..].

12. Si dimostri che @ & denso in R usando il principio di Archimede, senza far uso degli
allineamenti decimali.

13.* Trovare un modo di mettere in corrispondenza biunivoca gli intervalli (0, 1) e [0, 1].

Appendice A: Dimostrazione delle proprieta
di campo ordinato del numeri reali

E sufficiente limitarsi a numeri reali positivi. Siano dunque a,b,c € R;.
Cominciamo dalle proprieta della somma (proprietd %;).

1. a + b= b+ a (commutativitd)
2.(a+b)+c=a+ (b+ c) (associativitd)
3.a+40=0+ a = a (esistenza dell’elemento neutro)
4.a+ (—a) = (—a) + a = 0 (esistenza dell’opposto) .

Le 3. e 4. seguono direttamente dalla definizione.

Per 1a 1. & sufficiente osservare che a(® + (™) = p() 4 4(7) (commutativitd
per i numeri razionali).

Per la 2. osserviamo che:

a(") + b(n) + C(n) < (a + b)(") + c(”) < a(") + b(n) + c(") + 107"
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a™ 45 4 ™ < o™ 4 b+ )™ < al™ 45 4 ™ 41077
e quindi, posto
2™ =(a+ 0™+ e y®) = g™ 4 (b4 )™
si ha che (™) =3(a + b) + ¢ mentre y(M=3a + (b + c); inoltre:
-107" < z(™ 4y < 1077, (A1)
La conclusione si ottiene dal seguente lemma (con M = 1).

Lemma A.1 - Siano z("=3z > 0, e y(™MW=3y > 0. Supponiamo che esista un
numero reale positivo M tale che per ogni n > 1 si abbia

-M- 107" <z(™ —y(®) £ pr.107" (A.2)
Allora x = y.
Dimostrazione - Siano
T=ap.oq03--- , y=pLo.P1P2P3- - .
Supponiamo z > y e poniamo r = z—y, ™) = z(")—(y(")+10’"). Dalla definizione

di differenza abbiamo che r(™)=3r. Sia k tale che 2-107% < .
Per definizione di successione stabilizzata esisterd ny tale che, se n > ny, le prime k

cifre (dopo il punto) di (") sono stabilizzate; dunque se n > ny si ha r — r(™ < 1075
OVVero .

MM 5 p 2107k _ (A.3)
Scegliamo ora ng > ny in modo che M - 10~ < r—2-107. Le (A.2) ed (A.3) per

n = ng sono in contrasto tra loro. Dunque non pud essere = > y.
Analogamente si ragiona per dimostrare che non pud essere z < y. o0

Passiamo ora alle proprieta del prodotto (Propricta R5).

l.a-b=b-a (commutativita)
2.(a-b) - c=a-(b-c) (associativita)
3.a-1=1-a=a (esistenza dell’elemento neutro)

1 1
4.a- (E) = (-(;) ra=1 (a#0) (esistenza dell’inverso) .

La 1. segue da a(™ .p(™) = p(n).4(") (commutativita del prodotto tra razionali).
La 3. segue dal fatto che 1(?) = 1.
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Per la 2. osserviamo che, posto M = max{c (a + b+ 2),a (b + ¢ + 2)} si ha:
a™ .5 . () _ A.107" < ((a )™ . c(n))(”) < a®) . p(r) ()4
+M-107",

a(n) . b(n) . c(n) - M- Io_n S (a(n) . (b c)(n))(n) S a(n) . b(n) . c(n)+
+M-107".

Dal lemma A.1 poiché
(@ 5™ . ™3 b)c e (@™ - (b)) M=a(b ¢)

si ottiene la 2.

Infine, poniamo

(n) (n)
m_ (1 .(n))
=((5)" )

Poiché
1 1
— =
a™ 410~ a
per ogni n esiste sqg tale che se s > sp

1\ ™ ) (n) . . s
(5) B (a(’) + 10-3) S e® 110-F "o (44)

Scegliamo ora anche s maggiore di n; si ricava cosi:
(n) (n)
™ < (L.gw < (L .a(n)) 1
a(s) a(n)
i T
dalla (A.4) poiché s > n

’

(4.5)

D’altra parte, con la stessa scelta di s si ha:

1\(®) 1 (n) 1 -n
(5> - (a(s) i 10—3) > @10 02

1 n
2@ 110

Essendo a(®) < a(® + 10~" si ha:

(n)
(_1.) .a® > (a(s) - 10‘") . [—1__ - 10-”] >

a al®) + 10" (A4.6)

2
o

— . _n
") + a] 10 .
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Dalle (A.5) e (A.6) si ottiene per ogni n > 1:

_[2 10-" < (%)
1 [a(0)+a] 107" < ¢™ <1,

OVVero
-M-10"<q™-1<0 (M:[i+a]).
a(0)

Dal lemma A.1 si ottiene la 4.

La proprieta distributiva (a+b)c = ac+bc si dimostra in modo analogo; lasciamo
i dettagli al lettore.

Veniamo ora alle proprietd di compatibilitd Rj:
lLa<b=a+c<b+c Ya,b,c

2.a<b=ac<bec Vabccone>0.

Dimostriamo la 1. - )
Siano r; ed r; due numeri razionali tali che

a<r;<ry<b.
Questi numeri si possono trovare poiché Q & denso in R.
Per i razionali 1. & vera; dunque ry + (™ < 1o + (™), per ogni n.

Per n grande si ha:
a™ < rp < 1y < ™)
a™ + ™ < ry 4P <y 4B < B (0]
Poiché 7} + c(™=r + ¢ e r5 + (™37, + ¢ otteniamo subito
rT+c< 7‘2-+ c.
Da q(® + dM=q +c¢ e a® + ™ < 1+ M) « 7y + ¢ otteniamo a + b
<r+ec .
Analogamente 73 + ¢ < b + c.

La 1. segue ora facilmente.
Per la 2. si opera in maniera analoga, dunque tralzsciamo i dettagli.
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Appendice B: 1 numeri-macchina. Errori

Utilizzando una normale calcolatrice tascabile proviamo ad eseguire il calcolo
di

(/2 + 100000 — 100°000)° .

La risposta esatta ¢ 2 ma, molto probabilmente, la vostra calcolatrice fornira
un valore diverso; cid & dovuto al fatto che essa (ma anche il pill potente dei
computers!) si serve di un numero finito di cifre, troncando o arrotondando le cifre
decimali di ogni numero. Pertanto i numeri reali (razionali e irrazionali) che sono
allineamenti illimitati di cifre, non possono essere rappresentati su un calcolatore.
Questo opera su un insieme finito di numeri, detti numeri-macchina. Grosso modo,
un tal numero viene scritto nella forma ag”, dove o si chiama mantissa ¢ ¢ & la base
del sistema di numerazione usato dalla macchina. Il numero delle cifre disponibili
per la mantissa ¢ per I’esponente della base usata per la rappresentazione dei numeri
varia da macchina a macchina.

Piu precisamente, nella rappresentazione dei numeri detta “in virgola mobile”
(floating point representation), la macchina opera con numeri della forma

.
+ qh . Z akq'k = :i:qh -0.a1az---ag .
——
k=1

o

L’esponente . pud avere segno qualunque ed & soggetto ad una limitazione del
tipo |h| < ho. Tale rappresentazione & unica se si richiede che a; # 0 ovvero che
a > ¢~ in questo caso il numero si dice scritto in forma normalizzata.

Ad esempio i numeri

321.33-10° e 0.0314-1072

sono scritti in virgola mobile con ¢ = 10; in forma normalizzata gli stessi numeri
si scrivono rispettivamente,

0.32133-10° e 0.314-1073.
A titolo d’esempio eseguiamo la sottrazione tra
a=0.1002-10"% e b=0.9995-10"*

con una macchina che opera con ¢ =10e ¢t =4

Per effettuare a — b, 1a macchina sceglie il massimo tra gli esponenti —3 ¢ —4,
quindi —3 e, scritto b = 0.09995-10~3 arrotonda la mantissa alla 4% cifra decimale
ottenendo &' = 0.1000 - 1073,
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Si ha:
a—-b=025-107°,
mentre la macchina esegue
a-b4=02-107°
1l risultato finale del calcolo sara percid una approssimazione del valore esatto.

Se z & il valore esatto, e T una sua approssimazione, si definiscono gli errori
assoluto e relativo nel modo seguente:

Errore assoluto: A = |z — T|

Errore relativo: 6 = A/|z| =

Ad esempio, la scrittura

z=0128+0.004 = 0.128 £+ 41073
con la quale vogliamo indicare il risultato di un calcolo, indica che:
0.128 — 0.004 < z < 0.128 + 0.004
cio
0.124 <z <£0.132.

In tal caso risulta A = 41073, 6 = 31.25- 1073,
In generale si scrivera

z=T+A
r=T(1+6).

Definiamo ora 1’errore di troncamento e di arrotondamento.
Il numero 7 & noto oggi con 15 milioni di cifre decimali

7 = 3.1415926535897932384626 - -
I numeri
3.1 3.14 3.141 3.1415

ottenuti considerando nell’allineamento di 7 solo la prima, le prime 2, le prime
3, ... cifre decimali si dicono valori di 7 troncati rispettivamente alla prima,
seconda, terza etc. cifra decimale. Considerando un valore troncato alla n-esima
cifra decimale si commette un errore non superiore a 10~",

Analogamente i numeri

3.1 3.14 3.142 3.1416
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ottenuti troncando 1’allineamento come si & fatto in precedenza, ma aumentando di
una unita I'uitima cifra considerata se quella successiva & > 5, si dicono arrotondati
rispettivamente alla prima, seconda, etc. cifra decimale. Arrotondando all’n-esima
cifra decimale si commette un errore non superiore a 0.5 107",

I1 fatto di operare su numeri abbreviati (cio¢ troncati o arrotondati) comporta che
le operazioni algebriche svolte sull’insieme dei numeri-macchina non posseggono
pil1 tutte le proprieta strutturali che posseggono quando esse sono definite sul campo
dei numeri reali. Ad esempio, supponiamo di operare con numeri 3-ridotti (ciod
arrotondati alla 3% cifra decimale). Siano

a=0534 b=0.704 ¢=0.025.

Calcoliamo
(ab)e = 0.009
a(bc) = 0.01 .

Dunque la proprietd associativa cade in difetto!

Uno dei problemi piti importanti dell’ Analisi Numerica & il controllo degli errori
nei procedimenti di calcolo. Come si propagano gli errori iniziali nel corso dei
calcoli? Come controllare gli errori generati da troncamenti o arrotondamenti?
Se & noto I’errore nei dati iniziali, con quale precisione & noto il risultato finale?
E, viceversa, se si vuole un risultato finale con una data precisione, con quanta
precisione devono essere noti 1 dati iniziali?

Esaminiamo, a titolo d’esempio, le operazioni elementari. Siano a e b numeri
positivi e @ ¢ b una loro approssimazione:

e=T+A, , a=a(lt6,)
b:?:tAb 5 b=7)(1:}:6b)
Somma: risulta immediatamente a + b =G+ b+ (Aq + Ap) ciod
Aa+b <A+ 4. (B].)

In altre parole, gli errori assoluti si sommano.
Veniamo all’errore relativo; si ha

jatb-@+D) _Ja=D+@-B] _[a-a , f-tl _ .,
a-+b ‘ a+b - a+b a+b

_a |a-71 [

T a+b @ a+b b

(*) Utilizziamo qui la “disuguaglianza triangolare” che sard dimostrata in 3.4: se z,y sono numeri
reali, |z + y| < |z] + [y]-
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Risulta dunque

bp . (B.2)
Naturalmente, essendo i numeri
@ b

a+b’ a+b

(B.3)

minori di 1, risulta ancora
6a+b S 6a + 6b . (B.4)

La formula (B.2) mette in evidenza la sensibilitd dell’errore finale rispetto ai
numeri (B.3), che sono detti indici di condizionamento.

Esempio B.1 - Per calcolare 7 + \/5 con almeno 6 cifre decimali esatte dopo il
punto, con quale precisione dovremo calcolare 7 e V3?

Utilizziamo valori arrotondati: se 7 = ¢+0.5-10~" ¢ v/3 = +0.5-10~", allora
T+ v3 =a+b+ 107 Se vogliamo almeno 6 cifre decimali esatte possiamo
prendere n = 7. Quindi 7 = 3.141592740.5-10"", V3 = 1.7320508 £ 0.5-10~7
e+ V3 =4.8736435+ 10", da cui

4.8736434 < 1 + V/3 < 4.8736436

Le 6 cifre decimali 873643 sono dunque esatte.

Differenza: valgono considerazioni analoghe a quelle svolte per la somma. In
particolare si trova

Aa—-—b < Aa + Ab

7 b (B.5)
6_ <_—=_6 ——6 .
b=y g

Gli indici di condizionamento sono ora i numeri

che mettono in evidenza la possibilitd di un’amplificazione degli errori relativi
quando si sottraggono quantitd molto vicine tra loro.

Prodotto: si trova subito che

Agp <TA, +DAg + Agly . (B.6)
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Spesso AgAp < 1 (< significa: molto minore) e la (B.6) si approssima trascu-
rando AgAy:

Agp < Aab ~alp + bAq . (B.7)

Le formule (B.6) e (B.7) mostrano gia che il prodotto si comporta in modo molto
peggiore della somma per quanto riguarda la propagazione degli errori non appena
intervengono fattori abbastanza grandi.

Esempio B.2 - Si voglia calcolare il numero 7+/7 a partire dai valori di 7 e /7
arrotondati alla 4% cifra decimale: 7 = 3.1416 £ 0.5- 10~ e v/7 = 2.6458 £ 0.5 -
10~%. Avremo allora: 7/7 = 8.31204528 + A, con A,y =~ 0.00028937 (si &
trascurato AgA; =~ 0.25- 1078 < 1). Di conseguenza potremo scrivere

8.31175592 < 77 < 8.31233464

e ciod /7 = 8.31... con la terza cifra decimale incerta tra 1 e 2!

Una formula analoga alla (B.6) si trova per I’errore relativo:
bap < bg + 8y + 626y . (B.8)

Quoziente: per I'errore assoluto si ha:

Ae = |2_B|_ |24 _T|_ 'iEAa:I:'dAb
b bl |btAy b Z(-I;:I:Ab)
da cui la formula
Ag < oot b (B.9)
b7 b(b— Ap)

formula che si semplifica approssimando il denominatore con b°; si ha cost

< 38 +0Aa (B.10)

Esempio B3 - Sia e = 2.71828 + 0.5- 1075 ¢ /11 = 3.31662 + 0.5 - 10-5 Si
voglia calcolare e/+/11; utilizzando la (B.9) otteniamo:

(3.31662 + 2.71828)0.5 - 10~5 _6
e < <28-
A\/ﬁ - 3.31662 - 3.316615 <28-10

E quindi

_2.71828

= +2.8-107°% = 0.8195934415 + 2.8 - 10~
3.31662 8 5+28-10

[
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In conclusione abbiamo

0.8195906 < —= < 0.8195962
\/_

che da il valore di ¢/+/11 con cinque decimali esatti!

Una formula analoga alla (B.9) vale per 1’errore relativo:

Bajp 5 a0y +B8a _ bat+ b

= - = B.11

bafp = Wb—ﬁb@ Ay 1-6 (B-11)
oppure, trascurando & rispetto a 1,

bafp < 6a+ 6y . (B.12)

L’analisi dell’errore in un problema computazionale e la stima dei suoi indici di
condizionamento (di cui sopra abbiamo visto qualche esempio tra i pit semplici)
portano a distinguere tra problemi “stabili” o “ben condizionati” (per i quali “pic-
coli” errori nei dati producono “piccoli” errori nei risultati) e problemi “instabili”
0 “mal condizionati” (per i quali “piccoli” errori nei dati producono “grandi” errori
nei risultati).

Sarebbe percid auspicabile (anche se generalmente difficile e noioso) che una
tale analisi fosse sviluppata prima di inziare I’effettivo procedimento di calcolo.

Queste poche note vogliono solo mettere in guardia 1’allievo dall’uso, in ma-
niera acritica, del pii potente strumento di calcolo che la tecnica oggi ci mette a
disposizione.

3. RADICALI - POTENZE - LOGARITMI

3.1 Radici n-esime aritmetiche

In conseguenza del tcorema di completezza possiamo eseguire nel campo reale,
operazioni che sono solo occasionalmente possibili nel campo razionale.

Consideriamo I’equazione z% = y; essa non ha alcuna soluzione se y < 0
(in virtd della struttura di campo ordinato esistente in R), e ha evidentemente la
sola soluzione nulla se y = 0; possiede invece, come vedremo, esattamente due
soluzioni z, e z3 se y > 0, I’una positiva e I'altra negativa. E evidente che ci
bastera mostrare 1’esistenza di una soluzione positiva z; € allora seguira subito
necessariamente x5 = —y.

Invece, ’equazione 23 = y ha sempre, per ogni y, una sola soluzione z1; risulta
z1 = 0 se y = 0 (evidente!), z; > 0 se y > 0 (come ora vedremo) e z; < 0 se
y < 0. Quest’ultima affermazione segue da quella relatwa al caso y > 0, perché,
se abbiamo provato che z; > 0 & 1'unica soluzione di z3 = y (con y > 0) segue
subito che —z; & I’unica soluzione di z3 = —y.
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Lo studente non avra difficoltd poi a ripetere la discussione per 1’equazione
z™ = y, separando il caso n pari da quello n dispari. La ricerca di queste
soluzioni corrisponde all’operazione di estrazione di radice n-esima.

m Teorema 3.1 - Siay € R, y > 0 e n intero > 1. Esiste un unico numero reale
positivo z tale che " = y.

Tale numero si chiama radice n-esima aritmetica di y e si indica con uno dei
simboli {/3 oppure y/™.

Dimostrazione (per n = 2) - L’idea & di costruire una successione stabilizzata di razionali,
che individui un numero reale z con le proprieta richieste.

L’unicita di un tale = segue subito dal fatto che, se ne esistessero due, 0 < 1 < zo
sarebbe anche 0 < z? < z3: assurdo, poiché z? = 2% = y.

Cominciamo col porre ag = p, dove p & il massimo intero tale che p? < y. Evidentemente
p > 0. Se p? = yallora = = p; se p* < y, poniamo a; = p.a; dove o & la massima tra
le cifre decimali c, tali che (p.cs)? < y. Evidentemente a1 > p. Se a} = y allora z = a1,
altrimenti si prosegue ponendo as = p.ajoag dove ag & la massima tra le cifre decimali ¢,
tali che (p.aycs)? < y. Evidentemente az > aj. Proseguendo in questo modo otteniamo
una successione di razionali {a.}:

ag = p.oajaz---og

tale che: (1) per un certo , (a;)2 = y, oppure: (2) per ogni k, ai < y ¢ ay ¢ lamassima
tra le cifre decimali ¢, tali che (p.jag - - -ak_lcs)z <y

Nel caso (1) si pone z = a, e il teorema & dimostrato. Nel caso (2) osserviamo che {ax}
& non decrescente e limitata superiormente da p + 1. Per il Lemma 2.1, resta individuato
un numero z tale che ¢, —=z. Mostriamo che z? = Y.

Poiché z(¥) = q x (ciot troncando z alla k-esima cifra decimale si ottiene a,) si ha
(ak - a)F)=32?

ed essendo (ay, - ak)(k) < ay - ag < y, sempre dal citato Lemma si ricava 22 <y
Supponiamo ora per assurdo, che z? < y. Poniamo y — 22 = r > 0, e scegliamo k tale
che risulti r > (2z + 1)/10%°. Allora avremmo

ak, +107%)2 < (z +107%0) = 2% 4 2z 107F0 4 10720 <
0

2 2r+1
<z + Lok

<z2+r=y.

Dunque la cifra kp-esima di a,, non & la massima tra le cifre decimali ¢s tali che
(p.araz ---ag,_1¢5)? < y. Avendo raggiunto una contraddizione, deduciamo che z? =
y. Analogamente si prova il teorema per n > 2. O

Dalla dimostrazione & chiaro che x = sup{ai}. E quindi la proprieta di com-
pletezza che entra essenzialmente in gioco nel teorema 3.1,
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Esempio 3.1 - La dimostrazione del teorema 3.1 indica come costruire la
radice n—esima di un numero positivo. Per esempio per costruire v/2 si procede
cosi: essendo 12 < 2 22 > 2siha p = 1; essendo (1.4)7 = 1.96 < 2 e (1.5) =
2.25 > 2 si ha a; = 1.4; essendo (1.41)% = 1.9881 < 2 e (1.42)% = 2.0164 > 2
si ha a3 = 1.41 e cosi di seguito.

3.2 Potenze con esponente reale

L’operazione di elevamento a potenza: ab (si legge: “a elevato a b”; a & l1a base,
b I’esponente) si definisce senza difficoltd se I’esponente & un intero (a® := a-a-a,
a™* :=1/a%; a® := 1 per ogni a # 0) e si definisce per ogni esponente razionale
solo se la base & positiva, utilizzando il teorema 3.1. Bastera limitarsi al caso
a > 1, poiché, se a < 1, porremo:

o = (l)"b . (3-1)l

a

Sia dunque a > 1, r = m/n, m € Z, n € N4, m e n primi fra loro; poniamo

a" = (a™)7 = (Ya)™ . (3.2)

Dalle definizioni (3.1) e (3.2) discendono le note regole sugli esponenti, che si
dimostrano senza difficoltd; siano a, b reali positivi, r, s razionali:

Ey a">0Vr; a"slseasl , r>0

El ar+s =a'-a®

E~2 (ab)r =a-b"

E; (ar)s —a"®

a"<a*sea>1

Ly T<S:>a’>a’sea<1

Notiamo che 1" = 1, Vr € Q. Vale anche la seguente proprieta (immediata
conseguenza di Fy) che permette di confrontare potenze con basi diverse.
Es 0<a<b=da" <b",r>0.

Vogliamo ora estendere la definizione al caso di esponente reale. Usiamo la
solita tecnica delle successioni stabilizzate.

Sia a > 1e b € Ry. La successione di reali positivi a®™, dove b(® & 1a
troncata n-esima di b, & ben definita, non decrescente e limitata da al’+1, Pertanto
& stabilizzata e possiamo definire a® come il numero reale positivo individuato da

ab(") cioe tale che:

™ =ab . (3.3)
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Si usa ancora la (3.1) per estendere la definizione alle basi positive < 1. Le pro-
prietd Ey ... Fs continuano a valere (come subito si accerta passando agli esponenti
troncati).

3.3 Logaritmi

Consideriamo 1’equazione
a =y (3.4)

con a > 0. Anzitutto, se a = 1, essa ¢ soddisfatta solo se y = 1 (e in tal caso ogni
numero reale & soluzione). Sia dunque a # 1. Per la proprietd Ey in 3.2 (estesa
agli esponenti reali) essa non ha alcuna soluzione se y < 0: mostreremo che ha
una sola soluzione per ogni y > 0. Questa soluzione prende il nome di logaritmo
in base a di y e si indica col simbolo log, y.

Potremo limitarci a provare 1’affermazione per @ > 1 ¢ y > 1; infatti i casi
mancanti possono essere completati osservando che la (3.4) pud scriversi anche
nella forma:

(1)_1 =g
-] =y oppure a” %=
a y

in questo modo ci si riporta sempre al caso a > 1, y > 1.

m Teorema 3.2 - Sia a > 1, y > 1. Esiste un unico numero reale x > 0 tale che
a® =y.

Dimostrazione - L’unicita segue subito dalla proprietd F4 di 3.2. Per mostrare I'esistenza,
si costruisce, con la tecnica usata nella dimostrazione del teorema 3.1, una successione di
razionali {r.} tale che:

(1) per un certo & risulta a”% = y
oppure

() a"™ <y perogni ke amet107t

> .

Nel primo caso si pone z = r¢ ¢ il teorema & dimostrato.

Nel secondo caso si vede che {r,} & stabilizzata e percid individua un unico numero
reale z, con i, < z e r, = 2¥) per ogni k. Poiché a™ =3a” si ricava a® < y. Sia,
per assurdo, a® < y. Poniamo y — a® = « e scegliamo k tale che a®(a — 1)/k < ¢
Otteniamo, essendo 10~ % < 1/k e usando la Ey:

ar,,+10"‘ z alO_"

<a <a®at .

Usiamo ora la seguente disuguaglianza

afs<1+a;1> (a>1,keNy) (3.5)
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(per comoditd, 1a dimostrazione di (3.5) & riportata nel par. 3.4 formula (3.12°)). Otteniamo
dunque:

—k — —
a‘rk+10 <ax(1+2k_1>:az+axg_k_1_<a:v+a___y

che contraddice il modo con cui & stato costruito r,. Percid si conclude a® = y. o

Dalle proprieta E,, E;, E3, e direttamente dalla definizione si ricavano poi le
seguenti regole, valide per z,y,a positivi, a # 1:

Ly log,zy=log,z+log,y
Ly log, -z— =log,z —log, ¥y

L; log,z® =alog,z VaeR

1
Ly log,z= o, @ = —-1og%:c (z#£1).

Le operazioni definite in questa sezione consentono di introdurre tre importanti
classi di funzioni (reali di variabile reale): le potenze (con esponente reale a # 0):
z + z%, gli esponenziali (con base positiva a # 1): = — a* e i logaritmi (con
base positiva a # 1): z — log, z, le cui proprietd saranno studiate pill avanti (cfr.
Cap. 5), ma i cui diagrammi devono gia essere familiari allo studente.

Qui notiamo soltanto che permangono insoddisfacenti lacune nelle definizioni
ora date. Per esempio, ’operazione di elevamento a potenza, con esponente reale,
¢ definita solo se 1a base & > 0. Se la base & < 0 la definizione pud estendersi
facilmente se I’esponente & intero oppure anche razionale m/n (m e n primi fra
loro) purché n sia dispari; diversamente non & possibile definire la potenza (in
modo che si conservino le usuali regole di calcolo). Questa e alire limitazioni
saranno completamente rimosse (ma pagando, come vedremo, un certo prezzo)
solo passando al campo dei numeri complessi.

3.4 Alcune disuguaglianze

In Analisi si fa largo impiego di disuguaglianze; vogliamo raccoglierne in questo
paragrafo alcune delle piti importanti.
Dalla definizione di valore assoluto segue immediatamente che:

Va2 0: |z|<a<e> -a<z<a. (3.6)
Dalla (3.6) segue I'importante disuguaglianza triangolare:
Ve,y € R: |z +y| < ||+ [y] - (3.7)
Infatti, basta scrivere le relazioni:

—lej<e <zl e -yl <y <y
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quindi sommare membro a membro, ottenendo

—(z[+ 1)) <z +y < fel+ |yl
da cui, per la (3.6), segue la (3.7).
La disuguaglianza triangolare & spesso usata nella forma seguente:
la—b<la—c|+|b—c| Va,b,ceR . (3.8)

Basta porre nella (3.7) z = a—c e y = b— ¢. Se invece, sempre nella (3.7), si
pone z = a—c ¢ y = b siottiene

la| <'a— 6]+ 0] ciot |a| - |8 < |a -] .

Analogamente, scambiando a con b otteniamo, |b| — |a| < |a — b| e dunque,
ricordando Ia (3.6),

lla] = 1ol < |a - 8] . (3.9)

L’espressione |a — b| rappresenta geometricamente la distanza (nel senso della
geomeltria elementare) dei due punti a e b sulla retta.
La (3.7) pud facilmente estendersi al caso di n addendi:

n
DTk
k=1

La semplice dimostrazione si fa per induzione.
Ancora per induzione si prova la disuguaglianza di Bernoulli

Ve>-1,VneN: (14+2)">1+nz. (3.11)

n
<3 el - (3.10)
k=1

Infatti 1a (3.11) & evidentemente vera per n = 0; se la riteniamo vera per un n
generico, abbiamo

(142" = (1 +2)"(1+2) 2 (1+nz)(1+z) =
= 1+m:+x+m:22 14+ (n+ 1)z
che prova la (3.11) per ogni n.
Un corollario della (3.11) & la seguente disuguaglianza,
a—1

Va>1, VnelNy: 0< Ya-1< — . (3.12)

Una forma equivalente di (3.12) & la seguente:
-1 n
a< (1 +2 - ) (3.12')

gia utilizzata nel par. 3.3. La (3.12°) segue dalla (3.11) ponendo z = (a — 1)/n.
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La scguente disuguaglianza mostra che la media geometrica di due numeri (po-
sitivi) ¢ minore della loro media aritmetica

VIEytIR+,‘/ < ;y

La (3.13) si verifica immediatamente prendendo il quadrato di ambo i membri;
si vede anche che il segno “=" vale se e solo sc z = y.
La (3.13) si generalizza al caso di n numeri z; ...z, reali positivi:

(3.13)

(1 +ap+--+z0)
n

(3.14)

YTyTy...2, <
La dimostrazione di (3.14) si pud fare ancora utilizzando il principio di induzione.

Esercizi

1. Sia z € R. Quale relazione ¢ vera?

a)vVzi=1z
b) Vz¢ = £z
¢) Va2 = [z|
2.SexzeRy,kkmeZen €Ny, m,n primi tra loro, allora definiamo
B = 2% owero VW ukm o= Ypm (3.15)

Verificare che la (3.15) si estende a z € R quando k ed n sono dispari.
Come si deve modificare la (3.15) per gli altri casi?

3. Commentare la validita dell’uguaglianza

Vam = (Y2)" owero (2™)¥ = (a¥)"

4. Fareste dei calcoli per risolvere le seguenti disequazioni?

a) 2< -1
b) v—-1 —.'t:E > 2z.

§. Risolvere le disequazioni
a)x-1<2-2
b) Vzd +1> 2 -1

\/21 + —3
— 4 -
6. Dimostrare le proprietd Fy ... E5 degli esponenziali nel par. 3.2.

<0.

7. Dimostrare le proprictd Li, ..., L4 dei logaritmi nel par. 3.3.

8. Quali relazioni sono vere? Siaa > 0, a # 1
) Ve Ry, z = a7
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b) Vz € R,z # 0,log,(2?) = 2log, z,

©) Vz € R, z #0, log,(z%) = 2log, |z,

d) Vz,y € R, zy > 0 = log,(zy) = log, = + log, v,

€) Vz,y € R,zy > 0 = log,(zy) = log, |z + log, |y|-

9. Risolvere le seguenti disequazioni:

a) logy(z — 4) —logy(z ~ 1) > 1,

b) (logz z)2 — 3logy z — 5 > 0.

10. Dimostrare che Vz,y € R, 2zy < 22 + y2. Quando vale 1"'uguaglianza?
11. Si dimostri che, Vz,y € R, Ve > 0

1
2zy < ez? + Ey2 .

4. | NUMERI COMPLESSI

Abbiamo gia osservato che ci sono ragioni, di natura algebrica, che ci spingono
ad ampliare ulteriormente il campo numerico: per esempio, 1'osservazione, gia altre
volte fatta, che il polinomio di secondo grado 22 — 1 ha in R precisamente due
radici mentre ’analogo polinomio z2+ 1 non ne ha alcuna (né in R né in alcun altro
campo ordinato). D’altra parte sappiamo, per il teorema di isomorfismo (teorema
2.7), che nessun ampliamento sara possibile se vorremo conservare sia la struttura
algebrica che I’ordinamento. Sembra percid naturale cercare una estensione di R
ove sia possibile definire le solite operazioni algebriche e mantenerne le proprieta,
sacrificando 1’ordinamento.

4.1 Definizione di C e struttura di campo

Consideriamo R?, ciog I'insieme delle coppie ordinate (a, b) di numeri reali sulle
quali definiamo direttamente le operazioni di somma e prodotto con le seguenti
regole:

(a,b) + (¢,d) := (a + ¢, b + d) ‘ (4.1)
(a,b) - (c,d) :="(ac — bd,ad + be) . (4.2)
Osserviamo che, V(a,b):
(a,b) +(0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b) ;
dunque la coppia (0,0) ¢ elemento neutro per la somma.
(a,0)-(1,0) = (1,0) - (a,b) = (a,b) ;
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dunque la coppia (1,0) & elemento neutro per il prodotto.
(a,b) + (—a,—b) = (0,0) ;

dunque (—a, —b) & P’opposto di (a, b).
Se

@) # 0,0 , @b (Frmmm) =10

dunque 1a coppia (a/(a? + b%), —b/(a? + b%)) & I'inverso di (a, b).

Le proprietd usuali (commutativa, associativa, distributiva) sono verificate e
percid I'insieme R? cosi strutturato & un campo, che chiamaremo campo dei numeri
complessi e indicheremo con €.

Osserviamo ora che € contiene il sottoinsieme € delle coppie del tipo (a,0);
esso & un sottocampo di €, poiché somma e prodotto di coppie di questo tipo sono
ancora coppie dello stesso tipo; infatti si ha:

(a,0) + (5,0) = (a + b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0) .

Inoltre €y pud essere ordinato ponendo (a,0) < (5,0) se a < b.
Se allora mettiamo in corrispondenza biunivoca 1’insieme dei numeri reali R
con Cg, ponendo

(a,0) « a

si ottiene un isomorfismo tra campi ordinati e percid possiamo identificare i numeri
reali a con i numeri complessi del tipo (a,0).

In questo senso il campo dei numeri complessi € ¢ un ampliamento di quello
dei numeri reali R.

Consideriamo ora il numero (0,1). Esso ha la singolare proprieta che:

(0, 1) * (0’ 1) = (—1,0)

ciot il suo quadrato coincide col numero reale —-1! Per questa ragione la coppia
(0,1) merita di essere indicata con un simbolo speciale: la indicheremo con “i” e
la chiameremo unitd immaginaria.

A questo punto conviene semplificare 1a notazione. Osserviamo che, s¢ scriviamo

semplicemente a invece di (a,0) etc., abbiamo

(a,b) = (a,0) + (0,1) - (,0) = a+ib.
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\
P ) S —

Fig. 2.2

Con questa notazione le regole (4.1) e (4.2) sono le ordinarie regole del calcolo
letterale, ove si tenga conto che 2 = —1:

(a+ i)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
(a+ i) (c+ id) = (ac — bd) + i(ad + bc) ~

La scrittura
z=a+1b (4.3)

& detta forma cartesiana o algebrica dei numeri complessi; a si chiama parte reale
di z e si indica con Re(z), b si chiama parte immaginaria e si indica con Im(z).
I numeri complessi, essendo coppie di numeri reali, possono rappresentarsi come
punti del piano (riferito ad assi cartesiani ortogonali): 1’ascissa & la parte reale del -
numero, I’ordinata la parte immaginaria. In questo contesto il piano & detto piano
complesso o piano di Gauss. In figura 2.2 sono illustrate geometricamente le

operazioni di somma e differenza di due numeri complessi.

4.2 Coniugato, modulo e argomento

Il numero complesso a — tb si dice il complesso coniugato di z = a + b e si
indica con Z. Evidentemente si ha:

2+ 7Z = 2Re(z)
z2—Z=2iIm(2) .

L’operazione di coniugio ha le seguenti elementari proprieta rispetto alla somma
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e al prodotto:

(n1+22)=21+7%2

(n122) =71 %2

Inoltre questa operazione & involutoria, ciod: 7 = 2. Pertanto 27 & reale e
precisamente, se z = a + b, risulta

ZZ=(a+ib)a—ib)=a®+b>>0.

Si chiama modulo di z = a + ib il numero reale non negativo va? + b2, che si
indica con |z|. Se z = a & reale, risulta |z| = |a| (valore assoluto di a), in accordo

con la precedente notazione.
Valgono le seguenti proprieta:

a)[z| 20, j2l=0=>2=0

b) |z = [Z]
) |Re(2)| < |2} , |Im(z)] < 2| , |2] < |Re(2)] + |Im(2)|
1
d) |z122] = |zllz2] 5 |5 = T
e) |21 + 22| < |z1] + |z2| (disuguaglianza triangolare) - 4.4)

) |21 + 22| > {|21] — |22 - 4.5)

Dimostriamo le (4.4) e (4.5).
Esse sono equivalenti alla seguente:

2 2
(1] = J22)* < |z + 22 < (la] + =2])
Ponendo z1 = a + ib, 22 = ¢ + id otteniamo:

(Va2 +b2 -V +d2)? <(a+)?+(b+d)? < (Va2 + 82+ +d2)? .

Con calcoli elementari questa doppia disuguaglianza si riduce a

—-Va+b0? Ve +d? <ac+bd < Va? +b2 -\ +d?
che & equivalente alla seguente:

lac+bd| < Va2 + b2 - /2 +d? .
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Elevando al quadrato entrambi i membri si arriva a:
(ac+ bd)® < (a® +b°)(c* + d%)
ovvero a
0 < —2achd + ald? +b%ct = (ad — bc)?
che & vera per ogni a,b,¢,d € R. o

Geometricamente, |z| rappresenta la distanza (nel senso usato in Geometria Eu-
clidea) del punto (o numero complesso) z dall’origine; |z; — 23| rappresenta la
distanza dei due punti z; e zy; le disuguaglianze (4.4) e (4.5) traducono il noto
teorema sulle lunghezze dei lati di un triangolo (v. fig. 2.3).

Dalla (4.4), ponendo 21 = a — 7 € 23 = 7 — 3 otteniamo, Va,(3,7 € C
la =Bl < la =1+ [y -4 ~ (4.4')

Come & noto dalla Geometria, i punti del piano possono essere individuati, oltre
che dalle loro coordinate cartesiane, anche dalle coordinate polari: p (raggio polare,
cioé distanza del punto dall’origine) e 6 (angolo polare, cioé 1’angolo che la retta
congiungente il punto con ’origine forma con I’asse delle ascisse positive, contato
in senso antiorario). E chiaro che una coppia +,8, con p > 0, individua un ben
determinato punto del piano; invece un punto del piano individua univocamente
la coordinata p, ma I’angolo 6, misurato in radianti, & determinato solo a meno di
multiphi di 27.

Fig. 2.3
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N’ = arg(2)

LU N

Fig. 2.4

Dato un numero complesso z, il suo modulo |z] coincide col raggio polare del
punto che ne ¢ I'immagine sul piano complesso. Chiamiano argomento di z, e
indicheremo con arg(2), uno qualsiasi degli angoli 6 relativi al punto z. In questo
modo 1’argomento di z non & ben determinato. Spesso questa indeterminatezza
non porta alcun inconveniente, Altre volte invece & preferibile assegnare un ben
determinato argomento a un numero complesso. Cid pud ottenersi in infiniti modi,
fissando un qualsiasi intervallo, di ampiezza 27, entro il quale far variare 1’angolo
6. Gli intervalli pill comunemente usati a questo scopo sono [0,2r) e (-7, ];
allora I’argomento di z viene detto argomento principale.

Esempio 4.1 - 1l numero —¢ ha come argomento —/2 oppure 37 /2 oppure
qualunque altro valore della forma —x /2 + 2kx con k& € Z. 1l suo argomento
principale sara 37 /2 se si adotta la convenzione che ¢ € [0,27), —7/2 con la
convenzione che @ € (—n,x]. I numeri reali positivi hanno argomento principale
0 e quelli negativi 7 con entrambe le convenzioni. Per il numero 0 1’argomento
non viene definito.

Dato il numero z = a 4+ b, dalla trigonometria ricaviamo immediatamente le
relazioni tra le coordinate cartesiane a,b € quelle polari p, 6:

a=pcosf , b=psinb (4.6)
cosicché il numero complesso z pud anche scriversi nella forma
z = p(cos @ + isin 6) (4.7)

che ¢ detta forma trigonometrica dei numeri complessi.

Le relazioni inverse di (4.6) sono:

b
= Va2 + b2 - % _  gpnf=—a
p=Vat+b%, cosf= a2+bz,sm0_. e (4.8)
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La forma trigonometrica &€ comoda per esprimere prodotti e quozienti di numeri
complessi. Se abbiamo infatti

21 = pi(cos @y +isinfy) , 25 = pa(cosy + isin )
otteniamo
2123 = p1p2{cos 8; cos @3 — sin §; sin O+
+ i(sin 8 cos 6 + cos 0 sin 63)} = (4.9)
= p1p2{cos(8) + 02) + isin(6; + 6;)}
e, sez#0,
2 _p1 cos 81 + isin 6y
23 py cosfy +isinfy ’

moltiplicando numeratore e denominatore per cos f3 — #sin 6, e tenendo conto che
(cos 62)% + (sin 6;)2 = 1 abbiamo:
2 _ ﬂ(cos 61 + isin 01 )(cos Oy — isinfy) =
22 . P2 (410) ‘
= p—'{COS(ol - 92) + isin(01 - 02)} .
2

Pertanto il modulo del prodotto e del quoziente di due numeri complessi &,
rispettivamente, il prodotto e il quoziente dei 1 :0duli; I’argomento & la somma e,
rispettivamente, la differenza degli argomenti.

4.3 Potenze e radici

La (4.9) si generalizza (per induzione) al caso di un numero qualsiasi di fattori
215225444 2n.
2122 ...2n = p1P2...pnfcos(01 + 03 + -+ + 0p)+
+isin(f; + 02+ -+ +6n)} .
Se poi i fattori sono tutti uguali, otteniamo la formula (detta di De Moivre):
2" = p™(cos(nf) + isin(nd)) . (4.12)

Dato un numero complesso w, diremo che z ¢ una radice n-esima (complessa)
di w se risulta 2" = w.

(4.11)

w Teorema 4.1 - Sia w € € e n intero > 1. Esistono precisamente n ra-
dici n-esime complesse zy,21,...,2n—1 di W, posto w = r(cosp + isingy) e
2y = pr(cos by + isin 6;) abbiamo

1 _ @+ 2k

pr=71n , O - k=0,1,...,n—1. (4.13)
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Dimostrazione - Se w = 0, I’equazione z™ = 0 ha n radici coincidenti in O e il teorema &
verificato. Sia w # 0; i numeri z, sono evidentemente radici di w, come risulta applicando
la formula di De Moivre. Mostriamo che non ve ne sono altre. Infatti, perché un numero
R(cosy + isin y) sia radice n-esima di w, dovrebbe risultare

R'=r € ny=¢+2hn conheZ
e ciod
R=r"" ¢ y=yp/n+2ht/n.

Dando ad h i valori 0,1,...,n — 1 troviamo appunto i numeri z. Daniio ad h un
qualsiasi altro valore h diverso dai precedenti, questo pud scriversi nella forma h = k+mn
(m € Z ¢ il quoziente ¢ k & il resto della divisione di k per n) per cui sarebbe

w=-§+3-fl—7r+2m1r:0k+2m1r

e ritroveremmo ancora gli stessi z, precedenti. o

Osservazione 4.1 - Per le radici complesse si usa purtroppo una notazione un po’
ambigua, la stessa in uso per indicare la radice aritmetica; si indica cio¢ con {/z
o0 z!/" I'insieme delle n radici complesse di z (oppure una in particolare di esse).
Cid pud creare confusione quando z & reale. Infatti il simbolo /4, inteso come
radice aritmetica di 4, ¢ 2; inteso come radice complessa di 4 ¢ I’'insieme dei due
numeri, +2 e —2.

Esempio 4.2 - Le 3 radici cubiche di —1 sono i numeri z; della forma:
cosfy + isinfg con 6y =7 /3+2kn/3, k=0,1,2.

Esplicitamente abbiamo: 1

20 = %(1 +V3i)

21:-—1 2z -

73 = %(1 — V/3i)

Fig. 2.5

Osservazione 4.2 - La disposizione delle radici cubiche dell’esempio precedente
nel piano di Gauss non & casuale.
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Infatti se w = r(cosy + isiny) le radici n-esime 29,21,...,2,—1 di w si
trovano ai vertici del poligono regolare di n-lati inscritto nella circonferenza di
centro O e raggio r!/™, con il vertice zg posto nel punto di argomento 8 = ¢/n.

Fig. 2.6

Nella figura 2.6 sono rappresentate le radici seste di : zp, 27,. .., 25.

11 teorema 4.1 ci dice non solo che il polinomio z2 + 1 ha in C esattamente due
radici, ma, piu in generale, che un polinomio del tipo 2™ + a (con a complesso) ha
in C esattamente n radici, L’anomalia incontrata nel campo reale circa il numero
delle radici dell’equazione z™ = y & ora chiarita: tale equazione ha sempre n radici
in €, ma solo occasionalmente una o due di queste stanno in R. II risultato ¢ di
portata ben pil generale, come afferma il seguente teorema, di cui non riportiamo
la dimostrazione.

s Teorema 4.2 - (teorema fondamentale dell’algebra). Una equazione polino-
miale della forma

ag+aiz+---+apz” =0 (an #0)

con coefficienti complessi qualsiansi ha precisamente n radici in €, se ognuna di
esse viene contata con la sua molteplicitd (*).

Questo teorema mostra chiaramente come il campo dei numeri complessi sia
quello pir idoneo per trattare le equazioni algebriche. Pil avanti definiremo sui
numeri complessi anche 1’operazione di elevamento a potenza con esponente com-
plesso e il logaritmo, ottenendo una soddisfacente sistemazione per l'insieme di
tutte queste operazioni.

Col campo complesso abbiamo concluso la descrizione dei campi numerici. Po-
trebbe nascere la curiositd di sapere quali ulteriori ampliamenti siano possibili;

(*) Se P(z) & un polinomio in z di grado n € 2z una sua radice, si dice che zg & di molteplicita k (k
intero, k > 1) se vale la formula P(z) = (z — 2z9)*Q(z) dove Q & un polinomio tale che Q(zg) # 0.
Per maggiori notizie sui polinomi, v. Cap. 5, sez. 3.
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ma tali generalizzazioni non sono di interesse per 1’Analisi, poiché, per proce-
dere oltre, bisognerebbe rinunciare a qualcuna di quelle proprietad fondamentali che
caratterizzano la struttura algebrica dei corpi.

Esercizi

1. Disegnare nel piano complesso il luogo dei punti z = (p, ) tali che:

ap=3

™
b)) =—
) 3

¢) Re(z) > —1eIm(z) < 3.

2. Disegnare nel piano complesso il luogo dei punti z tali che:
) |zl = |2+ i,

b) Re(z%) > k (k € R),

) Im% =k (k€ R)

3. Verificare che, per ogni z €C:

a) |z| > Re(z),
b) |z| > Im(2),
O [zl < |Re(z)] + [ Im(2)].

4. Dimostrare che ’area del triangolo di vertici 0, z, w ¢ % | Im(Zw)].

S. Scrivere in forma cartesiana a -+ ib i numeri;

1+, a-yt.

6. Calcolare le radici seste di —1 e rappresentarle sul piano di Gauss.
7. Risolvere 'equazione (z — 2)° = —i.

8. Dimostrare che 1’equazione di una retta nel piano complesso si pud scrivere nella
forma:

az+azZ+c=0 con aeCeceR .
9. Dimostrare che 1’equazione di una circonferenza nel piano complesso ha la forma:
azZ+bz+b74+c=0 con abeCeceR .

A quale condizione devono soddisfare a, b, ¢ affinché la circonferenza sia reale?

10. Studiare I’effetto della trasformazione del piano complesso in sé data da 2 — 1/2.
Dimostrare che trasforma rette o cerchi in rette o cerchi (non rispettivamente).

11. Dimostrare che I’effetio della moltiplicazione per un numero complesso z di modulo
unitario ed argomento ¢ & una rotazione di centro origine ed angolo 6.
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12.* Nell’insieme dei numeri complessi introduciamo 1’ordinamento lessicografico se-
guente.

Dati z=a+ibec w=c+ id, diciamoche z < wsea < coppurese a =ce b < d.

Verificare che 1’ordinamento cosi introdotto & incompatibile con la struttura algebrica di
C.

13.” Dimostrare che ogni possibile ordinamento totale introdotto nell’insieme dei numeri
complessi & incompatibile con la struttura algebrica di C.

Risoluzione delle equazioni di 3° grado (Scipione dal Ferro (1515), Girolamo Cardano
(1545)).
Ogni equazione di 3° grado: y3 + by2 + cy + d = 0 pud scriversi nella forma

2B prtqg=0 (4.14)

(basta porre y = z — b/3). Cerchiamo ora u, v tali che una soluzione della (4.14) abbia la
forma u + v; si trova subito che deve essere

uv:—g u3+03:—q

3

e percid, elevando al cubo la prima equazione, si trova che w3 e v3 sono le radici dell’e-

quazione di 2° grado: z2 + ¢z — p3/27 = 0 cioe

2 3 2 3
3__49 L 3__9_,./9 ,P
vESStTV T YR VStV TR

e infine

2 3 2 3
N L AN I BN
Y IS SR (R ARy B Y S 41
v \/2+ 4+27+\/2 T (4.15)

I numeri rappresentati dalla formula (4.15) sono 9, poiché ogni radice cubica ha tre valori;
ma quelli che risolvono la (4.14) sono soltanto tre, perché deve essere uv = —p/3; percio,
se ug(k = 1,2,3) sono i tre valori del primo radicale, le tre soluzioni di (4.14) saranno:

P

th:’uk—gu—k (k:l,2,3).

14. Mostrare che, se p ¢ ¢ € R, ’equazione (4.14) ha sempre almeno una radice reale;
quando tutte e tre le radici sono reali?

15. Risolvere le equazioni:

22 —3z-4=0 . 23 -9z+10=0.






Spazi euclidei

In questo capitolo presentiamo le principali strutture dell’insieme
RXxRx...x R=R" (eanalogamente di C" = Cx Cx...x C).

n volte
La prima & di tipo algebrico: quella di spazio lineare o vettoriale che si rivelera

fondamentale nel seguito e non solo per i corsi di Analisi.

Nell’ambito di questa struttura si precisa il concetto di dimensione; si introducono
poi i concetti di prodotto scalare, di norma, di distanza e di topologia.

La topologia di IR™ ¢ dei suoi possibili ampliamenti ottenuti aggiungendo “i punti
all’infinito” & trattata nei suoi aspetti principali nella sezione 2. Come vedremo
nel capitolo 4 la nozione di limite & un concetto topologico: su tale nozione si
appoggera poi il concetto di derivata e tutto il susseguente sviluppo del calcolo
differenziale.

1. GLI SPAZI EUCLIDEI: R™ E C"

1.1 Spazi vettoriali lineari

Nel piano (nello spazio fisico) riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali,
i punti sono rappresentati da coppie (z;,z;) (terne (z;,2,23)) di numeri reali,
che sono le loro coordinate; si possono anche pensare come il secondo estremo P
di segmenti orientati aventi il primo estremo nell’origine O degli assi coordinati.

Sull’insieme di questi punti sappiamo fare due operazioni fondamentali: Ila
somma (secondo la usuale regola del parallelogramma) e il prodotto per un numero,
illustrate in figura 3.1.

Se P e @ (pil precisamente: i segmenti O P e OQ)) rappresentano rispettiva-
mente due forze applicate in O, allora P + () rappresenta la loro risultante, 2P
rappresenta una forza, pure applicata in O, con la stessa direzione e verso di P

ma con intensita doppia, — = P rappresenta una forza con la stessa direzione di P,
verso contrario e intensita ridotta di un mezzo.
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2P(2xy,2%p)

P:(x1,%2)

Q:(y1.y2)

Fig. 3.1

La possibilitd di poter eseguire sui punti queste operazioni conferisce al loro
insieme (indipendentemente dal particolare riferimento adottato) una speciale strut-
tura, che ora illustreremo, cosl come la possibilita di eseguire sui numeri (razionali,
reali, complessi) le operazioni di somma e prodotto (con le note proprietd) conferiva
loro la struttura algebrica di campo.

La struttura che ora vogliamo esaminare & quella di spazio lineare. Per costruire
uno spazio lineare servono: un insieme X e un campo A; quest’ultimo sard per
noi uno dei campi numerici precedentemente introdotti: o IR o € (pil raramente,

Q.

Definizione 1.1 - Un insieme X si dice spazio vettoriale lineare sul campo A
se sui suoi elementi sono definite due operazioni con le proprieta sottoelencate:
Y,. E definita un’ applicazione: X x X — X, che si indica col segno “+" e
si chiama somma, in modo che:
1.Vx,ye X:x+y=y+x
2. Vx,y,z € X:(x+y)+z=x+(y+1z)
3. esiste in X un elemento (elemento neutro, indicato con 0) tale che:
vxe X:x+0=x
4. Vx € X, esiste un elemento (I’ opposto di x, indicato con —x) tale che:
x+(-x)=0
Vy. E definita un’ applicazione: A x X — X (moltiplicazione per gli elementi di
A), indicata con Xx,se A€ Aex € X, tale che, VA, u € A, VX, y € X:
L A(px) = (Ap)x
2. Ix=x
3. (A4 p)x = Ax + pux
4. A(x+y) = Ax +'Ay.
Gli elementi di X si chiamano vettori o punti e si indicheranno (generalmente)
con lettere latine minuscole in grassetto: X, y, a,...; gli elementi del campo
si chiamano scalari e si indicheranno con lettere (greche o latine) minuscole in

corsivo: a, A, p,...,%1,22,.... Non si confonda ’elemento neutro di X (lo zero
o origine dello spazio), indicato con 0 con lo zero del campo, indicato con 0.
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Dalle proprieta %) e v, seguono poi facilmente le seguenti (che ogni studente
potra provare da s€)

4. 0-x=0
5.(-1)x=—-x

cio¢, moltiplicando per il numero 0 un qualsiasi vettore x si ottiene il vettore nullo,
e 'opposto del vettore x si ottiene moltiplicando il vettore stesso per lo scalare
-1.

Si dimostra anche che lo zero dello spazio e I’opposto di ogni elemento sono
unici.

Ancora qualche definizione di carattere generale.

Definizione 1.2 - Si dice combinazione lineare dei vettori x!, x2,... x¥
vettore X della forma

un

x = Apxt + dax? oo Axt

con Ay, Ag,...,Ax scalari, detti coefficienti della combinazione.

Definizione 1.3 - Si dice che k vettori x1,x2, . .. ,x" sono linearmente dipen-
denti se esistono k scalari non tutti nulli, ay,a;,...,0 tali che
arxt o 4+ agxF =0, (1.1)
In caso contrario si dicono linearmente indipendenti.
Notiamo che se i k vettori x1,x2,...,x* sono linearmente dipendenti allora

almeno uno di essi & combinazione lineare degli altri.
Infatti, se vale la (1.1) con a; # 0, per esempio, allora si deduce che

e ciod che x! & combinazione lineare degli altri.

Viceversa se i k vettori sono indipendenti allora & chiaro che A;x! + \,x?% +
et Mxf = 0seesolose \p = Ay =...= A = 0.

Definizione 1.4 - Lo spazio X si dice finito-dimensionale se esiste un sottoin-
sieme finito B C X con le seguenti proprieta:

i) gli elementi di B sono linearmente indipendenti

ii) ogni vettore di X si pud esprimere come combinazione lineare degli elementi
di B.

Si dice anche che B & una base per X. Si dimostra (in Algebra) che tutte le

basi hanno lo stesso numero cardinale: questo numero si chiama dimensione delio
spazio.
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Definizione 1.5 - In uno spazio di dimensione n, si prendano k vettori; si chiama
sottospazio generato dai k vettori I'insieme di tutte le loro combinazioni lineari.

Se i k£ vettori sono indipendenti (e allora deve essere & < n) il sottospazio ha
dimensione k.

11 presente capitolo & dedicato allo studio degli spazi lineari a dimensione finita.
I concetti di base e di dimensione si estendono anche al caso in cui i vettori
(componenti la base) sono infiniti. Lo studente incontrera pil avanti, nel corso dei
suoi studi, esempi di tali spazi.

1.2 Gli spazi R" e C"

L’insieme R™ (ciog il prodotto cartesiano R xR x ... x R 7 volte, i cui
elementi sono le n-uple ordinate di numeri reali) possiede in maniera naturale la
struttura di spazio vettoriale.

Sia x = (z1,22,...,2Zn) € R™. Il numero reale z; (1 < 7 < n) viene detto
componente i-esima del vettore x o anche coordinata i-esima del punto x.

Dato un numero reale X si definisce il prodotto Ax ponendo

AX = (Az1,AZ2,...,AZn) (1.2)
e, dato un altro vettore y = (y3,¥2,- -, Yn), si definisce la somma x + y ponendo
X+y:=(z1+y1,%2+ Y2,--1Tn + Yn) - (1.3)

Le proprietd 4} e ¥} sono di immediata verifica; in particolare sard

0 =(0,0,...,0)
—X = (=Z1,—Z2y.--y—Zn) .

L’insieme R™ cosi strutturato diventa quindi uno spazio (vettoriale) lineare sul
campo R.

Esempio 1.1 - 1l vettore x = (7,3,6) € R3 & combinazione lineare dei vettori
x! =(2,0,1) e x? = (-1,3,2) con coefficienti \; = 4 e Az = 1; infatti risulta
4(2,0,1) + (~1,3,2) = (7,3,6) .

Esempio 1.2 - Nello spazio fisico R? consideriamo un sistema di k masse pun-
tiformi my,ma, ..., my collocate nei punti x*,x2, ..., x* rispettivamente. Il bari-
centro b del sistema & dato da:

mix! + max? + -+ + myx®

M

dove si & posto M = my + my + -+ - + my (massa totale del sistema). Percid b ¢
combinazione lineare dei vettori x* con coefficienti A; = mi/M (i = 1,2,...,k).

b=
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Si osservi che i coefficienti A; della combinazione sono tutti non negativi e tali
che: A\; + Az + - + Ap = 1; quando questo succede, la combinazione lineare si
dice convessa.

Esempio 1.3 - 1 vettori di R*:x! = (0,1,0,1), x2 = (1,0,1,0),
x3 = (1,2,2,1) sono linearmente indipendenti; infatti I’equazione
)\lxl + /\2)(2 + )\3x3 =0

significa, scrivendo componente per componente, che Ay, Az, Az, sono soluzioni
del sistema lineare:

A+ A3 =0
AM+223=0
A2+ 223 =0
AM+2A3 =0
che ha, come unica soluzione, Ay = Ay = A3 = 0. | DIPARTIMENTO
Consideriamo ora i seguenti vettori di R": ¥ MATE?VIlATICA

el :=(1,0,0,...,0)
e? :=(0,1,0,...,0)

(1.4)

e" :=(0,0,0,...,1) .

E chiaro che essi sono linearmente indipendenti; inoltre, dato un qualsiasi altro
vettore x = (Z1,22,...,Zy) Si pud scrivere
x=z1e! +2,e%2 + ... 4 z,e"

e quindi questi vettori costituiscono una base per R"™ detta base canonica (0 sistema
di assi cartesiani ortogonali). R™ & percid uno spazio n-dimensionale. Per esempio,
in IR3 la base canonica & costituita dai 3 vettori che in Meccanica e in Fisica
vengono di solito indicati con le lettere i := (1,0,0), j := (0,1,0) e k := (0,0, 1).
Un’altra base & costituita, ad esempio, dai 3 vettori a; = (0,1,1), a; = (1,0,1),
az = (1, 1, 0).

Osservazione 1.1 - Quando si scrive “il vettore X = (21,...,2y)” si sottointende
che, come base in R™ si & scelta quella canonica; dal punto di vista geometrico
cid significa introdurre, ad esempio in [R3, una terna di assi cartesiani ortogonali
come un sistema di riferimento nello spazio.

Non sempre la base canonica & la pill appropriata ovvero non sempre il riferi-
mento cartesiano ortogonale ¢ il pill conveniente; si pud allora cambiare base; ad
esempio in R? nessuno vieta di scegliere come base, anziché e!,e? il sistema di
vettori

1 .
al = (1,5) , a’=(-1,2).
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t  a)base canonica in R? % b)un‘altra base in R?

a2

{
e?

v
v
v

Fig. 3.2

In R™ £ vettori linearmente indipendenti, & < n, generano sottospazi di dimen-
sione k.
Esempi

1.4. In R3 sia x = (1,1, 1). 1 sottospazio (unidimensionale) V' generato da x &
I’insieme dei punti del tipo Ax, A € R; esso ¢ la retta indicata in figura 3.3.

1.5. Sempre in R3 siano x = (1,1,1) e y = (1,1,0). Il sottospazio V generato
da x e y & I'insieme dei punti del tipo

AX + puy .

Tali punti descrivono il piano indicato in figura 3.4 passante per ’origine e
contenente i vettori x e y. '

N

Fig. 3.3 ' Fig. 3.4
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Osservazione 1.2 - Si noti che, nella definizione 1.1 di spazio lineare, non si
esclude il caso che X coincida con A (adottando come somma di vettori e prodotto
di vettore per uno scalare le stesse espressioni gia definite su A); cosicché gli
elementi di A hanno il duplice aspetto di vettori e di scalari. E cid che accade per
}’insieme R! = R che ha la struttura di spazio vettoriale (ad una dimensione) sul
campo R.

Cio che ¢ stato fatto per R™ immediatamente si estende all’insieme €™ (n-uple
ordinate di numeri complessi).

Ora il campo A & quello dei complessi, 1a definizione di somma di vettori e
prodotto di vettore per scalare & la stessa precedentemente introdotta. I vettori
(1.4) sono ancora una base per €C* (poiché il vettore x = (z1,23,...,2,) Si pud
sempre scrivere come zje! + z,e% 4 ... 4 zpe™) che risulta pertanto anch’esso
uno spazio n-dimensionale. € stesso & uno spazio unidimensionale su C.

Osservazione 1.3 - Dal punto di vista insiemistico € e IR? coincidono (cio&
hanno gli stessi elementi, che sono le coppie ordinate di numeri reali); non cosi
dal punto di vista della struttura algebrica, poiché € ha la struttura di campo e, se
vogliamo, quella di spazio lineare unidimensionale su C, mentre [R? ha la struttura
di spazio lineare bidimensionale sul campo [R.

Osservazione 1.4 - 1 due esempi sopra illustrati di spazi n-dimensionali lineari sul
campo R e, rispettivamente, C, sono, sostanzialmente, gli unici possibili. Infatti,
sia X uno spazio lineare n-dimensionale su R e sia {al,a%,...,a"} una base
per X. Ogni vettore x € X si pud allora rappresentare (in un unico modo!) nella
forma: Ajal+ a2+ -+ X,a"; ciod ad x viene univocamente associato 1’elemento
(A1,A2,...,2) € R™. Viceversa, ad ogni elemento di R™ resta associato un ben
determinato x € X:(A1,)2,...,An) — Ajal 4+ Axa? + - + Xpa®,. Percid la
corrispondenza tra X e IR™ & biunivoca e, come subito si accerta, conserva le
operazioni algebriche; in altre parole X ¢ R"™ sono isomorfi.

Le stesse cose diconsi per C* ed uno spazio n-dimensionale su C.

Gli spazi IR™ e €™ ora introdotti, cosi come gli spazi ad essi isomorfi, diconsi
euclidei (). In questa accezione, il termine “euclideo” & sinonimo di “finito
dimensionale”.

+1.3 Gruppl

Le due strutture algebriche che 1o studente ha finora incontrato, quella di campo
(o corpo commutativo) e quella di spazio lineare sono basate entrambe su due
operazioni: tutt’e due di composizione interna (somma e prodotto di scalari) per
gli elementi del campo, una interna e una esterna (somma di vettori e prodotto

"~

(*) Talvolta il termine “euclideo” & riservato allo spazio R” e suoi isomorfi, mentre per C” si usa
il termine “hermitiano”.
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di un vettore per uno scalare) per gli elementi dello spazio lineare. Alla base di
entrambe queste strutture ce n’¢ una piu semplice, basata su una sola operazione:
la struttura di gruppo, che ora definiamo.

Sia X un insieme e sia definita un’applicazione X x X — X che associa, ad
ogni coppia (z,y) € X x X, un elemento di X che possiamo provvisoriamente
indicare con x * y.

Definizione 1.6 - L’insieme X si dice gruppo rispetto all’operazione definita se
valgono le seguenti proprieta:

G 1. Va,bce X:(axb)xc=ax*(b*c) (associativa)
2. esiste un elemento (elemento neutro, indicato con e) tale che:

Vae X:axe=€exa=a

3. Va € X esiste un elemento (I'inverso di a, indicato con a~1) tale che:

1

axal=glsa=ce

Dalle 1., 2., 3. discende poi che in X esiste un solo elemento neutro ¢ che
Pinverso di un dato elemento & unico. Si noti che la proprietd commutativa non &
richiesta; se essa vale, ciod se

4. Va,b€ X:axb=bx*a
il gruppo si dice commutativo (0 abeliano).

L’operazione definita in X potra, a seconda dei casi, chiamarsi somma (e allora
il gruppo si dira additivo e si useranno le notazioni consuete: a+b in luogo di axb,
0 per I’elemento neutro, —a per 1’elemento inverso di a, eic.) oppure prodotto (e
scriveremo ab in luogo di a+b etc.) oppure, per esempio, prodotto di composizione
(e potremo scrivere a o b in luogo di a % b ...) e cosl via.

Esempi di gruppi:
1.6. Z,Q,R, C sono gruppi commutativi rispetto all’addizione in essi definita.

1.7. Q\{0}, R\{0}, €\{0} sono gruppi commutativi rispetto alla moltiplica-
zione in essi definita.

_ 18. Q., Ry (cigé i 'razionali positivi, i reali positivi) sono gruppi commutativi
rispetto alla moltiplicazione.

1.9. Le n radici n-esime (complesse) di 1 formano un gruppo commutativo
(finito) rispetto_alla moltiplicazione definita in C.

1.10. L’insieme delle funzioni biiettive da A su A & un gruppo non commutativo
rispetto al prodotto di composizione f o g (I’elemento neutro & la funzione identita
e I'inverso di f & la funzione inversa f~1).

1.11. In Geometria, esempi di gruppi commutativi sono dati dall’insieme delle
traslazioni del piano in sé ¢ dall’insieme delle rotazioni del piano in sé col centro
in O (il prodotto di due traslazioni, o di due rotazioni, si definisce come I’applica-
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zione della seconda operazione al risultato ottenuto applicando la prima); mentre
non & commutativo il gruppo degli spostamenti rigidi del piano in sé (rotazioni +
traslazioni).

1.12. Le matrici simili (cio@ con lo stesso numero di righe e lo stesso numero
di colonne) formano un gruppo commutativo rispetto all’addizione definita sulle
matrici. Le matrici quadrate con determinante non nullo formano un gruppo non
commutativo rispetto al prodotto (righe per colonne).

Osserviamo ora che gli elementi di un corpo formano gruppo rispetto alla somma;
rispetto al prodotto essi formano gruppo se si esclude l'elemento neutro della
somma (lo zero) per il quale non si pud definire I’inverso. Infine gli elementi di
uno spazio lineare (cio¢ i vettori) formano gruppo abeliano rispetto alla somma.

1.4 Prodotto scalare in R"

Ogni allievo sa che 1o spazio fisico R3 ha una struttura assai pid ricca di quella
che appare dalla definizione precedente. Infatti non solo si possono eseguire ope-
razioni come somma di vettori e prodotto di vettori per scalari, ma si pud, per
esempio, proiettare un vettore sopra un altro o parlare di lunghezza di un certo vet-
tore, operazioni cui sono legati i concetti fisici fondamentali di lavoro e di energia.
Queste possibilita non conseguono dalla struttura algebrica di questo spazio, ma
da una ulteriore struttura, comune agli spazi euclidei (e non solo ad essi, ma certo
non a tutti gli spazi lineari) che ora illustriamo.

Definizione 1.7 - Siano x = (zy,22,...,2a), ¥ = (Y1,¥2,---,Yn) € R". Si
dice prodotto scalare o prodotto interno di x per y il numero reale, indicato con
< X,y >, (si legga: x scalare y o x interno y) cosi definito:

" ,
< X,y >:= Em,-y,— . (1.5)

=1

L’applicazione: R™ x R® — [R definita dalla (1.5) possiede le seguenti pro-
prietd, di verifica immediata: Vx,y,z € R™ ¢ YA € R abbiamo

S 1.<x,y >=<y,x>
2.<X+Yy,Z2>=<X,2>+<Yy,Z>
3.< Ay >= A< X,y >
4.<x,x>20; <x,x>=0<=>x=0.

Dalle S 1. 2. 3. si ricava anche:

<X AY >=A<X,y> e <X, y+zZ>=<X,y>+<X,Z> .



126 SPAZI EUCLIDEI

Esempio 1.13 - Se F = (Fy, Fy, F3) & un vetiore di R? interpretabile come
“forza” e s = (s1, 82, $3) & un vettore “spostamento” il prodotto scalare < F,s >
rappresenta il lavoro compiuto da F dovuto allo spostamento s del suo punto di
applicazione.

Le proprietd (S) si ritengono distintive del prodotto scalare; ciod, se, in uno
spazio lineare qualsiasi X (sul campo reale) & possibile definire un’applicazione:
X x X — R dotata delle proprietd (S), si dira che in X & stato definito un prodotto
scalare e lo spazio si dird pre-hilbertiano.

Definizione 1.8 - Siax = (z,%2,...,25) € R™. Sichiamanorma dix (o anche
modulo, lunghezza, intensitd) il numero reale non negativo, indicato con ||x||, cosi
definito

lix} == Z z; (1.6)

(se x € R3, la norma ora definita coincide con 1’ordinaria nozione di lunghezza
di un vettore). L’applicazione: R™ — IR, definita dalla (1.6), poss1ede le seguenti
proprieta: Vx,y € R"™, VX € R, abbiamo

AL x[|=0; X|=0<=>x=0
2. [[Ax]| = [A] il
3. |Ix+y|l <Iixll+]lyll (disuguaglianza triangolare)

Le A(1., 2. sono ovvie. La A'3. verra dimostrata tra un momento. Osserviamo
che, utilizzando la A 3., si ha

lIx|] = ll(x = y) + ¥l < |l =yl + iyl
fiyll =1y —x) +xl| < lly = x{{ + [x[l = {Ix =yl + [Ix]

¢ percid risulta:
= I =yl < Il = lsl < I =yl
ciog,

4TIl = vl < Tix =yl

Se n = 1le A3., 4. non sono altro che le (2.3.7) e (2.3.9). Per dimostrare la A’
3. conviene premettere il seguente teorema.

» Teorema 1.1 - (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Siano x,y € R”; allora

F<xy > | < |Ix|l - [lvlf - | (L.7)
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Dimostrazione - Possiamo certamente supporre X,y # 0; diversamente, la (1.7) & ovvia.
Sia A reale qualsiasi; abbiamo

0 <X+ A7) =< X+ A1, X+ Ay >=<X,Xx > +2A <X,y > +A2 < y,y >=
= [Ix|I” + 2% <x,y >" 2%yl .

Prendendo ora per A il numero — < x,y > /||y||* la precedente espressione diventa:

<x,y >?
[ly|[2

2<x,y >2 LSy >?
llyl|? llyl|?

Essendo essa > 0 troviamo precisamente 1a (1.7). o

2 2
lixll™ - = [ixll” -

Si osservi che, a parte il caso ovvio che uno dei due fattori x 0 y sia nullo, nella
(1.7) vale il segno = se e solo se x = ay oppure y = fx (per qualche numero
reale a o0 f).

Dalla (1.7) segue allora che, essendo il rapporto < x,y > /||x|| - ||y|| compreso
tra —1 e +1, esiste un solo angolo 6, 0 < § < 7, tale che

<X,y >
[Ix]| - flyll *

Questo si chiama 1’angolo dei due vettori. Il prodotto scalare < x,y > dei due
vettori & cosi uguale al prodotto dei moduli ||x|| - ||y|| per il coseno dell’angolo
compreso, in accordo con la consueta definizione data in Fisica.

Due vettori (non nulli) x,y diconsi ortogonali se < x,y >= 0.

Se calcoliamo allora

(1.8)

cosf =

X +¥l> =<x+y,x+y>=<x,Xx>+ <X,y > + (1.9)
+<y,x>+<y,y>

e supponiamo X e y ortogonali, abbiamo
lx + ¥11% = [ix|f? + |Ivll® (1.10)

ciog il classico teorema di Pitagora.
Sempre dalla (1.9), non supponendo i vettori ortogonali, ma usando la (1.7),
otteniamo

: ‘ 2
e+ 11 < I + 20xiH iyl + iyl = (lxI1 + iylD

da cui si ricava la A(3.

La base canonica e!,e?,...,e™ di R™ ha I'importante proprieta espressa dalla
formula
_— '
<ele’ >=§j; Lk=1,2,...,n
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dove 64 & il simbolo di Kronecker definito da:

[0 seiAk
8jp 1= { 1 sej=k (1.11)

In altri termini, ogni e/ ha norma unitaria (si dice che & un versore) ed & orto-
gonale a tutti gli altri. Per questo 1a base si dice ortonormale.
Osserviamo ancora che, se x = (21,22,...,2Z5), 8i ha

< x,ej >=x;

¢ quindi vale la formula di decomposizione

n
X= E<x,e’>ef . (1.12)
j=1 :

Ogni termine < x,e/ > e/ & il vettore proiezione di x nella direzione e7.

La formula (1.12) vale con ogni base ortonormale, come I’allievo potra facil-
mente verificare.

Osserviamo infine che le proprieta () si ritengono distintive della norma; nel
senso che, se in uno spazio lineare qualsiasi X (sul campo reale) & possibile definire
un’applicazione: X — R dotata delle proprietd (), si dice che per gli elementi
di X @& stata definita una norma e lo spazio si dirda normato. Per quanto visto,
grazie alla disuguaglianza di Schwarz, ogni spazio dotato di prodotto scalare &
automaticamente normato adottando per norma di x I’espressione /< X,X >; non
¢ vero il viceversa.

Tramite la norma, possiamo ora definire la distanza tra due vettori.

Definizione 1.9 - Siano x = (z1,%2,...,2n), ¥ = (Y1,¥%2,.-.,¥n) € R™. Si
dice distanza di x da y il numero reale non negativo, definito da:

n

d(x,y):=|x-y| = Z(:c,- -¥)?. (1.13)

=1

L’applicazione: R™ x R™® — R, definita dalla (1.13), possiede le seguenti pro-
prietd: Vx,y,z € R", abbiamo

D1 dx,¥)20; dx,y)=0<=>x=y
2. d(x,y) = d(y,x)
3. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (disuguaglianza triangolare)
Le D 1., 2. sono ovvie. La D 3. discende dalla A(3.:

dxy) =[x -yl = |[x = 2) + -yl < lx —z]| + [}z - ¥]| =
= d(x,z) + d(z,y) .
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La distanza definita dalla (1.13) viene detta pitagorica o euclidea. Essa coincide
in R3 con ’ordinaria nozione di distanza.

Esempio 1.14 - La distanza di due vettori qualsiasi della base canonica & V2

de?, e )=v2 (G#k;jk=12...,n).

.- Come meglio vedremo in seguito, in uno stesso spazio X si possono introdurre
diverse definizioni di distanza, ma i requisiti () sono da ritenersi essenziali perché
una certa espressione possa essere adottata come distanza tra due punti. Si noti
anche che, per la definizione di distanza (come applicazione: X x X — R dotata
delle proprieta (D)) non si richiede che X abbia la struttura di spazio lineare. Un
insieme qualsiasi X si dira spazio metrico quando in esso sia stata introdotta una
funzione distanza. Se X ¢ uno spazio lineare, si dira allora spazio lineare metrico.
Per quanto visto, ogni spazio normato & anche metrico, adottando per distanza
quella indotta dalla norma: d(x,y) := [|x — y||.

Esercizio - Verificare che in [R? le funzioni:

di(x,y) == |z1 — yi| + |z2 — 2]
d?(xay) = max{la;l - yll, I-’EZ - y2|}

sono entrambe accettabili distanze.

Definizione 1.10 - Sia x € R" e r reale > 0. Si dice sfera, di centro x e raggio
r, Uinsieme

S(x,r):= {y € R™:d(x,y) = r} (1.14) .
Si dice intorno sferico di x (o palla di centro x) di raggio r I'insieme
B(x,r):= {y € R*:d(x,y) < r} . (1.15)

In R gli intorni sferici di z non sono altro che gli intervalli (z — r,z + 7).
In [R? gli intomni sferici di x sono cerchi centrati in x, privi della circonferenza.
In R? sono sfere piene, centrate in x, prive del bordo.

x-r X x4r*
a) intorno “sferico di x” in R b) intorno “sferico” di x in R? c) intorno “sferico” di x in R3

Fig. 3.5
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Si pud definire, pil in generale, intorno di z un qualunque insieme che contenga
un intorno sferico di x. Ma per i nostri scopi saranno sufficienti gli intorni sferici.

Quando, per gli elementi di un insieme qualsiasi X, viene introdotta la nozione di
intorno, si dice che & stata definita una topologia di X e I’insieme X si dice spazio
topologico (spazio lineare topologico se X & uno spazio lineare). Se X & uno spazio
metrico, dalla metrica di X discende subito la topologia, come sopra si & visto nel
caso di IR™. Ma gli intorni possono anche essere introdotti direttamente, mediante
un sistema di assiomi, senza cio® farli derivare da una preesistente metrica. Un
possibile sistema di assiomi & il seguente (altre formulazioni sono possibili, ma su
questo argomento non intendiamo dilungarci):

/// \\ ///—\\\
/ 777N \\ // l/y’\\\ A\ II/ ! \\I
e TN
,/ '/ r \ \‘ { \\-// \ /, x \ \\—//I
RN \ x [ Vot
\ \\__// \ / N /
\ / y ~_
N // \\ 7/
\\‘_/ \\_//
uz2 U3 U4
Fig. 3.6

U 1. Ogni punto z ha almeno un intorno B(x); ogni intorno di x contiene x.
2. L’intersezione B;(x)N By(x) di due intorni di x contiene almeno un intorno
di x.
3. Se y appartiene a un intorno B(x) di x, esiste almeno un intorno B(y) di
y contenuto in B(x).
4. Se x # y, esistono almeno un intorno B(x) di x € un intorno B(y) di y
privi di punti comuni (proprieta di separazione di Hausdorff):

B(x,m)n B(y,r2) =90 .

Esercizio - Quali sono gli intorni “sferici” di [R? indotti dalle metriche d; e dy
dell’esercizio precedente?

Le nozioni ora introdotte di prodotto scalare, norma, distanza, intorno, descrivono
compiutamente la struttura di R™. Esse sono state introdotte in modo che dalla
prima discendano via via le successive. L’allievo incontrera, nel corso dei suoi
studi, molti esempi di spazi lineari; ma non tutti avranno la ricchezza strutturale
posseduta dagli spazi euclidei. Per ora limitiamoci a mostrare come le precedenti
definizioni, date in uno spazio euclideo sul campo reale, possano estendersi agli
spazi euclidei sul campo complesso.
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1.5 Prodotto scalare in €™

Il prodotto scalare in €™ si definisce come 1’applicazione: C" x €™ — C data
da

n
<X,y >i1= Zx,@j . (1.16)
i=1 ' v :

Essa, possiede le seguenti proprieta: Vx,y,z € €%, e VA € € abbiamo:

S 1. <x,y>=<y,x>
2. <x+4y,z>=<x,z>+<Yy,z2>
3. <X,y>=A<X,y>
4, <x,x>reale >0 ; <x,x>=0<=>x=0
2. <x,y+z>=<x,y>+<xz>
3. <x,dy>=x<xy> .

Le 2’ e 3' si deducono dalle 1. 2. 3. Sinoti la 1. (detta proprieta di simmetria
hermitiana) che & la proprieta distintiva del prodotto scalare sul campo complesso
rispetto al campo reale. Anche nel campo complesso vale la disuguaglianza di
Schwarz; infatti, riprendendo la dimostrazione precedente, abbiamo:

0<<x+Ay , x+Ay>=
S<KXD>HASY,X>HASKNY > FAASY,Y > .
Prendendo ora per A il numero complesso — < x,y > / < y,y > I'ultima espres-
sione diventa: <x,x> —|<x,y>|?/ <y,y>; imponendo che risulti non negativa
ricaviamo
| <X,y > | <V/<X,X>-4/<Yy,y>. (1.17)
La norma di un vettore x € €™ ¢& definita ancora grazie alla S 4. ¢ alla (1.17):

n

]| = V<XX> =, | Y 22 (1.18)

=1

Essa definisce un’applicazione: €® — R che possiede le stesse proprieta A1,
2., 3. precedentemente elencate (dove naturalmente |\| significa ora: modulo del
numero complesso A). Per dimostrare 1a A’3. basta calcolare

||x+Yl|2 =<XX>+ <X, ¥y> 4+ <Y, X> 4+ <Yy, y >=
=<xX,Xx>+2Re< X,y > + <Y,y ><

(ricordando che Rez < |z|)
< P+ 2<%,y >+ |lyll? <
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(applicando la disuguaglianza di Schwarz (1.17))
< U1+ 2flxd] - fiyh + vli? = Qi+ D -

La distanza di due punti x e y in €™ & data da:

dix,y) = |x -yl = (1.19)

L’applicazione: C" x € — R data dalla (1.19) ha ancora le proprieta D 1. 2. -
3. Infine, ancora con le (1.14) e (1.15) si definiscono le sfere e gli intorni sferici
in C™.

In particolare si osservi che la metrica (e la topologia) di € sono le stesse
utilizzate per R?: in altre parole R ¢ € possono identificarsi come spazi topologici
(ma non come spazi lineari).

Esercizi

1. Determinare la dimensione del sottospazio di R* generato dai vettori

vi=(1,0,1,1), v* =(0,1,1,1) , v =(1,1,1,1) , v} =(1,-1,0,0) .

2. Determinare quale/i tra i seguenti insiemi sono sottospazi di R3:
a) {(z,9,2) e Ry < 0}

b {(z,y,2) € R*:3z + y + 22 = 0}

) {(:c,y,z) € |R32z+2:0}

d) {(z,y,2) € Ra:z::c2+y2}

&) {(z,y,2) e R 3z +y+2:=1}.

3. Dimostrare che, fissato h € R", I'insieme {x € R": < h,x >= 0} & un sottospazio
di R™. Determinarne la dimensione.

4. Sia M una matrice di ordine m x n.

Definiamo una funzione f: R™ — R™ ponendo per ogni x € R™, f(x) = Mx (prodotto
righe per colonne).

Interpretare per y € R™ il teorema di Rouché-Capelli sulla risoluzione del sistema Mx =
y di m equazioni lineari in n incognite in termini di iniettivita e suriettivitd per la funzione

f.

5. Sia M una matrice m x n; sia f(x) = Mx (prodotto righe per colonne).
Dimostrare che i seguenti insiemi:

kerf := {x € R™:f(x) = 0}
(ker sta per “Kemel” (= nucleo, in tedesco)).
imf:= {y e R™:3x € R" tale che f(x) =y}
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sono sottospazi lineari di R™ ed R™ rispettivamente.

6. Sia M P’'insieme delle matrici di ordine m X n ad elementi reali. Verificare che rispetto
alle solite operazioni di somma e di moltiplicazione per un numero reale, M & uno spazio
lineare su R.

Determinarne la dimensione.

7. Verificare che ¥x,y € R" si ha:
lix + y||2 +|jx - y||2 = 2]])4{“2 + 2||y]|2 (legge del parallelogramma) (1.20)

Per n = 2 interpretare geometricamente la (1.20) in riferimento alla figura 3.7.
8. Verificare che le due funzioni da R™ — R definite nel modo seguente:

Dxes Mox ol (6= (1)

B) x> Y faif

=1
verificano le proprietd Aj, A2, A& delle norme. Qual & ’espressione della distanza tra due
punti, indotta da ciascuna delle due norme precedenti?

Fig. 3.7
9. Dimostrare che se x,y € R™ e
<X+y,X—-y>=0

allora |[x|| = Iyl

10. Definiamo in R la seguente nozione di inforno: Yz € R chiamiamo intorno di z
ogni insieme del tipo

a:={yeR:y>a dove a<z}. X -

Fig. 3.8

Verificare che gli insiemi E, soddisfano le propricta U;, Up, Us degli intorni ma non
la proprieta di separazione Ujy.
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11. Definiamo in R? la seguente nozione di intorno: vx € R? chiamiamo intorno di x
ogni disco (*) aperto con centro nell’ origine che contiene x.

Verificare che gli intorni cosl definiti soddisfano le propriea Uy, Uz, Uz ma non la
proprieta di separazione Uy.

2. ELEMENTI DI TOPOLOGIA IN R"

Esamineremo la topologia di R™ che abbiamo introdotto nel precedente para-
grafo.

Ricordiamo che, parlando di intorno, intenderemo, salvo avviso contrario, gli
intorni sferici.

2.1 Punti interni, esternl, di frontiera, di accumulazione, isolati

Sia dato un insieme F C IR™; CF indichera il complementare di F rispetto a
tutto R™.

Definizione 2.1 - Un punto x si dice interno ad F se esiste un suo intorno
B(x,r), r > 0, contenuto in E. Si dice esterno ad E se ¢ interno a CE. Si dice di
frontiera per E se non ¢ interno né esterno ad F.

Prima di fare esempi osserviamo che:

—se x ¢ interno ad F allorax € E;

~se x ¢ esterno ad F allorax ¢ E;

~ se x & di frontiera per E pud essere x € E oppure x ¢ E. In ogni caso
qualungue intorno di x contiene sia punti di F sia punti di CF.

L’insieme dei punti interni di E si indica con E; quello dei suoi punti di frontiera
con QE. Evidentemente 8F = OCE.

Esempi:

2.1. In R, consideriamo i seguenti casi:

a) E = (a,b). Ogni punto di E ¢ interno: E = E; ae b sono di frontiera.

b) E = [a,b). Ogni punto di F, tranne q, & interno; a e b sono di frontiera.

¢) E = {z € Riz > a}. Ogni punto di F ¢& interno; a & 1'unico punto di
frontiera. ‘

d) E = R. Ogni punto di E & interno. Non ci sono punti di frontiera.

(*) Si chiama disco una palla in dimensione 2.
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e¢) E = Q (numeri razionali). Ogni punto di R & di frontiera per Q: & =0,

80 =R. Sinoti che @ C §Q.

2.2. In R?, consideriamo i seguenti casi:

Puntodi 7 TN
frontiera / © 70 oL oA

Punto interno

Fig. 3.9

Punto interno

Punto esterno Punti di frontiera

Fig. 3.10

Fig. 3.11

a) E = B(x,r): E & un intorno sferico;
tutti i suoi punti sono interni. I punti di
frontiera, nessuno dei quali & in F, sono
quelli della circonferenza di raggio r, cen-
trata in x;

b) E = {(z,y) e R%1 < 22492 < 4}. E
descrive una corona circolare fra le due cir-
conferenze di raggio 1 (che non & contenuta
in E) e 2 (che & contenuta in E).

Punti interni ad F sono quelli della corona,
escluse le circonferenze. La frontiera di
¢ costituita dall’unione delle due circonfe-
renze;

©) E = {(z,y) € R%y = z}. E descrive
la bisetirice del I° e III° quadrante. Non ci
sono punti interni: £ = (. E coincide con
la propria frontiera: F = JF.

Della massima importanza ¢ la definizione seguente.

Definizione 2.2 - Un punto x si dice di accumulazione per E se in ogni intorno
di x esiste un punto di E diverso da x.
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Equivalentemente: ... se in ogni intorno di X esistono infiniti punti di E. (Dimo-
strare 1’equivalenza delle due definizioni).

Un punto di accurnulazione per E pud appartenere 0 non appartenere a FE.
Evidentemente, tutti i punti interni di F sono di accumulazione per £. Se un
punto di £ non & di accumulazione (e allora deve essere di frontiera) si dird
isolato.

L’insieme dei punti di accumulazione di F si chiama il derivato di F, e si
indica con E'. Se E' = () (cio non ci sono punti di accumulazione) E si dice
discreto. E chiaro che tutti i punti di un insieme discreto sono isolati; ma non vale
il viceversa, come subito vedremo. Se infine E' = E (ciog ’insieme E & costituito
da tutti ¢ soli i suoi punti di accumulazione) F si dira perfetto.

Esempi

2.3. In R consideriamo i seguenti casi:

a) E=INo E =2Z. Ipunti di F sono isolati in entrambi i casi; sia IN che Z
sono inoltre discreti.

1 111
= ; IN? = ey e
E={—gimen = {1355

I punti di F sono isolati ma E non & discreto perché possiede un punto di
accumulazione: lo zero.

¢) E = [a,b] & un insieme perfetto.

2.4, Riprendiamo gli insiemi dell’esempio 2.1:

a) I punti di F sono tutti di accumulazione; anche a e b lo sono: E' = [a,b].
b) Come in a).

¢) I punti di F sono tutti di accumulazione; anche a lo &.

d) R & un insieme perfetto.

e) Tutti i punti di R sono di accumulazione per Q: E' = § Q = R.

2.5. In R? consideriamo gli insiemi dell’esempio 2.2:

a) Ogni punto di E e della circonferenza (frontiera di E) ¢ di accumulazione.
b) Ogni punto di E e di F & di accumulazione: E' = E U OE.

¢) Tutti e soli i punti di E sono di accumulazione: E' = E.

2.6. Ogni insieme E C IR™ con un numero finito di elementi & discreto.

2.2 Insiemi aperti, chiusi, limitati

Definizione 2.3 - Un insieme E C R" si dice aperto se ogni x € E ¢ punto
interno, cioe, se E coincide con E; E si dice chiuso se CE ¢ aperto.
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Tra gli insiemi aperti si annovera anche I’insicme §.

Esempi

2.7. R™ ¢ aperto. Poiché anche @ & aperto ¢ R" =C @ allora R™ & anche chiuso.
Stesso discorso per 0.
R™ e @ sono gli unici insiemi che sono sia aperti che chiusi.

2.8. Riprendiamo gli insiemi dell’esempio 2.1. Ora siamo in R.

a) F ¢ aperto.

b) E non & aperto; infatti ¢ € K ma non ¢ intemo ad £. Neppure & chiuso;
infatti ¥ €CFE ma non ¢ interno a CFE.

¢) E & aperto.

d) Come abbiamo gia visto R ¢ aperto ¢ chiuso.

¢) @ non ¢ aperto né chiuso; inoltre Cf) = {.
2.9. Riprendiamo gli insiemi dell’esempio 2.2. Ora siamo in R?.

a) E ¢ aperto.

b) F non & aperto in quanto i punti della circonfercnza di raggio 2 sono tutti in
E ma non sono interni ad £. Neppure E ¢ chiuso perché a CE appartengono i
punti della circonferenza di raggio 1 che non sono interni.

¢) E & chiuso.

E interessante notare che se siamo in dimensione 1, IR & aperto (oltre che chiuso)
ma se siamo in dimensione n > 1 ogni retta & un sottoinsieme chiuso di R™.

2.10. Un piano in R3 & un insieme chiuso.

2.11. Ogni insieme discreto € chiuso. In particolare I'insieme costituito da un
solo punto & chiuso.

2.12. Per ogni £ C R", 9F ¢ un insieme chiuso; infatti il complementare di
O F & un aperto, essendo formato dai punti che sono o interni ad F o interni a CE.

Passiamo ad alcune proprieta caratteristiche degli insiemi aperti e di quelli chiusi.
Sia & una famiglia di insiemi. Indichiamo con |J A (o semplicemente US)
AES
econ () A (o anche NS) I'unione, e, rispettivamente, I’intersezione, di tutti gli
AES ,
insicmi di questa famiglia.
= Teorema 2.1 -
i) se S é una qualsiasi famiglia di aperti, US é pure un aperto
ii) se & @ una famiglia finita di aperti, NS é pure un aperto.

Dimostrazione - 1) Se X € US, allora x appartiene ad almeno un aperto A di <; perianto
esiste un intorno di x contenuto in A e percid contenuto in US. i) Bastera provare che
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AN B ¢ aperto se A e B sono aperti. Infatti, sia x € AN B; allora esiste un intorno
B(x,71) C A e un altro B(x,ry) C B; ma allora I’intorno B(x,r), con r = min{r, 2}
sard contenuto in AN B. o

Osservazione 2.1 - L’intersezione di una famiglia infinita di aperti pud non essere
un aperto, come mostra il seguente esempio in IR1: I'intersezione di tutti gli
intervalli (—1/n,1/n) (n = 1,2,...) & {0}.

In maniera analoga si dimostra anche il seguente

= Teorema 2.2 -

i) se & @ una famiglia qualsiasi di chiusi, NS é pure un chiuso
ii) se & @ una famiglia finita di chiusi, U @ chiuso.

Per gli insiemi chiusi abbiamo due importanti caratterizzazioni:

s Teorema 2.3 - Le tre condizioni seguenti sono equivalenti per un insieme
ECR™

i) E é chiuso:

ii)0ECE

iii) ogni punto di accumulazione di E appartiene ad E: E' C E.

Dimostrazione - Faremo vedere che i) = ii), ii) = iii) ed infine iii) = i).

i) = ii) Sia E chiuso € x € §E. Allora o x & isolato (¢ in tal caso x € E) oppure x &
di accumulazione per E. Poiché x € §CE = 8F e CE & aperto, x ¢ CE; dunque ancora
b S

ii) = iii) Sia 8F C F e x di accumnulazione per E. Poiché x non & isolato &: o interno,
¢ allora x € E, o di frontiera, ed ancora x € F, esendo 6 E C E.

iii) = i) Supponiamo che ogni punto di accumulazione di E appartenga ad F. Sia
x €CFE; vogliamo dimostrare che x & interno a CE. Se non lo fosse ogni intorno di x
conterrebbe punti di F; dunque x sarebbe di accumulazione per F e, poiché x €CE,x ¢ E,
contro I'ipotesi. O

Definizione 2.4 - Sia E C R"™; si chiama chiusura di F e si indica con Z,
Uinsieme EU OF.

Evidentemente, dal teorema 2.3, E & chiuso se e solo se E = E.
Risulta quindi, per ogni insieme £ C R":
ECECE,E=EU8E=EUOE , OE=F\E .

Sia ora A un sottoinsieme di E. Se risulta A = E, diremo che A & denso in E.

Esempio 2.13 - a) Abbiamo gid osservato, per 'insieme Q@ C IR, che risulta
8 Q = R; risulta percid che @ = R e dunque Q & denso in R; cid era gia stato
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dichiarato in 2.2.4; lo studente osservi che la definizione di insieme denso in R
data in 2.2.4 & in accordo con quella (piu generale) riportata sopra.

b) R\ Q & denso in R.

¢) I punti di R™ con coordinate razionali sono densi in R™,
P

Se¢ un insieme di R™ ammette un punto di accumulazione, esso contiene neces-
sariamente infiniti elementi. Il viceversa non & vero come mostrano gli insiemi
discreti infiniti (IN,Z, .. .). Per chiarire meglio la questione, cominciamo col dare
la definizione di insieme limitato.

Abbiamo gia parlato (cfr. 1.3.1) di insiemi limitati in un insieme ordinato.
Ma il concetto di limitatezza prescinde dall’ordinamento, e pud facilmente essere
introdotto in R™.

Definizione 2.5 - Un insieme E C R" si dira limitato se esiste un intorno
dell’origine B(0,r), che lo contiene.

La precedente definizione, applicata al caso dell’insieme (ordinato) R coincide
con quella introdotta in 1.3.1.

Osservazione 2.2 - Dato E C IR™, possiamo considerare I’insieme D dei numeri
reali non negativi cosi definito: D := {||x — y||:x,y € E}; se questo insieme &
limitato superiormente il suo estremo superiore lo chiameremo diametro di E e
scriveremo:

diam(E) := sup{|{x — y||:x,y € E} .

Se E C R? & un cerchio, diam(E) & il diametro che tutti conoscono; se & un
quadrato, & la lunghezza della diagonale.

Allora si osservera che un insieme E C IR™ & limitato se e solo se ha diametro
finito. In particolare, IR™ non & limitato.

1l seguente teorema ha un ruolo fondamentale nell’Analisi degli spazi euchdel
IRn

s Teorema 2.4 - (di Bolzano-Weierstrass). Ogni F C R™®, limitato e infinito,
possiede almeno un punto di accumulazione.

Dimostrazione - B divisa in due parti; nella prima si individua un punto candidato ad
essere di accumulazione per E; nella seconda si mostra che il punto prima individuato &
effettivamente di accumulazione per E. Esporremo la dimostrazione per n = 2, ma non ¢’
alcuna difficoltd ad adattaria a qualunque n.

1? parte - Poiché E & limitato, esisteranno numeri p, q,r, s tali che £ C T = [p, ¢] x[r, 5]
(v. fig. 3.12). Se si divide [p, ¢] in due intervalli uguali e lo stesso si fa per [r, s, almeno
uno dei 4 rettangoli cosi ottenuti dovra contenere infiniti punti di E.

Chiamiamo T3 = [p1,4q1] % [r1,s1] un tale rettangolo e ripetiamo su 77 !’operazione
precedente (questo si chiama procedere per dicotomia). Otterremo un rettangolo T, =
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Fig. 3.12

= [p2, qg] X [rq, 52] contenente ancora infiniti punti di E e cosl via. Si costruisce cosi una
successione di rettangoli {Tn} ciascuno dei quali & contenuto nel precedente, e in ciascuno
dei quali cadono infiniti punti di F.

Consideriamo ora i due insiemi

P={p1,p2,p3,--} ¢ Q={q1,92,03,..-}.
Dalla costruzione fatta risulta chiaramente che
prE<p2<p3s... € q2qQ2q¢2...
e inoltre, per ogni intero /i ¢ k, sard
Ph<pn<gn<q senz2h, nzk

q-p

an

Cid significa che ¢x & un maggiorante di P e percid sup P < ¢x; ma dovendo valere
questa disuguaglianza per ogni k, risuita che sup P & un minorante di @ e dunque: sup P <
< inf Q. Ma risulta anche (essendo inf Q < gn, sup P > py per ogni n)

dqn — Pn =

9-p
271

inf@Q —supP < gn~pn=
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e percid deve essere inf Q = sup P; chiamiamo z; questo valore comune.

Ripetendo le stesse considerazioni sugli insiemi R = {r1,r2,r3,...} €S = {51, 52,83,...}
si trova che sup R = inf §; chiamiamo z; questo valore comune. Abbiamo cosl individuato
il punto x = (1, z2). Osserviamo che

{X}: ﬂTk-

k=1

fn4---==-——-- N R SSAN TR

il SeEETEEP S

E S . T
4

T4
X
3

Fig. 3.13

II* parte - Mostriamo che il punto x & di accumulazione per E. Sia percid B(x,p) un
intorno sferico di x (di raggio p), fissato arbitrariamente. E chiaro che per n sufficientemente
grande il rettangolo Ty, sara contenuto in B(x, p): basterd, per esempio, prendere n tale che
(v. figura 3.13)

P
gn —pPn = qzn <p

§—7r
on

Spn —Tn = <p

Percid B(x, p), contenendo Ty, contiene infiniti punti di E. Per I’arbitrarieta di p scgue
I’asserto. o

Osservazione 2.3 - Sugli insiemi chiusi e limitati in R.

Sia X C R limitato; allora sup X e inf X sono finiti; se si tiene presente la
definizione di estremo superiore (inferiore) si riconosce subito che sup X e inf X
0 sono punti isolati di X o sono punti di accumulazione per X (cfr. Esercizio 2.3);
nel primo caso essi appartengono a X; nel secondo caso certamente apparterranno
a X se X & chiuso; percio un insieme chiuso e limitato in R ammette massimo e
minimo.



142 SPAZI EUCLIDE!

2.3 La retta ampliata. Gl spazi R"

In molte questioni, e soprattutto in vista della definizione di limite che daremo
nel prossimo capitolo, conviene considerare, accanto alla retta IR, anche un suo
ampliamento ottenuto aggiungendo ad R due nuovi punti (non numeri!) indicati
coi simboli +0c0 e —oo. Cid che otteniamo & un nuovo insieme, che indicheremo
con R*:

R* := RU{-o0} U {+0} .

Ad R* immediatamente si estende 1’ordinamento di IR convenendo che, Vr € R,
sia

-0 <T<+0
cosicché R* & un insieme totalmente ordinato.

Un modello di IR* si pud ottenere considerando le proiezioni dal centro C sulla
retta r dei punti della semicirconferenza illustrata in figura 3.14.

4

o

Q
-

Fig. 3.14

Nella proiezione dal centro €' ad A “corrisponde” —oo, a B *“corrisponde” + 0.

Si osservi che ogni insieme in R* risulta limitato, poiché esiste sempre un
maggiorante (+00) € un minorante (—oo). La proprietd &, (di completezza di R)
si pud riformulare cosi: ogni insieme A C R* non vuoto ammette estremo superiore
ed estremo inferiore. 11 sup A sard un numero reale se A & limitato superiormente
in IR, altrimenti sard sup A = +00. Analogamente per I’estremo inferiore.

R* pud pure essere dotato di struttura topologica; basterd definire gli intomi
di +00 e —o00, come proiezione da C' di archi PA e @B rispettivamente, come
indicato in figura 3.14.

Chiameremo intorno di +o0o qualunque semiretta del tipo
{z € R*:a < z < 400} che denoteremo col simbolo (a,+0c0). Analoga defini-
zione e notazione ([—oc0,b)) per gli intorni di —oco. Si noti che abbiamo scritto
(a,+o0] e non (a,+00), poiché vogliamo che ogni punto appartenga ad ogni suo
intorno. La famiglia-di intorni dei punti di R* (quelli al finito precedentemente
introdotti e quelli all’infinito definiti ora) verifica le proprietad (U) di 1.4 e percid
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R* & uno spazio topologico. Notiamo anche che, tra gli intorni sferici dell’origine,
c’¢ anche I’intero spazio R* = [-00, 4]

Pensando R e tutti i suoi sottoinsiemi come “immersi” nell’ampliamento R*,
possiamo enunciare il teorema di Bolzano-Weierstrass nel seguente modo: ogni
sottoinsieme infinito di R ammette almeno un punto di accumulazione in R*.

Ad esempio IN ammette come (unico) punto di accumulazione in IR* il punto
+00.

Osservazione 2.4 - Poiché IR* & uno spazio topologico, possiamo parlare di in-
siemi aperti, chiusi, limitati in IR* (e di punti interni, di frontiera, di accumulazione
etc.) cosi come abbiamo definito questi concetti per gli insiemi di R. Ma, essendo
R* ed R dotati ognuno della propria topologia, non deve meravigliare se insiemi
aperti o chiusi o limitati in R non hanno la stessa proprietd in R*. Per esempio,
si consideri I'insieme IN.

Pensando IN C IR allora IN &:
chiuso (non ha punti di accumulazione)
non limitato (non & contenuto in alcun intorno dell’origine).

Pensando IN C [R* allora IN &:
non chiuso (poiché non contiene + 00, che & punto di accumulazione)
limitato (poiché & contenuto nell’intorno [—o0, +00)).

Purtroppo la struttura algebrica di [R non pud trasportarsi su IR*, ciod non pos-
siamo definire, sui simboli 4+ 00 € — o0, le operazioni algebriche di somma e pro-
dotto in modo che risultino verificate le usuali proprietd. Una aritmetizzazione
parziale di questi simboli & possibile, come vedremo; ma la struttura di campo (né
quelia di spazio lineare) non & trasportabile su R* (percid +o0o e —oo non hanno
diritto ad essere chiamati numeri (né vettori)!). R* & percid uno spazio topolo-
gico, ma non lineare. Tuttavia, nonostante questo difetto, la considerazione di R*
risulterd molto utile per 1a definizione di limite.

In talune considerazioni risulta utile un diverso ampliamento di R, che possiamo

indicare con R, ottenuto da R con I’aggiunta di un solo punto, co:
R := RU{c0} .

Si definisce intorno (sferico) di oo il complementare di qualunque intervallo
chiuso [—a,a] (con a > 0); cosicché R & dotato di struttura topologica. Ancora,
tra gli intorni sferici di O possiamo includere I'intero spazio [R. Possiamo notare
che R pud mettersi in corrispondenza biunivoca con i punti di una circonferenza

nel modo indicato in figura 3.15.
Al punto N viene cosl a corrispondere il punto co. Cid aiuta a capire come in

R non solo non sia trasportabile la struttura algebrica di R, ma neanche I’ordina-
mento  (x).

(%) Lo studente dovrebbe gid conoscere questo insieme, noto in Geometria col nome di refta proiet-
tiva.
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PI

Fig. 3.15

Analogamente si pud definire lo spazio topologico R", come I'insieme ottenuto
da R™ con I’aggiunta di un punto, {c0}, € reso topologico con la definizione
seguente di intorno (sferico) di oo: il complementare di qualunque palla chiusa
di R"™, con centro in 0. La collezione degli intorni B(x) ¢ B(co) cosi definita
verifica le proprieta (1) di 1.4 e pertanto R" & uno spazio topologico (ma non
lineare topologico). Pensando IR™ come immerso nell’ampliamento R”, il teorema
di Bolzano-Weierstrass diventa: ogni insieme infinito di R™ ammette almeno un
punto di accumulazione in R".

0

intorno di oo in R

Fig. 3.16 intorno di oc in R2

2.4 Insiemi compatti
Sia E C R™. Sia & una famiglia di aperti di R" tale che:
USDE.
Una tale famiglia viene detta una copertura di F.
Se alla copertura < si aggiungono altri insiemi, la nuova famiglia ¢ ancora una

copertura, ovviamente; non cosl se si tolgono degli insiemi.

Definizione 2.6 - Un insieme E C IR" si dird compatto se da ogni sua copertura
2 possibile estrarre una famiglia finita di aperti che sia ancora una copertura.
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Esempio 2.14 - Sia E = IN C R. Una copertura di IN pud ottenersi dall’unione
degli aperti del tipo (n —e,n+¢)conn € Ne 0 < € < 1. IN non & compatto;
infatti se dalla precedente copertura togliamo anche un solo aperto non abbiamo
pit una copertura.

E pure facile vedere che ’intero spazio IR™ non & compatto, mentre ogni insieme
finito & compatto.

Il seguente teorema da una caratterizzazione degli insiemi compatti in R"™.
m Teorema 2.5 - (di Heine-Borel). Sia £ C R"; allora:

FE compatto <= FE chiuso e limitato .

Ogni intervallo [a,b], a,b € R, & compatto in R.
La chiusura di ogni intorno sferico di un punto x € R" ¢ un compatto. Eviden-
temente, 1'unione di un numero finito di compatti ¢ un compatto.

Dimostrazione - Facciamo vedere che se E & compatto allora ¢ chiuso e limitato. Ci
limiteremo al caso E C R?. La dimostrazione si estende senza difficoltd a dimensioni
qualunque.

E & limitato: infatti la famiglia di cerchi {B(O, k)} kN ¢ una copertura di R? e quindi
anche di E. Essendo F compatto esiste una sottofamiglia finita che & ancora una copertura.
Ma allora E & contenuto nel cerchio pill grande di questa sottofamiglia e dunque ¢ limitato.

E @ chiuso: sia x €CE; per ogni y € E costruiamo un intorno Uy di X € un intorno
Vy di y tali che Uy N Vy = @. La famiglia {Vy},c, ¢ una copertura di E dalla quale si
pud estrarre una sottocopertura finita Vy,,..., V5. Sia U = Uy, N Uy, N... N Uy,; allora
UNE=@eU &un intorno di x. Ne segue che CE & aperto.

Sia ora F chiuso e limitato. Per far vedere che & compatto procediamo in 2 passi:
i) ogni rettangolo E = [a,b] X [¢,d] C IR? & compatto
ii) ogni sottoinsieme chiuso di un compatto & compatto.

Dim. di i): procediamo per assurdo e supponiamo che <& sia una copertura di E dalla
quale non si possa estrarre una sottocopertura finita. Procediamo per dicotomia come nel
Teorema di Bolzano-Weierstrass costruendo una successione di rettangoli 7). con le seguenti
proprieta:

1) Tk+1 CT, Vk21
1
2) area Ty = F(bf a)(d - ¢)
3) nessuna sottofamiglia finita di S & copertura di T.

e ¢]
Siaoraz = ﬂ T. Poiché z € E esiste un aperto U € S tale che z € U. Sia B(z,r)
k=1
un intorno di z contenuto in U. Per k abbastanza grande si avra T, C B(z,r) C U che
contraddice la 3).
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- Dim. di ii): sia E chiuso, E C F con F compatto. Allora se & & una copertura
di E, SUCE & una copertura di F. Essendo F compatto esiste una sottocopertura finita
Uh,...,Un,CE. Allora Uy, ..., Uy & una sottocopertura finita di E.

Per completare il teorema & sufficiente osservare che se E & limitato allora & contenuto in
un rettangolo {a, b] x [c, d]. Dunque E & chiuso ed & sottoinsieme di un compatto. Usando
la ii) si conclude che FE' & compatto. a

Osservazione 2.4 - La definizione di compattezza si estende agli ampliamenti di
R ed R", tale e quale. Gli spazi R*,R, R" sono compatti rispetto alla propria
topologia. Infatti, sia & una copertura di IR (per esempio). Essa deve contenere
un intorno di oo, diciamo il complementare di [—a,a]. Con i rimanenti elementi
di & dobbiamo coprire questo intervallo che, essendo chiuso e limitato in R, pud
coprirsi con un numero finito di aperti di J.

2.5 Insiemi connessi. Insiemi convessi

La nozione di connessione vuole rendere precisa 1’'idea intuitiva di insieme co-
stituito di un solo pezzo; essa svolge una parte importante nello studio delle appli-
cazioni continue oggetto del capitolo 5.

Siano A, B sottoinsiemi di R™. Essi si dicono separati se:

ANB=0 ¢ ANnB=90.

Gli esempi in figura 3.17 illustrano il concetto per insiemi in IR

Esempio 2.15 - Gli insiemi A = {(z1,22) € R%:2; > 0,21 > 0} e
B = {(z1,22) € R?*:z3 < 0,2; < 0} sono separali.

) A e B, pur essendo disgiunti,
A e B sono separati non sono separati

Fig. 3.17

In altre parole, A e B sono separati se € solo se non hanno elementi in comune,
¢ inoltre nessun punto di A & di accumulazione per B e nessun punto di B ¢ di
accumulazione per A.
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Definizione 2.7 - Un insieme di R" si dice connesso se non si puo rappresentare
come unione di due insiemi non vuoti e separati.

Esempio 2.16 - L’insieme C = {(z;,z2) € R%:z12; > 0} non & connesso,
poiché risulta unione dei due insiemi A e B dell’esempio precedente. Pil avanti
mostreremo invece che I’insieme D = {(z1,22) € IR?: z1z2 > 0} & connesso.

Un insieme aperto, non vuoto, connesso si dice dominio (*).

C’¢ una definizione di connessione un po’ pil restrittiva della precedente, ma
piu intuitiva e, per certi versi, pit comoda. Ci servono le seguenti definizioni.

Se x ey € R"™, diremo retta passante per X e y I insieme

{Mx+py: A peRA+p=1};

diremo segmento (chiuso) congiungente x con y, e lo indicheremo con [x,y], I'in-
sieme (combinazione lineare convessadix e y)

X+ py: M peRA>0,p20,A+p=1}.

L’allievo controllera, per n = 2, n = 3, che queste definizioni si accordano con
quanto egli gia conosce dalla Geometria.

Diremo spezzata poligonale congiungente x con 'y la riunione di un numero finito
di segmenti del tipo: [x,X;], [X1,X3],...,[Xn—1,Y] essendo x1,Xz,...,Xq_1 punti
di R™,

Dato un insieme A C R", e preso x € A, indichiamo con A[x] il sottoinsieme
di A costituito dai punti y € A che si possono congiungere con x mediante una
spezzata poligonale tutta contenuta in A.

Diremo che A C R™ 2 connesso per segmenti se, preso un qualunque x € A,
risulta A[x] = A.

Esempio 2.17 - L’insieme D dell’esempio precedente & connesso per segmenti.
In R?, I'insieme dei punti con almeno una coordinata razionale & connesso per
segmenti.

Abbiamo detto che 1a connessione per segmenti & pil restrittiva della connes-
sione; infatti si pud dimostrare che, se un insieme & connesso per segmenti, é anche
connesso; il viceversa non & vero; per esempio, una circonferenza in R? & un
insieme connesso, ma non connesso per segmenti.

Tuttavia, se limitiamo la nostra considerazione agli insiemi aperti di R", le due
definizioni si equivalgono: ogni insieme aperto di R™ connesso, é connesso per
segmenti. Ma non riportiamo la dimostrazione di questi risultati.

Notiamo infine che esiste un’altra nozione di connessione, 1a connessione per
archi, che ci sembra perd prematuro presentare a questo punto.

(*) Ricordiamo perd che la parola dominio & stata gia usata con significato meno stretto in relazione
all’insieme di definizione di una funzione.
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A convesso A non convesso

Fig. 3.18

Tra gli insiemi connessi hanno grande importanza quelli convessi cosi definiti.

Definizione 2.8 - Un insieme A C R" si dice convesso se, per ogni coppia di
punti X,y € A, il segmento [x,y] é contenuto in A.

Esempio 2.18 - In R gli insiemi convessi sono tutti e soli gli intervalli (limitati
¢ non, aperti o chiusi o semiaperti etc. ...).

Evidentemente ogni insieme convesso di IR™ € connesso per segmenti (¢ dunque
anche connesso). E importante osservare che in [R vale anche il viceversa; per
cui, tenuto conto che gli insiemi convessi di R sono solo gli intervalli, possiamo
affermare quanto segue.

m Teorema 2.6 - In R gli insiemi connessi sono tutti e solo gli intervalli.

Esercizi
1. Consideriamo il souoinsieme E di R? definito da
E= {(J:,y) € R%:,? +y2 > 1} U {(m,y) € Rz:wy :0} .
Determiname: punt interni, esterni, di fronticra, di accumulazione.

2. Considerare

aAZCR

b) Z C R™,

Verificare nei due casi se Z & chiuso e/o limitato.

3. Dimostrare che se £ C R ¢ limitato superiormente ¢ sup F ¢ E, allora sup F & un
punto di accumulazione di E.

4, Sia E compatto in R™. Se E & infinito allora F ha un punto di accumulazione xq ed
inoltre zg € F.
Vero o falso?

5. Siano £ = (0,1)ed E, = (1/n,1 — 1/n).
o0

Dimostrare che U En = E e quindi che {En},>3 & una copertura di £, ma che

n=3
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non ha sottocoperture finite.
6. Siano A, B C R™, Vero o falso:
a) A compatto e B chiuso = A N B compatto.
b) A aperto ¢ B chiuso = A N B chiuso.
¢) Ae Baperticon BC A= 6B C A.
d) A aperto, B chiuso con B C A = 8B C A.
7. Siano A, B C R"™. Vero o falso:
a) A e B connessi —> A U B connesso.
b) A e B connessi —> A N B connesso.
c) A e B convessi => AN B convesso.
d) A connesso per segmenti ¢ B connesso = A N B connesso per segmenti.
8. Stabilire quale/i tra gli insiemi seguenti & connesso:
a) {z e R:|z| > 1}
b) {z € R*:|z| > 1}
o) {z € R:|z| > 1}.






L ‘operazione
di limite

Dopo aver presentato gli spazi R"™, il nostro scopo ¢ quello di studiare le appli-
cazioni tra di essi e, per cominciare, le applicazioni di R in R, cio¢ le funzioni a
valori reali di variabile reale.

La ragione per cominciare lo studio delle applicazioni da questo caso particolare
¢ duplice: innanzitutto molti concetti sono piu facilmente comprensibili, perché pit
intuitivi, essendo sorretti dalla rappresentazione grafica; inoltre, a causa dell’ordi- -
namento di R, sussistono molti risultati che sono peculiari di queste applicazioni,
e non valgono nel caso piu generale di funzioni di piu variabili (cio¢ applicazioni
da R™ a IR) o addirittura di applicazioni da IR™ a R™,

Ma con le sole operazioni consentite in R dalla sua struttura algebrica, questo
studio risulterebbe assai povero (dal punto di vista dell’Analisi). Utilizzeremo
allora la struttura topologica di R e dei suoi ampliamenti R* ed R, per introdurre
un’operazione di tipo nuovo, del tutto diversa da quelle che finora conosciamo:
P’operazione di limite. Essa costituird lo strumento principale per affrontare lo
studio delle funzioni. Cominceremo col definire questa operazione per le funzioni
da R in R, illustrando i suoi rapporti con I’ordinamento di R e le operazioni
algebriche (calcolo dei limiti). Esamineremo poi, sia per la ricchezza dei risultati
particolari che per I'importanza nei successivi sviluppi, il caso delle successioni.
Estenderemo infine questa operazione alle applicazioni da R™ a R™ e in C.

1. FUNZIONI REALI DI VARIABILE REALE

1.1 Positivita e simmetrie

Iniziamo lo studio delle funzioni  — f(z) dove sia la variabile indipendente
z sia la variabile dipendente y= f(z) appartengono a [R. Avremo sott’occhio il
corredo di esempi illustrati nei diagrammi da 1 a 42 delle tavole fuori testo. Indi-
cheremo generalmente con X il dominio di definizione di f, R sara il codominio,
f(X) € R I'immagine. Se f e f, sono funzioni definite sullo stesso insieme X, e
) e ¢ numeri reali, risulterd definita su X ogni combinazione lineare ¢; f; + ¢z f2
(cioé z + c1 fi1(z) + 2 f2(=)); in particolare risulteranno definite su X le funzioni
fl +f2, fl —fz; inoltre risultera definita su X anche fl 'fz (ClOé T+ fl(éll)fz(x))
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Fig. 4.1

mentre f;/f, risultera definita nei punti di X in cui sia f;(z) # 0.

Una funzione f : X — R si dird positiva (negativa) se la sua immagine f(X)
¢ contenuta in IR (IR_). Una funzione positiva (negativa) ha il grafico contenuto
nel semipiano superiore (inferiore).

Accanto a f risultera definita anche la funzione valore assoluto di f, |f], il cui
grafico si ottiene da quello di f ribaltando al di sopra dell’asse delle ascisse le parti
del grafico di f che ne stanno al di sotto (cfr. Fig. 4.1).

Risultano anche definite le funzioni parte positiva di f, f4, e parte negativa di
f. /-, nel modo seguente

£4(2) = 301 + 1(2)) = max{f(2),0)

J~(z) = 55 ~ (=) = max{~£(2),0} ,

cosicché risulta

f(@)= f+(2) - f-(z)  [f(e)l = f+(2) + f-(2) -

Si noti che, sia la parte positiva f che la parte negativa f_ sono funzioni non
negative! (cfr. Fig. 4.1).

Una funzione (che per semplicita riteniamo definita su tutto 1’asse reale) si dice
pari quando & f(—z) = f(z), dispari quando & f(~z) = — f(z), per ogni z € RR.
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Funzione pari Funzione dispari

Fig. 4.2

I grafico di una funzione pari & simmetrico ripetto all’asse delle y; quello di una
funzione dispari & simmetrico rispetto all’origine degli assi (cfr. Fig. 4.2). Per
esempio, ogni potenza pari 22*(n € IN) & una funzione pari, ogni potenza dispari
z27+1 & una funzione dispari. Ogni funzione f(z) (definita su tutto R) pud essere
decomposta nella somma di due funzioni, una pari e I’altra dispari, nel modo
seguente:

f(z) = fp(2) + fal2)
dove fp(z):= (f(z)+ f(—2z))/2 & pari e fy(z) := (f(z) — f(—z))/2 & dispari.

Il grafico di una funzione pud presentare simmelrie meno elementari di quelle
sopra segnalate. Una simmetria notevole & quella rispetto alla bisettrice del 1° e
3° quadrante. Si osservi infatti che se f ¢ invertibile (ciog iniettiva), il grafico di
f~1 si ottiene semplicemente riflettendo il grafico di f rispetto alla detta bisettrice
(cfr. 23 ¢ ¥).

Allora, se il grafico di f & simmetrico rispetto a questa bisettrice, significa che
la funzione & invertibile e coincide con la sua inversa (cfr. Fig. 4.5).

1.2 Funzioni limitate

Una funzione f : X — R si dice limitata (limitata inferiormente, superior-
mente) se I'immagine f(X) ¢ un insieme limitato (risp. limitato inferiormente,
superiormente) in R..

In altre parole, f & limitata (superiormente, inferiormente), se esiste M € R,
tale che

()| < M (risp. f(z) < M, f(z)>M)VzeX.

Geometricamente, il grafico di una funzione limitata & contenuto in una striscia
orizzontale del piano delimitata dalle rette y = M e y = — M.
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Si chiama estremo superiore (inferiore) di f ’estremo superiore (inferiore) del-
I’immagine f(X) e si scrive semplicemente

sup f oanche sup f inluogodi sup f(z)
X zeX

i he inff inl i .
151(ff o anche inf f in luogo di xlgg(f(x)

Se f & limitata, sia sup f che inf f stanno in R; altrimenti sard sup f = + 00 (se
f non & limitata superiormente), inf f = —oco (se f non & limitata inferiormente).

Ricordando le proprieta i) e i) di 2.4 che definiscono I’estremo superiore in R,
possiamo caratterizzare I’estremo superiore di una funzione f : X — R limitata
superiormente nella maniera seguente:

Ve e X, f(z)<supf
X
i) Ve > 0, 3z € X tale che: f(z) >supf—e.
X

Analoga ¢ la caratterizzazione di iI‘I(f f.

Si dird massimo (minimo) di f il massimo (minimo) di f(X), se esistono; li
indicheremo con max f,min f. Si diranno invece punti di massimo (minimo) quei
punti z € X tali per cui f(z) ¢ massimo (minimo). Tali punti si dicono anche
estremanti, mentre si dicono estremi di f il massimo ed il minimo.

E evidente che, se f ¢limitata superiormente e ammette massimo, allora max f =
= sup f; mentre se f non & limitata superiormente, cio¢ sup f = +oo, allora essa
non ammette massimo; ma ci sono anche funzioni limitate superiormente che non
hanno massimo. Osservazioni analoghe valgono per le funzioni limitate inferior-
mente e per il minimo.

Esempi

1.1. Perla funzione z — sin z, da R in R, I & massimo, —1 ¢ minimo; 7 /2+2k7T
(con k € Z) sono punti di massimo, —= /2 + 2k7 sono punti di minimo.

1.2. La funzione f(z) = (z) := z — [z] (mantissa di z) & limitata poiché
0 < f(z) < 1 perogni z € R; risulta inf f = min f = 0 e ogni intero relativo ¢
punto di minimo; risulta anche sup f = 1 (infatti, fissato ¢ > 0, risulta f(z) > 1—-¢
se, per esempio, 1 — € < z < 1) ma f non ha massimo.

1.3. La funzione f(z) = zsinz non ¢ limitata e si ha sup f = +oco e inf f =
= —o0; infatti basta osservare che, per ogni n € IN, f((4n+1)7/2) = (4n+1)7/2
e percid, al crescere di n, I'immagine di (4n+ 1)n /2 supera ogni numero prefissato;
analogamente si ragiona per 1’estremo inferiore.

14. 2 — log, 2z (¢ > 0,a # 1) da R su IR non & limitata, né inferiormente,
né superiormente; ¢ — a®, da R in IR & limitata inferiormente (da 0), ma non
superiormente (basta rivedere la definizione e le proprieta di queste funzioni in
23.2,233).

Si noti che, poiché consideriamo funzioni da R in R, sia gli estremi di f che gli
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estremanti sono elementi di IR, mentre sup f € inf f sono elementi di R*. Se la
funzione & limitata, allora anche sup f e inf f appartengono a IR. Essi, come subito
si riconosce dalla definizione, o sono punti isolati di f(X') (in tal caso appartengono
a f(X) e percid sono massimo e minimo di f) o sono punti di accumulazione di
f(X) (cfr. anche I’Osservazione 3.2.3).

I concetti di massimo e minimo sopra introdotti sono concetti globali, ciog riguar-
dano la funzione nella sua totalitd. Essi vengono chiamati anche massimo globale o
assoluto (minimo globale o assoluto) per distinguerli dagli analoghi concetti locali
che ora definiamo.

Definizione 1.1 - Sia f : X - Rezg € X.
Supponiamo che esista un intorno U di xq tale che si abbia

f(z) 2 f(zo) sezelUNX. (1.1)

Allora f(zg) e un minimo locale o relativo, e =y & un punto di minimo locale
relativo, se, invece della (1.1), vale la

flz)y> f(zo) per azp#zelnX , (1.2)

allora si parla di minimo locale forte.

Analoga definizione per il massimo locale (forte) ¢ punto di massimo locale
(forte).

I concetti ora introdotti, essendo relativi a un intorno di un punto del dominio
di definizione di f, esprimono proprietd locali di f. Essi sono illustrati nel grafico
seguente.

In riferimento alla figura 4.3: i punti ¢ ed z; sono di minimo locale forte; i
punti z tali che z5 < £ < x3 sono sia di massimo sia di minimo locale debole;
zy ¢ di minimo locale debole, z3 di massimo locale debole. I punti zy e b sono
di massimo locale forte; z ¢ inoltre di massimo globale. La funzione ha dunque
massimo f(z¢), ma non ha minimo (globale). E tuttavia limitata inferiormente ed
il suo estremo inferiore & /.

Fig. 4.3
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Esempio 1.5 - La funzione z + z sin z (grafico n. 38), essendo non limitata né
inferiormente né superiormente, non ha massimo né minimo; ma possiede infiniti
minimi relativi (il maggiore dei quali & 0) e infiniti massimi relativi,

1.3 Funzioni monotone

Una funzione f : X — IR si dice crescente in X se, per ogni coppia di punti
z1,z2 di X, con z; > z3, risulta f(z;) > f(z2); cid si pud anche esprimere
dicendo : f & crescente in X se

!-(m————‘-f—(:f—z—)?_O Vzy, 29 € X, 21 # 23 . (1.3)
] — X

Analoga definizione (col segno < nella (1.3)) si dar2 per una funzione decrescente.
Se nella (1.3) possiamo mettere il segno > invece di > diremo che f & strettamente
crescente in X (strettamente decrescente se possiamo mettere il segno <) *.

Tutti questi tipi di funzioni (crescenti o decrescenti, strettamente o non) prendono
I’appellativo comune di funzioni monotone. In particolare, le funzioni costanti
rientrano in questa classe.

Esempi (potenze, esponenziali, logaritmi)

1.6. Le funzioni z — z® (a > 0) sono tutte strettamente crescenti in [0, +0);
cid discende dalla proprietd Es di 2.3.2. Esse sono biiettive da [0, +00) in [0, +00).

Le loro inverse: z — z1/® sono monotone dello stesso tipo.

a

:/ Xo X4 X b
i

0

)

L Tt fa)

Fig. 4.4 Funzione monotona (non strettamente) definita nell’intervallo [a, b).

% Tnvunroe A Avooronfs (e dAorvoorsnto) o A anrhe Airee o dorrocronte (rcr mam ryoornonio)
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Fig. 4.5

1.7. Le funzioni: z — a® (a > 0), definite su R, sono strettamente crescenti
per a > 1, strettamente decrescenti per a < 1; cid segue dalla proprieta F4 di
2.3.2. Esse sono biiettive tra R ed R.

1.8. Le funzioni: x v log, z (a > 0,a # 1), definite in R4 sono strettamente
crescenti se a > 1, strettamente decrescenti se @ < 1; esse sono infatti le funzioni
inverse di quelle dell’esempio 1.7.

Le proprieta sopra illustrate sono di tipo globale. Sara utile considerare anche
funzioni monotone solo localmente.

Sia dunque f : X — R e 2g € X un punto non isolato di X; diremo che f
& crescente nell’ intorno di z se esiste un intorno U di z¢ per cui vale la (1.3)
Yzi,29 € X N U,x1 # 5. Analoghe definizioni sussistono negli altri casi.

Esempio 1.9 - La funzione 5: z +— [z] & crescente; la 6: z +— (z) non
¢ monotona; perd essa ¢ strettamente crescente nell’intorno di ogni punto z #
0,+1,%2,...

Segue subito dalla definizione che se f : X — IR & strettamente monotona in X,
allora & inicttiva e quindi invertibile e la funzione inversa f~! & monotona dello
stesso tipo. La condizione di monotonia non & perd necessaria per I'invertibilita,
come dimostra la funzione il cui grafico ¢ riportato in Fig. 4.5 (funzione non
monotona, invertibile, coincidente con la sua inversa).

Le funzioni monotone, come vedremo, presentano un comportamento particolare
rispetto all’operazione di limite che ora passiamo a definire.

Esercizi
1. Disegnare i grafici di |f|, f4, f— per le seguenti funzioni

f(z) =cosz, f(z)=logyz, f(z)=2".

2. Sia data f : [-3,2] — R il cui grafico ¢ indicato in figura:
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Fig. 4.6

Disegnare il grafico di: —f,|f, f+,f-, f(lz])-
3. Disegnare i grafici delle seguenti funzioni:

1
) 5(lel - 2)
b) max{z?, 2%}
¢) [z%]
d 2% - 1)+ 22
e) sup {~t° - t}
t€[x,+o0)
4. Trovare i domini di definizione naturali delle seguenti funzioni:
a)log,lz] (a>0,a#1)
b) log, log, = (a,6>0,#1)

) V1-V22 -4

5. Vero o falso:

a) una funzione pari non ¢ invertibile;

b) una funzione dispari ¢ invertibile.

6. Sia f : X — R. Vero o falso:

a) f limitata = f ha massimo e minimo (globali).

b) f limitata <> sup f € R e inf f € R,

c) sup f e inf f sono punti di accumulazione (in R*) di f(X).

7. Trovare gli estremi superiore e inferiore delle seguenti funzioni, indicando se trattasi
di massimi e minimi.

a) (-%/2,7/2) 3z tgx

b) [-x/4,7/4) 3z tgz

o) [-1,+1]3z+— V1 —z2
dz Hsin—l-
z

8. Vero o falso:
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a) f e g monotone = f - g e f + g monotone.

b) f e g crescenti (decrescenti) = f - g e f + g crescenti (decrescenti).
c) f crescente e g crescente (g # 0) = f/g crescente,

d) siano f e g componibili:

S crescente (decrescente) e g crescente = f o g crescente

f crescente (decrescente) e g decrescente => f o g decrescente.

9. Verificare che la funzione definita da:

_ sezeQ
f(z)_{iz seieR\Q

¢ invertibile ma non esiste alcun intervallo in cui & monotona.

2. LIMITI DI FUNZIONIDA R IN R

2.1 Definizione di limite

Siano X CRR e f: X — R. Scopo della nozione di limite & descrivere rigoro-
samente il comportamento di una funzione “vicino” ad un punto di accumulazione
del suo dominio X.

Pensando a funzioni illimitate e¢/o definite su domini illimitati in R, si com-
prende che I’ “ambiente naturale” per tale definizione non & R bensi uno dei suoi
ampliamenti R* o R. Per funzioni reali di variabile reale risulta preferibile R*,
che permette di sfruttare 1’ordinamento. Daremo tuttavia anche la definizione in
IR. Dunque opereremo in R* con la topologia che abbiamo definito in 3.2.3.

Sia ora zg € IR* un punto di accumulazione per X (percid ammettiamo che z
possa essere un numero reale, oppure +0o 0 —oo). Possiamo allora “far tendere z
a zo” (in simboli: z — z¢); con questa espressione si intende dire che ¢ possibile
prendere intorni sempre piu piccoli di z¢ e sempre, in ognuno di essi, cadranno
infiniti punti di X. .

Ora, la questione principale &: cosa succede delle immagini f(z) quando z —
zg? Per illustrare compiutamente le varie situazioni che possono presentarsi, diamo
anzitutto la seguente definizione.

/ IO TR .
\11/\ (AR / /
punti di X

—_ —

Fig. 4.7 Intorni che si stringono in .
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Definizione 2.1 - Sia P una proprieta relativa alla funzione f : X — R; si dice
che, per x — g, f possiede (o acquista) definitivamente la proprietd P se esiste
un intorno U di zq tale che nei punti z € X N U e distinti da z, la funzione f
possiede la proprieta P. (Sottolineiamo che la proprieta 2 non & richiesta nel punto
zg, il quale potrebbe anche non appartenere a X).

Esempi

2.1. 1 — 22 & definitivamente positiva per £ — 0; infatti & positiva nell’intorno
(" 1, 1)'

2.2. 1/z & definitivamente < 1 per z — +oc; infatti & < 1 nell’intorno (1, +oo).

2.3. |z| & definitivamente maggiore di z? per z — 0; infatti risulta |z| — 22 > 0
nell’intervallo (—1, 1) privato dell’origine.

Definizione 2.2 - Sia f : X — R e zg € R* un punto di accumulazione per X ;
sia inoltre | un elemento di R*. Diremo che : “il limite di f(z), per x che tende a
zg, 81”7, 0anche: “f(z)tende a l per x tendente a xy”, e scriveremo

lim f(z)=1 oppure f(z)—1 per z — zy

T—T0
se, per ogni intorno V di I, & possibile trovare un intorno U di z¢ per cui
f(z)eV se zo#zelUnX.

In altre parole: ... se, per x — =z9, f(z) appartiene definitivamente ad un
qualsiasi intorno V di I,

Osservazione 2.1 - Notiamo ancora che zg pud non appartenere a X e percid
f(zo) pud non essere definito; anche se & definito, f(x¢) pud non avere nulla a
che vedere con il limite /.

Osservazione 2.2 - Un limite pud dunque essere un numero, oppure +0o0 0 — 00,
oppure pud anche non esistere. Se esiste, esso pud appartenere o non appartencre
all’immagine di f; se non vi appartiene, & comunque un punto di accumulazione
per questo insieme, come segue dalla definizione di limite.

A seconda che zy e ! siano numeri oppure +00 0 —oo si hanno vari cast
particolari. Ripetiamo esplicitamente la definizione in qualche caso, invitando
Pallievo ad esplicitare #uzti i casi particolari.

1. Siano zg,! € R. Allora un intorno V di [ sara del tipo (I — ¢, + £) con
€ > 0 e unintorno U di z( sard (zg — 6,29 + 6) con § > 0. La definizione
prende la forma seguente: Ilin% f(z) = I se, per ogni numero positivo ¢, si pud

—Zo

in corrispondenza trovare un numero positivo é (dipendente da ¢ : § = 6(¢)) in
modo tale che:

[f(z)=1l<e se O<|z—z9|<é e z€X.
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2. Sia 29 = —00, I € IR. Allora V sara ancora del tipo (I — ¢,/ +¢) con ¢ > 0,
mentre un intorno U di —oo sara del tipo [—co,—k) con k > 0 (non & restrittivo
considerare solo intorni con estremo destro negativo). Allora: . lim f(z)=1se,

——00

per ogni ¢ > 0, si pud in corrispondenza trovare un numero k& > 0 (k = k(¢)) tale
che:

[f(z)-1ll<e se z<-k e z€X.

3. Siazg € R,I=+00. AlloraV = (k,+oo]conk > 0e U = (zg—6,z¢+9).
Diremo: zliné f(z) = +o0 se, per ogni k£ > 0 si pud in corrispondenza trovare un
—Zo

6 > 0 (6 = 8(k)) tale che

f(x)>k se O<|z—29]<6 e z€X.

4. Sia g = +00, | = —o0. Allora V = [~o0,—h) e U = (k,+o0] con h e
k > 0. Diremo: zljgloof(x) = —o0 se, Vh > 0, 3k > 0 (k = k(h)) tale che:

f(z)<-h se z>k e z€X.

Le situazioni 1., 2., 3., 4. sono sommariamente illustrate nei seguenti diagrammi.

f(x)

Xo—8  Xo  Xo-+b Xg—6 Xo Xo+6
a) Ilﬂrzzo fixy=1 b) Ilﬂl}ﬂ f(x) = +x

¢) lim f(x)=l T R S .

Fig. 4.8 d) . —lfTog fx) = —co
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Esempi
24. lim0 sinz = 0. Infatti, dalla trigonometria sappiamo che |sin z| < |z| (per
r—
z # 0) e quindi, per avere |sinz| < ¢ basta prendere |z| < ¢ (ciod scegliere
6 =¢).
2.5. lim cosz = 1. Infatti, ricordando le formule di bisezione della trigono- -
Ir~—
2
metria, abbiamo: 1 — cosz = 2(sinz/2)? < 2—14— e percid sard 1 — cosz < € se
lz] < V/2¢; sceglieremo allora § = v/2¢,

1 1 .
2.6. 1imo—2 = +oo. Per avere — > k basta prendere |z| < 1/Vk, ciog
r—0 T e

scegliere 6 = 1/vk.
2.7. lim sinz non esiste, Provarlo per esercizio (cfr. anche la seguentc

r——+00

Osservazione 2.5).

L’operazione di limite non & sempre possibile. Ma, quando & possibile, & ben
definita, ciog il limite, se esiste, & unico, come prova il seguente teorcma.

s Teorema 2.1 - (Unicita del limite) Sia

lim f(z)=4 e lim f(z)=1;;

—xp r—Igo

allora l; = 5.

Dimostrazione - Per assurdo, sia Iy # lo. Presi allora due intorni V7 di {3 ¢ Vo di I3
disgiunti, dovrebbero esistere due intomi Uy e Us di xg per cui
flzyevy se zelUnNX
e (z # z0)
flxyeva se zelrNnX.

Dunque, prendendo z € Uy N Us N X dovrebbe essere contemporaneamente f(z) € Vi
e f(z) € Vy; assurdo. o

Si osservi che la scmplice dimostrazione discende dalla proprietd U, degli intorni
(proprieta di separazione; cfr. 3.1.4).

2.2 Limite déstro, sinistro, per eccesso, per difetto; in R

La funzione n. 2: 2 + sgnx chiaramente non ammette limite per z — 0. Ma
questa ¢ un’informazionc piuttosto scarna circa il comportamento della funzione
in un intorno dell’origine. Per avere un’informazione pil precisa, introduciamo il
concetto di limite destro ¢ limite sinistro. Non & una definizione di limite diversa
da quclla sopra introdotta, ma sono diversi gli intorni (cio¢ la topologia) utilizzati.
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Dato z € R, definiamo intorno destro di x qualsiasi intervallo {z,z 4+ 7) con
r > 0 e intorno sinistro qualsiasi intervallo (z — 7, z].

La famiglia degli intorni destri, cosi come quella degli intorni sinistri, verifica
le proprieta (U) di 3.1.4; cosicché & una topologia per R. Gli intorni di 400 sono
gia intorni sinistri, mentre quelli di —oo sono gid intorni destri. Se sull’insicme di
definizione della funzione si prende questa topologia (degli intorni destri (rispett.
sinistri)), mentre sul codominio si mantiene la solita, si ha il limite destro (rispett.
sinistro) che si indichera cosi:

limn rispettivamente lim
T—Ty+ T—To-

Cioe, . _li1111+ f(z) = [ significa che, per ogni intorno V' di [ ¢ possibile trovare
un intorno destro U4+ di zy per cui
f(z)eV s¢ rgFzelinX.
Analoga definizione per il limite sinistro. Si capisce che il lim ¢ un limite

Tr—+00

sinistro, i  lim & un limite destro.
I——00

Esempio 2.8 - lim sgnz = 1, lim sgnz = —1. Si noli che i due limiti,
o—{y z—0_

destro e sinistro, esistono, sono diversi {ra loro (e diversi dal valore che la funzione
assume in 0).

s Teorema 2.2 - Condizione necessaria e sufficiente perché esista il lim f(2)
r—xq
e che esistano il limite destro (z — 2+ ) € sinistro (z — z4- ) e siano uguali.
La semplice dimostrazione viene lasciata per esercizio.
Se invece si prende sul codominio la topologia degli intorni destri (rispett. sinistri)

¢ sul dominio di definizione la topologia solita si ha il limite per eccesso (rispett.
per difetto) che si indichera cosi:

lim f(xz) =14 rispett. rlil»]éo fle)y=1-.

r— X0
Ciog, lin}c f(z) = l4 significa che, per ogni intorno destro V4 di [ & possibile
T—Ig
trovare un intorno U di zq, per cui
flz)eVy se zp#2elUNnX.

Analoga definizione per il limite per difetto. E anche chiaro il significato di una
scrittura del tipo

lim f(2) = I_

Lo+

e di altre simili.
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Esempi
2.9. liI‘{I} z/(2+1) = 1-. Infatti, preso un intorno sinistro di 1, (1-¢, 1] (con
T—1+0
e>0risultera 1 —e < z/(z+1) < 1pera >(1-c¢)/e, ciod per z appartencnie
all’intorno di 400 (k,+o0] con k = (1 — ¢)/e.

2.10. ljr? 2% = 2,. Infatti, fissato ¢ > 0, risulterd 2 < 2% < 2 + ¢ per
r—1ly

1 S T < 10g2(2 +5) = 10g2[2(1 -+ 5/2)] = 1+10g2(1 + 5/2)

Se anziché R* si sceglic R come ampliamento di R la definizione di limite-
2.2 rimane inalterata nella sua struttura. Gli unici cambiamenti sono che zy ed
! appartengono a R e gli intorni vanno intesi nel senso della topologia in questo
spazio.

Sara dunque chiaro il significato di formule come le scguenti:

Jim_f(@)=1€R, lim f(2)= oo (z€R)oppure lim f(z)=co.

11 scguente semplice esempio illustra la differenza tra R* e R.
Si voglia calcolare lim 1/a; poiché lim 1/2 = +o0 ¢ lim 1/2 = —o0 il
z—U r—04 z—0-
detto limite non esiste in IR*. Ma bastera utilizzare, sul codominio, la topologia R
(ciod cercare il limite in IR invece che in R*) per trovarlo.

Risulta: lim0 1/2 = oc; infatti fissato un intorno di co {y : |y| > k} (con k > 0)
T —

risulterd 1/2 appartenente a questo intorno se¢ z € (—6,+é)con & = 1/k (z # 0).

Esercizi
1. Sia f: X — R; z¢,{ € R.

Quale dei tre enunciati seguenti ¢ la negazione del predicato: lim f(z) = {?
T—+XTg

A Ve>0,36=46(s)taleche: Ve e X,0< Jz ~ 20| < 6= |f(x) -] > e
b) 3ep > 0 tale che: V6 > 0, 3T € X taleche: 0 < [T — wo| < 6 e |f(F) -] > eo.
c)Jeog>0eép >0taleche: z € X el < |2—xol < 8= |f(z)~1] > eo.

2. Sia f : R — R. Negare che: lim f(z) = +o0 cquivale ad affermare che:
L — 00

a) IMo tale che: VIV > 0,37 € X taleche: T < =N e f(x) < My
b) VM,IN = N(M)taleche: Vz € X,z < =N = f(z) < M.
c) Esistono Mg > 0ed Ny > 01aliche: Vz € X, 2 < —Ng = f(z) < Mp.
3. Disegnare diagrammi come quelli della figura 4.8 che illustrino le seguenti situazioni:
a) lim f(z) = —©
r—3 4

b) lim f(z)=1_

r— 400
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¢) lim f(z) =1 (né per difetto né per eccesso).
T— —00

4. Verificare con la definizione che

a) lim 1/z° =+
r—04

. 2 _

b) x—llr-{loo 1/(z"+1)=0

¢) lim 1/(1 — z) = Foo.
14

5. Dimostrare che se l € R

lim f(z)=1 seesolose lim |f(z)-1Il=0.
r—xo T—xo

In particolare f(z) — 0 se e solo se |f(z)] — 0.

6. La struttura della definizione di limite prevede di scegliere arbitrariamente un intorno
di ! e di conseguenza determinare un intorno di zg tale che...

Questo procedimento sembra andare contro I’intuizione; infatti parrebbe naturale scegliere
prima I’intorno di z¢ e poi quello di I, in quanto si “immagina” prima di far tendere z ad zq
¢ poi di osservare il comportamento di f(z). Proviamo allora a dare la seguente definizione:
xlgr; f(z) =1 se, fissato arbitrariamente un intorno U di g, si pud trovare di conseguenza

0

un intorno V' di I tale che: f(z) e Vsex € U.
Vi sembra significativa tale definizione?

2.3 Calcolo del limiti

Lo studente avra ben compreso a questo punto come I’operazione ora introdotta
sia strettamente legata alla topologia utilizzata sul dominio e codominio delle fun-
zioni. Vediamo ora come si comporta questa operazione rispetto all’ordinamento
in R* e alla struttura algebrica di R.

Siano f : X — R; z¢,! € R* con z¢ punto di accumulazione per X.

» Teorema 2.3 - (Permanenza del segno). Se zl_ifg() f(z)=1>0 (< 0),allora
é definitivamente f(z) > 0 (< 0) per z — .

Dimostrazione - Sia ! finito € positivo. Preso un intomo V di I, diciamo (I — ¢,1 + ¢)
con < € < I, esiste un intorno U di z¢ tale che, se xg # z € UN X, allora f(z) € V,
cikl+e> f(z) >1-e>0.

Analoga & la dimostrazione nei casi I = 400, [ finito € negativo ed I = —~o00. O

Osservazione 2.3 - L’implicazione del teorema non ¢ invertibile. Tutto cid che
si pud affermare, se f(z) > 0 in un intorno di z¢ (z( escluso), & che il limite, se
esiste, & > 0.

Osservazione 2.4 - Con dimostrazione pressocché identica si vede che, se f(z)
ammette limite finito per ¢ — z, allora f ¢ localmente limitata, cioe esiste un
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intorno U di zy per cui f(X NU) & limitato in R. Anche questa affermazione non
¢ invertibile, poiché una funzione localmente limitata in zy pud non ammettere
limite per z — (. Per esempio, sin 2 non ha limite per  — +oo pur essendo
limitata. ‘

s Teorema 2.4 - (del confronto). Siano f,g,h funzionida X in R e 75 € R*
un punto di accumulazione per X .

Se zan%O f(z) = z]_j_{go h(z) = 1 € R* e se esiste un intorno U di z tale che

risulti

f(z) < ¢9(z) < h(z)
perognizg # z € X NU, allora é anche zlirr% g(z) =L
—Iy

Dimostrazione - Sia 1 € R; preso un intorno V di I, (I — €,1 + ¢) esistono intorni U5 e
Uz di z¢ per cui, quando x € U1 ~ {z0}, f(z) € V e quando z € Uy — {z0}, h(z) € V;
allora, preso un intomo U di zg contenuto in Uy NU2, succede che: [—¢ < f(z) < g(z) <
< h(z) <l+eciok g(z) € Vperz € U — {0}, da cui la tesi.

Analoga & la dimostrazione se I = +oo (in tal caso & sufficiente I'ipotesi g(z) > f(z))
o 1 = —oo (in tal caso & sufficiente che g(z) < h(z)). o

Ecco un notevole esempio di applicazione del teorema 2.4,

Esempio 2.11 - Vogliamo provare che:
lim sin =

z—0 Z

=1. (2.1)

Con riferimento alla Fig. 4.9, sia z (0 < z < 7/2) la lunghezza dell’arco PA
(misurata in radianti) della circonferenza con centro in O e raggio 1. Allora la
lunghezza del segmento PH & sin z e quella del segmento QA & tgx; ’area del

triangolo OAP & (sinz)/2, quella del settore circolare OAP & z/2 e quella del
triangolo O AQ & (tgz)/2. Si ha dunque

sinz <z <tge Q

tg x

sin x

Fig. 4.9
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da cui, dividendo per sin z e prendendo i reciproci,

sinz
cost < — < 1.
T

Queste disuguaglianze non cambiano scrivendo —z al posto di z; percid restano
valide anche per —7/2 < z < 0. Abbiamo gid mostrato (cfr. esempio 2.5) che
]jnb cosz = 1; percid, dal teorema 2.4, segue la (2.1).

T—

Veniamo ora al cosiddetto calcolo dei limiti, ciod alle proprieta dell’operazione
di limite rispetto alle operazioni algebriche. Cominciamo con un caso semplice.

s Teorema 2.5 - Supponiamo che esistano in R (cioe esistano finiti) i limiti
seguenti:

lim f(z)=h, lim g(z)=1I

r—Xo
dove zy € R*. Allora risulta, per z — x,
i) cf(z) - ¢y Vee R
i) f(x)xg(z) — Ll
1t) f(2)g(z) — hly
i) 1/g(z) - 1/l; (se ly #0)
v) f(z)/9(z) — h/b (sely #£0).

Dimostrazione - Lasciamo per esercizio le i) e i7). Per 1a ii7) si osservi che:

F(z)g(z) — ily = g(2)(f(2) — n) + 11 (9(2) - I2)

e percid, fissato ¢ > 0, & definitivamente |f(z) — 1] < & |g(z) — l2] < ¢, e inolire
lg(z)] < k (per I'Osservazione 2.4), per cui sara definitivamente

[f(z)g(z) — hila) < ke+lie=(k+ )¢

e, per I’arbitrarieta di ¢, segue la tesi.

Per provare la iv) osserviamo anzitutto che, essendo Io > 0 (per esempio) sara definiti-
vamente g(z) > 0, oltre che limitata, diciamo 0 < h < g(z) < ke percid 1/k < 1/g(x) <
< 1/h. Quindi abbiamo, fissato ¢, definitivamente

1 _1i_ b —o=)] €

9(@) " | Jg@)] " [l

da cui 1’asserto.
La v) segue con considerazioni analoghe osservando che si pud scrivere

J) _h _hf(e)-he(e) _ L(f(x) - 1) —h(g(z) - 1)
g(z) & l2g(z) lg(z)

Lasciamo la conclusione per esercizio. o
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Esempio 2.12 - Vogliamo provare che

1—cos2z
lim ————— =2, 2.2
xl—»nb z2 ( )
Ricordando le formule di bisezione della trigonometria (cfr. esempio 2.5) abbiamo
che:

1-cos2z _ 2(sinz)? 2(sinz>2

z2 T 2 T

Applicando allora la 4i7) del teorema 2.5 (con f(z) = g(z) = sin z/z) e ricordando -
il limite (1.1) si ottiene 1a (2.2).
Dalla (2.2) segue anche che
1- 2
lim —2=2 _ 9. (2.3)

-0 z
Infatti, basta osservare che:

1-cos2z 1—cos2z i

T z?
e utilizzare ancora la 77¢) ed il limite (2.2).

I teoremi 2.3, 2.4 ¢ 2.5 valgono anche se zg € R.

Le affermazioni 1), ... , v) del teorema 2.5 non possono esscre estese senza
riserve al caso in cui i limiti 3,/ che ivi compaiono siano elementi di R* oppure
di IR (cioé quando possono essere infiniti). Perdono poi significato quando uno o
entrambi i limiti {;, [, non esistono.

Valgono perd molte affermazioni particolari, che qui sotto riportiamo sintetica-
mente. Le dimostrazioni di tali affermazioni sono tutte molto semplici e percid
vengono lasciate allo studente per esercizio.

m Teorema 2.6 - Sia z — z, con zg € IR* oppure R.

i) f(z) — oo, g(x) limitata (in un intorno di x9) = (f % g)(z) — .

Pin precisamente si ha:
1) f(z) — +oo, g(z) limitata inferiormente = (f + g)(z) — +o
i2) f(z) — —oo, g(z) limitata superiormente = (f + g)(z) — —0
i3) f(z) — +oo, g(z) limitata superiormente = (f — g)(z) — +oo
i4) f(x) = —o0, g(z) limitata inferiormente = (f — g)(z) — —o0.

Il teorema 2.6 autorizza ad adottare scritture del tipo: (+00)+! = +o00, (—00)+
+(—00) = —oo e simili; queste possono anche semplificarsi (senza grave pregiu-
dizio per la comprensione) scrivendo +00 + | = +00, —00 — 00 = ~00 €lC.

I casi mancanti all’elenco precedente conducono a espressioni del tipo

(+00) = (+00), (+00) + (=00), (~00) = (=00), (00) £ (o)
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(che possono compendiarsi nella forma + 00 — o0) che sono forme di indecisione,
poiché nessuna regola generale pud fissarsi per esse. Ecco perché abbiamo parlato, -
a suo tempo, di una aritmetizzazione solo parziale dei simboli di infinito.

Esempi

2.13. limoo(z + sinz) = —oo0; applicare la ;.
T——

2.14. lim (2% — z) = +oo; applicare la 3.
T——00

2.15. zlinéo (z? 4 z): forma di indecisione (cfr. il seguente esempio 2.16).

w Teorema 2.7 - Sia ¢ — x¢ (2o € R* oppure R);
1) f(z) - oo = la reciproca 1/ f(z) é definita in un intorno di g e si ha
1/f(z) — 0. »
Pin precisamente si ha:
i) f(z) = +o0 = 1/f(z) - 04
iz) f(z) = —o0 = 1/f(z) > 0-
1) f(z) — 0 e f(z) # 0inunintorno di zy, * # zg = 1/ f(z) — .
~ Pin precisamente si ha:
i) f(z) > 04 = 1/f(z) = +o0
iiz) f(z) = 0- = 1/f(z) — —oo.
= Teorema 2.8 - Sia z — z¢ (z¢ € R* oppure R); sial € R* oppure R.
i) f(z) > 00, 9(z) = 1 #0 = f(z)g9(z) — 0.
Pin precisamente si ha:
i) f(z) =+, g(z) »1<0 = f(z)g(z) - —
i2) f(z) = +00, g(z) = 1>0 = f(z)g(z) - +o0
i3) f(z) = —o0, g(z) > 1< 0 = f(z)g(z) — +oo
ig) f(z) = —00, g(z) = 1>0 = f(z)g9(z) = ~c0 :
i) f(z) — o0, g(z) limitata, |g(z)| > ¢ > 0 = f(z)g9(z) —
i) f(z) — 0, g(z) limitata = f(z)g(x) — 0.
I teoremi 2.7 ¢ 2.8 giustificano I'uso di scritture del tipo:

-2
3-00=00 ) E:O_ , (+OO)-(—OO)=—OO

e simili. I casi che non rientrano nei teoremi precedenti conducono a espressioni
del tipo:
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oo 0 ..(+oo )
00, —, —esimili [ — ...
oo 0 -0

che sono altrettante forme di indecisione.
Esempi
2.16. lim (22 + 2) = lim z(z +1) = co (per la 3) del Teor. 2.8).
r—o0 r—00
3z2+1

2.17. Iirg " = —co (per la 7iy) del Teor. 2.7).
r—0_
z2-1 0 2.1
2.18. zl:l——rPl m forma di indecisione 6; ma essendo m =
_eiol _atl il limite proposto risulta co
T(@-12 -1 propo ’
3 _ 3 _
2.19. lim E‘f_}fﬁj: forma di indecisione -03; ma essendo M—Z =
Z——00 z2+5 00 2245

_z32-3/22+7/2%) 2-3/2?+7/ad

22(1 1 5/2%) =z 115/22 il limite proposto risulta —oo.
. sinz . 25 v
2.20. zanéo =0 (perlav)

del Teor. 2.7 e la 7ii) del Teor. 2.8).
1
2.21. lim z%sin— =0 (Va > 0)
z—0 T
(per la iit) del Teor. 2.8).

Le figure seguenti illustrano gli o - — 2
esempi 2.20 e 2.21. g = finz

-0.5 -0.2

1 . 1
y=2zsin— y=2z°38in—
z z

Fig. 410
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Osservazione 2.5 - (Alcuni casi di non esistenza del limite)

Per comprendere meglio 1’operazione di limite pud essere utile esaminare qualche
tipico caso in cui il limite, 0 meglio ancora il limite destro (o sinistro) non esiste.

Anzitutto dal teorema 2.2 sappiamo che il limite esiste se e solo se esistono i due
limiti destro e sinistro e questi coincidono. Occupiamoci dell’esistenza del limite
destro (considerazioni analoghe varranno per il limite sinistro).

Verifichiamo che la funzione: f(z) = sin 1/z non ammette limite per £ — 0.

1 "

l+e¢

i ﬁ

l-e3

AV

Fig. 4.11 0 y=sin L1 0-5

Si noti anzitutto che: —1 < sin1/z < 1, cosicché, se il limite esistesse, do-
vrebbe appartenere all’intervallo [—1,+1]). Ma risulta sin(1/z) = 1 nei punti

1

7/2 + 2kn 37727 okr (€ N)-
Gli insiemi {zx}xeN © {Yk } N hanno z = 0 come punto di accumulazione. Ne
segue che in ogni intorno destro di O la funzione sin(1/z) assume infinite volte
i valori +1 e —1. E chiaro percid che non pud esistere alcun intorno destro U,
dell’origine tale che, se 0 # = € U4, f(z) resti confinata in un prefissato intervallo
(I — &,1 + €) qualunque sia [ € [-1,+1], se appena si sceglie 0 < ¢ < 1.

Analogamente si dimostra (farlo per esercizio) che non esistono i seguenti limiti:

T = (k € N)esin(1/z) = —1 nei punti y;, =

lim z%sinz (a2 0) ]jrg m"‘sini— (a<0).
T—U4

T—4-00

0 10 20 30
y=xsinx

Fig. 4.12
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Si confrontino i grafici riprodotti nella Fig. 10 (che illustrano casi di esistenza
del limite) con i grafici delle Figg. 11 e 12 (che illustrano casi di non esistenza
del limite). In tutti i casi la funzione f(z) compie infinite oscillazioni quando z
tende a zp (zo = 0 oppure +00) ma 1’ampiezza di queste oscillazioni tende a zero
nei primi casi, resta costante o addirittura si amplifica nei secondi.

Vediamo infine come si comporta 1’operazione di limite rispetto al prodotto di
composizione.

» Teorema 2.9 - (Limite di funzione composta).
Siaf:A—Reg: B — Rconim(g) C A (cosicché e definita la composizione

fog:B — R). Sia xy un punto di accumulazione di B e risulti
lim g(z)=1 (2.4)

T-+T0

con g(z) # | definitivamente per x — g,
lim, f(4) = & (2.5)

dove 19,1,k € R* (oppure R).
Risulta allora

Jim f(g(@)) =k - (26)

Dimostrazione - Si osservi anzitutto che { & un punto di accumulazione per A, essendo,
per la (2.4), un punto di accumulazione per im(g): cid consente di formulare 1’ipotesi (2.5).
Assumiamo 29,1, k € [R. Per la (2.5), fissato € > 0, esiste § = &(¢) per cul: |f(y)—k| < ¢
sey€ Ae0 < [y—1| < 8. Perla(2.4), in corrispondenza di questo 6 esiste o = o'(6) per
cui: 0 < |g(z) —l|<bsezeBel0<|t—zpl <o

Percid, fissato € > 0, esiste ¢ = o(¢) per cul |f(g(z)) — k] < esez € Be
0 < |z ~ 29| < o, che prova la (2.6).

La precedente dimostrazione, condotta assumendo zg, !, k in R, si estende senza difficolta
al caso in cui qualcuno o anche tutti questi punti siano in R* oppure R. o

Le (2.4), (2.5) e (2.6) del teorema 2.9 si possono interpretare come formule di
cambiamento di variabili nel calcolo dei limiti.

Esempio 2.22 - Si voglia calcolare lhin zsin(1/x). Posto y = 1/z si osserva

I—I o0
che lim y=04.
z—300
Dunque lim zsin(l/z)= lim siny/y = 1 (cfr. esempio 2.11).
z—+t00 y—04

I teoremi 2.5-2.9 indicano come operare per il calcolo dei limiti tranne che nei
casi che abbiamo battezzato forme di indecisione. Come ci si deve comportare in
presenza di una forma di indecisione? Come si pud decidere se il limite esiste ed
eventualmente calcolarlo? Qualche “trucco” € indicato negli esempi 2.16-2.19.
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Vedremo pit avanti due strumenti estremamente potenti (teorema di de 1'Hopital
e formula di Taylor) che permetteranno di operare agevolmente nella quasi totalita
dei casi di indecisione.

Tuttavia il punte chiave nella risoluzione di una forma di indecisione sta nel
valutare le “diverse velocita” con cui una funzione tende a zero o all’infinito. Cid
¢ oggetto del par. 2.5.

2.4 Esistenza del limite (per funzioni monotone)

Ci proponiamo ora di trovare delle condizioni sufficienti a garantire la possibilita
di eseguire I'operazione di limite. A questo proposito la classe delle funzioni
monotone merita una considerazione particolare poiché per tali funzmm questa
operazione risulta sempre possibile.

m Teorema 2.10 - Siano a,b elementi di R*,a < b.

t) Sia f : (a,b) — R una funzione crescente.
i1) Per ogni z¢ € (a,b] si ha: hm f(z) = sup f.

(a,z0)
i2) Per ogni zy € [a,b) si ha: zggl+ f(=) = (;f)"fb)f

i1) Sia f:(a,b) — R una funzione decrescente.
i11) Per ogni zq € (a,b] si ha: zl{gn f(z) = (inf f.

it2) Per ogni zg € [a,b) si ha: hm f(z)= sup f.

(:l:o,b)
inf £ /

--f(xo)

1
1
i
1
i
1
|
'
'
1
]
1
1
[l
Il
1

b

1
h
i
1
'
i
)
T

a

K o S

Fig. 4.13 Esistenza del limite per una funzione crescente;

lim f= sup f ¢ lim f= inf f

T—To_ (a,z0) T—Toy (zo,b)

Si noti che f(zg) & diversa dai due limiti.
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Dimostrazione - Dimostriamo soltanto i1; le altre dimostrazioni sono analoghe e vengono
lasciate per esercizio. Sia sup f = ! e distinguiamo due casi: { finito, { = +o0.
Se 1 & finito, per le pro;:ig;)dell’eslremo superiore di f (cfr. 1.2) risulta
fl®) Ll Vz € (a, zp)
Ve >0, 3ze € (a,z0)
tale che: 1 — ¢ < f(z.) sicché, essendo f crescente, si ha:
l—e< f(z)<1 Vz € (ze,20) ;
cid prova che x_lig:_ f&)=1

Se poi I = +oo (e in tal caso non pud che essere zg = b, perché se fosse zg < b sarebbe,
essendo f crescente, sup f < f(zp)) abbiamo:
.%o

Vk >0, 3z € (a,b)
tale che:

f(ze) > &,
sicché risulta

f(&)y>k  Yze€(zgd);

cid prova che lil‘fbl f(z) = +o0. 0
r—0_

Esempi (Potenze, esponenziali, logaritmi)
2.23. Sia a # 0,29 € R4. Valgono le relazioni

0 0 . o a 0
(S @20 meo={3™ (20

lim z* =z§ lim z% =
T—To —04

Esse possono ricavarsi dalla monotonia delle funzioni z — z¢ (definite su R)
e dalle proprieta delle potenze (cfr. 2.3.2).

Per provare la prima conviene scrivere 2% = (z/zg)%z{ €, posto t = z/zg,
mostrare che tlmi t® = 1 (farlo per esercizio).

2.24. Sia @ > 0,a # 1,z € R. Valgono le relazioni

zo ljm az - {+OO (a > 1) lim az — {0+ (a > 1)

. T _
lim ¢" =a 0+ (a<1l) zo-c +oo (a< 1)

T—I0 T—+00
che derivano dalla monotonia delle funzioni esponenziali e dalle altre loro proprietd

(cfr. 2.3.2). Ancora, per provare la prima, conviene scrivere a® = a0 - @*~ 70,
porre t = z - g, € provare che tlin}’,at = 1 (farlo per esercizio).
—
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2.25. Sia a > 0,a # 1, ¢ € R4. Valgono le relazioni

. 3 . |- (a>1)

Jimloge = g0ty dogae = {13 02}
: _ [+oo (a>1)

i o= {3 (02

che possono essere dedotte dalle precedenti, ricordando che il logaritmo ¢ la fun-
zione inversa dell’esponenziale, e utilizzando il teorema 2.9.

Osservazione 2.6 - Utilizzando i risultati degli esempi 2.24 ¢ 2.25 e il teorema
2.9 possiamo semplificare il calcolo di limiti che si presentano sotto la forma

lim f(z)?®) (2.7)

I—To

(con f(z) definitivamente positiva).
Infatti possiamo scrivere, scegliendo una base a # 1,

f(2)9(®) = q9(=)1og4 f(2)
e percid il limite (2.7) viene ricondotto a uno del tipo
Jm g(z)log, f(z) . (2.8)
Si vede cosi che, accanto alle forme di indecisiohe gia viste (co —0,0/0, 00 /00,
0 - 00) sono da considerarsi forme di indecisione anche le seguenti
0, 1® , o

che, per quanto detto, si possono perd ricondurre alla forma di indecisione 0 - co
(si noti che 0 non & una forma di indecisione!)

Esempio 2.26 - Si voglia calcolare lim z®e lim z%.
04 z—4 00

Bastera calcolare (con @ > 1) lim zlogz,z e lim zlog, z. Il primo & una
r—04 z——+00

forma di indecisione 0 - oo che sara risolto in 3.2 e risulta 0 (cfr. esercizio 3.12);
il secondo & +oco. Percid abbiamo

im z*=1 , lim 2°=+4c.
z—04 z—+00
Esercid

7. Dimostrare che se¢ f(z) > 0 definitivamente per z — zq ¢ se esiste Ilim f(z) =1
—zp
alloral > 0.
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8. Calcolare mediante il teorema del confronto
a) lim z(a+sinz) (a € R)
r—+ 00

1
b) i —_— Ry .
) x—lr-{-]oo (2 = cosz)z @€ Ryt

9. Siano

_JO0 sex=0 R |
f(x) = 1 sez#0 °© g(z)_zsmx.

Siha: f(z) — 1 e g(xz) — 0 per 2 — 0. Si pud applicare il tcorema 2.9? Giustificare
la risposta.
10. Calcolare i seguenti limiti

L g
a) lim ~£3%
r—0 sin 2z

. 1)2
b) lim (l‘ 1)
z—1 sin7wz

1
¢) lim z%sin= (a>0).
T—+00 X
11. Siano:
P(2) = anz™ + an_12" 4+ + a1z + ap

-1

Q) =bmz™ +by12™ T 4+ bz + b

(an ¢ by, non nulli).
Discutere al variare di n ¢d m,

. P(z)
0@

12. Sia f(z) = 1g(x) la funzione caratieristica dei razionali. Verificare che Vo € R”
(0 R), lim f(x) non esiste.
r—xo
13. Dimostrare che lim tgx non csiste.
€L OO

14. Calcolare i seguenti limiti
a) lim 2Y/°

z—04
b) lim (sinz)l/(cosz=1),

.'L‘——*O+

¢) lim (tg2)/"®) ()

15. Calcolare i seguenti limiti
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2) lim (Vz*-2?-2?)
z—too

b) lim (V23 -z -2)
z—to0

2.5 Infinitesimi ed infinitl. Confronti.

Siano f e g due funzioni definite in un intorno di zy € IR*, tranne al pil nel
punto z stesso. :

Si dice infinitesimo per z — z¢ ogni funzione f(z)che tende a zero per z — zy.
Si dice infinito per * — z¢ ogni funzione che tende a +o0o oppure a —oo (0 anche
a o).

Esempi
2.27. sinz,z!/3 log,(1 + ) sono infinitesimi per z — 0; 1/y/z e 2~ sono

infinitesimi per z — 400; log(1 — z) & infinito per z — 1.

Quando le due funzioni f e g sono entrambe infinitesimi per x — xq ¢ utile
poter stabilire un confronto tra esse. A tale scopo, se g ¢ definitivamente # 0 per
z — g, consideriamo il limite di f/g; si hanno quattro possibilita:

1. 0
lim f(z) _ 2. [ finito e diverso da zero
z—z0 g(z) 3. infinito (+00,—00 0 c0)
4. non esiste.

Diciamo che, se vale

1: f @ infinitesimo di ordine superiore rispetto a2 g;

2: f & dello stesso ordine di g,

3: f & infinitesimo di ordine inferiore rispetto a g;

4: f e g non sono confrontabili.

Se f e g sono entrambe infiniti per  — ¢ in corrispondenza alle quattro
possibilitd indicate sopra per il limite del loro rapporto, diremo che:

se vale:

1: f & infinito di ordine inferiore rispetto a g;

2: f & dello stesso ordine di g,

3: f & infinito di ordine superiore rispetto a g;

4: f e g non sono confrontabili.
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Esempi

228. z ¢ sma: sono infinitesimi dello stesso ordine per z — 0 (cfr. esempio
2.11); cosi pure z2 e 1 ~ cos 2z (cfr. esempio 2.12).

2.29. Per z — +oo le funzioni % (a > 0), a® (a > 1) e log, = sono infiniti
(cfr. esempi 2.23 — 2.25),

Il confronto tra questi infiniti sara fatto nel paragrafo 3.2.

Se f; ¢ infinitesimo di ordine superiore a f (per ¢ — z() diremo che f; &
trascurabile rispetto a f o anche che f & dominante rispetio a fy; questo modo
di dire & giustificato dal fatto che, se f, f1, ¢, ¢; sono infinitesimi, f; di ordine |,
superiore ad f, g1 di ordine superiore a g, allora risulta

LAth o fL1+A/f L f

=20 g+g1 % g l+gifg -%g

cioé sia a numeratore che a denominatore si possono di fatto omettere, per il calcolo
del limite, gli infinitesimi di ordine superiore.

3 L
z+(s‘:x) 2 im 3= 3,
v - z—0 —2

Esempio 2.30 - lim
I—

Analogamente, se f; & infinito di ordine inferiore a f diremo che f; & trascurabile
rispetto a f.

2, 1/2 2 1
Esempio 2.31 - lim £_+_+_|z|___ lim z__ lim -—=0.

g—-00 3z — 123 T zh—0—23  z5-
Sono entrati nell’uso corrente alcuni simboli (detti simboli di Landau), utili
nell’esprimere relazioni di confronto tra funzioni,
1. Il simbolo o(-) (“o piccolo di - - +")
Se g & definitivamente # 0 per z — 2y, allora
f(z) = o(g(x)) significa lim _gz_)
I—ZTp g(z)

ovvero che f ¢ infinitesimo di ordine superiore a g per ¢ — z¢. Osserviamo che
f(z) = o(1) significa semplicemente che f(z) ¢ infinitesimo. Percio, la formula

lim f(z)=1, seleR,equivalea f(z)=1+0(1) (z — z9).

r—xg

2. Il simbolo O(-) (“O grande di ---”)
Se g(z) ¢ definitivamente # 0 per ¢ — g, allora

1)

f(z) = O(g(z)) significa @)

definitivamente limitato per  — zp.
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In particolare, f(z) = O(1) significa che f(z) & definitivamente limitata per
T — g (cid non esclude che f(z) possa essere infinitesima).

3. Il simbolo ~ (“asintotico a - - -")
Se g(z) & definitivamente # 0 per z — zg, allora

f(z) ~ g(z) significa zli{go % =1.

Una semplice ed importante proprietd del simbolo di asintotico & la seguente:

se f~ fi,e g~ g perz — z¢ allora f/g ~ f1/g1 che in molti casi risulta
utile nel calcolo dei limiti.

Si osservera che nella classe delle funzioni definitivamente diverse da zero per
x — ¢ la relazione ~ & riflessiva, simmetrica, transitiva; tali funzioni si distribui-
scono percid in classi di funzioni a due a due asintotiche.

4. Il simbolo = (“stesso ordine di grandezza di ---”)

Se g(x) & definitivamente # 0 per  — o, allora f(z) < g(z) significa che
esistono due numeri positivi, m e M, 0 < m < M, tali che si abbia definitivamente
per r — Xy,

m|g(z)l < |f(z)| < Mlg(=)] .

In particolare, f(z) x 1significa che sia f(z) che 1/f(z) si mantengono limitate
in un intorno di zg.

Anche la relazione binaria < & un’equivalenza nella classe delle funzioni defi-
nitivamente # 0 per x — .

Esempi
2.32. Sia z — 0. Verifichiamo le relazioni seguenti.
a)sinz~z
b)tgz ~z
¢) sinz = o(1)
d) tgz = O(z)
&) z = o(/[al)
322 +zxz
g) 22 4 3z* = O(z?).

sinz

a) Dall’esempio 2.11

b)tgz:sinz 1 1
z T CcosIT

¢) Equivale a sinz — 0
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t
d) Essendo “E% —, 1, 82 & definitivamente limitata per & — 0
T

T
e) = =signz -4/|z] =0
Vizl
2
f) 327tz =3z+1—-1ecequindi3z+1 ¢ 1 1 sono definitivamente
T
limitate per z — 0
1)2 + 3.’1)4 2 . g4 D ", o
g) —a = 1+ 3z° - 1 e quindi 1+ 3z? & definitivamente limitata.

L’allievo verifichi che sono false le relazioni
1—cosz ~ 2%, sinz =o(tgz) , 22 = 0(z3).

2.33. Sia 2 — 4-00. Sono vere le relazioni

‘cosz = O(1), log,z = 0(z) (a>1) .

[z)~z, Va2 -1~z 24+ V22 -1X2z.

Sono false le relazioni
¢+ Va2 —1~a, cosz=o(1), 23 ~2?.

Asintoti.
Interessante ¢ il caso

f(z) =az + b+ o(1) per z — +oo (oppure — o). (2.9)

La (2.9) esprime il fatto che f si “comporta” come un polinomio di primo grado
quando z — 400 (—00) .

In tal caso la retta y = ax + b viene detta asintoto per la funzione f. Se a = 0
si ha un asintoto orizzontale, obliquo se a # 0.

L’interpretazione geometrica della (2.9) ¢ la seguente. Indichiamo con r la retta
di equazione y = az + b e con Py il punto di coordinate (z, f(z)).

Se d(Py,r) indica la distanza di P, da r si ha ).

jaz +b— f(2)|

va?+1

Dunque la (2.9) equivale a d(P5,r) — 0 per £ — +00 (—0).

d(Pz,7) =

(*) La formula per la distanza di un punto P = (0, yo) dalla retta di equazione mz +ny+g =0

& jmzo + nyo + ql/vV/m? + nk.
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Px

1
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1
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Fig. 4.14 La retta r & asintoto obliquo per f quando  — +00.

E facile poi verificare che la (2.9) ¢ equivalente alle seguenti due condizioni, a
volte di pitl facile uso nelia determinazione di eventuali asintoti:

=)

(2.9) & ~a€R, e f(z)—ar—bER . (210)

Accanto agli asintoti orizzontali ed obliqui, vi sono quelli verticali:

se zg € R e almeno uno dei limiti per £ — zg+ 0z — 2o~ di f & Loo la retta
di equazione = = z¢ si dice asintoto verticale per f.

Fig. 4.15 Poiché lim f(z) = +4oo, laretta z = 2o
:L‘—P:L‘o.'.

¢ asintoto verticale (da destra) per f. Si vede che d(Pz,r) —
0 per z — rp+.

Xo

Esempi
2.33. a)ac Si ha: :cli»r-fr-loo P = 1; dunque y = 1 & asintoto orizzontale per .
b) = Foo; dunque ¢ = —1 & asintoto verticale (da destra e da

im
z——1+ 2 41

sinistra) per f(z) = xL-i-l
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zly /141 zz
¢) Sia f(z) = V22 + 1. Poiché z:' il /

. Vet 4+l

lim ——— = +1.
T— 300 z

1
Essendopoi V22 4+ 1—2 = ——=—— —0perz - +toeVvVz2+1l+z =
) P Vet+ 14z P
= ———— — 0 per z — —o0, concludiamo, in base alla (2.10), che y = z
Vet +1l-z P y

& asintoto obliquo per z — +oo mentre y = —z lo & per z — —oo.

d) Sia f(z) = 2 + J2. Per z — +oo f(z) ~ 2 ma y = z non & asintoto
obliquo per f in quanto f(z)—z /4 0.

11 confronto tra infinitesimi e infiniti pud esserc a volte reso pit preciso “misu-
rando la velocitd” con cui una funzione tende a zero o all’infinito rispetto ad un
infinitesimo o ad un infinito, scelto come campione (una spccie di unitad di misura).

Ci riferiremo agli infinitesimi, ma tutto si pud estenderc con facilitd al caso degli
infiniti.

Sia ¢ un infinitesimo positivo per z — zy che scegliamo come campione.

Se f(z) & un altro infinitesimo (per 2 — z¢) ed esistono due numeri reali a e
k, diversi da zero, tali che :

J(@) ~ kg(z)®

allora si dice che f € di ordine a rispetto a g e che k g(z)“ ¢ la parte principale
dell’infinitesimo f(z).
Esempi

2.35. Sia z — 04 e g(2) = z Pinfinitesimo campione.

a) Vo € Ry f(z) = 2 ¢ di ordine « rispetto ad z (ovvio!)

b) Va € Ry sin(z?®) & di ordine « rispetto ad z. Infatti posto z = ¢ si ha
sint ~ t e quindi sin(z®) ~ 2°.

¢) 32° + 623 + 22 & di ordine 2 rispetto ad z. Infatti 3z° + 623 + 22 ~ 22

2.36. Sia 2 — +oc ¢ g(2) = 1/z Pinfinitesimo campionc. Allora:

1 .
a) sin —ﬁ & di ordine 1/2

%—fﬁ & di ordine 2.

b)

c) \/f+ ! ¢ di ordine 5/2.
23— 2

Lasciamo al lettore 1a verifica di queste affermazioni.
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Esercid
16. Vero o falso:
sinz 1
a)

N; per z — +o0

b)tg(—%)rvvl_; per r — +0o
sin 2¢ -
m’“iﬂa # perz—04 (a,8€Ry)

o .
) T2 008 per g — +oo (a,f € Ry).
2P — cosz
17. Dimostrare, esibendo un controesempio, che f ~ f1 e g ~ g; non implica (f — g) ~
(f1—g1)

18. Sia z — 04. Dimostrare le seguenti proprieta del simbolo o:

k
A Y o(z®) = o(z™" %) (a;€ Ry perognij=1,--,k)
=1
b) 2% - o(z”) = o(z°¥) e 0(2%) - o(zP) = o(2®F)
c) o(o(z?)) = o(z?).
19. Vero o falso. Sia £ — +0c0.
a) 2+sinz = 0(1)
b) ztgz <z
AOVEZ—z-zx1
VzZ + 1+ cosz 1
“Biar1 (‘) :

z

20. Scriviamo “~ => <" come abbreviazione di f ~ g = f < ¢g. Analogamente per le
altre coppie di simboli.

Completare la tabella seguente riguardante le mutue implicazioni tra i simboli di Landau:
gli antecedenti sono riportati nella colonna a sinistra (Inserire V quando I’implicazione &
ritenuta vera e F quando falsa).

d)
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21. Vero o falso: siano f, fy — +oo
afi~rf=>-f—0
bh-f-0=Ni~].

22. Vero o falso: siano f, fi — +00,a € Ry a # 1.

Q) f~f1=>al ~alt

b) f~fi=>al xalt

dal~nalt o fy

d) f ~ fL = log, f ~log, fi.

23. E vero che se f(z) ~ az + b per z — +co la retta y = az + b & asintoto obliquo
per f?

24. Per quale/fi tra le seguenti funzioni si pud escludere (senza calcoli) I’esistenza di un
asintoto obliguo per z — +co?
Per le altre calcolare 1’eventuale asintoto obliquo.

a) log,(z3 + 1)
b) z(sinz + 3)
0 22 +1 .

zZ4+z+1

x
d 3—.
z

25. Determinare I’ordine di infinitesimo rispetto a g(z) = z, per z — 0 delle seguenti
funzioni e Ia loro parte principale.

a) cosz — 1

b) (sin 3 ¥/z)?

c) gz

d) —_,,\;_;(1 ~ (cos2)?).

3. SUCCESSIONI A VALORIIN R

3.1 Limite di una successione

Una classe di funzioni che merita una trattazione particolare per quel che riguarda
I’operazione di limite & costituita dalle successioni, cio¢ dalle funzioni definite su
IN. La situazione risulta semplificata, rispetto al caso generale delle funzioni, dal
momento che ’'unico punto di accumulazione di IN & +o0, e percid si presentano
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solo i seguenti casi: sia {a,} una successione con valori in R (*):
) lim a,=1€eR
n—+oo
i) lim a, = +oc,—00,00
n—-+00
t11) lim a, non esiste.
n— 400
Nel primo caso la successione si dird convergente, nel secondo divergente, e nel
terzo irregolare (o indeterminata). Per comodita dell’allievo ripetiamo ancora la
definizione di limite adattandola alla situazione presente:

7) 1ir_£1 ap = | € R significa che: fissalo ¢ > 0, in modo arbitrario, esiste un
n—-1+00

N (dipendente da questo € : N = N(¢)) tale che: se n > N risulta |ap, — | < €.

1) lir_p an, = —oo significa che: fissato k¥ > 0, in modo arbitrario, esiste un
n—+4+00

N = N(k) tale che: se n > N risulta a, < —k.
(Ripetere la definizione quando il limite & 400 oppure o).

Le analoghe definizioni per il limite per eccesso o per difetto si adattano senza
difficolta.

Dal calcolo dei limiti sviluppato in 2.3 si ricavano immediatamente le seguenti
proposizioni.

Proposizioni

3.1. (Permanenza del segno) Se a, — [ > 0 (< 0) allora é definitivamente
an >0 (< 0) (non vale il viceversa) (cfr. teor. 2.3).

Si osservi che la locuzione “definitivamente” per le successioni significa: “per
n abbastanza grande”, cio¢ per n maggiore di un opportuno N. Per esempio, la
successione n — 104/n & definitivamente positiva: infatti & positiva per n > 100.

3.2. Se {an} & convergente, allora ¢ limitata (non vale il viceversa) (cfr. osserv.
2.2).

3.3. (Confronto) Se ¢ definitivamente a, < by < cp € se ap — I, ¢cn — 1, allora
anche by, — 1 (cfr. teor. 2.4).

3.4. Se ¢ definitivamente a, < b, e se ap, — +00, allora anche by, — +00;
analoga proposizione se b, < ¢p € ¢ — —00.

I teoremi 2.5, 2.6, 2.7, 2.8 del calcolo dei limiti si semplificano (per 1a minor
varieta dei casi in esame). Vale anche il teorema 2.9, opportunamente adattato. Il
teorema 2.10 sui limiti delle successioni monotone si pud enunciare cosi:

(*) Anche sc non sara ogni volta detto esplicitamente, tutte le successioni considerate in questa
sezione sono a valori in R.
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3.5. Una successione (definitivamente) crescente ammette sempre limite | =
sup{an}, tale limite & percid finito se {an} & limitata superiormente, altrimenti
| = +00. Analogo & ’enunciato per le successioni decrescenti.

Esempi

1 ’ 1 1 .
3.1. — — 0; infatti, fissato ¢ > 0, risulta — < € per n > ;; basterd percid

n n
prendere N = [1/e] + 1. Pud essere interessauic notare che per questa semplice
dimostrazione & necessario utilizzare il principiv di Archimede!

3.2. (—1)® & irregolare.

LN 1_; basta osservare che D=1 1 .
n+1 n+1 n+1

34. ¥/a— 1 (a > 0);sia a > 1 e poniamo {/a = 1+ hy (con hy > 0); risulta
a = (14ha)" > 14 nhy, perla (3.11) del cap. 2 (disuguaglianza di Bernoulli) da
cui si ricava che 0 < hy, < (a — 1)/n; applicando il criterio del confronto (prop.
3.3) si deduce che hy, — 0.

Se & a < 1 siscriverd ¥/a = 1/¥b (con b = 1/a > 1) e applicheremo il
risultato precedente insieme col teorema 2.5 (iv) del calcolo dei limiti.

3.3.

3.5. La progressione geometrica.

0 se gl <1
1 seg=1
lim ¢"=1¢ 40 seqg>1
n—teo non esiste se g = —1 .
00 se g < —1 (non esiste in IR*; esiste in R) .

1
Nel primo caso, posto ¢ = 1 (con p > 0) risulta

+p
1 1
. < < —
(1+p)* " 1+np " mp
Nel terzo caso, posto ¢ = 1 + p (con p > 0) risulta

0<qg"= - 0.

=(01+p)"21+np—+00.

Nel quinto caso, i termini della successione sono alternativamente positivi e nega-
tivi; mentre in valore assoluto tendono a +oo; percid il limite non esiste in R*,
ma esiste in R ed & oo.

3.6. nliI-{-loo‘ﬂz + 1 — v/n — 1; per risolvere la forma di indecisione co — oo
2

basterd scrivere: 1- -1=
asterd scrivere: +/n + vn e Y e
percid 0.

; il limite proposto &
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Osservazione 3.1 - Se {an} & una successione stabilizzata di numeri reali (cfr.
2.2.1) che individua il numero reale ¢ allora {a,} & convergente e il suo limite &
a. Non & vero il viceversa; per esempio, la successione

- 14 10~™ per n pari
"7 1-10"" per n dispari

non & stabilizzata, ma & convergente a 1.

I1 seguente teorema mette in relazione limiti di funzioni e limiti di successioni.

m Teorema 3.6 - Siadata f : X — R e sia x¢ un punto di accumulazione per
X. Allora si ha:

lim f(z)=1 . (3.1)

T—Zg

se e solo se, per ogni successione {ayp}, a valori in X\{xzy} e convergente a z,
risulta

lim f(ap)=1. (3.2)

n—-40o

Dimostrazione - Siano zg ed | € R. Mostriamo che da (3.1) segue (3.2). Infatti, se vale
(3.1), fissato € > 0, esiste un § > 0 tale che:

[f(g)~l<esezeXel<|z—20/<b.

Ma, se {an} & convergente a z, in corrispondenza di questo § esiste un N tale che: se
n > Nrisulta 0 < |ap — 29| < 6 e pertanto |f(an) — I| < &. Vale percid la (3.2).
Viceversa, mostriamo che da (3.2) segue (3.1). Per assurdo: valga (3.2) ma (3.1) sia falsa;
allora esiste un ¢ > 0 tale che, per ogni § > 0, si pud trovare un punto a € X con ¢ <
la —zg| < 6 e |f(a)—1] > . Diamo a § successivamente i valori 1,1/2,1/3,---,1/n---
e siano ay i corrispondenti punti di X tali che 0 < |an — z¢| < —e (f(an) =1 2 &

la successione {an} converge a z(, ma f(zy) non tende a ! contro I'ipotesi (3.2). La
dimostrazione si estende senza difficolta ai casi in cui 2o o I non siano finiti. o

Questo teorema ci permette di ricavare molte proprieta dei limiti per le funzioni
da analoghe proprieta dei limiti per le successioni. Qualche applicazione sara data
nel prossimo paragrafo.

E anche utile nel caso si voglia dimostrare che una funzione f non ha limite
per  — zo: sara sufficiente a tale scopo esibire due successioni {z,} e {z,}
entrambe tendenti ad zq e tali che f(zn) — I}, f(z}) — Iy con I} # I;. Un
esempio & dato negli esercizi.
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3.2 Confronti

Successioni infinitesime (cio® convergenti a zero) o infinite (cioé divergenti) pos-
sono essere confrontate tra loro come si & fatto per le funzioni; valgono definizioni
analoghe a quelle date in 2.5.

Esempi

3.7. Confrontiamo le successioni {y/n} ¢ {a"} (a > 1). Posto a = 1+ A
(h > 0) abbiamo:

Vi_ i ]
an (1+h)n—1+nh—hf

Dunque {a"} ¢ un infinito di ordine superiore a 1/n.

3.8. Verifichiamo che ].iI_I_l na~" =0 (a > 1). Cisiriduce al caso precedente
n—+oo

scrivendo na~" = (y/n b=")? con b = \/a.
Pill in generale, osservando che si pud scrivere n¥a=" = (nb~")F con b = al/¥,
risulta lim n¥a™™ = 0 per ogni k intero > 1.
n—+-00
E infine, osservando che, per ogni a > 0, nlal < no < glalt+l possiamo
concludere (applicando i risultati precedenti e il teorema del confronto)
lim n% ™ =0. ' (3.3)

n—-4+00
Si noti che la (3.3) vale banalmente anche per a < 0.

3.9. Se, al posto di n, c’¢ una successione qualsiasi {py,} divergente a +oo, i
risultati precedenti sussistono ancora:
pa
lim =+~ =0, c€eR, a>1. (3.4)

n——+co aPn

Si comincia col mostrare che |/ppa™P" — 0; infatti, posto @ = 1 + A, si ha:

\/— \/I”—n \/P_ \/-ﬁ; < 1 1 -0
AR S A4 AP S T+ pal®) ~ /o] | o]

Si procede poi come in 3.8.

3.10. Poniamo, nella (3.4), p, = log,n (con b > 1); allora, tenendo conto che
log, n = log, n - logy a, posto B = log; a, abbiamo

o
im do8m)_ g (3.5)

n—<400 nﬂ

relazione validaperognic € R, 5> 0,0 > 1.
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I limiti sopra illustrati descrivono la *“velocitd” con cui gli esponenziali (con
base > 1), le potenze, i logaritmi (con base > 1) vanno all’co: questi vanno pill
lentamente di qualsiasi potenza, le potenze pil lentamente di qualsiasi esponenziale.

Infiniti di ordine superiore agli esponenziali sono illustrati dai seguenti due limiti
che proponiamo per esercizio:

n

.oa" '
nllrr-{»loo F =0 (a > 1) (36)
n!
plm -n—n- =0. (3.7)

[Suggerimento: per la (3.6), posto h = a/([a] + 1), risulta 0 < h < 1 e, scrivendo
n = [a] + m, abbiamo

as o a a

n! 1 2 [a] [a]4+1 [al4+m
per la (3.7) si osservi che

M_o123 WA QD n (L)

n™ n on n n n n" (:/?
Utilizzando il teorema 3.6 i confronti fra esponenziali, potenze, logaritmi si
estendono dalle successioni alle funzioni. Si ottiene cosi, dalla (3.4):

[4

lim = =0 a€R, a>1. ' (3.8)

z—+00 a¥

< allpm

Se nella (3.8) poniamo z = log, ¢ e utilizziamo il teorema 2.9 otteniamo (scri-
vendo § in luogo di logy, a)

. (logyz)* _
Jim B0 aeRp>05>1. (3.9)

Osservazione 32 - In 2.3.2 e 2.3.3 abbiamo introdotto le operazioni di eleva-
mento a potenza con esponente reale e di logaritmo utilizzando successioni stabiliz-
zate di numeri razionali; le stesse operazioni si possono definire anche utilizzando
successioni convergenti di numeri razionali (ma il concetto di successione stabi-
lizzata & piu elementare di quello di successione convergente!). Accenniamo al
procedimento per definire a® (con @ > 1€ a € R).

Sia {pn} una successione crescente di numeri razionali convergente ad o (si
scrive : pn T a). La successione {aP”} & anch’essa crescente, limitata e percid
convergente; sia / il suo limite. Per poter definire a® := [ occorre verificare che,
se scegliamo un’altra successione {¢n}, ¢n 1 @, si ha ancora a9 1 L.

Si ha:

aln — g9 = aq»(apn"Qn — 1) .
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Poiché a?* — l e aP»~I» — 1 (essendo p, — g — a — a = 0), risulta che
aPr — g9 — 0; dunque aP» e a?* tendono allo stesso limite.

Possiamo quindi definire a® := lir_1+1 aP™ dove p, & una gualunque successione
n—-1+00

di razionali tale che p, 1 a.
Si possono poi verificare senza difficolid le proprieta Eo-Es.

Esercid

1. Usare la definizione di limite per verificare che N
2

—1

a)'n

n? 41
b) vVn—1— 400
¢) Vn2 51

nlo

d)iﬁz — 0.
2. Sia {a,} una successione a valori positivi.

a) Dimostrare che, se esiste un numero k, 0 < k < 1, tale che, definitivamente, ¢/an < k
allora a, — 0.

b) Dimostrare che, se esiste un numero k,k > 1, tale che, definitivamente, {/a, > k
allora an — +co.

3. Sia {ay} una successione a valori positivi tale che Van —~1le R
Utilizzando il risultato dell’esercizio 2 dimostrare che

ayse I<1 alora an—0

byse I>1 allora ap,— +00.

Esaminare il caso I = 1.

4.* Sia {an} una successione a valori positivi.

An+1

a) Dimostrare che se esiste un numero k, 0 < k < 1, tale che, definitivamente, . <k
n
allora an, — 0.
a

b) Dimostrare che se esiste un numero k, k > 1, tale che, definitivamente,
allora an — +00. ' "
5. Sia {an} una successione a valori positivi tale che QZ+_1 —1eR"
Utilizzando il risultato dell’esercizio 4 dimostrare che
ayse {<1 allora an—0
byse 1>1 allora a,— +0o.

Esaminare il caso | = 1.
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n
6. Utilizzare I’esercizio 5 per ritrovare che % — 0 (Va e R).
7. Calcolare i limiti delle seguenti successioni
Yn+logan+1
n 41
.1
b) \/ﬁ'sm;l; (e € Ry)
n!
O GF - =)
d) /n®—nat1-n? (aeRy)
8. Calcolare i limiti delle seguenti successioni:

na

T S—— R
V1o o (P€Ry)
b 1+3+65+---+2n+1

1+2+3+--4+n °

9.* Dimostrare, utilizzando il teorema di confronto 3.3, che

1 1
li e — ) =
a)n_{riloo<n2+1+ +n2+n) 0

2

1 1
b) lim —_—_— =} =1.
n-*+°°<\/n7+1 x/n+n7)

. . 1 . . .
10. Dimostrare che lim cos— non esiste utilizzando il teorema 3.6.
z—04 z
. . . 1 1
[esibire 2 successioni {zx }, {z%} tali che 5, — 04, zy, — 04 €cos — —l,cos = —
n n
" coni# 1]

11. Calcolare i limiti delle seguenti successioni

2) log,n+1

Vn+1
n+4 2"
n+n!

b)
© e (20!
C ) —'-ln—.
12. Dimostrare che Va > 0,
lim z%logyz=0.
z—04
13.** Dimostrare che se a, — I € R allora

g1+ax+---+an
n

-1,
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E vero il viceversa? [Considerare an, = (—1)"].
Utilizzando ora il risultato precedente dimostrare che se ¢, - 1 € R, an, > 0Vn > 1,

allora ¢/ay-az--an — L

E vero il viceversa? [Considerare an, = 2 + (-1)".

14. Sia data la seguente successione per ricorrenza

so=1 Snt+1 =Vsn+2.
Dimostrare che:

1) sn & monotona crescente

1) sy, & limitata: 0 < s, < 2

1i7) dedurre che lim s, esisteed & 2.
n—+oo

15. Dimostrare che la successione di Fibonacci Fp, definitada Fo = 0, Fy = 1, Fpo4q =
= Fy, + Fp—1 & divergente a +o00.

3.3 1l numero “‘e”; alcunl limiti notevoli

Dimostreremo, in questo paragrafo, il seguente
s Teorema 3.7 - La successione

1 n
an = (1 + ';) n=12,... (3.10)

é convergente.

Osservazione 3.3 - 11 limite della successione (3.10) viene universalmente in-
dicato con la lettera “e”. Esso, come vedremo, & un numero irrazionale la cui
rappresentazione decimale inizia cosi:

2.7182818284---

Questo numero, che & secondo in quanto a popolaritd solo a r, entra in moltissime
questioni, non solo di matematica. Tanto per cominciare, esso viene spessissimo
utilizzato (per ragioni che vedremo), come base dei logaritmi, i quali, quando si
usa questa base, vengono detti naturali o neperiani (*) e indicati semplicemente
col simbolo log (oppure 1n) senza indicazione della base (quando si usa la base 10
si scrive talvolta Log invece di log,).

11 numero “e” & popolare anche tra gli economisti per il seguente motivo.

Supponiamo di possedere un capitale (per esempio, 1 milione di dollari) e di
investirlo al tasso ¢ di interesse annuale (cio& con una rendita di ¢ milioni all’anno).

(*) Dal nome del matematico John Napier (1550-1617), inventore dei logaritmi.
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Se Pinteresse viene pagato annualmente, dopo 1 anno il capitale posseduto sara
1+ t. Se I’interesse viene calcolato mensilmente avremo:

dopo il primo mese un capitale paria 1+ i%;
dopo il secondo mese paria 1+ ! +L(1+ : ) = (1+i)2-
P P 12712\ "12) T\ Tz’

dopo il terzo mese pari a (1 + t )2i + (1 + i>2 = (1 + i)s
P P 12) 12 12) “\UT12)
12
alla fine dell’anno avremo un capitale pari a (1 + —) .

12

Se I’interesse viene calcolato ogni n—esimo di anno, avremo alla fine un capitale
pari a

n
(1+3)"
n
Se t = 1 (rendita del 100%!) otteniamo esattamente la successione che definisce

669
.

e
Far tendere n ad oo significa calcolare 1'interesse dopo frazioni di anno sempre
piu piccole fino ad arrivare a calcolarlo con continuita. Il capitale che si ottiene
alla fine dell’anno in quest’ultimo caso & esattamente pari ad “e”.
Dimostrazione del Teorema 3.7 - Si svolge in due passi:

t) mostriamo che {a»} & monotona crescente
1) mostriamo che {an} & limitata.

Di conseguenza (cfr. proposizione 3.5) {an} converge al suo estremo superiore.

) Risultaa; =2e,pern > 2,

an (141/n)" _(n+1)n(n——1)n/n—l_&—l/rﬂ)".

g1 (A+1/(n-1))1 " \"n n n  1-1/n

Per la disuguaglianza di Bernoulli (1 — l/nz)” >1-1/n epercid ap > ap_j; risulta
allora, an 2 2Vn=1,2,..-
i7) Consideriamo la successione {b,} cosl definita:

1 n+1
n

risulta b1 = 4 e per n > 2, (ragionando come in f))

b __(+ymmt  141/n
bn-1 (14+1/(n-1))* ~ Q+1/(n2-1)" "
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Ma

14 o " LIRS
n—1 +n2-l n? n

cosicché by, < bp~1; dunque 6, <4Vn =1,2,---.
D’altra parte by, > an, da cui si ricava’

'

Osservazione 3.4 - Dalla dimostrazione precedenic risulta che {a,} converge
ad e per difetto. Risulta anche che {by} converge ad e per eccesso; infatti b, =
= a,(14+1/n)c percid lig\ b, = €; macssendo {0, } dccrescente, essa converge

N——4+00

al suo estremo inferiore. Prendendo, per csempio, n = 5, si trova:
2.4883 < e < 2.9860 .

Infine lo scarto b,, — a, pud essere cosi stimato:

1 4
<

by — =b,——— .
n — Qn nn-{-l_n+1

Quecsta disuguaglianza indica che ... 1a definizione di e non ¢ adeguata al calcolo
dellc sue cifre decimali. Infatti, arrestandosi al termine n—csimo della successione
{an} ({bn}) olteniamo una approssimazionc per difctto (per eccesso) di e con un
errore inferiore a 4/(n+ 1). Tale procedimento di calcolo approssimato del numero
e ¢ percid troppo lento, poiché, ad esempio, prendendo n = 400, abbiamo ancora
incerlezza sulla seconda cifra decimale! Per il calcolo di e si usano infatti metodi
diversi che vedremo in seguito.

Corollario 3.8 - Se {24, } ¢ una successione tale che, per n — +0c,

1) Ty — +00 oppure 1) Tn — —00 oppure til) x, — oo, Sempre si deduce

1\*
lim (1+——) —e. (3.11)
n——+00 Ty
Dimostrazione -
1) Poniamo

N N
S G e B )

POiChé [an] S In S [J‘n} -+ l, si ha

P\
ans<1+"—) Sﬁn»

In
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wn=(1o5) ()

Per cui, applicando il teorema 3.7, ay — e, analogamente 3, — e; la (3.11) segue allora
dal teorema del confronto.

i) Zn — —00; POStO Yyn = —Zn, risulta yp, — +oo0 €

Ty —Yn Yn Yn—1
1
1+i = l—i Y ] =1+ 1 1+ )
In Yn yn— 1 Yn—1 Yn — 1

e la (3.11) segue per quanto dimostrato in 7).

ii7) &n — oo (esistono infiniti z, > 0 e infiniti 2, < 0). Si consideri la successione
degli 2 > 0 ¢ quella degli z», < 0; per la prima, divergente a +oo, possiamo applicare il
punto 2); per la seconda, divergente a —oo0, si applica il punto i7); allora per la successione
completa, ragionando in base alla definizione di successione convergente, si conclude che
vale ancora la (3.11). o

Corollario 3.9 - Sia z tendente a + o, oppure —co, oppure co. Allora
1 4
(1 + —) —e. _ (3.12)
z

L’affermazione segue dal teorema 3.6 ¢ dal precedente corollario.
Dalla (3.12), utilizzando ripetutamente il teorema 2.9, si deducono i seguenti
limiti, fondamentali per I’analisi matematica.

Proposizione 3.10 -

0\? oo _
(1 + —) - ¢f perz — —o0 VOeE R (3.13)
z 00
(14 6y)/Y - € pery—o0 Ve R ' (3.14)
el +9) 1 pery—o (3.15)
Y
ay -1
— loga pery— 0 Ya>0 (3.16)
0 —
(1_+§’y)_1_,e pery — 0 VOER . (3.17)
Dimostrazione -

(3.13) Se ¢ = 0 & ovvia. Se § # 0 si ponga t = z/8 ¢ si applichi (3.12).
(3.14) Dalla (3.13) ponendo = = 1/y.
(3.15) Dalla (3.14), con 6 = 1, passando ai logaritmi.
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1
loga

(3.16) Posto z = a¥ — 1, risulta 2 > 0 e y = log,(z + 1) = log(z + 1). Percid

ay -1 _ z
y  log(z+1)
(3.17) Posto z == (1 + y)® — 1, ciot log(1 + z) = flog(1 + y), risulta z — O e

log a e I’affermazione segue dalla (3.15).

(I+9)’-1_ =z log(l+y),
Y log(1 4+ 2) Y
e I'affermazione segue dalla (3.15). o

A conclusione di questo paragrafo presentiamo, senza dimostrazione, una for-
mula che risulta di grande utilita in svariate questioni sia teoriche che pratiche.

Proposizione 3.11 - (Formula di De Moivre-Stirling)
nl = n" "V2rn /1" con0< b, <1. (3.18)

La (3.18) ci fornisce un valore approssimato di n! con un errore relativo che tende
a zero per n — +o0.
Possiamo anche scrivere

nl~ n"e V210 ‘ (3.19)

o anche, passando ai logaritmi,

logn!znlogn—n+—;-logn+logv27r+o(1) . (3.20)
Esercid

16. Calcolare i seguenti limiti
a) lim (1+ )" (c € Ry)
:L‘—>0+

. . 1z

1 2
b) a:—}Too(l + 2sin z)
V1-3z -1

T

1:_72:

¢) im
r—0

d) lim

z—0

¢ lim (3”0) (a € R).

24z

17.** Dimostrare che, se a,, — a, allora

(1+ﬂ>-<1+2>~--(1+2>—>e“.
n n n



SUCCESSION! A VALORI IN R 197

18. Calcolare i limiti delle seguenti successioni
(2n)!
(n1)?
b) (2¢)"VnZ +1-n!
(2n)" - n?

¢) ¥n!
d (1 + i,)
n

3.4 Esistenza del limite. Massimo e minimo limite

a)

n

Vogliamo indagare ora, con maggiore profonditd di quanto abbiamo fatto per
le funzioni, circa I’esistenza del limite. Cominciamo col definire un importante
concetto: quello di sottosuccessione.

Sia {an} una successione. Supponiamo di selezionare, mediante una qualche
legge, alcuni termini della successione {ax} e di ordinarli in una nuova successione
{bn }, in modo che si succedano nello stesso ordine che avevano nella {a,}; quello
che otteniamo & una sottosuccessione, o successione parziale o estratta dalla {a,}.
Piu precisamente, abbiamo la seguente

Definizione 3.1 - Si chiama sottosuccessione della successione {a,} una suc-
cessione {by} tale che:

bn:akn VTLE|N

dove {ky} € una successione strettamente crescente di interi naturali.

. . . T .
Esempio 3.11 - Sia a, = nsin 5"' Allora sono sottosuccessioni estratte dalla
{an} le successioni

{0,0,0,:--,0,---} kn=2n
{1,-3,5,-7,9,---} kpn=2n+1
{1,9,25,49,81,---} kp=(2n+1)2.
Il teorema seguente ci da una condizione necessaria e sufficiente perché una
successione abbia limite.

» Teorema 3.12 - Sia data {a} e sial € R* oppure | € R, {an} ha limite | se e
solo se ogni sottosuccessione di {ay} (definitivamente diversa da {ay}) ha limite 1.

Dimostrazione - Supponiamo che ogni sottosuccessione definitivamente diversa da {an}
abbia limite I. Neghiamo la tesi e mostriamo che risulta falsa I’ipotesi. Sial € R. Se {an}
non ammette come limite I, esiste un ¢ > 0 tale che, per ogni n, esiste un n’ > n tale che
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|an: -l >e Preso allora n = 1, sia k; l'intero n’ corrispondente, preso p01 n=k +1,
sia k2 I'intero n' corrispondente, e cosl via. Si costruisce cosl una successione crescente di
interi ky, tali che |ag, — I| > € Vn; allora la sottosuccessione {ay,_ } cosl costruita non &
convergente a [. Dimostrazione analoga per { = 400, —00, 00.

Viceversa, sia { € R. Per ipotesi, fissato € > 0, esiste N tale che: |an — I} < € per
n > N. Sia {bn} una sottosuccessione di {a,} con b, = ay, . Poiché k,, & crescente, sara
kn > n e percid, a maggior ragione, |ax, — | < e per n > "N, ciod I’asserto. Analoga &
la dimostrazione per I = 400, ~00,00. O

Definizione 3.2 - Sia {an} una successione. Un elemento | € R* si dice valore
limite di {a,} se si verifica una delle seguenti circostanze tra loro equivalenti:

1) esiste una sottosuccessione di {ay} che ammette | come limite

i1) 1 & punto di accumulazione per I'insieme {a,}neN, Oppure esistono infiniti
indici ny per cui an, = 1.

L’insieme dei valori limite di {a,} si dice classe limite di {a,}. Sottolineiamo
che la classe limite di una successione & un sottoinsieme di R*.

Prima di mostrare 1’equivalenza delle due definizioni date, consideriamo i se-
guenti esempi.

Esempio 3.12 - La classe limite della successione {(—1)"} & {—1,+1}.
La classe limite della successione {(~2)"} ¢ {—o0,+00}.

La classe limite della successione {1/n} & {0}.

La classe limite della successione dei numeri razionali coincide con R*.

Mostriamo I’equivalenza di 7) ¢ 7). L’implicazione {)=> #t) & evidente. Vi-
ceversa, se [ ¢ punto di accumulazione per l'insieme {an},cN. fissato €7 > 0
si prenda il primo elemento della successione, diciamolo ag,, appartenente all’in-
tervallo (I — €1,1 + €1); fissato poi €3 = | — ax,, si prenda il primo elemento,
diciamolo ay,, appartenente a (I — e2,1 + €2); cosi continuando si costruisce una
successione crescente di interi {ky,}, tale che a;, — [ (vedi piu avanti, per una
generalizzazione, la proposizione 4.2); se infine [ non ¢ punto di accumulazione,
una sottosuccessione tendente a I € ap,.

Una notevole proprietd della classe limite di una successione & espressa dal
seguente

= Teorema 3.13 - La classe limite di una successione & chiusa in R*, cioé ogni
punto di accumulazione della classe limite & anch’ esso un valore limite.

Dimostrazione - Sia A un punto di accumulazione di valori limite; Ve > 0, nell’intervalio
(A — €, + ¢€) cadono infiniti valori limite; sia I; uno di questi: A —e <l < A+¢ce
prendiamo un intorno di I3 tutto contenuto in (A — €, A + €); in esso sono contenuti infiniti
elementi della successione e percid in (A — g, A + €) sono contenuti infiniti elementi della
successione; per I’arbitrarietd di €, anche A & un valore limite. o
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E evidente che, se una successione ammette come limite | € R*, la sua classe
limite contiene un unico elemento, ! appunto.

Pud la classe limite di una successione {a,, } essere vuota? La risposta & negativa;
infatti, se I’immagine della successione & finita, cio¢ se ci sono soltanto un numero
finito di valori a, distinti, almeno uno di essi dovra comparire infinite volte nella
successione, e pertanto & un valore limite; se poi I'insieme {an} & infinito, il
teorema di Bolzano—Weierstrass ci assicura che esiste in R* almeno un punto di
accumulazione di questo insieme, cio¢ un valore limite della successione.

Dunque la classe limite A € IR* di una successione {a,} & un insieme chiuso
(in R*) e non vuoto; percid esistera in esso un elemento massimo [ e un elemento
minimo [ (eventualmente coincidenti).

Si osservi che, se {an} non & limitata superiormente, tale elemento massimo &
+00, se non ¢ limitata inferiormente, 1’elemento minimo ¢ —oo.

Si noti che parliamo di massimo e di minimo, e non di estremo superiore e
inferiore, poiché questi elementi appartengono a A, essendo A chiuso in R*.

A questo punto sono naturali le seguenti definizioni.

Definizione 3.3 - Si dice limite superiore 0 massimo limite di una successione
il massimo dei valori limite: esso & +0o quando la successione non & limitata
superiormente, & —oo quando la successione diverge a —oo, & un numero reale in
ogni altro caso.

Analogamente si dice limite inferiore 0 minimo limite di una successione il
minimo dei valori limite: esso ¢ —oo quando la successione non & limitata infe-
riormente, & +oo se la successione diverge a +00, & un numero reale in ogni altro
caso.

Le notazioni usate per indicare il massimo limite sono:

lim ap limsup a, max lim ap
n—+00 N—r+00 n—+4+oo

€ analogamente per il minimo limite

lim anp liminf an minlimay, .
n——+o00 n—-+00 n—+400

Dalle definizioni date immediatamente si ricavano le seguenti proprieta:

1) lima, < -ﬁ_ﬁan

i) {a,} ha limite & lima, = lima,

i17) da ogni successione limitata superiormente (inferiormente) si pud estrarre
una sottosuccessione convergente al massimo limite (minimo limite).
Esempi

. L BT .
3.13. La successione {sin —4—} @ irregolare e la sua classe limite & {0,/2/2,1,

-1, —V2/2}. Percid  lim sin— = -1, Tm sin%’i = 1.

n——+0co n—+00
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3.14. La successione {tg %71} ha come classe limite {—+/3,0,v/3}

3.15. La successione {an} dove an = v'n+ 1~ [{/n] & irregolare. 0 & un
valore limite di {ay}: infatti la sottosuccessione {aj_} con k, = n? tende a
0 ( ]jxerx vVn?2+4+1—~mn = 0). Anche 1 ¢ un valore limite di {a,} perché la

n— 100
sottosuccessione {ay } con h, = n? — 1 tende a 1 (di fatto & la successione
costante {1}); inoltre risulta 0 < a, < 1 per ogni n. Cid consente di concludere

che lim a, =0, lim a, = 1.
n—++00 n—+00

In questo paragrafo ci eravamo posti il problema di indagare circa 1’esistenza del
limite di una successione a valori in [R. Sappiamo bene che non tutte le successioni
ammettono limite, anzi, possiamo dire che quelle che ammettono limite sono un
po’ un’eccezione nell’insieme di tutte le successioni. Siamo perd arrivati a trovare
due elementi di R* che sono, in qualche misura, sostitutivi del concetto di limite:
il massimo e il minimo limite, i quali hanno perd la buona proprieta di esistere per
ogni successione.

Questi due elementi possono essere caratterizzati anche da una proprieta che, in
un certo senso, ricorda quella dell’estremo superiore ¢ inferiore.

Proposizione 3.14 - Se [ € R ¢ il im di {an}, alloral = inf K, dove K ¢ la
classe dei numeri definitivamente maggioranti di {ay}.

Dimostrazione - Se 1= inf K, nell’intervallo (I — ¢,1 + €), Ve > 0, cadono infiniti an;
percid 1 & un valore limite; non pud esserci un altro valore limite pid grande, diciamo 7
perché, scegliendo 6 > 0 tale che 1 — & > 1, nell’intervalio (1 — 6,1 + 6) cadrebbero infiniti
an in contrasto con la definizione di {. o

Analoga proposizione vale per il minimo limite: se [ € R é il lim di {ay }, allora
I = sup H, dove H @ la classe dei numeri definitivamente minoranti di {a,}.

* Osservazione 3.7 - 1 concetti di valore limite, classe limite, massimo e minimo
limite, sopra illustrati per le successioni, possono essere introdotti anche per le
funzioni; ma essi hanno minore importanza nel quadro generale di questo corso,
per cui ci limitiamo ad un rapido cenno.

Sia f: X - Re 2o € R* 0o R un punto di accumulazione di X. Un elemento
| € R* si dice valore limite di f(z) per ¢ — =z se, per ogni coppia di intorni
U(zg) e V(I), esiste almeno un punto z € X N U(zq) e distinio da zq tale che la
sua immagine appartiene a V'({).

Equivalentemente, / & valore limite se esiste {zn} C X \{zo} tale che z, — 2¢
e f(zn) — [ (cfr. esercizio 24).
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Si dice classe limite della funzione f(x) per * — zy l'insieme A dei valori
limite di f(z) per z — zy.

Si dimostra che la classc limite di f(z) per # — zy € un insieme di IR* chiuso
(in R*) e non vuoto: il suo elemento massimo si dice massimo limite (0 limite
superiore) di f(x) per  — zy; analoga definizione per il minimo limite (o limite
inferiore). Per questi limiti si usano le notazioni:

zll%of(a:) , 1;12}1;})( f(z) , nyﬂilgng(r) per il minimo limite
fim f(z) , limsup f(z) , maxlim f(z) per il massimo limite.
z—xg Tz IT—T
Esempi
3.16. lim sinz = —1, lim sina = 1; la classe limite di sinz per # — oo &
T—00 T—0
Pintervallo [-1,+1].
o1 =— 1 I | N
3.17. lim - = —oo,lim — = +o0; la classc limite di — per ¢ — 0 ¢
r—0 T z—0 & z
{-x,+x}.
318, Jim tgz = —oco, lim tga = +oo; la classe limite di tgz per'z —
T—~+00 T—+00

400 & tutto R*.

3.19. Sia f(z) = 0 per z razionale, = 1 per z irrazionale, z € IR (funzione di

Dirichlet). Allora Vzy € R* risulta: lim f(z) = 0, gﬁ f(z) = 1 e la classe
T 0

limite di f(z) per @ — xp ¢ {0, 1}.

— . 1 . .1 |
3.20. lim sin— =1, lim sin— = —1; la classe limite di sin — per z — 04+
I—*O.;. T CB—*U+ 7 X

¢ Pintervallo [-1,1].

Esercizi
19. Determinare la classe limite in IR™ delle successioni seguenti:
a) 1-—cosnw

YL
b (1) n—1

c) n sin(n%)
&* v/n - [V/n]

20. Dimostrare che s¢ {zn} e {yn} sono successioni, si ha:
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) lim 5 + lim yn < Lim (25 + yn) < T (20 + yo) < lim 2, + Iim ya.
b) 2n < yn definitivamente = limn xn < lim yn ¢ 1im 2, < Im ya.

21.7" Sia {a.} una successione positiva.

Allora

. a . —_ -

lim =2t < Yy i, < T g, < Tim 2L

(7273 Ay

Dedurre che se a,43/ay, — {allora Ya, — L N

[Cenno di dimostrazione: la disuguaglianza centrale & ovvia; la prima ¢ la terza hanno
dimostrazioni analoghe. Per la prima, poniamo litn an4+1/an = Sihal> 6. Sc{ =20
non ¢’ nulla da dimostrare, sia dunque [ > 0. Per la proposizione 3.14, [ = sup 1, dove
II ¢ la classe di numeri definitivamiente minoranti di ay4q/an. Se 0 < o < [, per k > N
st avrd agqq/ag > o, ciot agyy > aag. lierando Pultima discquazione da k = N sino a
A = n — 1 siottiene

n—.N
Uy > Xy > - > Q a N

da cul ¢fun > a{/a~Nay ¢ quindi lim ¢/a,, > o. Essendo « arbitrario in (0,1) scgue
lim Yan 21 '

22. Sia an = 1 per n dispari € an = 2™ per n pari. Verificare che

1r

=

a, -—_—
ntl — g Tim -2t - 4
an an

mentre

lim ¥a, =1e¢hmYa, =2.
Confrontare con il risuitato dell’csercizio 21.
23. Sia a, = 2" per n pari, a, = 2" per n dispari.

. .a ! —dy,
Verificare che {/@n — 2 mentre Jim —+H = 5 #2 = Tim =L
« . “ qun an
Confrontare con il risultato dell’csercizio 21.
24™. Dimostrare che [ & un valore limite di f per # — zg € IR™ sc ¢ solo se esiste una
successione {z,} C dom{f)\{ro} tale che n — zg € f(zn) — L

3.5 Esistenza del limite finito. Criterio di Cauchy

11 criterio di Cauchy ¢ una condizionc necessaria e sufficiente perché una suc-
cessione ammetta limite in R (cio¢ sia convergente). 1l vantaggio di questo criterio
& che esso non fa intervenire direttamente il limite (come nella definizione di suc-
cessione convergente) ma soltanto gli elementi della successione,

Conviene premettere la scguente



SUCCESSION! A VALORI IN R 203

Definizione 3.4 - Una successione {ay} si dice di Cauchy o fondamentale se:
Ve>0 , dN=N(¢) : |lan—am|<epern,m >N . (3.21)

Un primo risultato interessante che riguarda le successioni fondamentali & il se-
guente. :

Lemma 3.15 - Ogni successione fondamentale ¢ limitata.

Dimostrazione - Sia Np un numero tale che, se m,n > Np risulti |an — am| < L;"
prendiamo m = Ng cosicché risulta |an — ap,| < 1 per ogni n > Np; ciod a partire da
un certo posto in poi, tutti gli an cadono nell’intervallo (an, — 1,ay, + 1). Posto allora
M= max lan| + lan,| + 1 risulterd, per ogni n, lax| < M. o

n<No

11 seguente risultato occupa, come vedremo, una posizione di particolare rilievo
nell’ Analisi matematica.

= Teorema 3.16 - (Criterio di convergenza di Cauchy). Una successione {a,}
& convergente se e solo se é fondamentale.

Dimostrazione -

t) Convergente = fondamentale. Se [ & il limite di {ar}. per ogni ¢ > 0 esiste un
N = N(¢)tale che |an — | < £/2se n > N; se anche m > N si ha pure lam — 1] < ¢/2
epercid lan —am|=lan — 1+l —-am| < |an =]+ |am - | < &

i7) Fondamentale => convergente. Se {an} ¢ fondamentale, allora & limitata (Lemma
3.15); pertanto & possibile estrarre da essa una sottosuccessione {ay, } convergente (per
esempio, convergente al massimo limite). Sia [ il limite di questa sottosuccessione. Fissato
€ > 0, esistono N1 ¢ N3 tali che:

|ak,."ll<§ per n > Ny

€
|an—am|<§ per n,m > Np .
In particolare , per m = k,, sara

€
|an—akn|<§ pern > Nz .

Prendendo n > max(Np, N2) avremo

2

2-}-

N m

lan — 1| < |an —ag, |+ jag, — 1| < =¢

cosicché tutta la successione converge a l. o

11 criterio di Cauchy & una proprieta strettamente collegata con le proprieta di R,
in particolare con la proprieta di continuitd Ky; si pud dimostrare infatti che la R4
€ equivalente al criterio di Cauchy unito al principio di Archimede. Si sara notato
inoltre come la teoria delle successioni ha notevoli relazioni con la topologia di R.
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Queste osservazioni verranno riprese e illustrate pidt chiaramente nella sezione 4,
trattando delle successioni a valori in R"™.

Infine osserviamo che il criterio di Cauchy pud essere esteso anche alle funzioni.
Ci limitiamo ad enunciarlo; la dimostrazione ripete gli argomenti gia utilizzati nel
caso delle successioni.

Proposizione 3.17 - Sia f : X — R e sia z; € R* oppure R un punto di
accumulazione per X. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista finito
zlin% f(x) é che, fissato comunque € > 0, si possa trovare un intorno U di z¢

—Zo

(dipendente in generale da €), tale che: per qualunque coppia di punti z' 2" €
X 1 U\{zo} si abbia

1f(z") - f(=")| <e.

* 3.6 Frazioni continue

Un numero reale irrazionale a = ag-ajayas---, come allineamento decimale
¢ approssimato in modo naturale dalla successione di numeri razionali costituita
dalle sue troncate n—esime a{® = ap-aaag -« - dy.

Un altro modo di approssimare numeri irrazionali mediante successioni di razio-
nali & costituito dallo sviluppo in frazioni continue.

Cominciamo a considerare un numero razionale p = %, dove ng > nq, ng ed
ny interi positivi. !

Eseguendo la divisione di n¢ per n; otteniamo un quoziente ¢; = [ng/n1] ed
un resto ng tale che ny < ny € ny = ng — 1.

L’ultima relazione si pud scrivere nella forma

qQ .
n1 ny/nz
Eseguiamo ora su n) ed ny (si noti che ny < ny) le stesse operazioni; otteniamo

no_
nl—Q1+

2+
/)] n2/n3

dove

r

m
g2 =|—] € nz3=mn1 —n2q;.
L2

In generale definiamo per 7 > 1

Nj—1
L 7;

g =

] € Mjp1 = Mj-1 — Njg; (nj < nj_q) .
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Osserviamo che 1’ultima relazione si pud scrivere nella forma

Nj4+1 1
- o . (3.22)
J - q;

nj__l

Poiché n; < n;_y il procedimento si arresta dopo k passi, dove k & il primo
intero tale che ng; = 0.
Si noti che, allora, n; ¢ il massimo comun divisore tra ng ed n; (dimostrario
per esercizio).
Mediante i quozienti ¢y, - - -, g possiamo ricostruire ng/n; con la formula se-
guente
np 1 ;
—=q+ I (3.23)
n1
g2 + 1
q3 -+

Gk-1 + -
1+ —
T
L’espressione a destra della (3.23) si chiama sviluppo in frazione continua (limitata)

del numero ng/n; € viene indicata col simbolo [¢;,¢2,: -, gx]-
Dunque
No
;l- = [qlv"'7qk] .

Un’altra notazione in uso &

11 1
QLB+
Ad cicmpio:
15 173

— =11,1,2|, — =119,4,2}.
D opna, 2 opea

Se ng < n, si possono ripetere gli stessi discorsi, osservando che dopo il primo
passo si ritrova la divisione tra n; ed ng. Dunque se ny /ng = [q1,- -, qx] si avra
"0/n1=[0,fh,“‘,q}c]- ) ) .

Sia ora a > 0 un numero irrazionale. Definiamo ricorsivamente: a; = a, ¢ =
= [a1] e, per j > 2 (cfr. 1a (3.22))

1
0= ———— e g;=[a;]. 3.24
= =l | (3:24

Osserviamo che ogni differenza a1 — ¢;—1 € un numero irrazionale tra 0 e 1;
dunque a; > 1 Vj, ed il procedimento non si arresta mai. Al numero « si pud
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allora associare una successione di razionali {r,}, detta successione delle ridotte
(di «) definita da
Tp = [ql)QZ" o ,Qn] .

Poiché, come vedremo subito, T, — a, possiamo scrivere l1a formula

a= [ql,q'lv"' ’qk""]
che chiamiamo sviluppo in frazione continua illimitata di o.
Ad esempio si trova
V3=[1,1,2,1,2,1,2,1,2, ]
V7=[2,1,1,1,4,1,1,1,4,- -]
e= [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,8,1,6,- -]
T = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,4,1,2,9,1,2,---] .

Lo studente & invitato a verificare i precedenti sviluppi (ad esempio mediante
una calcolatrice tascabile programmabile).
Vale il seguente teorema.

» Teorema 3.18 - Sia « irrazionale positivo ed {rn} la successione delle sue
ridotie n—esime. Valgono le seguenti proprieta:

1) ron—1 < a < ryn (cioé le ridotte di indice pari (dispari) approssimano per
eccesso (difetto) o).

i) rn — a; pin precisamente, detta {Fy, } la successione di Fibonacci definita
ricorsivamente da Fy = 0, Fy = 1, Fuy1 = Fou + Fn—y, si ha

1

T'n—al < ————— .,
‘n ‘ Fn'Fn+1

Per la dimostrazione del teorerna ci serviamo del seguente lemma, riguardante
numeratori ¢ denominatori delle ridotte.

Lemma 3.19 - Poniamo 1y, = an /by con ay € by interi positivi primi tra loro.
Si ha:

i) an e by sono definiti ricorsivamente dalle seguenti formule:

ap=1, a1 = q1; @Qn+l = Angn41 + An_1

bp=0, b1 =13 bpy1 =bngny1+0n1
22) an_lbn - anbn+1 = (—1)” .

Cominciamo col dimostrare il teorema.
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1) Dalla (3.24) si ottiene subito che

a=qa} = +L— +—1 = +"'—‘—"1
=a1 =q az—‘ll 1 =qQ 1 )
q2 +— €l2+—1

a3
q3 + —
N

ovvero: a = [q1,42, - *,qn~-1,@n] Ovvero: sostituendo an al posto di gn nella ridotta r,
si ottiene a.
Essendo, per la 7) del lemma,

Qn __ Gn-1 gn + an—2
brn bp_1 qn +bn_2
si ottiene

_ Qpn—10n+an-2
bn—10n +bn-2

Dunque

Gn-10n +An—2 Qn—1 — n—2bn—1 —an-1bp_2 —

bn—1an + bn-2 bn-1 bn—l(bn—lan+bn~2)
()"

bn-—l(bn—lan + bn—2) '

Si vede allora che, se n & pari, a — r,—1 < 0, ment., se n & dispari, & — r,—31 > 0, da
cui la tesi.

X —7rp-1=

(per 1a i) del lemma 3.19) =

Per la i7) osserviamo che, dalla ¢) del lemma, essendo ¢, > 1, si ottiene by, > Fh,
vn > 1.

Draltra parte, usando la ¢) del teorema e poi la iz) del lemn 3, si deduce che

Qnil _ an| _ 1 < 1
bnt1 bn b1 7 FnFnya '

la —ru| < lrn41 ~7rn) =

Ricordando che Fr, — 400 siricava la tesi. o

Rimane da dimostrare il lemma.

La ¢1) si ricava dalla 7): moltiplicando per b, la relazione di ricorrenza per an+4+1 € per
an quella per b,41 e poi sottracndo membro a membro si ottiene

an+1bn - anbn+1 = —(anbn—l - an—-lbn) .

La ¢7) si deduce osservando che ajbg — agby = —1.

Incidentalmente la i7) implica che an € by sono effettivamente primi tra loro. Dimo-
striamo ora la i) per induzione, partendo da n = 2.

Abbiamo

az l+i2111112+1:(119{24*00
) q q b1g2 + bo
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e quindi a3 = a1q2 +ap € b2 = bigz + by
Supponiamo ora che le formule siano vere per I’intero n, ciod rn, =
Allora '

Ap—-1qn + An-2
bn—lQn +br-2

an—l(Qn + 1/‘1n+1) + an-2 — an—l/Qn+1 +an_1qn +an—2 -
bn-1(gn + 1/qnt1) + bn—2 bn-1/qn+1 +bn-1qn + bp_2

(usando ancora I'ipotesi di ricorrenza)

Tnyl =

an—l/Qn+1 + an - angn41 + Gn-1
bn—l/Qn+1 —bn bngn+1 + br-1 ’

Concludiamo il nostro breve cenno alle frazioni continue con quaiche osserva-
zione.

La prima riguarda la differenza tra gli sviluppi di v/7 ¢ v/3 e quelli di e 0 7.

Menitre nei secondi la sequenza dei quozienti ¢; appare piuttosto “selvaggia” nei
primi due si susseguono gruppi di quozienti, con periodicita.

Infatti si dice che gli sviluppi di v/3 e v/7 sono periodici e si scrive

Jg:[l,ml ’ ﬁ=[2,171’174] .
Proviamo con lo sviluppo di ¥/3: si trova
V3=[1,2,3,1,4,1,5,1,1,6,--] .

Non sembra ci sia periodicita. Infatti vale il seguente teorema dovuto a Lagrange:

Lo sviluppo in frazione continua di un numero razionale « ¢ periodico se e solo
se a & soluzione di un’ equazione di 2° grado con coefficienti interi.

La seconda osservazione riguarda la successione di Fibonacci £y =0, F; = 1,
Fp+1 = Fp + F,—1 che compare nel teorema 3.14 e che, del resto, avevamo gia
avuto modo di incontrare.

Dalla relazione di ricorrenza si ottiene dividendo per Fy, n > 2

Fn+1
— =1
Fn—l

che, ponendo s, = Fy,/F,—1 possiamo scrivere nella forma

1
Sp+1 =14+ S_, consy; =1. (325)
n .

Possiamo seguire graficamente 1’andamento della successione s, considerando
la funzione f(z) =1+ 1/z e osservando che sp41 = f(sn).
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W
y=x
y:1+§
PP S H_,-M.
s 5 Sz -
&

Fig. 4.16
Essendo f decrescente si ha (il lettore lo verifichi analiticamente)
81 <83< 85 << 82p-1<82p41 << 8y
mentre
82>34>86>--°>82n_2>52n>--->81 .

Dungque le successioni {sz+1} ed {sz,} ammettono limite finito, /_ ed I}
rispettivamente.
Poiché da (3.25) si ha:

1
Sny1 =1+ ——
1+

Sn—1

le due successioni soddisfano la stessa relazione di ricorrenza. Passando al li-
mite in essa si ottiene che I} ed [ devono coincidere con la soluzione positiva
dell’equazione

2-1-1=0.

Tale soluzione & 1’ascissa s del punto di intersezione tra f e la bisettrice del 1°
quadrante; si ha

1++/5
2
In conclusione, se F,, & la successione di Fibonacci

Fn 14+v5
— .
Fn—l 2

(il “rapporto aureo” dei Greci) .
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Ora, lo sviluppo in frazioni continue di

sono uguali a 1.
Dalla 7) del lemma otteniamo allora che b, = Fy € ap = Fp4) ovvero che i
rapporti Fy, 41/ Fy coincidono con le ridotte n—esime del rapporto aureo.

¢ [1,1] e cio® tutti i numeri gx

145
2

I1 Fibonacci (Leonardo Pisano, figlio di Bonaccio) era stato condotto alla suc-
cessione che porter il suo nome da un problema di ... allevamento.

“Quante coppie di conigli possono essere prodotte in un anno a partire da una
sola coppia?”

Le ipotesi (sperimentali) erano:

1) ogni coppia ne genera un’altra ogni mese;

2) ogni nuova coppia diventa fertile dopo un mese;
3) i conigli non muoiono mai.

Il numero di coppie dopo n—mesi & esattamente Fy,.

4. LIMITIIN C. LIMITI IN R"

4.1 Funzioni da R" In R™ e loro limiti

Sia x = (21,23, ++,25) un punto di R” e X C R"; le scritture
JIR"2X >R, x+ f(x) oppure y= f(x)

indicano una funzione reale di n variabili reali definita su X.
Esempi

4.1. x — |[x|| = /2% + -+ + 22 @ la funzione che associa, ad ogni punto di
R", 1a sua distanza dall’origine.

4.2. x — 7 (k fisso, 1 < k < n) & la funzione che associa, ad ogni punto di
IR™, 1a sua coordinata k—esima.

43. Sia a = (a3,a3, --,a,). La funzione x —< a,Xx >= a;z, + azxz + -
+a,zy rappresenta un piano passante per 1’origine.

Poiché I'immagine f(X) di tali funzioni & contenuta in un insieme ordinato, lo
spazio R, immediatamente si trasportano a queste funzioni le definizioni di:
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funzione positiva (negativa) :f(X)C Ry (R2)
funzione limitata superiormente : f(X) C [R¢ limitata superiormente
funzione limitata inferiormente : f(X) C Re limitata inferiormente
estremo superiore (inferiore) di f : estremo superiore (inferiore) di f(X)
massimo (minimo) di f : massimo (minimo) di f(X).
Cosi anche la definizione di punti di massimo (minimo) globale e locale si estende
senza difficoltd.

Esempi

44. La funzione caratteristica di un insieme E C R", cio¢ I’applicazione
x— f(x)=1sex € E, f(x) =0 sex ¢ E, & non negativa, limitata; sup f =
= max f = 1, inf f = min f = 0; ogni punto x € E & punto di massimo, ogni
punto x ¢ E & punto di minimo.

4.5. x — f(x) = 1122442 & positiva con inf f = 0 ed illimitata superior-
mente.

4.6. x — e IXI” & positiva, limitata, inf f = 0, supf = maxf = 1, non
ammette minimo.

Definizione 4.1 - Sia f : R®" D X - Rex’ € R" un punto di accumulazione
per X, sia inoltre | un elemento di R* oppure di R. Diremo che: il limite di f(x),
per X che tende ax®, & 1, e scriveremo:

lim f(x)=1 oppure f(x)—1 per x —»x°
X—X

se, per ogni intorno V di | & possibile trovare un intorno U di x° per cui
fx)eV se X"#xelUnX.

Come si vede nulla & cambiato rispetto alla Definizione 2.2 (*),

Come abbiamo gia fatto in 2.1, la definizione pud essere resa piu esplicita nei
vari casi particolari. Per esempio, se x’ € R” e [ € R diremo: f(x) — [ per
x — xY se, fissato ¢ > 0, si pud trovare un § = §(¢) > 0 tale che

Ifx)=1]|<e se xeXeO<|x—x"<6.

(*)  Osservazione sulla notazione: dovendo usare degli indici per indicare diversi punti x di R™
sceglieremo di volta in volta di metterli in basso: Xo, {X;} oppure in alto: x°, {x*} secondo la comodita
di scrittura. L'indice in alto sard preferito quando dovranno essere indicate le componenti del vettore;

xk = (zf,z.",‘,u-,zﬁ).
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Si osservi che la condizione ||x~x°|| < 6, cioé \/(331 - mfli)z 4ot (zn ~29)2 <
< 6 comporta che, per ogni k = 1,2,-+-,n risulti |z} — xg. < 6.

Poiché I’insieme di definizione X di f non & ordinato, non si pud parlare di limite
destro e sinistro; ma poiché 1’immagine di f ¢ contenuta in IR, spazio ordinato,
si pud ancora parlare di limite per difetto e per eccesso. Cosi pure si estendono,
oltre al teorema di unicita del limite, tutti i teoremi del calcolo dei limiti, sia quelli
che riguardano P’ordinamento (dell’insieme immagine): permanenza del segno e
confronto, sia quelli che riguardano le operazioni algebriche; lo studente & invitato
a ripetere qualcuna delle semplici dimostrazioni come esercizio.

Osservazione 4.1 - Anche se la struttura della definizione di limite rimane
inalterata, il calcolo dei limiti per funzioni di piti variabili & in generale tecnicamente
piuttosto complicato. .

Va infatti sottolineato che mentre in R* (0 R), ¢ tende ad un punto z¢ lungo
una direzione fissata (con due possibili versi) in R" x pud tendere ad un punto x°
con gli n gradi di liberta che lo spazio gli consente.

La definizione richiede che f(x) tenda a [ indipendentemente da come x si
avvicina ad x%; I’unica cosa che conta & che la distanza (euclidea) di x da x° tenda
a zero.

Ad esempio in R?, x pud tendere all’origine 0 muovendosi lungo rette, parabole,
spirali o qualunque altra “curva” (fig. 4.17).

Fig. 4.17 " a) b) c)

Esempi

4.7. A % = 0. Infatti, fissato ¢ > 0, si trova k = k(¢) tale che: 1/||x|| < ¢
se |[x]] > k; bastera prendere k = 1/e.

T
4.8, lin}) I_@ non esiste. Mostriamolo per x = (z1,22) € [R2. Basta osservare
X—

che la funzione z; / /22 + 22 vale 0 nei punti (0, z3) con z3 # 0, vale +1
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nei punti (z1,0) con z; > 0 e vale —1 nei punti (z1,0) con z; < 0, cosicché se
facciamo tendere x a 0 lungo 1’'asse z il “limite” risulta O, mentre se x tende a 0
lungo P’asse z; per valori postivi di 2 il “limite” & 1, per valori negativi di z; il
“limite” & —1.

In R? il calcolo dei limiti pud essere facilitato con I'uso delle coordinate polari.
Indichiamo con =z, y le coordinate cartesiane di un punto di R2, e con p, 0 le sue
coordinate polari. Sia (z¢,yg) € R?. Poniamo

z=2xp+pcos® , y=yo+psing.
Si osserva che (z,y) — (zo,y0) equivale a p — 04, indipendentemente da 6.

Precisamente si avra: lim f(z,y) = I se e solo se, posto
(z,9)—(z0,30)

}(p,a) = f(zo + pcosf,yo + psinf)

risulta che, per ogni fissato £ > 0, esiste § = 6(¢) (dipendente da &, ma non da 6)
tale che:

1f(p,8)— 1| <e per 0<p<é e HER .
In questa situazione si dice che:
f(p,6) =1 per p— 0 uniformemente rispetto a 6 .

Questo concetto (limite uniforme) sara ripreso e sviluppato ancora meglio pit
avanti.

Esempi

z3

4.9. Si voglia calcolare lim 53
(z,y)—(0,0) % + ¢

il limite proposto diventa: lirg p(cos8)3; essendo |cos6| < 1 tale limite & 0,
p—04

. Posto z = pcosf, y = psiné

uniformemente rispetto a 6.

z+y . cosB+sinb cos 6 + sin 8

m = lim - = —,

(z,9)—(00) T —y  p—04 cosf —sinf  cosf —sind
Percid il limite proposto non esiste.

4.10. funzione di 6.

Sia ora x = (21,22, " +,Z,) un punto di R™ e y = (y3,¥2,**,¥m) un punio
di R™. Le scritture

f:R*" DX —-R™ , x~ f(x) oppure y = f(x)

indicano una applicazione da R" in R™ o, come si dice, una funzione a valori
vettoriali. Indicando esplicitamente le m componenti di f,f = (f1, f2,"*, fm)
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possiamo riguardare una tale applicazione come 1’insieme di m funzioni reali di n
variabili

foixe fi(x)
f2 x> fo(x)
fm x> fo(x).

Esempio 4.11 - Siano a',a? ... a™

funzioni da R™ in R ponendo

m vettori di R™. Possiamo definire m

fiixeo<alx> |, frixs<al, x>, fmixo<a™ x>

Se indichiamo con A la matrice m X n ottenuta incolonnando i vettori al, .- ,a™

1 1 1
al a% a% iae a,21
2 .
A _ a _ (11 (12 oo an
am™ m m m
al a2 .o an

possiamo sinteticamente rappresentare le m funzioni precedenti come una funzione
f:R™ — R™ cosl definita

f:y=Ax

dove Ax rappresenta il vettore di R™ ottenuto eseguendo il prodotto righe per
colonne della matrice A (m x n) per il vettore x (n x 1).

Le applicazioni di R? in [R? sono particolarmente interessanti poiché possono
essere identificate come le funzioni complesse di variabile complessa, ciod Ie ap-
plicazioni da € in C: infatti, come abbiamo gid osservato, dal punto di vista
insiemistico € e IR? coincidono.

Per le funzioni di variabile complessa si usano generalmente le seguenti scritture:

f:€D2X->C, z— f(z) oppure w = f(2).

Scrivendo z = z 4 iy e w = u+iv (z,y, u, v reali) e separando parte reale e im-
maginaria nella precedente scrittura, possiamo rappresentare la funzione
z — f(z) come la coppia di funzioni reali

(z,y) = u(z,y)

(z,y) — v(z,y)

ciod come un’applicazione da [R? in R?,
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Esempio 4.12 - La funzione complessa w = 22 ciod u+iv = (22 —y?)+i(2zy)
¢ equivalente alla coppia di funzioni reali

u(z,y) = 22 — y?
v(z,y) = 2zy

Poiché ora I'immagine f(X) dell’applicazione non & un insieme ordinato, non
possiamo piu parlare di estremo superiore, inferiore, di massimi ¢ minimi; ma
diremo ancora che f & limitata se f(X') & limitato, cio¢ se & contenuto in qualche
intorno B(0,r) dell’origine in R™.

Anche la definizione di limite si ripete senza sostanziali varianti.

Definizione 4.2 - Sia f : R® D X — R™ e sia x° € R" un punto di accumu-
lazione per X. Sia inoltre Y un elemento di R™. La scrittura:

lim0 f(x) =1

X—X

signiﬁcq che, per ogni intorno V di l (in R™ ) & possibile trovare un intorno U di
x (in R") per cui succede che

fx)eV se x#xelUnX.
Per le funzioni di variabile complessa la definizione ¢ del tutto analoga:

lim f(z)=1

z—2p

significa che, per ogni intorno V di | (in €) ¢ possibile trovare un intorno U di zg
(in C) per cui succede che

f(z)EV se n#£2eUNX.

Poiché 1a topologia adottata per € & la stessa adottata per R® (gli intorni sono gli
stessi!) la definizione di limite per le funzioni di variabile complessa & un caso
particolare della definizione 4.2.

Si osservi infine che, se f;, f2,-+, fm sono le componenti di fe {1,l3,-+,im
le componenti di I la scrittura lim0 f(x) =1¢& equivalente a
X

X—

lim f1(x) =1
x—x0

X —x0
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Esercid
1. Dimostrare che:
2
a) lim ze V1T =g
(z,9)—(0,0)

b) lim ze~ ¥ /% non esiste.
(z,)—(0,0)

2. Sia f(z,y) — I € Rper (z,y) — (20, yo). Supponiamo che i limiti (unidimensionali)
Jm f(z,y) e lim f(z,y)

esistano finiti, il primo per ogni y in un intorno di yp, € il secondo per ogni z in un intormo
di zo. Dimostrare che

lim lim f(z,y)= lim lim f(z,y)=1.

Y—yo T—To T—To Y Yo

3. Sia f(z,y) — 1 € R per (z,y) — (0, %0)-
Dimostrare con un coniroesempio che in generale

im lim f(z,y) # lim lim f(z,y)
Y-—=Yo r— o T—To Yy—Yo
[f(z,y) = ycoslfz...]

4. Calcolare i seguenti limiti

a) lim 22 4 4?)%sin Z a>0
(oo TV TNy (2> 0)

b) ___—_}—_:r:y__
() a00) @ 2P

4.2 Successioni e topologia di R

Come abbiamo fatto per le funzioni, cosi anche per le successioni a valori in
R™ o in € (cio¢ applicazioni da N in R" o da IN in €) possiamo ripetere la
definizione di limite ed estendere le proprietd che non dipendono dall’ordinamento
dell’insieme immagine. In particolare il teorema 3.6, che riconduce i limiti di
funzioni a limiti di successioni, vale anche per funzioni da R™ in R™.

Esempi

4.13. La successione (N — €) {i*} (h = 0,1,2,---) & limitata, ma non
ammette limite. Questa successione si identifica con la successione (N — R?) i
cui elementi sono:

(1,0), (0’1), (_1,0)1 (0’—1)’ (1’0)v (0,1)"" .
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4.14. La successione (N — €){q"} con ¢ € C (progressione geometrica)
presenta un comportamento analogo al caso reale (cfr. esempio 3.5) e cio&:

converge a zero  se |g¢| < 1
diverge a 0o se gl > 1

come subito si accerta.

Se ]g| = 1 (come nell’esempio precedente) la successione non ha limite (tranne
nel caso ¢ = 1). Infatti, posto ¢ = cos@ + isin @ (al variare di 0 da 0 a 27
otteniamo tutti i numeri di modulo 1), abbiamo (per la formula di De Moivre):
q" = cosh + isin hf ed & facile vedere che non esiste il limite per A — oo (se
0 #0, 2r).

_In questo paragrafo vogliamo esaminare alcune importanti relazioni tra la teoria
delle successioni e la topologia di R™, relazioni che sono state accennate nel caso
particolare delle successioni a valori in [R, ma che risultano piu significative nel
caso piu generale di successioni a valori in R™,

Successioni limitate e successioni convergenti. La proposizione 3.2 si estende
senza difficolta alle successioni a valori in R™.

Proposizione 4.1 - Ogni successione a valori in R™ convergente ¢ limitata.
Come & noto, I’affermazione inversa ¢& falsa.

Proposizione 4.2 - Sia E C R" e y un punto di accumulazione di E. Allora
esiste una successione di punti x® € E distinti da 'y e convergente a y.

Dimostrazione - Ogni intorno B(y, r) di y conterrd un punto di E. Prendiamo r = 1/h
con h =1,2,..., e scegliendo ogni volta un punto x"* € B(y,1/h)N E,x" # y, otteniamo
una successione {xh} di punti di F chiaramente convergente a y. o

Osservazione 4.2 - La proposizione 4.2 vale anche per insiemi £ C R"; ciog,
se oo & un punto di accumulazione di F, esiste una successione di punti di F
divergente a co. Di conseguenza, se F non & limitato, esistc una successione di
punti di F divergente a oo.

La proposizione 4.2 si collega col teorema di Bolzano—Weierstrass: questo af-
ferma che ogni insieme infinito ammette almeno un punto di accumulamone (tale
punto sta in R”™ se I’insieme & limitato in IR, altrimenti sta in R™). Una succes-
sione {x"} o ha immagine finita (ma allora uno almeno dei suoi punti, diciamo
y, compare infinite volte nella successione) oppure infinita ed in questo caso essa
ammette almeno un punto di accumulazione, diciamo ancora y; in entrambi i casi
esiste percid una successione {y”} di punti estratta dalla successione {x"}, tendente
a y. In particolare, se la successione {x"} & limitata, y € R" ¢ la sottosuccessione
& convergente.

Abbiamo cosi provato un sorta di inverso della proposizione 4.1, e ciod
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Proposizione 4.3 - Da ogni successione limitata in R™ si puod estrarre una sot-
tosuccessione convergente.

Successioni e chiusura di un insieme. Per mezzo delle successioni possiamo
caratterizzare un insieme chiuso. Cominciamo col dimostrare il seguente

m Teorema 4.4 - Sia E C R ey € R™. Alloray € E se e solo se esiste una
successione {x*} di punti di E che tende a y.

Dimostrazione - i) Per ipotesi, y € E=FUE'. Se y € E, la successione costante
{x"} con x" =y per ogni h, tende a y. Sia allora y € E' (e non in E): la tesi segue dalla
Proposizione 4.2.

i7) Ora l'ipotesi &: esiste una successione ... € la tesi: y€ E. Neghiamo la tesi e
mostriamo la falsitad dell’ipotesi. Se y € CFE (che & un aperto) esister2 un intomo B(y, r)
di y nel quale non cadono punti di E e percid nemmeno punti di E; allora non esiste alcuna
successione {x"} di punti di E convergente a y. o

Corollario 4.5 - Un insieme E C R™ @ chiuso se e solo se, presa comunque una

successione {x"} a valori in E e convergente in R™, il limite della successione sta
in E. In simboli:

E chiuso @{x €L > ye€FE
x = 4

Dimostrazione - 7) L’implicazione => segue immediatamente dal teorema 4.4.

ii) Per mostrare I'implicazione <=, sia y € E’; allora esiste una successione {xh} di
punti di E convergente a y; per l'ipotesi, y € F e pertanto E & chiuso. o

Successioni e compattezza. In 3.2.3 abbiamo definito la nozione di compattezza
per mezzo delle coperture. Abbiamo poi mostrato (teorema di Heine-Borel) che,
in R™, sono compatti tutti e soli gli insiemi chiusi e limitati. La nozione di
compatiezza pud essere introdotta anche per mezzo delle successioni.

Definizione 4.3 - Un insieme K C R"™ si dice compatto per successioni (o
sequenzialmente compatto) se da ogni successione a valori in K si puo estrarre
una sottosuccessione convergente a un elemento di K.

m Teorema 4.6 - K C R"™ & compatto se e solo se é sequenzialmente compatto.

Dimostrazione - i) Se K & compatto e {x"} & una successione a valori in K, da essa
si pud esirarre una sottosuccessione convergente a un punto y€ [R™ (perché K & limi-
tato: Proposizione 4.3) e inoltre y € K (perché K @ chiuso: Corollario 4.5); percid K &
sequenzialmente compatto.

i1) Se A & sequenzialmente compatto, allora K & limitato: se cosi non fosse, esisterebbe
una successione {x"} di punti di K divergente a co; ogni successione estratta da questa
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divergerebbe pure a oo, per cui non sarebbe possibile estrarre da essa alcuna successione
convergente.

iii) Se K & sequenzialmente compatto, allora K & chiuso: sia infatti y € K; allora

(teorema 4.4) esiste una successione {x"} di punti di K convergente a y. Per I'ipotesi, da
questa successione posso estrarre una sottosuccessione convergente a un punto di K; ma

ogni successione estratta dalla {x*} converge a y percuiy € K. o

4.3 |l criterio di Cauchy

Ripetiamo la definizione di successione di Cauchy gia introdotta per le succes-
sioni in R.

Definizione 4.4 - Sia {xh} una successione a valori in R™ (o in C). Se succede
che, fissato € > 0, esiste un N = N (¢) per cui

Ix* —x*||<e per k,h>N : (4.1)
la successione si dira di Cauchy o fondamentale.
La (4.1) si pud anche scrivere
d(xF,x}) >0 per k,h— +oo (4.2)
ricordando che ||x — y|| esprime la distanza pitagorica dei punti x,y € R".

Proposizione 4.7 - Sia {x"} una successione convergente in R"; allora ¢ fon-
damentale.

Dimostrazione - Essa ripete pari pari 1'analoga svolta per le successioni in R. Sel ¢ R™
& il limite di {x"} risulta, per la disuguaglianza triangolare

a(x*,x") < a(x* 1) + d(x™, 1) O (43)

¢ poiché i due addendi a secondo termine della (4.3) tendono a zero per h, k — +oo, cosi
avviene anche del primo termine. o '

Si noti che questa semplicissima dimostrazione fa uso soltanto della disugua-
glianza triangolare, € non di proprieta particolari di R™. Essa resta valida percid
in uno spazio metrico qualsiasi (cfr. 3.14 per la definizione. di spazio metrico) e
non solo in R™.

Anche la proposizione inversa resta valida in R",

Proposizione 4.8 - Sia {xh} una successione fondamentale in R", allora essa
é convergente.
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Ancora, la dimostrazione ricalca quella svolta in R e percid non la ripetiamo (ma
I"allievo lo faccia per esercizio). Ricordiamo perd i tre passi della dimostrazione:

i) si mostra che {x"}, essendo fondamentale, & limitata (cfr. lemma 3.15)

i) allora dalla {x"} si pud estrarre una sottosuccessione convergente (Proposi-
zione 4.3)

i41) sfruttando ancora il fatto che {x"} & fondamentale, si mostra che tutta la
successione & convergente. )

Mentre nei punti ¢) e i:7) si fa uso sostanzialmente solo della disuguaglianza
triangolare, nel punto %) si ricorre al teorema di Bolzano-Weierstrass, che & una
proprieta profonda e intimamente legata alla particolare struttura di R”™.

Cid giustifica I'introduzione della seguente nomenclatura.

Definizione 4.5 - Uno spazio metrico X si dice completo se ogni successione
Jondamentale a valori in X é convergente.

Mostriamo che esistono spazi metrici non completi.

Esempio 4.15 - L’insieme @ dei numeri razionali ha la struttura di spazio lineare
metrico (sul campo Q) con la solita definizione di distanza: d(e,b) = |a — b).

Si consideri in @ 1a successione {(1+ 1/n)"} di numeri razionali; essa & fon-
damentale in Q (si pud vederlo direttamente o anche si pud dedurlo dal fatto che,
essendo convergente in IR necessariamente ¢ fondamentale in R e quindi anche in
Q perché abbiamo adottato in Q la stessa distanza presente in R); essa non & con-
vergente in Q poiché noi sappiamo che il suo limite, il numero e, non & razionale
(cid sarad dimostrato in 8.2.2) e un altro limite non pud esservi, per I'unicit del
limite!.

Ritroviamo cosi, da un altro punto di vista, una circostanza gia pit volte sotto-
lineata: R & il completamento di @ nel senso che contiene @ e in pil contiene i
limiti delle successioni fondamentali di @ non convergenti in Q. (

Le precedenti proposizioni 4.7 e 4.8 si riassumono nel seguente teorema, fonda-
mentale per I’Analisi matematica:

m Teorema 4.9 - Gli spazi euclidei R™ e C" sono completi.

(La completezza di €™ segue da quella di IR™ osservando che, sia dal punto di
vista insiemistico che per la topologia, C" & identificabile con IR?™).

1l criterio di Cauchy, il teorema di Bolzano—Weierstrass, 1’assioma di Dedekind,
la proprieta dell’estremo superiore (proprietd K, di 2.2.4), I’assioma di Cantor degli
intervalli incapsulati (*), sono tutti collegati tra loro; si potrebbe dimostrare infatti

(*) Assioma di Cantor: ogni successione di intervalli chiusi I, = [an,b,] taliche: Iy D Iz D
.+« I, D --- ha intersezione non vuota.
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la seguente catena di equivalenze:

R,
i

assioma di Dedekind

principio di Archimede
criterio di Cauchy

principio di Archimede
teorema di Bolzano—Weierstrass

& ot S S

{ principio di Archimede
assioma di Cantor.
Concludiamo, accennando rapidamente alla costruzione del campo dei numeri reali
secondo Cantor. Con un procedimento simile a quello che ci ha permesso di
definire Z a partire da IN ¢ poi Q a partire da Z, possiamo definire R a partire da
Q; ma non bastera utilizzare coppie o n-uple di razionali per definire un numero
reale, bensl bisognera utilizzare successioni.
Partiamo dunque da Q (insieme degli allineamenti decimali periodici strutturato
come in 1.1.4) e costruiamo I’insieme C di tutte le successioni di Cauchy a valori
in Q.

In C introduciamo la seguente relazione di equivalenza:

(verificare che si tratta di una equivalenza!). Quindi si prende 1’insieme quoziente
C/r, che si indichera con R e i cui elementi [{ay,}] si diranno numeri reali.
Definiamo in R le operazioni algebriche di somma e prodotto:

[{an}] + [{8n}] := [{an + bn}]
[{an}] - [{bn}] := [{an - bn}]

(bisognera verificare che, cambiando i rappresentanti nelle classi di equivalenza
scritte a sinistra, non cambia la classe di equivalenza scritta a destra). Si mostra
poi agevolmente che sono verificate le proprieta ®; ¢ R, di queste operazioni.
Ovviamente il numero O & la classe di equivalenza della successione {a,} con
an = 0 per ogni n (notare che di questa classe fanno parte, per esempio, le
successioni {1/n} e {1/n?}, che sono equivalenti); il numero 1 & la classe di
equivalenza della successione {b, } con b, = 1 per ogni n; ’opposto di a = [{ar}]
sard —a = [{—ay}] e il reciproco 1/a (se a # 0) sara [{1/ay}] (avendo eliminato
dalla successione {ay} gli eventuali termini nulli).
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Si introduce poi un ordinamento totale nel modo seguente: se a = [{a, }] diremo
che a > 0 se nella classe di equivalenza che definisce o ¢’¢ una successione che
risulti definitivamente > 0; diremo che a < 0 se —a > 0; si mostra poi che,
preso un qualsiasi a = [{an}] risulta @ > 0 oppure a < 0. Dati due numeri, g3
e 7, diremo allora che § > v se # — v > 0. Si mostra che le proprietd K3 sono
verificate.

A questo punto possiamo identificare il numero razionale ¢ con il numero reale
definito dalla (classe di equivalenza della) successione costante {¢}; la corrispon:
denza ¢ — [{q}] conserva le operazioni algebriche e 1’ordinamento sopra introdotti,
cosicché possiamo dire che @ & un sottocampo di R.

Infine si mostra che vale la proprieta R,.



Funzioni
continue

Nel precedente capitolo, in cui ¢ stata definita 1’operazione di limite, abbiamo
pit volte sottolineato che il limite di una funzione f(z), per £ — z¢, non & in alcun
modo legato al valore che f assume in z,, anche ammesso che f sia definita in
zo. E venuto ora il momento di esaminare una classe di funzioni f(z) per le quali
il limite per z tendente a un certo punto coincide col valore di f in quel punto.
Queste funzioni sono fondamentali nell’Analisi matematica ¢ prendono il nome di
funzioni continue. In questo capitolo si studiano le proprieta di tali funzioni.

La continuitd di una funzione, essendo legata alla nozione di limite, & una pro-
prietd di carattere topologico; si potrebbe percid affrontare subito lo studio della
continuita delle funzioni da R™ in R™, dal momento che conosciamo la topologia
di questi spazi e i limiti. Ma, per ragioni didattiche, e come gia abbiamo fatto
nel capitolo precedente, studieremo prima il caso piu semplice delle funzioni da
R in R (sez. 1); illustreremo poi (sez. 2) le proprieta fondamentali delle funzioni
continue da R™ in IR™ (e, in particolare, da R™ in R e da € in C); infine (sez.
3) passeremo in rassegna le cosiddette “funzioni elementari” dell’Analisi.

1. FUNZIONI CONTINUEDARINR
1.1 Definizione di continuita

Definizione 1.1 - Sia f : R O X — R. Se z & un punto isolato di X, diremo
senz’altro che f & continua in z.

Se zg € X N X', cioé é un punto di accumulazione di X che appartiene a X,
diremo che f ¢ continua in x se & verificata una delle seguenti circostanze, tra loro
equivalenti:

i) per ogni intorno U di f(xzg) esiste un intorno V di x tale che risulti
f(z)eU perogni teVnX
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i1) per ogni € > 0, esiste § = 6(¢) > 0 tale che
|f(z) = f(zo)| <€, V€ X con |z — x| < 6

iti) lim f(z)= f(z0)

iv) per ogni successione {xy} a valori in X e convergente a x si abbia:
Jim_ f(za) = £ lim_za) = f(a0)

Se si confronta la ¢) con la definizione 3.2.2. di limite di f(z) per z — zy
si osserva che I'unica differenza & che ora la condizione f(z) € U deve essere
verificata Vo € V N X, senza pid escludere il punto zg.

L’equivalenza di 7)...4v) & evidente (per la iv) ricordare il teorema 4.3.6). Le
definizioni precedenti rendono rigorosa la definizione intuitiva: una funzione & con-
tinua in x¢ se una piccola variazione del punto xo produce una piccola variazione
dell' immagine f(zo).

Se f : X — R & continua in tutti i punti di un insieme A C X, diremo che
¢ continua in A (0 su A); diremo semplicemente che & continua se & continua in
tutti i punti del suo insieme di definizione (ma vedi anche la seguente osservazione
1.1).

Esempi

Sono continue le funzioni seguenti:

1.1. Le funzioni costanti (ovvio!)

1.2. Le potenze: z — z¢ (z > 0,a € R); gli esponenziali: z — a® (z € R
e a > 0); i logaritmi: z + log, z (z > 0,a > 0,a # 1): cfr. gli esempi 4.2.23,
4.2.24,4.2.25.

1.3. z — sin z. Infatti, Vzy € R, abbiamo, posto ¢ = zp + h:
sinz — sinzg = sin(zg + k) ~ sin 29 = 2sin(h/2) cos(zg + h/2) ;

poiché | cos(zg + h/2)| < 1 e sin(h/2) — 0 per h — 0, segue che sinz — sinzg
per ¢ — Typ.

1.4. z — cos z. Procedere come nell’esempio precedente.

Come abbiamo parlato di limiti destro, sinistro, cosi possiamo parlare di conti-
nuitd da destra, da sinistra. Piu precisamente, diremo che

f é continua da destra in x se: ,Jim f(z) = f(z0)

f & continua da sinistra in zo se: lign f(z) = f(z0) .
—Zy-

Esempio 1.5 - La funzione z + (z) (mantissa di z) & continua in ogni punto
z #0, £1,%2,.-- ed & continua da destra su tutto R.
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Sia f: X — R. Se z( ¢ un punto interno di X, evidentemente f & continua in
zq Se e solo se é ivi continua da destra e da sinistra.

Sia X = [a,b]. Dire che f & continua in a (in b) significa dire che f ¢ continua
da destra in a (da sinistra in b).

Esaminiamo ora come si comporta la proprieta di continuitd rispetto alle opera-
zioni algebriche e ad altre operazioni eseguibili sulle funzioni.

Siano f e g due funzioni: X — R, continue. E immediato verificare che ogni .
combinazione lineare ¢; f(z) + czg() risulta pure continua su X; questa proprieta
elementare ¢ importante perché permette di considerare la classe delle funzioni
continue come uno spazio vettoriale lineare: i “punti” dello spazio sono le singole
funzioni, lo 0 & la funzione identicamente nulla su X, 1’opposto di f & la funzione
— f. Tale spazio viene solitamente indicato con C(X) o C°(X); avremo occasione
di tornare in maniera piti approfondita su questo argomento.

E anche facile mostrare che (lo studente lo faccia per esercizio) se f,g: X — R
sono continue, allora risultano continue anche:

)f-9g

%) f/g (dove & definita, cio¢ dove g(z) # 0)

i) |fl, f4 f-

iv) Max{f, g}, cioe la funzione z — max{f(z),g(z)},
Min{f, g}, cio® la funzione z — min{f(z),g(z)}.

Sianoora f : A — Be g : B — IR due funzioni e consideriamo la funzione
composta go f : A — R,

m Teorema 1.1 - Se f ¢ continua in xy € A e g & continua in f(zy) € B, allora
go f e continua in xy.

Dimostrazione - Essendo g continua in f(zo), per ogni intomo U di g(f(z0)) esiste un
intorno W di f(z¢) tale che g(WNB) C U; per lacontinuitd di f in 2, in corrispondenza di
questo W esiste un intorno V di zg tale che f(VNA) C WNB; epercid g(f(VNA)) C U,
il che prova che g o f & continua in z¢. O

Possiamo domandarci se, come per la composizione, cosi la continuitd si con-
serva anche con ’operazione di inversione di funzioni. Ma si vede subito che cid
non & vero in generale, come mostra il seguente esempio di funzione continua e
invertibile, con inversa non continua.

Esempio 1.6 - Sia X = [0,1]U (2,3] ed f : X — R la funzione indicata in
figura 5.1a; f & continua in X ma f~!:[0,2] — X non & continua in z = 1.

Il problema della continuita della funzione inversa sara affrontato, da un punto di
vista piu generale, nella sez. 2. Risulterd allora che, se f & continua e invertibile,
la continuit della funzione inversa & garantita in almeno due casi: quando X =
= dom(f) & un intervallo (limitato 0 no) o quando X & un compatto. C’¢ anche il
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, L
a)xe f(x) b) xe 1 (x)
Fig. 5.1

caso estremamente importante di X aperto (teorema di “invarianza del dominio”);
ma la dimostrazione di questo risultato comporta strumenti matematici che non
pOssono essere presentati in questo libro.

Infine, il comportamento di una funzione continua rispetto all’operazione di
limite ¢ bene espresso dalla definizione stessa (:v): le funzioni continue sono quelle
per cui I operazione di limite commuta con f.

1.2 Punti di discontinuita

Sia f: X — R ed esaminiamo i punti di X in cui la funzione non & continua;
cerchiamo di capire quale pud essere il comportamento della funzione in tali punti.

Esempio 1.7 - Sia f(z) = {f’)m z/e gg : fg ; f(z) & continua in ogni

punto zg # 0 (poiché & il quoziente di due funzioni continue), ma non & continua
in 0, poiché, per z — 0, f(z) — 1 # f(0) = 0. E chiaro che si tratta di una
discontinuita fittizia; basterd infatti modificare la definizione della funzione nel
punto 0, ponendo f(z) = 1 per = 0, e la funzione sar2 continua in quel punto.
Parliamo in questo caso di discontinuitd eliminabile (fig. 5.2a).

In generale diremo che zg (punto interno di X = dom(f)) ¢ un punto di
discontinuita eliminabile di f(z) se esistono finiti i limiti destro e sinistro di f
per £ — zgp €:

lim f(e) = lim f(=) # f(z0) -

$—>£0+

Se X = [a,b] e zg = a si dira che in a c’? una discontinuita eliminabile se
zlirtrl; f(z) esiste finito ed & diverso da f(a) (analoga definizione per ).
—a4

Esempio 1.8 - La funzione f(z) = sgnz & discontinua in 0; tuttavia esistono
finiti i limiti destro e sinistro (per z — 0), ma sono diversi; in questo caso diremo
che 0 ¢ un punto di salto per f(z) (fig. 5.2b).
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a) Discontinuita eliminabile. b) Salto. c) Discontinuita di 2¢ specie.

Fig. 5.2

In generale chiameremo salto di f(z) per z = z¢ (2o punto interno di X =
= dom(f)) la quantita

S@o) =, im f(@)= lim f(=).

I punti con salto non nullo vengono anche detti punti di discontinuita di 1¢
specie.

Un esempio interessante di funzioni che o sono continue o presentano solo di-
scontinuita del tipo suaccennato & costituito dalle funzioni monotone in un intervallo
chiuso [a, b].

» Teorema 1.2 - Una funzione f : [a,b] — R monotona pud avere al pii una
infinitd numerabile di punti di discontinuitd, e questi possono solo essere di 1*
specie (o eliminabili, se sono in a o in b).

Dimostrazione - Sia, per esempio, f crescente; allora, per il teorema 4.2.10, sappiamo
che, per ogni zg € (a,b), esistono finiti i limiti destro e sinistro e risulta

lim f(z) < f(zo) < lim f(z)
T—xrg- T Zo+

cosicché o f & continua in z¢ (se i due limiti sono uguali) o presenta un salto in zg.
Analogamente si ha che: lim f(z) > f(a)e lir? f(z) < f(b) cosicché questi punti o
T—a4 T—b_

sono di continuitd o di discontinuitd eliminabile.

Poniamo ora § = f(b) — f(a); possiamo osservare che in [a, b] non potranno esservi pil
di [S] (parte intera di S) punti con salto maggiore di 1, non potrannno esservi pid di 2[S]
punti con salto compreso tra 1/2 e 1, non piu di 4{S] punti con salto compreso tra 1/4 ¢
1/2 e cosi via; in questo modo si possono numerare (Cio¢ ordinare in successione) tutti i
punti di discontinuitd di f, che risultano percid al pill un’infinitd numerabile. o

1/z
Esempio 19 - Si =€/ Pz F 0 ora i =0
sempio ia f(z) {0 per 7 = 0 allora lim f(z) e
1'1161 f(z) = +oo; percid i limiti destro e sinistro esistono, ma uno di essi ¢
U4
infinito.
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Esempio 1.10 - Sia f(z) = {gin 1/a ;ﬁ i f_ 8; in tal caso i limiti di f(z),

per z — 04, non esistono.

In generale, quando uno (almeno) dei due limiti destro e sinistro ¢ infinito,
oppure non esiste, diremo che zg & un puato di discontinuita di 2% specie (figura
5.2¢).

Possiamo riassumere i vari tipi di discontinuitd osservando che lim f(z) =
T—Io

= f(xg) equivale a richiedere che i due limiti lim f(z)e lim f(z):
T—+To4 T—Tg-

1) esistono finiti, 2) sono uguali e 3) sono uguali a f(zg).

Se 1) e 2) sono veri e 3) ¢ falso, z¢ & un punto di discontinuita eliminabile per f.

Se 1) & vero ma 2) (e quindi anche 3)) & falso, z¢ & un punto di salto o di
discontinuita di 1% specie.

Se 1) ¢ falso, z ¢ di discontinuita di 2¢ specie.

Osservazione 1.1 - Per poter dire che una funzione f : X — R & continua
oppure no in zy si richiede che f sia definita in x, ciog =y € X. Cosl, a rigore, &
bene evitare espressioni del tipo: la funzione f(z) = 1/z (ovviamente definita per
z # 0) ha in 2y = 0 un punto di discontinuita (di 2 specie), oppure: la funzione
f(z) = sinz/x (anch’essa definita per x # 0) ¢ continua in zg = 0. L’uso di tali
locuzioni, che pure & frequente, & pertanto ammissibile solo se si sottintende che
le funzioni in questione siano state tacitamente definite in zy in modo opportuno.

Cosl si potra dire che f(z) = 1/z & continua (dove ¢ definita, cio per = # 0)
¢ anche che 0 & un punto di discontinuita (di 2% specie) per f(z). Analogamente
diremo che log z & continua (per z > 0) e che 0 ¢ punto di discontinuita (di 2¢
specie) per log z.

Se invece i due limiti (destro e sinistro) esistono finiti € sono uguali, diremo che
f(z) & continua in zy, anche se non & ivi definita. Cosi diremo che la funzione
f(z) = exp(—1/z?) per z # 0 (e non definita in z = 0) & continua su tutto R,
anche in 0, poiché jClirg f(z) = zlh}_} f(zy=0.

=04 0.

Osservazione 1.2 - Anche se, nella maggior parte delle applicazioni, i punti di
discontinuitd sono un po’ un’eccezione, mentre la continuitd & la regola, esistono
funzioni che non sono continue in alcun punto; per esempio l’'insieme dei punti
di discontinuit2 della funzione di Dirichlet: f(2) = 1se 2 € Q, f(z) = 0 se
z € R\ Q, coincide con il suo insieme di definizione, cio¢ R. Di che specie sono
queste discontinuita?

1.3 Proprieta fondamentali delle funzioni continue su un intervallo

Passiamo ora in rassegna le proprietd fondamentali delle funzioni definite su
un intervallo ¢ ivi continue; non dimostreremo in questo paragrafo tutti i risultati
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che enunceremo, poiché alcuni di questi sono dei semplici corollari di teoremi
dimostrati nella sez. 2.

Cominciamo con le proprietad in qualche modo connesse con 1’ordinamento di
R.
La prima osservazione (e questa vale per le funzioni continue su un insieme X
qualsiasi) & che, essendo, per una funzione continua in zg, f(zo) = zlina} f(z), il
—Zo

teorema della permanenza del segno per i limiti (teorema 4.2.3) ha come immediata
conseguenza il seguente

m Teorema 1.3 - (della permanenza del segno)

Sia f : X — R una funzione continua in g € X. Se f(xp) > 0, allora esiste
un intorno U di zq tale che f(z) > Operogniz e UnN X.

Considerando la funzione f(z) —! (I € R) segue immediatamente da quanto
sopra che, se f(zq) > [, allora si mantiene f(z) > ! in tutto un intorno di zg.
Molio importante & il seguente

a Teorema 1.4 - (degli zeri)

Sia f : [a,5] — R continua e risulti f(a)f(b) < 0. Allora esiste (almeno) un
punto £ compreso tra a e b tale che f(£) = 0.

Dimostrazione - Questo teorema potrd dedursi come corollario dal teorema 2.8. Tuttavia
ne diamo qui una dimostrazione indipendente, di tipo costruttivo: si prova ’esistenza dello
zero fornendo un algoritmo che lo determina; utilizzeremo il procedimento di dicotomia.

Sia, per esempio, f(a) > 0, f(b) < 0. Detto ¢ il punto medio di [a,b], c = (a + b)/2,
consideriamo f(c); se f(c) = 0, il teorema & dimostrato; se f(c) > 0 consideriamo
Yintervallo [c, b]; se f(c) < 0 consideriamo I'intervallo [a, c].

Detto [a1,b1] quello dei due intervalli che abbiamo cosi ottenuto, osserviamo che risulta:
f(a1) > 0, f(b1) < 0. Ripetiamo su [a;, b;] la stessa operazione fatta su [a, b) e cosi via.

Cosl procedendo, pud accadere che uno dei punti medi degli intervalli che cosl si otten-
gono sia uno zero di f(z) e allora il teorema & dimostrato; oppure cid non avviene mai, e
atlora si ottengono due successioni {a,} e {b.} tali che

f(a) -

f(b)

Fig. 5.3
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a<a; a3 Lapn - Kby £ Kby S LD

flan) >0 , f(bn) <0 perognin

b—a
o (1.1)

La successione {an} ammette limite finito (poiché & monotona crescente e limitata su-
periormente da b); la successione {b,} pure ammette limite finito (¢ monotona decre-
scente e limitata inferiormente da a) e i due limiti devono essere uguali per la 1.1. Sia

&€= lim an= lim bn. Essendo f continua in ¢ risulta allora simultaneamente
n—-+4o0 n—+400

J(¢) = n_lir_{_loo f(an)
€)= n_lirfoo f(bn) .

bn—'an:

Ma f(an) > 0 e percid f(£) > 0 (ricordare 1'osservazione 4.2.3) f(bn) < 0 e percid
f(¢) < 0 da cui segue f(¢€)=0. o

Si osservi che, arrestando il procedimento dopo n passi, si pud assumere a, (bs)
come valore approssimato di £, commettendo un errore per difetto (eccesso) non
superiore a (b — a)/2™.

Si osservi che, se in [a,b] vi sono pil zeri della funzione f, il procedimento
illustrato non ci dice quale di essi viene determinato.

Esempio 1.11 - Si voglia determinare, con un calcolatore tascabile, una radice
dell’equazione: z = 2%,
Posta 1’equazion¢ nella forma:

fz)=2"%~-z2=0

si vede che essendo f(0) = 1e f(1) = —1/2, nell’intervallo [0, 1] c’® una radice (&
anche facile convincersi che & unica!). Applichiamo il procedimento sopra descritto

f(1/2) = 0.2071 > 0 considero [1/2,1]
f(3/4) =-0.1554 < 0 considero [1/2,3/4]
f(5/8) = 0.2920 > 0 considero [5/8,3/4]
f(11/16)=-0.0666 < 0 considero [5/8,11/16]

f(21/32)=-0.0217 < 0 considero [5/8,21/32]
f(41/64)= 0.0008 > 0

La radice cercata, £, si trova nell’intervallo [41/64,21/32], e ciod abbiamo
0.640625 < £ < 0.656225 ovvero £ = 0.6... con la seconda cifra incerta trad e 5,
dopo 6 iterazioni del procedimento. 1l metodo & dunque poco efficiente.

Assumendo I’uno o I’altro dei due valori approssimati (per difetto o per eccesso)
si commette un errore non superiore a 1/2° = 0.015625.
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I precedente teorema viene a cadere se f non & continua oppure s¢ X non & un
intervallo: lo studente trovi dei controesempi.

Corollario 1.5 - Una funzione continua in un intervallo (a, b) assume tutti i valori
compresi tra inf f e sup f.

Dimostrazione - Sia t un numero compreso tra inf f e sup f. Allora esisteranno due
punti in (a,b), z1 € z, tali che:

inf f < f(z1) <t < f(z2) <supf

La funzione g(z) = f(z) -t & continua in [z1, z;] ed inoltre g(z1) < 0, g(x2) > 0. Esiste
dunque ¢ tale che g(¢) = 0 e ciot esiste £ tale che: f(¢) =1t o

Esempio 1.12 - La funzione f(z) = tgz da (—x/2,+7/2) in R & continua
(poiché ¢ il quoziente di due funzioni continue con denominatore diverso da zero)
¢ inoltre risulta: inf f = —oo, sup f = +oo. Allora I'immagine di f & tutto R.

Proprieta ancora pit, significative si possono ottenere se consideriamo le funzioni
continue su un intervallo chiuso e limitato; esse vengono qui sotto enunciate in una
Proposizione, che & un semplice Corollario del Teorema 2.4 della sez. 2 (vedi
Corollario 2.5).

Proposizione 1.6 - Sia f : [a,b] — R continua. Allora:

1. f e limitata in {a,b);

2. f ammette massimo e minimo;

3. f assume (almeno una volia) qualunque valore compreso tra il minimo e il
massimo (proprieta di Darboux o dei valori intermedi).

Si osservi che la proprieta 3. discende dal Corollario 1.5 e dalla proprieta 2.

E facile convincersi che le proprieti 1., 2., 3., vengono generalmente (non ne-.
cessariamente) a cadere se cade qualche ipotesi del teorema, coms mostrano gli
esempi seguenti.

Esempi

1.13. (-7/2,47/2) 5 = ~ tgz: funzione continua in un intervallo limitato,
non chiuso. La funzione non & limitata, non ammette massimo né minimo.

1.14. [0,+00) 3 = + z2: funzione continua in un intervallo chiuso (in R) ma
non limitato. La funzione non & limitata, ammette minimo, non ammette massimo.

1.15. [-1,+1] 3 z » sgnz: funzione non continua in un intervallo chiuso e
limitato. La funzione non possiede la proprietd di Darboux.

116. [0,1) 3 z = f(z) = ;c,)ml/z g:: : f g: funzione non continua in
un intervallo non chiuso. La funzione possiede tutte le proprieta elencate nella
Proposizione 1.6.
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1.4 La continuita uniforme

Consideriamo, nei due esempi seguenti, due funzioni, entrambe continue, che
presentano perd una importante differenza.

Esempio 1.17 - Sia f(z) = 2% Questa funzione & continua in (0,1); infatti,
fissato £ > 0, per ogni zg € (0,1), prendiamo § = £/2. Allorarisulta, se |z —z¢| <.
< 6,

1f(2) = f(20)] = Ia? = 28] = |z = wo| |z + o] < S(le] + zol) S ¢ .

Notiamo che abbiamo trovato un § adatto per tutti gli zo di (0,1) : § = 6(¢),
indipendente da zg.

Esempio 1.18 - Sia g(z) = 1/z. Anch’essa & continua in (0, 1); infatti, fissiamo
€ > 0e zg € (0,1). Se vogliamo avere

1 1

lg(2) = g(z0)l = |~ | S€ (1.2)

dovra essere, risolvendo 'ultima disequazione,

T z
0 SxSmin{l,l z‘x }
—€Zg

Cio significa che la scelta migliore per § (cio il § pitt grande per cui, se [z —z¢| < 4,
vale la (1.2)) sara:

2
exd

1+exg

6= 5(8,.’60) =

Si noti che, quando z si avvicina a 0, anche § si avvicina a 0.

La differenza tra questo caso e il precedente sta nel fatto che ora non possiamo
pill scegliere un § appropriato per tutti gli z¢ di (0, 1), pur essendo naturalmente
possibile scegliere un é per ogni singolo x,; abbiamo ciod § = é(e,z¢) ma non
é = é(¢), indipendente da z!

La differenza tra le due situazioni sopra illustrate ha importanti conseguenze,
che potranno perd essere pienamente apprezzate dall’allievo solo pit avanti. Ora
introduciamo un concetto, la continuitd uniforme, che ci consente di precisare e
generalizzare quanto sopra illustrato.

Definizione 1.2 - Sia X CRe f: X — R. Sidice che f e uniformemente
continua in X se, Ne > 0, 36 > 0 (6§ = 6(¢)) tale che: per ogni coppia di punti
z,29 € X, con



FUNZIONI CONTINUE DA R IN R 233

lz —xg) < 6 risulti |f(x)— f(zo)l <c.

Confrontiamo questa definizione con la definizione di funzione continua in X:
Ve >0, Vzg € X, 36 > 0 (6 = é(e,z¢)) tale che: per ogni x € X, con

|z —zo] <6 risulti |f(z) - f(z0)| <€ .

E evidente dunque che, se f & uniformemente continua in X, & ivi anche continua;
ma il viceversa non & vero; i due casi illustrati sopra mostrano che la funzione z?2 &
uniformemente continua in (0, 1), la funzione 1/z non lo & (pur essendo continua).

Esempi

1.19. La furzione f(z) = 22 non & uniformemente continua in [0, 4occ). Infatti,
posto z = z¢ + h, risulta f(z) — f(x0) = (z0 + k)% — 2% = 2hxg + A% > 2ha,.

Fissato comunque A, si pud sempre trovare un zo tale che 2hzg > 1 (basta
prendere 29 > 1/2h). Cid mostra che, fissato ¢, & impossibile trovare un §
dipendente solo da € (e non da z) per cui risulti |f(z) — f(z¢)| < € quando
I.ZE - IBQI < 6.

1.20. La funzione e~? & uniformements continua in [0,+oc0). Infatti, posto
T = xg + h, risulta

e — e ™| = e~ 1 < [P - 1] < e

purché |h| = |z — 2¢| < min{log(1 + ¢),—log(1 — €)}.

La continuitd uniforme pud essere illustrata in termini di oscillazione di una
funzione.
Se f: X — R ed £ C X definiamo oscillazione di f in F la quantita

wp(f)=sup f—inff .
E

La definizione 1.2 equivale a richiedere che, fissato ¢ > 0, esiste § = §(¢) tale che
per ogni E C X con diametro minore di §, wg(f) < €.
Cosl, ad esempio, se X = (a,b) ed f & uniformemente continua in (a, b), fissato
¢ ¢ possibile suddividere I'intervallo (a,b) in un numero finito di sottointervalli di
ampiezza 6 in modo che su ciascuno di essi I’oscillazione di f & piu piccola di ¢.
Le proprieta elencate nella Proposizione 1.6 sono legate alla continuit3 uniforme
dal seguente teorema (di Cantor-Heine), che sard dimostrato nella sez. 2.

Proposizione 1.7 - Una funzione f : [a,b] — R continua (su un intervallo chiuso
e limitato) @ uniformemente continua.
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Fig. 5.4 Funzione non uniformemente continua in (0,1): per mantenere 1’oscillazione
minore di ¢ vicino a 0 occorre scegliere insiemi di diametro sempre pid piccolo.

Naturalmente, non & necessario che il dominio di definizione di una funzione
continua sia chiuso e limitato perché essa sia uniformemente continua, come mostra
I’esempio 1.20. Si noti anche che una funzione costante ¢ uniformemente continua
su ogni insieme X.

Condizioni sufficienti per la continuita uniforme sono illustrate negli esercizi 1.6,
1.7, 1.8.

Esercizi

1. Una funzione f : X — R si dice semicontinua superiormente in un punto zg € X se
Tim z) < f(zp) ;
Am S(2) < f(z0) 5
si dice semicontinua inferiormente in zg se
lim f(z) 2 f(zo) .
T—Tp
Mostrare che una funzione & continua in un punto se e solo se & semicontinua inferiormente
¢ superiormente in que! punto.

2. Verificare che la funzione:

a) sgn z non & semicontinua né inferiormente né superiormente in 0
b) [z] & semicontinua superiormente in ogni punto di R
¢) (z) & semicontinua inferiormente in ogni punto di R.

3. Data la funzione: H(z) =0se z < 0, H(z) =1 se z > 0 (gradino di Heaviside),
definire H anche in 0 in modo che risulti semicontinua inferiormente (superiormente).
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4. Trovare, per ciascuna delle seguenti equazioni, aiutandosi con dei grafici, un intervallo
contenente una soluzione; quindi, eventualmente con I'uso di un calcolatore tascabile, €
usando il procedimento di dicotomia, determinare una soluzione con buona approssimazione:

a)tgz = e*

b) log |z| = cosz

sin
c) s Vil

5. Una funzione f : X — R si dice hélderiana di ordine o : 0 < a < 1in A C X se
esiste una costante positiva M tale che:

If(z) = f(y)| < M|z ~-y|* Vaz,yeA.

Se f & holderiana di ordine 1 viene detta lipschitziana. Evidentemente una funzione
holderiana & continua; ma non & vero il viceversa. L’ordine di holderianita o & una specie
di misura quantitativa della continuita.

Dire se le seguenti funzioni sono hélderiane, e calcolame, in caso positivo, 1’ordine:

a) vz in [0, 1]

b) sin(¥z) in R

¢) |z]%in{-1,1],a >0
d) 1/logz in (0, 1).

6. Dimostrare che una funzione hélderiana in A & uniformemente continua in A.

7. Dimostrare che se f : [a, +c0) — R & continua ¢ ammette asintoto orizzontale, allora
f & uniformemente continua.

8. Dimostrare che se f : [a,+00) — R & continua e ammette asintoto obliquo, allora f
¢ uniformemente continua.

9. Dire se le funzioni

a) Vz
b) zlogx
c) e®

sono uniformemente continue in [0, +00).

2. FUNZIONI CONTINUE DA R" IN R™

2.1 Una caratterizzazione delle funzioni continue

Ora che lo studente si & familiarizzato con il concetto di funzione continua nel
caso particolare di funzioni da R in R, possiamo agevolmente affrontare lo studio
della continuitd da un punto di vista piti generale.
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Sia percid X C R™ e f: X — R™. La definizione di continuitd in un punto
x? € X n X' e in un insieme A C X si ripete pari pari come in 1.1. Cosi pure si
estendono le affermazioni circa la continuita della somma e del prodotto di funzioni
continue e la continuita della funzione composta.

Le proprieta generali delle funzioni continue possono essere divise in due gruppi,
secondoché Ia funzione sia definita su un compatto 0 su un connesso.

L’importanza degli insiemi connessi e degli insiemi compatti in rapporto alle -
funzioni continue deriva dal fatto che, come vedremo, le proprietd di compattezza e
connessione vengono preservate da una trasformazione continua, ciod una funzione
continua (da R™ in R™) manda compatti di R™ in compatti di R™, e lo stesso
avviene per i connessi. '

Si noti che, in generale, una funzione continua non manda un aperto in un aperto,
né un chiuso in un chiuso, come prova I’esempio seguente:

fizm oo

f manda R (insieme aperto e chiuso) nell’intervallo (0, 1] (né aperto, né chiuso).

A questo proposito, una caratterizzazione delle funzioni continue & possibile
introducendo nel loro dominio 1a cosiddetta “topologia relativa o indotta”.

Sia X C R™ e x* € X. Si dice intorno di x? nella topologia indotta o relativa
di X, o semplicemente, intorno di Xg in X, un insieme della forma U N X dove U
& un intorno di X, in R”. E facile verificare che il sistema di insiemi cosi definito
soddisfa le proprieta- Uy, - - -, Uy, caratteristiche degli intomni.

Si potra cosi parlare di aperti, chiusi, punti di accumulazione etc., rispetto alla to-
pologia indotta di X'; diremo semplicemente aperti, chiusi, punti di accumulazione
. in X.

Ad esempio gli aperti in X sono della foorma A N X con A aperto in R”;
analogamente per i chiusi.

Vale il seguente teorema.

n Teorema 2.1 - f: R™ D X — R™ ¢ continua se e solo se la controimmagine
f=1(A) di ogni aperto non vuoto di R™ & un aperto in X .

Dimostrazione - 1) Sia f continua in X e sia A C R™ un aperto non vuoto. Mostriamo
che f~1(A) & un aperto in X. Se f~1(4) = @ la tesi & provata. Diversamente, sia
x* € £71(4), ciod f(x%) € A; essendo A aperto, f(x®) 2 un punto intemo di A e percid
esiste un intorno U di f(x°) contenuto in 4. Ma, essendo f continua in xo, possiamo trovare
un intorno W di x° tale che f(x) € U se x € W N X, e percid f(x) € A, ciod x € f~1(A);
in conclusione, se X0 ¢ f‘l(A), esiste un suo intorno W N X, in X, ttto contenuto in
f~1(A) e percid f~1(A) & un aperto in X,

if) Sia f~1(A) aperto in X se A & aperto in R™. Sia x € X e mostriamo che
f & continua in x°. Fissato un intorno A di f(xo), risulta f‘l(A) aperto in X; poiché
x* € f~1(A) possiamo trovare un intomo W di x° contenuto in f~1(A), ciod tale che
F(W N X) C 4, il che prova la continuita di f. o

0
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Corollario 2.2 - f:R™ D X — R™ ¢ continua se e solo se la controimmagine
f~1(C) di ogni chiuso non vuoto di R™ & un chiuso in X.

Per la dimostrazione, che lasciamo per esercizio, utilizzare la legge di dualita.
L’esempio pill semplice di funzioni continue & dato dalle funzioni lineari.

Definizione 2.1 - Una funzione f : R™ — R™ si dice additiva se:

fix +y)=fx) +f(y) Vx,yeR"; (2.1)
si dice omogenea se:
f(cx)=cf(x) VXeR", VceR; (2.2)

si dice lineare se ¢ additiva e omogenea.

Proposizione 2.3 - Ogni funzione lineare & continua.

Dimostrazione - Per I’additivitd, & sufficiente mostrare che f & continua in 0, poiché, per
mostrare che & continua in x° si scrive:

f(° + h) — £(x°) = f(h) .

Posto allora h = |[|h||e (e versore) abbiamo, per la (2.2)
lim f(h) = lim f(||h[le) = lim ||h]|{f(e) =0
Jim £(h) = lim £({hlfe) = lim [[n]}f(e)

e poiché f(0) = 0 (basta porre y = 0 nella (2.1)) f & continua in 0. o

Le uniche funzioni lineari da R in R sono della forma: f(z) = az (a € R),
cio¢ sono le rette per I'origine; cid discende dalla sola proprieta di omogeneita,
ponendo z = 1 nella (2.2).

Le funzioni lineari da R™ in IR sono i piani (iperpiani) passanti per 1’origine,
ciot della forma:

f(X)=a1z1+ a2+ - + anZn =< 2a,x >
con a € R”,
E infine le funzioni (o trasformazioni) lineari da R™ in R™ sono della forma:
a1171 + a1222 +...+ a1y
021Z1 + a22T2 +...+ Q2p2Zp
f(x) = )
am1T1 + Am2Z2+ ...+ AmnZy

ciod f(x) = Ax, con A matrice m X n.
Piu precisamente, data una funzione f, lineare da R™ in R™, e fissato il sistema
di riferimento in R™ ed R™, esiste un’unica matrice A, m X n, tale che f(x) = Ax.
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Osservazione 2.1 - Per un abuso di linguaggio talvolta si chiamano lineari le
funzioni:

R-R:z—azx+b

R" - R:x+— a1z + -+ anTn+b

R*" 5 R™:x+— Ax+Db

e si chiamano lineari omogenee quelle che qui sono chiamate lineari.

Lo studio delle funzioni lineari (o trasformazioni lineari) da R”™ in R™ viene
svolto nei corsi di Algebra lineare. Gli elementi base di questa teoria, e ciod i
teoremi di Cramer e di Rouché&-Capelli sulla iniettivitd e suriettivita di tali trasfor-
mazioni, devono essere familiari allo studente.

Esempio 2.1 - La funzione f : R? — R cosl definita: f(z1,22) =
= (22 - 22)/(2? + 22) per (21,23) # (0,0), £(0,0) = O non & continua in
(0,0); infatti non esiste il limite di f(x) per x — 0.

Esempio 2.2 - La funzione f : R™ — IR cosi definita:

! } se [Ix|] < 1
fo =1 PV TP
0 se ||x|]| > 1

& continua in tutto R™. Infatti f & una funzione radiale (dipende cioe solo da ||x]|)
e quindi posto p = ||x|| abbiamo

1
f(X)=f(p)={eXp{_1—p2} sep<l
0 sep>1

I soli punti di discontinuitd possono essere quelli della ipersuperficie sferica di
equazione p = 1. Ma se ||x%|| = 1, x — x% implica p — 1 e allora f(p) —» 0 =
= f(x%); quindi f & continua anche nei punti di modulo unitario.

Osservazione 2.2 - Come abbiamo gid osservato a proposito dei limiti, cosi
la continuitd di una funzione f : R™ — R™ equivale alla continuitd delle sue

componenti (fl).va Y fm)
In particolare, la continuitd delle funzioni di variabile complessa: 2z — f(z),

dove z = z + ty, f(z) = u(z,y) + iv(z,y). (z,y € R) equivale alla continuitd
della parte reale u : R2 — R e della parte immaginaria v : R2 — IR.
Esempio 2.3 - Le funzioni f : € — € cosl definite:

) 2—3Z



FUNZIONI CONTINUE DA R™ INR™ 239

i) z — |z|
i1i) 2 — 2*

sono continue su tutto €.

2.2 Funzioni continue su un compatto

= Teorema 2.4 - Sia K C R" compatto; siaf: K — R™ continua, allora f(K)
é compatto.

Dimostrazione - Dimostriamo che f( K') & compatto per successioni e ciod che da ogni
successione di elementi di f(K') si pud estrarre una sottosuccessione convergente in f( K).

Sia {y.} una successione in f(K'). Sia {X,} una successione in K tale che: f(x,) =
=y, Poiché K & compatto, dalla {x,} si pud estrarre una sottosuccessione {Xy, } conver-
gente a un certo X € K. Allora risulta che la successione {yj, }, con y,, = f(x,) & una
sottosuccessione di {y,} convergente a f(x) per la continuita di f. Cid prova che f(K) &
compatto. O

Corollario 2.5 - (Teorema di Weierstrass)

Sia K € R"™ compatto; siaf : K — R continua; allora f ammette massimo e
minimo.

Dimostrazione - f( K') & compatto, ciod chiuso e limitato. Essendo limitato, risultano finiti
I’estremo superiore € inferiore di f:

inff=m supf=M .
K K

Essendo chiuso, esiste almeno un punto in K in cui f assume il valore m e un punto in cui
assume il valore M (ricorda I’Osservazione 3.2.3). o

Risulta cosi provata la Proposizionel.6.

m Teorema 2.6 - Sia K C IR"™ compatto, sia f : K — R™ iniettiva e continua.
Allora £~! : f(K) — K & continua.

Dimostrazione - Sia 'y € f(K') e {y,} una successione a valori in f(K) convergente a
y; dimostriamo che la successione x;, = f~1(y,) converge a x = f~!(y). Sia z un valore
limite di {x.}; essendo {x,} C K, con K compatto, deve essere z € K. Sia X,, una
sottosuccessione estratta da {X,} e convergente a z. Dalla continuiti di f segue allora che
f(xg,) = yi, — f(z). Poiché y, — y, anche y, — y = f(x). Per I'unicita del limite deve
essere f(z) = f(x) che implica, per Piniettivitd di f, x = z. Dunque ogni valore limite di
{xx} coincide con X, ovvero X, — X. O

La definizione 1.2 di funzione uniformemente continua si estende pari pari al
caso di piu variabili; diremo infatti che f : R* O X — R™ ¢ uniformemente
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continua in X se, Ve > 0, 36 > 0 (6 = 6(¢)) tale che, per ogni coppia di punti
X,z € X con ||x — z|| < & risulti ||f(x) — f(z)]| < &.

= Teorema 2.7 - (Cantor-Heine) - Sia K C R" compatto; sia f : K — R™
continua. Allora f ¢ uniformemente continua.

Dimostrazione - Per assurdo: f non sia uniformemente continua; allora esiste ¢ > 0 tale .
che, per ogni 6 > 0, ci sono punti X4 e zs (dipendenti da 6) tali che:

llxs —zgll < 6 e |[If(xs) - f(zo)l| 2 €0 - ‘ (2.3)
Diamo a 6 i valori 1,1/2,1/3,---,1/k, e siano X, € z; i corrispondenti punti con la

proprietd (2.3). Per la compattezza di K, dalla successione {x;} si pud estrarre una sotto-
successione, sia {xj, }, convergente a un certo x € K. Ma essendo

1
Iz = XII < 12k = X |+ Ty = X[} < 5+ fixe —x]] = 0

per k; — oo, risulta che anche {zj, } converge a x.
Ma ancora si ha:

[1FCxk,) — £z Il < {IFCxe,) = £+ (IFCx) — Fzi )]

e, per la continuit di f, il secondo membro tende a 0 quando k; — oo; pertanto il primo
membro tende a 0, contraddicendo I'ipotesi (2.3). o

2.3 Funzioni continue su un connesso

& Teorema 2.8 - Sia F C R™ connesso, siaf : E — R™ continua.
Allora f(E) é connesso.

Conviene far precedere alla dimostrazione del teorema il seguente Lemma, che
caratterizza gli insiemi connessi per mezzo della topologia indotta.

Lemma 2.9 - E C IR™ ¢ connesso se e solo se gli unici insiemi contemporanea-
mente aperti e chiusi in E sono () ed E stesso.

Dimostrazione - Sia E non connesso; allora E = AU B dove A e B sono non vuoti e
separati. Allora A & aperto in E poiché¢ 4 = (R™\B) N E (intersezione di un aperto di
R" con E); analogamente B & aperto in E.

Si_ha anche B = BN E; infatti se xg € BN E alloraxg € E e xg ¢ A essendo
ANB = §; deve dunque essere Xo € B; cid mostra che B & chiuso in E. Analogamente
si mostra che A & chiuso in £. Ma allora A e B sono contemporaneamente chiusi e aperti
in F, diversida@eda E.

Viceversa, se A(# @ e # E) & aperto e chiuso in F, posto B = E\Asiha: AUB=E,
AN B =0 ed & anche facile verificare che ANB=0e AnB=0.0

Dimostrazione del teorema 2.8 - Ancora una dimostrazione per assurdo. Sia f(£) non
connesso; allora esiste A C f(E), A aperto e chiuso in f(F), A # 0 e A # f(E).
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Dunque A=UNf(E)e A=V n f(E) dove U e V sono un aperto ¢ un chiuso di R™
rispettivamente. Ma allora f~1(A) & aperto e chiuso in E (Teorema 2.1 e Corollario 2.2),
f~1(4) # 0 ef71(A) # E. Ne segue, per il Lemma 2.9, che E non & connesso, contro
I'ipotesi. o

In particolare notiamo che, se f : R — IR & continua, allora I’'immagine di un
intervallo & ancora un intervallo (limitato o no). Dal teorema ora dimostrato si
ricava subito il teorema 1.4 (teorema degli zeri di una funzione continua): infatti
I’'immagine f([a,b]) di [a,b] & ancora un intervallo contenente un punto < 0 (f(a)
per esempio) e un altro (f(b)) > 0: percid deve contenere anche lo 0, il che
significa che esiste £ € [a, b] che ha come immagine lo 0. Anche il Coroliario 1.5
pud dedursi direttamente dal teorema 2.8.

Dal teorema 2.8 deduciamo infine il seguente teorema di continuitd per la fun-
zione inversa di una funzione da R in R

m Teorema 2.10 - Sia I C R un intervallo e f : I — R continua e iniettiva.
Allora f~1: f(I) — I ¢ continua.

Dimostrazione - Sia y un punto interno di f(I) e [¢, d] un intervallo contenuto in f(I) e
contenente y al suo interno.

Siano a,b € I 1ali che f(a) = c e f(b) = d; supponiamo a < b. Allora I'immagine
di [a,b], compatto e connesso, & pure compatta e connessa € siccome f(a) = c < ye
f(b) = d > y, il punto y appartiene a f([a,b]); ma =1 2 continua su f([a,d]) per il
teorema 2.6 ¢ percid f~! & continua in y. Per I’arbitrarietd di y, f~! risulta continua in
tutti i punti interni di f(I). Chiaramente la dimostrazione vale anche se y & un estremo di
f(I). Percid £~ & continua in tutti i punti di f(I). o

Concludiamo questa sezione gia ricca di concetti topologici con la seguente
definizione. Se due insiemi X e Y possono essere posti in corrispondenza biunivoca
tramite una funzione f bicontinua (tale ciod che sia f sia f~! siano continue) essi
si dicono omeomorfi e f (0 f~1) si chiama omeomorfismo tra X e Y.

Gli omeomorfismi costituiscono la realizzazione matematica del concetto intui-
tivo di deformazione continua: ad esempio & intuitivo che se X & un quadrato
chiuso (aperto) e Y & un cerchio chiuso (aperto), entrambi in R2?, allora X e Y
sono omeomorfi; non sono omeomorfi invece un cerchio ed una corona circolare.

X Y X Y
Fig. 5.5 X ed Y omeomorfi X ed Y non omeomorfi

La topologia & la branca della matematica che studia quei concetti che si con-
servano in un omeomorfismo. Aperti, chiusi, intorni, punti di accumulazione sono
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esempi di concetti topologici in quanto vengono trasformati in aperti, chiusi, intorni,

punti di accumulazione (rispettivamente), eventualmente nella topologia indotta.
Non sono invece concetti topologici (in R™) quelli di distanza, parallelismo,

perpendicolarita che vengono “distrutti” da una deformazione continua.

3. FUNZIONI ELEMENTARI

3.1 Funzioni razionali intere. Polinomi

Si dice funzione razionale intera (di variabile reale) una funzione P : R - R
del tipo

P(z) = ap+ a1z + azz? + -+ - + apa® (3.1)

dove ap,a1,---,an € R sono detti coefficienti di P. Se, nella (3.1), an # 0,
I’intero naturale n si chiama grado di P (si scrive n = gr P); se n = 0 la funzione
¢ una costante.

Due funzioni intere si dicono uguali se hanno lo stesso grado ed hanno ordina-
tamente uguali i coefficienti.

Poiché le potenze sono funzioni continue su tutto R, cosl sono continue su tutto
R le funzioni razionali intere. Inoltre sia la somma di due funzioni di questo tipo
che il prodotto di una tale funzione per un numero sono ancora funzioni dello stesso
tipo: il che significa che 'insieme delle funzioni razionali intere forma uno spazio
lineare, sottospazio di C°(R) (in esso lo 0 & la funzione identicamente nulla, e
I’opposto di P(z) & —P(x)).

Inoltre si pud anche eseguire il prodotto, con le usuali regole dell’algebra, di due
funzioni intere P(z) e Q(z), e il risultato & ancora una funzione intera di grado
uguale alla somma dei gradi dei fattori; siano:

P(z)=ap+ a1z + -+ + apz®
Q(z) = by + byz + - + bn™ .

Si trova

P(2)Q(z) = co+ 12 + ... + Copma™t™
dove

co = apby

€1 = agby + ajbp

cp = agbg +arbg_y + -+ ag_1b1 + agbo
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Si osservera che I'insieme di queste funzioni, rispetto alle operazioni di somma
e prodotto, ha proprieta algebriche somiglianti a quelle dell’insieme Z degli interi
relativi; pill precisamente, rispetto alla somma esso forma un gruppo commutativo,
¢ inoltre & definito un prodotto per il quale valgono la proprietd associativa e
commutativa e rispetto al quale esiste 1’unita (la funzione costante 1); inoltre vale
la proprieta distributiva: un tale insieme si dice anello (commutativo, con unita).
Questa considerazione conduce ad estendere notevolmente il concetto di funzione
intera, considerandolo puramente sotto 1’aspetto algebrico.

Definizione 3.1 - Sia A un campo (per esempio Q, R, C). Si dice polinomio in
x a coefficienti in A una espressione del tipo

P=agy+a1z+---+apz” , nelN ' (3.2)
dove agy,ay,---,ay sono elementi di A.

La z, nella (3.2), si dice indeterminata e svolge un ruolo puramente simbolico,
ciod non & pill necessario che essa sia una variabile numerica, ma semplicemente
un oggetto per cui sono definite le potenze (per esempio, una matrice quadrata).
Ai polinomi si estendono in maniera ovvia le definizioni e le operazioni sopra
riportate per le funzioni razionali intere. Parleremo percid di anello dei polinomi
a coefficienti razionali, oppure reali, oppure complessi. Osserviamo anche che
spesso, ma impropriamente, si chiama polinomio la funzione che viene ad esso
associata quando z & una variabile numerica.

La somiglianza dei polinomi con i numeri relativi si estende alla possibilitd di
eseguire la divisione secondo le potenze decrescenti. Vale infatti il seguente

s Teorema 3.1 - Siano A e B due polinomi, con B # 0. Esistono due polinomi
@) e R, univocamente determinati, tali che

A=BQ+R , gR<gB. | (3.3)

11 polinomio @ & detto quoziente, R resto della divisione di A per B.

La dimostrazione del teorema 3.1 & accennata negli esercizi 3.1 (unicitd) e 3.2.

Si osservi che se grA < grB, allora Q = 0e R = A. Se grd = grB dovrd
essere gr@) = 0, ciod J = costante. Se grB = 1, dovra essere grR = 0 e cioe
R =costante,

Se nella divisione risulta R = 0 si dice che B divide A (B & un divisore di
A). Si dice che A (di grado > 1) & irriducibile se non ammette divisori B con
0 < grB < grA. 11 fato di ammettere divisori oppure no dipende naturalmente dal
campo sul quale il polinomio & definito.

Esempi

3.1. 1422 su R & irriducibile, mentre su € ha dei divisori (per esempio, 1+ iz).

3.2. Un polinomio di 2° grado: az? + bz + ¢ con discriminante < 0 (cio&
b — 4ac < 0) & irriducibile su R.
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3.3. 2 — 22 & irriducibile su @, mentre su R ha dei divisori (per esempio,
\/5 - ).
3.4. I polinomi di 1° grado sono tutti irriducibili su qualsiasi campo.

Definizione 3.2 - Se il polinomio z — ¢ (c € A) é un divisore di A, si dice che c
é una radice (0 uno zero) di A; se (x — ¢)" (m intero > 1) & un divisore di A, ma
(z — ¢)™ non lo &, diremo che ¢ ¢ una radice di molteplicita (o ordine) m. )

Se ¢ & una radice di A di molteplicitd m, si potra scrivere allora

A(z) = (z - 0" Q(z)

dove @ non ¢ il polinomio zero e non ammette ¢ come radice.
Se ¢3,¢3,- -+, ¢ sono radici di A di molteplicita rispettiva my, mq, -+, my Si
avra :

A@) = (2 - )™ (@ = )™ -+ (2 - @)™ Q(a)

grA:m1+m2+---+mk+grQ

e () non & il polinomio zero ¢ non ammette alcuno dei numeri ¢;,---,¢; come
radice.

Percid dovra essere: my +my + -+ -+ my, < grA. Da cid segue immediatamente
la seguente importante

Proposizione 3.2 - Un polinomio di grado n non pud avere pii di n radici.

Pertanto, s¢ un polinomio A(z) si annulla per pit di n valori distinti della z,
esso ¢ identicamente nullo. Vale percid il seguente

Principio di identita dei polinomi: se due polinomi P(x)e Q(x) di grado < n
assumono valori uguali per almeno n + 1 valori distinti della x, essi sono uguali,
cioé P(z) = Q(z) per ogni x.

Consideriamo ora i polinomi sul campo complesso €. Abbiamo gia ricordato in
2.4.3, nella forma di un suo corollario, il teorema fondamentale dell’ Algebra (di
Gauss) e ciog:

a Teorema 3.3 - Ogni polinomio P sul campo complesso di grado > 1 ammette
almeno una radice.

11 teorema ricordato in 2.4.3 si deduce immediatamente dal precedente osser-
vando che, se grP = n ¢ ¢; € uno zero di P, potremo scrivere

P(z) = (z - c1)Q1(z)

con gr@); = n — 1; se ¢z (eventualmente coincidente con ¢;) ¢ uno zero di ¢,
potremo scrivere

P(z) = (2 - c1)(z — €2)@2(T)
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con grQ); = n—2, e cosl via finché si perviene ad un polnomio @, di grado 0, ciog
ad una costante. Allora, se P(z) = ag+aj;z+---+apz™ & un polinomio di grado
n sul campo complesso, € ¢;,¢g,- -+, Cx Sono le sue radici distinte di molieplicita
rispettiva m,,ms, - -+, my, risulta precisamente:

my+mgt--+mp=n (3.4)
e, perogni z € C,
P(z) = an(z —c1)™ (2 — c)™?---(z — cx)™* . (3.5)

Si osservi che, in €, i soli polinomi irriducibili sono quelli di primo grado.
La (3.5) ci fornisce la decomposizione di un polinomio P sul campo € in fattori
irriducibili.

Sia ora P = ag + a1z + --- + apz™; si dice polinomio coniugato di P, e si
indica con P, il polinomio @y +@;z +- - - +@,z™ i cui coefficienti sono i coniugati
dei coefficienti di P. E evidente che, se ¢ € € & uno zero di P (di molteplicita
m), allora € & uno zero di P (con la stessa molteplicitd) e viceversa.

Supponiamo ora che i coefficienti di P siano reali ¢ percid P = P. Allora, se
¢ € € & una radice di P, anche ¢ lo &.

Cerchiamo una decomposizione come la (3.5) per un polinomio P (di grado n)
sul campo reale. Siano c¢y,c2,- -, ¢; le radici reali e distinte di P di molteplicita
my, My, -+, Mg € SiAN0 71,51,72,T2,* **+ Thy T4 1€ radici complesse distinte di
P di molteplicitd pq,pg,: - -, py, allora sard

mitoctmp 2t 2up =0 (36)
e, perogni r € R

P(2) = an(z — )™ -+ (z = )" (z = ) (@ =) -
ooz = )Eh (z = )P

Ma osserviamo che

(3.7)

(z-m)z-T)=2*+pz+a  (i=1,2,---,h)
con

pi=—2Rey; , ¢ = |nl?,

e poiché p? — 4¢; = —4(Im ;)2 < 0 i polinomi z% + p;z + ¢; sono irriducibili sul
campo reale. La (3.7) si scrive allora
P() =an(z = e)™ --+(z = cx)™(2* + prz + @) -

‘ (3.8)
(2% + prz + )"
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che fornisce la cercata decomposizione di P in fattori irriducibili. Sul campo reale
gli unici polinomi irriducibili sono dunque quelli di 1° grado e quelli di 2° grado
con discriminante negativo.

3.2 Funzioni razionali fratte

Come dall’insieme degli interi relativi Z si passa all’insieme dei numeri razionali
Q, cosi, con procedimento analogo, dall’insieme dei polinomi si pud costruire un
altro insieme, quello delle frazioni razionali.

In breve, si consideri ’insieme delle coppie (P, Q) di polinomi (su un campo
A) con @ diverso dal polinomio zero; si introduca una equivalenza ponendo

(P1,Q1) = (P2,Q2) serisulta P1Qy = P2Qy .

Le classi di equivalenza si scriveranno semplicemente come frazioni: P/Q sta
per [(P,Q)]: classe di equivalenza di cui un rappresentante & la coppia (P, Q)
Nella scelta dei rappresentanu P e @ conveniamo di prendere due polinomi prum
tra loro (cio¢ privi di divisori comuni): questi polinomi sono cosi determinati in
modo unico, a meno di una costante moltiplicativa. Per esempio, essendo

(z?2-1,22 -3z 4+ 2)~(z + 1,2 — 2)
la frazione rappresentata da queste coppie sara indicata con

z+1 e non 21
) z2-3z+2°
Su queste frazioni si definiscono le operazioni di somma e prodotto con le solite
regole del calcolo algebrico:

P R _PS+RQ

@5 T Tes
P R_PR
Q s @S

(bisogna verificare che, cambiando i rappresentanti delle classi a primo membro,
non cambia la classe a secondo membro).

L’insieme cosi costruito ha le proprieta di corpo commutativo: si chiama corpo
delle frazioni razionali.

Se consideriamo i polinomi sul campo reale, ad ogni frazione razionale risulta
associata una funzione reale di variabile reale cosl definita

P(z)
Q(e)

(con P(z) e Q(z) funzioni razionali intere). R(z) & definita su R privato degli zeri
reali di @ (cio® & definita sull’'unione di un numero finito di intervalli aperti) ed &

z+— R(z) =
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continua, poiché rapporto di due funzioni continue. Gli zeri di @ si dicono poli di
R (di ordine m, se m & la molteplicita dello zero di Q). Analoghe considerazioni
valgono per le funzioni razionali sul campo complesso. 1 grafici di due funzioni
razionali molto semglici sono illustrati nei diagrammi 10 e 11.

Data una frazione R = P/ (scritta in forma ridotta, cio con P ¢ @ primi
fra loro), se grP > gr() possiamo anzitutto procedere alla divisione di P per @
ottenendo

P=8SQ+T con gT<gQ
e quindi possiamo scrivere

Supponiamo ora i polinomi definiti sul campo complesso; allora, per la (3.5),
possiamo scrivere

Qz)=q(z — )™ (2 — )™+ (z — )" (3.9)

essendo e¢y,c¢3,: -+, ¢ le radici distinte di @ e my, mg, -, my le loro rispettive
molteplicitd. Il seguente teorema, che illustreremo solo con esempi, ci permette di
rappresentare la frazione P/() mediante elementi pid semplici.

u Teorema 3.4 - Siano T, Q) due polinomi su C, con grT < grQ e valga la (3.9).
Allora la frazione T /Q si pud rappresentare in modo unico nella forma:

T(:E) C11 C12 Clm,
= + 5+t 1
Q(z) (z-c) (z-c1)? (z-c)™
€21 €22 o Cam, (3.10)

z—cz+(z—c2)2+. (z — cg)™2
k1 Ck2 Ckm;
T AT

La (3.10) si dice rappresentazione in fratti semplici della frazione T/Q).

Esempio 3.5 - Nella frazione

P(z) 2?42z +2

Q) 1+4a?

risulta grP = grQ. Allora, dividendo P per @, si otterra P = SQ + T con §

costante e gr7’ < gr(). Poi, essendo ki le radici, semplici e distinte, di ¢, in base
al teorema 3.4 dovra valere la rappresentazione

T(z) « c2
Q(z)_z—i+z+i'

R(z) =
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In conclusione dovra risultare

R(z) = 2 |
T4+
Le costanti €0,C1,€2 si determinano facilmente riducendo ambo i membri della
precedente equazione allo stesso denominatore e poi uguagliando i coefﬁcnenu
delle potenze simili dei numeratori.

Si trova

] i
=1 =1--= 5 =1 -
Co c1 > 2 +2

Analogamente, sul campo reale, varra una decomposizione fondata sulla possi-
bilitd di rappresentare un polinomio nella forma (3.8).

m Teorema 3.5 - Siano T, Q) due polinomi su R, con grT < gr(Q) e sia

Q(2) = g(z = )™ -+ (z = cx)™ (@ + ;e + Q)" -+ (27 + paz + @u )

la rappresentazione di () mediante elementi irriducibili. Allora esiste una rappre-
sentazione unica di T /Q della forma:

() _ g CUm O Ckme
Q(z) z - c1 (z—c)™ T —cg (z — cx )™k
P11Z + 411 Prpi T + Qip
2 +pr1z+q1 (z2 + p1z + )"
phlz + th e ph[t}.z +9h;4h
22 + pre + g (22 + ppz + qp)Hs
Esempi

1 a b cx+d
3-6- 5, 5 ] = - - G
z2(z2+z+1) =z Tt 24+z+1
Riducendo allo stesso denominatore e uguagliando i coefficienti delle potenze
simili si trova:

a=-1 b=1 c=1 d=0.

1 a br +c¢ dz +e
3.7. — = - y ,
(z + 1)(1 + z2)? x+1+z3+1+(z2+1)1
Si trova
1 1 1 1 1
a—z b——-z C—Z d—-—E e_i.
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Esercid

1. Dimostrare I'unicit affermata nel teorema 3.1 (assumere che esistano due rappresen-
tazioni: A = BQy + R;, A= BQ2 + Rz, con grRy < grB e grRy < grB...).

2. Regola per la divisione dei polinomi

Si voglia eseguire la divisione tra

Az) =323 -2z +1.

B(z) =2 -4z .

Si divide 323 per 22 ottenendo 3z (1° monomio del quoziente). Si moltiplica B(z) per 3z
ottenendo 3z — 1222 che si sottrae da B(z) ricavando 1222 — 2z + 1. Conviene eseguire
i calcoli secondo lo schema illustrato qui di seguito:

31:3 -2z +1 :c2 -4z
323 - 1222 3z
+122% -2z 41

Si ripete 1algoritmo con i polinomi 122? — 2z + 1 e 2% — 4z.
Dividendo 12z? per z? si ouiene il secondo monomio del quoziente: 12. Si moltiplica
ora 12 per 2% — 4 ed il risultato si sottrae a 1222 — 2z +1; lo schema completo ¢ il seguente:

3.7:3 2z +1 % — 4z
323 — 1222 3z +12
+1222 - 2241
+12z2 48z
+46z + 1

Essendo 46z + 1 di grado inferiore a grB, la divisione & finita; si ha: Q(z) = 3z + 12,
R(z) = 46z + 1.

3. Decomporre in € le seguenti frazioni in fratti semplici:
1

a
) 1424
y — L

(1 +22)?

z? +2
(22 + 3)3

223 +3

z(z +1)(22 +2)
4. Decomporre in R le seguenti frazioni in fratti semplici:

1
1+ x4

b

c)

d)

a)
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2x2+5:c—1
23 4 22 — 22
z+1
23 -1

1
3(1 +2)%°

b)

©)

d)

3.3 Funzionl algebriche

Le funzioni razionali intere ¢ fratte si ottengono operando con {a variabile z
e le costanti un numero finito di volte mediante le quattro operazioni algebriche
elementari. Se ora facciamo intervenire anche 1’operazione di estrazione di radice
n—-esima, definita in 2.3.1 e consideriamo la composizione, con un numero finito
di fattori, di funzioni razionali con le funzioni z!/™ (n = 1,2,--) otteniamo le
funzioni algebriche. Anch’esse, essendo composte con funzioni continue, sono
continue in tutto 1’insieme di definizione.

I grafici delle funzioni algebriche pit semplici sono illustrati nei diagrammi n.
7, 8,12, 13.

E interessante osservare che, in virti della definizione data, una funzione alge-
brica y = f(z) verifica una equazione del tipo

P(z)+ Pi(z)y+ -+ Pr(z)y" =0 (3.11)

per un certo n € IN, dove Pg, Py, -, Py sono polinomi (una tale equazione viene
detta appunto equazione algebrica).

Esempi

38. y= —ﬁl_-f-—l verifica ’equazione del 2° ordine: (1 —z)y? ~2y+1=0.
39. y = 3+ V1 — 22 verifica ’equazione del 3° ordine: (27— 2)y® ~ 272y% +
+9z2y —-z3=0.

3.10. y = y/z +y/z + +/z verifica I'equazione del 4° ordine: yt — 4zy?-

—4zy—z=0.

Si pud dimostrare che una equazione algebrica di grado non superiore al quarto
¢ sempre risolubile per mezzo di radicali (le formule esplicite risolutive per le
equazioni di terzo grado sono state ricavate a pag. 115), e cio® ogni soluzione
della (3.11) con n < 4 & una funzione algebrica.

E stato anche dimostrato (ricordiamo, in particolar modo, Ruffini, Abel, Galois)
che, in generale, le equazioni algebriche di grado superiore al quarto non sono
risolubili per radicali. Cid ha condotto ad estendere il concetto di funzione alge-
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brica, includendovi anche quelle funzioni che sono definite “implicitamente” dalle
equazioni algebriche di grado superiore al quarto (il concetto di funzione definita
implicitamente da un’equazione sard sviluppato pid avanti); ma non intendiamo
entrare pil a fondo in tali questioni.

3.4 Esponenziali e logaritmi

La funzione exp, : z — a%, con a reale > 0, a # 1, & una delle pid importanti
dell’Analisi, ed & stata gia considerata pii volte. Ricordiamone qui le proprieta
principali:

dom(exp,) =R , im(exp,)= R4

a® econtinua VzeR

r crescente pera>1
a” & monolona { decrescente pera < 1
{ 0 pera > 1 ¢

. r _
lim o= 400 pera<1

r——00

. r_ J+oo pera>1
zl{r_{looa "{0 pera<l1.

I grafici di queste funzioni, per diversi valori di a, sono riportati nei diagrammi n.
14 e 15.
Inoltre sappiamo che:

a®t¥ = g%a¥ perogni z,y€R ' (3.12)

da cui segue, in particolare, che a® = 1. La (3.12) mostra che la funzione
exp, : R — R trasforma l'operazione + in R nell’operazione - in R, manda
I’elemento neutro della somma (lo zero) in R nell’elemento neutro del prodotto (I'u-
nitd) in R4; in altre parole, 'insieme R, considerato come gruppo commutativo
rispetto alla somma (lo indicheremo (IR, +)) viene trasformato dall’applicazione
exp, nell’insieme R, considerato come gruppo commutativo rispetto al prodotto
(sara indicato (R4 ,-)). E importante notare che, tra le funzioni continue, I’espo-
nenziale & I'unica a realizzare una simile trasformazione, ciod ’equazione (3.12)
caratterizza le funzioni esponenziali, nel senso indicato nel seguente teorema.

m Teorema 3.6 - Sia f : R — R una funzione continua (non costante) per cui
valga I’ equazione

fle+y)=f(=)f(y) Ve,yeR. - (3.13)
Allora f(z) = a® per qualche a > 0.
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Dimostrazione - Consiste in alcune semplici deduzioni dalla (3.13).

i) Ponendo z = y = 0 nella (3.13) si ha: f(0) = f(0)f(0) da cui f(0) = 1 oppure
f@)=0.

i7) Se f(0) = 0, ponendo y = 0 nella (3.13) si ha: f(z) = f(z)f(0) = 0 e percid
f(z) =0 per ogni z € R.

ii?) Sia allora f(0) = 1; ponendo y = —z nella(3.13) siha: 1 = f(z—z) = f(z)f(—=)
e ciot f(z) # 0, Vz € R; essendo continua e sempre diversa da zero deve essere 0 sempre
positiva 0 sempre negativa; essendo f(0) = 1 sard sempre > 0.

iv) Poniamo f(1) = a > 0. Dalla (3.13) otteniamo:

12 =11 +1)= f()f(1) =a® 5 £(3) = f(2)11) = d®

e, per induzione, f(n) = a", Vn € IN.

Essendo 1 = f(n—n) = f(n)f(—n)ricaviamo f(—n) = a™". Sappiamo cosi calcolare
fsuZ.

v) Calcoliamo ora f sui razionali. Sia r = 1/n. Si ha, usando ripetutamente la (3.13)

a=1=1G+i++b=1(2)]
n:;te

Dunque f(1/n) = a!/%
Inolire

(&) b P

m volte

vi) Finalmente, s¢ z € R ed {rn} & una successione di razionali che tende ad z, usando
la continuitd di f si ha:

— 3 P : — . 7‘" — r
f(=z) = f(nBTw Tn) = nBToo f(rn)= lim a™ =a".

n—+400
11 teorema & cosi dimostrato. o

Una equazione come la (3.13), in cui compare come incognita la funzione f
valutata in due o pili punti, viene detta equazione funzionale. Incontreremo tra
poco un altro esempio di equazione di questo tipo.

La funzione esponenziale exp, : R — R, essendo biiettiva (perché monotona)
& invertibile e la sua inversa exp; ! : R4 — R prende il nome di logaritmo e si
indica con log,.

Le proprieta principali della funzione logaritmo, gia note allo studente, si pos-
sono facilmente dedurre da quelle dell’esponenziale; in particolare essa & continua,
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essendo I’'inversa di una funzione continua definita su un intervallo. Inoltre vale
I’'uguaglianza:

log,(zy) =log, ¢ +1log,y Vz,y € Ry (3.14)

da cui segue, in particolare, che log, 1 = 0. La (3.14) @ caratteristica di questa
funzione, nel senso precisato dal seguente ’

= Teorema 3.7 - Sia f : R4 — R una funzione continua non identicamente
nulla. Se vale I’ equazione

fy)=f2)+f(y) Ve,yeRy (3.15)
allora f(z) = log, « per qualche a > 0,a # 1.

Dimostrazione - Ponendo y = 1 nella (3.15) si trova f(1) = 0. Ponendo y = 1/z si
trova: f(1/z) = — f(x) sicché possiamo limitarci a considerare uno solo dei due intervalli:
(0, 1) oppure (1,+00); consideriamo, per fissare le idee, I'intervallo (0,1). Applicando
ripetutamente la (3.15) si ottengono le regole seguenti:

f(z) =nj(z) VneWN, z€(0,1)

FEY = ) Vmme Ny, 20D

e,setelR,t= lim rpn, rn € Q, abbiamo
n—+00

f(z") = f(a"™ ") = f(limz™) = lim f(z"") =
=limrnf(z) =tf(z) Vze (0,1).

Essendo f non identicamente nulla, esisterd almeno un b € (0,1) per cui f(b) # 0.
Allora, preso un qualunque z € (0, 1), posto z = b'°8s %, abbiamo

f(x) = £(6'°8 ) = log, £ (b)

Posto a = b'//(%) abbiamo: f(z) =log, z. O

L’equazione funzionale (3.15) ha una notevole interpretazione probabilistica;
essa ¢ legata alla teoria classica dell’ informazione, introdotta da C. Shannon, negli
anni quaranta.

I cardini di tale teoria, a livello elementare, sono i seguenti: “informazione”
significa sapere se un evento casuale E si & verificato. Si introduce la “quantita di
informazione” come funzione della probabilit del verificarsi di F: maggiore & la
probabilita di £, minore & la quantita di informazione che si & guadagnata sapendo
che si & verificato.

Indichiamo con p la probabilitd e con I(p) la quantitd di informazione. Circa la
funzione I(p) faremo le seguenti ipotesi:

1) I(p) & decrescente (in accordo con quanto sopra detto)
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i7) I(1) = 0 (ovvero: sapere che si & verificato I’evento certo non aumenta le
nostre informazioni)

111) plixg I(p) = +oo (ovvero: pil I’evento & raro e pid grande diventa 1’infor-
—04
mazione guadagnata nel sapere che si & verificato).

Per identificare I(p) facciamo anche quest’altra ipotesi: siano E ed F eventi
indipendenti, cio® il verificarsi dell’uno non influenza il verificarsi dell’altro (*);
allora I'informazione guadagnata sapendo che si sono verificati entrambi (cio si &
verificato I'evento £ F’) & pari alla somma delle informazioni guadagnate sapendo
che si sono verificati singolarmente. In formule, se p & la probabilitA di £ e g & la
probabilita di F, e dunque pq ¢ la probabilitd di E N F, avremo:

i) I(pg) = I(p) + 1(q)-

Dunque sara (assumendo che I(p) sia continua): I(p) = log, p per qualche a.
Quale sia questo a dipende dall’unitd di misura scelta per la quantita di informa-
zione. Osserviamo comunque che dalla ¢) deve essere 0 < a < 1.

Una comune unitd di misura ¢ il bit (bynary digit) che corrisponde ad assegnare
quantita di informazione uguale ad 1 al verificarsi di uno tra due soli eventi possibili
(acceso-spento, vero—falso, 1 0 0, magnetizzato—smagnetizzato) supposti equipro-
babili, cio& con probabilita 1/2 per il singolo evento. In questo caso si avrebbe
1 =1(1/2) = log,(1/2) da cui a = 1/2; si conclude che I(p) = —log, p.

3.5 Funzioni Iperboliche e loro Inverse

Per le ragioni in parte gia viste e altre che vedremo nel prossimo capitolo, come
base per la funzione esponenziale si utilizza il numero e (definito in 4.3.3). Nelle
applicazioni della matematica sono importanti certe combinazioni delle funzioni e*
e e~ T che ora definiamo:

et —e7*
Sh : seno iperbolico Shz:= 5
z -~z
Ch : coseno iperbolico Chz := e——-%e——
z _ -z
Th : tangente iperbolica Thz := (Sjillxz = Z’ " Z_z .

Esse sono evidentemente definite su tutto R e continue,

(*) La corretta definizione di eventi indipendenti richiede il concetto di probabilitd condizionale, per
cui rimandiamo ai testi di Probabilitd. Ricordiamo soltanto che, se F ed F sono eventi indipendenti,
vale il teorema di moltiplicazione:

P(ENF)= P(E)- P(F)

essendo P(-) la funzione probabilita.
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Le seguenti proprietd discendono immediatamente dalla definizione:
©) Sh(-z)= -Shz (funzione dispari)
Ch(-z) = Chz (funzione pari)
Th(-z)=~Thz (funzione dispari)
i) Sh(0)=0 Ch(0) =1 Th(0) =0
im(Sh) = R im(Ch) =1, +00) im(Th) = (-1,41)

thS%ezSChm Yz € R.

I grafici di queste funzioni sono illustrati ai n. 16 e 17.
#i4) (Chz)? - (Shz)? =1
Sh(z+y)=ShzChy+ ShyChz
Ch(z + y) = ChzChy+ ShyShz
Thz +Thy
Th(z+9) = T Fh7Thy
Sh(2z) = 2Shz Chz

Ch(2z) = (Chz)? + (Shz)2

L’aggettivo “iperbolico” dato a queste funzioni deriva dal fatto che esse hanno
con I'iperbole una relazione speciale, che ora illustriamo. Se rappresentiamo (v.
Fig. 5.6), nel piano (£,7), il punto P di coordinate £ = Cht, n = Sht, t € R,
notiamo che, grazie alla prima delle ¢iz), esso si trova sul ramo dell’iperbole di
equazione: ¢2 — 52 = 1 contenuto nel semipiano: ¢ > 0.

Fig. 5.6

Facendo percorrere a t 1’asse reale da —oo a +oo il punto P percorre questo
ramo d'iperbole nel verso indicato in figura. Considerando i triangoli simili POQ
¢ ROV si vede che:
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QP = Sht
0Q = Cht
VR = Tht.

L’allievo confrontera tutte queste proprieta delle funzioni iperboliche con quelle
delle funzioni circolari definite nel prossimo paragrafo.

Si vede facilmente che Sh e Th sono monotone strettamente crescenti; perc1b
esistono le funzioni inverse:

R—R : z—Sh~ 1z

(-1,+1)=> R : z+—Th7 !z
e sono continue. Invece Ch, essendo pari, non & invertibile; tuttavia essa & stretta-
mente crescente per z > 0 e percid risulta invertibile la seguente restrizione

Ch :{0,+0)—> R

che, per abuso di notazione, si indica ancora con Ch. Possiamo definire cosi la
sua funzione inversa

Ch™! :[1,4+00) — [0,400) .

I grafici di queste funzioni sono illustrati ai n. 20 e 21.

Una rappresentazione piu esplicita di tali funzioni si ottiene per mezzo del lo-
garitmo (in base e). Infatti, preso un qualunque z € R, esiste un ben determinato
y tale che:

eciod: e¥—2z—e~¥ = 0, da cui, moltiplicando per e¥, segue: e%¥ —2z¢e¥—1 = 0.
Risolvendo 1’equazione quadratica in eV si ottiene €Y = z +4+/z2 + 1 (la soluzione:
z — V2 + 1 va scartata, perché negativa) e infine, passando ai logaritmi: y =

= log(z + V1 + z2), per ogni z € R.
Perci0 si ha:

Sh™1z = log(m + Va2 + 1) teR . (3.16)
Analogamente si trova:

Ch1lz =log (a: + Va2 - 1) z € [1,+00) (3.17)

1 1
Th_1x=§10g1+x

2 € (~1,41). (3.18)
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Per ragioni che saranno chiare pitl avanti, le funzioni Sh=!,Ch~1, Th~! ven-
gono anche indicate con i simboli

SettSh , SettCh , SettTh

rispettivamente (si legge: settore senoiperbolico, e simili).

3.6 Funzionli circolarl (o trigonometriche) e loro Inverse

Assieme alle funzioni esponenziali (e ai logaritmi) in Matematica hanno pari
importanza le funzioni circolari o trigonometriche, che lo studente gia conosce, ma
che qui vogliamo richiamare per metterne in risalto alcune proprieta L’importanza
di queste due classi di funzioni deriva dal fatto che esse sono in un certo senso
i prototipi utili a descrivere due corrispondenti gruppi di fenomeni frequennssum
in natura: i fenomeni di decadimento (o al contrario, di crescita) e i fenomeni
periodici. Esempi di fenomeni del primo tipo sono: il decadimento radioattivo, il
processo di raffreddamento di un corpo, il diffondersi di un’infezione, o il moltipli-
carsi di una colonia di batteri. Esempi di fenomeni del secondo tipo sono: il moto
dei pianeti, il moto del pendolo, certi andamenti di malattie influenzali di carattere
stagionale, etc. Ora accade, ¢ 1’allievo lo osserverd nel corso dei suoi studi, che
spesso le funzioni esponenziali servono a descrivere i fenomeni del primo tipo
(naturalmente, nei casi pid semplici) mentre quelle trigonometriche sono utili a
descrivere i fenomeni del secondo tipo.

Definizione 3.3 - Una funzione reale o complessa f di variabile reale o complessa
¢ detta periodica, con periodo p # 0, se per ogni x € dom(f), anche z + p €
dom(f) e risulta

J@+p)=f(z). | )

Occupiamoci ora di funzioni periodiche di variabile reale. Se p & un periodo,
anche —p,2p,np (con n € Z) sono periodi. Consideriamo i periodi positivi: o
I’estremo inferiore di questi periodi ¢ 0 oppure & py > 0: diremo allora che
la funzione ¢ periodica di periodo (minimo) py. Il reciproco del periodo vien
detto frequenza. Si osservera che I’insieme delle funzioni periodiche con 1o stesso
periodo forma uno spazio lineare.

Veniamo ora alle funzioni trigonometriche seno e coseno, che, come & noto, sono
funzioni periodiche con periodo 2.

Nel piano euclideo R? fissiamo un’origine O e consideriamo la circonferenza
§ con centro in O e raggio unitario. Fissiamo un verso di percorrenza su S (ge-
neralmente quello antiorario) e definiamo angolo orientato una coppia ordinata di
raggi (r,r') uscenti da O (analogamente, sulla retta orientata, si definisce segmento
orientato una coppia ordinata di punti).
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La misura di un angolo si fa adottando una opportuna unitd di misura. Conside-
riamo I’angolo orientato definito dai due raggi r,r' che stanno sulla stessa retta e
di verso opposto. Si adotta la misura in radianti assegnando a quest’angolo misura
7, si adotta la misura in gradi (sessagesimali) ponendo la misura di quest’angolo
uguale a 180. Adottando, come sempre faremo, salvo contrario avviso, la misura
in radianti, lo stesso numero esprime la misura dell’angolo e dell’arco (orlentato)
della circonferenza di raggio unitario che sottende quest’angolo.

Fissato un punto su .S (per esempio il punto A in figura 5.7 di coordinate car-
tesiane (1,0)) si misurano gli angoli a partire dal raggio O A; una misura t > 0
significa che, a partire da A, si & percorso un arco di ampiezza t nel verso antiorario,
se t < 0 si & percorso un arco di ampiezza |t] nel verso orario.

In tal modo, ad ogni ¢t € R corrisponde un preciso punto P € S: quel punto per
cui I'angolo (O A, O P) ha misura t.

Indichiamo con @ : R — S tale applicazione. Con riferimento alla figura 5.7
abbiamo:

3(0) = 4, @(%) =B, ¥(r)=C, Q(gﬂ) =D

B(2r) = A, @(—g) =D, ¥(-1)=C

Si vede cosi che tale applicazione non & iniettiva e inoltre essa risulta periodica
di periodo 27:

Bt + 21) = B(t) .

Se indichiamo con (&, 7) le coordinate cartesiane del punto P € S, sara ovvia-
mente: ¢2 + 7% = 1. L’applicazione & : R — S pud allora essere vista come una
coppia di applicazioni:

,-l

Fig. 5.7
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$ = (91,%2)

¢ :R-R , &,(t)=¢
®:R->R , $(t)=17
q’](t)z + q)z(t)z =1.

Sia ¢, che ¥, sono periodiche di periodo 27x. Le funzioni &, ¢ &, vengono
indicate con i simboli ben noti:

P, := cos R ®, :=sin .
Dalla definizione seguono poi le proprieta che qui appresso elenchiamo. E utile
confrontare queste proprieta con quelle delle funzioni iperboliche elencate in 3.5.
im(cos) = [-1,+1]
im(sin) = [-1,+1]
sin(—z) = —sinz (funzione dispari)
cos(—z)= cosz  (funzione pari)
(cosz)? + (sinz)? =1

cos(z + y) = cosx cosy — sin  sin
. ( ¥) . Y . Y (formule di addizione)
sin(z + y) = sinz cosy + coszsin y

sin(2z) = 2sinz cosz ) )
) ) (formule di duplicazione)
cos(2z) = (cos z)? — (sinz)?2

T .
COS{—— T ] =s8sInrx
2
. n
sin 5 - T} =COSI

(archi complementari)

sina:—siny=2sinx_'ycosz;y :
(formule di prostaferesi)
. T=Y . Tty
COSZ — cosy = ~25sin > sin >

T
0<sinz < = per 0<:1:<—2-.



260 FUNZIONI CONTINUE

~ [44

Fig. 5.8

A titolo di esempio, dimostriamo la formula di addizione per il coseno. Con
riferimento alla figura 5.8 P ha coordinate (cosa,sina), @ (cosf,sinf) e R
(cos(a + B),sin(a + B)); inoltre le corde RP e AQ hanno uguale misura poiché
sottendono angoli al centro di uguale misura. Abbiamo percid

= (cos(a + B) — cosa)? + (sin(a + B) — sina)? =
=AQ° = (1 — cos B)? + (sin B)?
da cui si ottiene
cos a cos(a + B) + sinasin(a + 8) = cos 3 .

Ponendo a = —z e 8 = y + z otteniamo il risultato voluto.

Abbiamo giad dimostrato che le funzioni sin € cos sono continue su R. I loro
grafici sono illustrati ai n. 27 e 28.

Si definisce poi la funzione

tg:{meﬂ{:z;ég-—kkvr,kez}—)ﬂ{

sinz
cosz

tgz =

Essa risulta continua su tutto I’insieme di definizione e periodica di periodo 7.
Inoltre valgono le proprieta:
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im(tg) = (—00,+00)

tg(—z) = —tgz (funzione dispari)

tgr+tgy . -
= —=——2=2_ (formula di .
tg(z + ) T tgztgy (formula di addizione)
Si definiscono anche le funzioni:
cos T 1 1
cotgz 1= — , Secx:= , CosecrT = — .
sinz COS T sinz

(che prendono il nome di: cotangente, secante, cosecante rispettivamente).
Le figure 5.9 a, b, c, d illustrano geometricamente i rapporti tra le tre funzioni
trigonometriche principali.

t gt t

, . ¢
¢ [si t sin t “\ R

0| cost 1 cos t 1 x

X o

tgt

a) b)

<
<

N tr\COS t
\

sin t

9t

c) - a)

Fig. 5.9
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Tutte le funzioni considerate in questo paragrafo, essendo periodiche, non sono
invertibili. Possiamo tuttavia parlare di relazioni inverse delle funzioni trigono-
metriche; i grafici di queste relazioni si ottengono da quelli delle corrispondenti
funzioni per simmetria rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante; essi sono
riportati ai n. 29, 30, 32.

E chiaro che non si tratta di funzioni, ma di multifunzioni. Per esempio, il
dominio di definizione della relazione inversa di sin & im(sin), cio¢ [—1,+1]: ad
ogni z € [-1,+1] la relazione fa corrispondere un’infinita di valori:

0 {+—-2r,~m,0,7,2m,---}

1+ {—;— + 2k7r}k€Z .

Tuttavia, opportune restrizioni delle funzioni trigonometriche sono iniettive; per
esempio, le funzioni (che, per abuso di notazione, indichiamo con gli stessi simboli
gia utilizzati)

T
in: |—=,= R
sin [ 2,2]—>
cos: [0,7] = R

T T
tg : (—5,-2—> - R
cotg: (0,7) - R

~sono iniettive e pertanto invertibili; le funzioni inverse si indicano rispettivamente
con i simboli

sin™!  oanche arcsin : [-1,41]— [-—g—,g—]
cos”!  oanche arccos : [-1,+1] = [0,7]
tg~! oanche arctg : R — (-—Zr-,l>
272
cotg™! oanche arccotg : R — (0,7)

(arcsin si legge: arcoseno e similmente per gli altri simboli). I loro grafici sono
indicati con tratto pieno nei grafici delle relazioni inverse.

Bisogna osservare che talvolta i simboli sopra riportati sono utilizzati per indi-
care le relazioni inverse mentre, per indicare le funzioni, si dice: determinazione
principale di arcsin, efc.
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3.7 Esponenziale complesso

Riprendiamo in esame I’applicazione ¢ : R — § definita nel precedente pa-
ragrafo. Identifichiamo R? con C; i punti di $ sono allora numeri complessi di
modulo 1. Osserviamo subito che:

21,22 €8 => iz €S

=Zc S

ISR

z€S =

1es

Percid S ¢ € forma un gruppo commutativo rispetto al prodotto: (S,-); inoltre
vale 'uguaglianza, per ogni t;,; € R,
@(tl + tz) = @(tl )@(tz) .

L’applicazione ¢ manda il gruppo commutativo (IR, +) nel gruppo commuta-
tivo (S,-). Questa osservazione rivela I’esistenza di una parentela formale tra la
funzione esponenziale e le funzioni trigonometriche; ma indica anche che questa
parentela viene messa in luce nel campo complesso.

Sviluppiamo questa osservazione estendendo 1’applicazione & a tutto €; indi-
chiamo con @, questa estensione. Se z = (z,y) € €, poniamo per definizione:

$.:C—-C

®.(z) := (e® cosy,esiny) .

Percid la restrizione di ¢, data da: (0,y) + (cosy,siny) si pud identificare
con la precedente applicazione ®, mentre la restrizione: (z,0) — (e%,0) si puo
identificare con la funzione esponenziale reale (con base €): exp. Inoltre, come ¢
facile verificare, vale 1’'uguaglianza, per ogni z;,z3 € C:

D.(21 + 22) = ®(21)%(22) -

Per analogia con la nomenclatura e la notazione gia usata nel caso reale, I’appli-
cazione @, viene chiamata esponenziale (complesso) e si pone:

®.(2):=expz oanche €°.
Si pone cioe:
z

e”:=e"cosy+ie*siny .

In particolare, se z = z ¢& reale (y = 0) si ritrova e%; se z = {y ¢ immaginario
puro (z = 0) risulta

e = cosy +isiny (formula di Eulero). (3.20)
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La formula di Eulero consente di rappresentare un numero complesso z in una
forma compatta, detta forma esponenziale, scrivendo z = re'? dove r = |z & il
modulo ¢ § un argomento di =.

I numeri complessi possono dunque essere rappresentati in: -

forma cartesiana: z=z+iy z,yeR

forma trigonometrica: z = r(cosf + isinf) r € R4, 0 € R

forma esponenziale: z = re'? .

In particolare abbiamo, V% € Z:
0 _ 27 _ e'ka'
—%i — o(2k+1)7i
(E curioso osservare che I'ultima formula pud essere scritta nella forma ef*+1 = 0
che fa intervenire i pill importanti numeri della matematica: 0,1, 7,e,%).

i = (7/2)i — ix(1/2+2K)

= /2 _ im(=1/242K)

In generale abbiamo
etHT =2 yReZ . (3.21)

Percid P’esponenziale complesso & funzione periodica, con periodo 27i. Esso non
& dunque una funzione iniettiva. Mostriamo ora che:

im(exp) = €\{0} (3.22)

(e pertanto, non essendo mai nulla, exp 2 non ¢ una funzione razionale).
Infatti

efcosy =0 cosy =0
{ = {siny:O

percid 0 ¢ im(exp). Inoltre, se w € C\{0}, scrivendo w = r(cos@ + isin§),
basta porre z = logr, y = 0 e risulta w = €%, cio w € im(exp).

Infine la funzione exp : € — € ¢ continua perché le sue componenti (parte reale
e parte immaginaria) sono continue.

A questo punto & facile estendere anche le funzioni sin e cos al campo complesso.
Infatti, dalla formula di Eulero (3.20) combinata con I’analoga

e = cosy—isiny (3.23)
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(che si ottiene dalla (3.20) cambiando y in —y) per somma e sottrazione si ottiene:

e — e

siny = - 2 (3.24)

cosy = fff_'%ﬂ (3.25)
Poniamo allora, per definizione, per ogni 2 € C:

sin z := cjz—;iii—z (3.26)

Cos 2 = fiz—-gij : (3.27)

tgz = sinz 1e? — e % (3.28)

cosz ie% etz

E facile verificare che tutte le proprieta formali (periodicita, simmetrie, formule di
addizione, di duplicazione, di prostaferesi, etc.) restano valide.
Estendendo infine anche le funzioni iperboliche al campo complesso, ponendo

e? —e %

Shz = S - (3.29)
)4 -z

Chz:= g__—%e__ : (3.30)
Shz

Thz:= 61; (3.31)

si trova il legame tra le funzioni circolari ¢ le funzioni iperboliche:
cos z = Ch(iz) (3.32)
sinz = —iSh(iz) . (3.33)

Si osservi che tutte le funzioni sopra definite, che sono continue in C, non
ammettono limite per z — oo (lo studente si accerti di questo fatto calcolando il
limite per z — oo in varie direzioni).

3.8 Logaritmo complesso. Operazione di elevamento
a potenza nel campo complesso

Come abbiamo gia osservato, la funzione esponenziale essendo, nel campo com-
plesso, periodica, non & invertibile. La relazione inversa di exp & detta logaritmo
complesso e viene indicata con log, o anche semplicemente con log:.in tal caso
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perd deve risultare chiaro dal contesto che si tratta del logaritmo complesso e non
del logaritmo reale. In questo paragrafo useremo la notazione esplicita log,.
Dalla definizione segue allora che, se z € €C e w € C\{0}:

ef=wez=logw.
Posto z =  + iy e w = pe’? I’equazione e? = w si scrive:
e’e'¥ = pe'? .

Ricordando che due numeri complessi sono uguali se hanno uguali i moduli e gli
argomenti differiscono per multipli di 27, dalla precedente uguaglianza deduciamo:

e =p cit z=Ilogp

y=wp+2kr con keZ .

Abbiamo percid, per ogni numero complesso w = pe‘“’, w # 0
log,w =logp + i(p + 2k7) . (3.34)

Esistono percid, Vw € €\{0}, infiniti logaritmi di w; essi hanno tutti la stessa
parte reale (il logaritmo reale del modulo di w: log|w]|) e parti immaginarie che si
ottengono da una di esse (= argw) aggiungendo multipli di 2. :

Esempio 3.11 -

log.(=1)=log| - 1|+ ir+2km)=7mi(2k+1) , keZ

log, 1 =log1+ 40+ 2km) = 2kmi .

Si noti che, mentre tutti i logaritmi complessi di —1 hanno parte immaginaria
diversa da zero, tra gli infiniti logaritmi complessi di 1, uno ¢ reale: il logaritmo
reale di 1. In generale, se w & reale positivo, il suo logaritmo reale & uno degli
infiniti logaritmi complessi di w: 1’unico reale.

Le proprieta formali dei logaritmi restano valide anche nel campo complesso.
In particolare, Vzy, 2, € €\{0}, vale:

log.(z12;) = log, 21 + log, 2, (3.35)

Bisogna notare perd che la (3.35), essendo un’uguaglianza tra multifunzioni,
& vera nel senso insiemistico, e ciod: se log, z) e log, z; denotano ’insieme dei
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4r
3r
2n

~2r

o logaritmi di 1
x logaritmi di —1

Fig. 5.10

logaritmi complessi di z; ¢ z; rispettivamente, allora I'insieme formato sommando
tutti questi elementi (un addendo nel primo insieme, 1’altro nell’altro) coincide con
Pinsieme dei logaritmi complessi di z; 2.

Naturalmente, come abbiamo gia fatto in precedenza, possiamo considerare una
opportuna restrizione della funzione esponenziale, per esempio:

exp:{z€C:—7<Imz<71}>C.

Questa allora € iniettiva e si pud parlare di funzione inversa; essa vien detta deter-
minazione principale del logaritmo complesso. E una funzione continua in €\{0};
non ammette limite per 2 — 0 né per z — oo.

Negli esercizi 10 e 11 si ricaveranno le formule che permettono di esprimere le
funzioni trigonometriche inverse per mezzo del logaritmo complesso.

La definizione della funzione exp e della relazione inversa log, ci permette ora
di estendere 1’operazione di elevamento a potenza, definita in 2.3.2 solo per base
reale positiva ed esponente reale, al campo complesso.

Definizione 3.4 - Dato t € C\{0}, 2z € C, poniamo

1% 1= e? 108t (3.36)
La definizione ¢ evidentemente giustificata dal fatto che

exp(log, w) = w, Yw € €\{0} e log t* = zlog,t .

E evidente che 1’operazione non & pid, in generale, univocamente definita; ac-
cade, come gia per I’estrazione di radice n—esima nel campo complesso, che questa
operazione abbia un insieme di risultati, magari infinito. Tuttavia, come si verifica
subito, le proprieta formali dell’operazione, in particolare la proprieta fondamentale

to1te = F1g % (3.37)
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restano valide (pur di intenderle, come abbiamo gia spiegato, in senso insiemistico).

Esempi
3.12. Sia a reale > 0; calcoliamo a3 in senso complesso. Si ha, per k € Z

a3 = eSlogca = 63 log a+3-2k7i _ a3 (in senso reale).

In questo caso dunque I’operazione ¢ univocamente definita e coincide con 1’a-
naloga operazione gia definita sul campo reale.
3.13. i% — e% log. i __ e%(log l§|+i(x/242k7)) (k € Z) -
— eiw/set%k = {eiw/s i /8 _eim/8 ei1r/8}
b ¥ ? .
In questo caso 1’operazione coincide con I'estrazione di radice quarta, gia definita
in 2.4.3,
314, (—1)V2 = eVEls(-1) = riVEQRY ke 7,

L’operazione, che non ha senso nel campo reale, ha una infinita di risultati, tutti
complessi.

3.15. i = 108t — (i(log |i|+i(7r/‘2+‘2k7r))(k € Z) -
= e~ m(1/2+2k)

L’operazione ha una infinitd di risultati tutti reali! (ma l’operazione non ha
significato nel campo reale!).

Osservazione - Si potrebbe notare che pud nascere ambiguita sulla notazione e,
una volta intesa come immagine di z data dalla funzione exp, ben definita, oppure
intesa come operazione di elevamento a potenza con base e, definita dalla (3.36);
in tal caso sarebbe:

e® = exp(zlog, e) = exp{2(1 + 2k7i)}, (k € Z)
= exp(z) - exp(2kmiz) .

Si conviene che, ogniqualvolta si scrive e?, si intenda I’'immagine (univocamente
definita!) del numero z data dalla funzione esponenziale.

Si chiamano funzioni elementari (da € in C€) dell’Analisi le seguenti:

1) Funzioni razionali (intere e fratte)

2) Funzioni algebriche (esplicite ed implicite)
3) La funzione esponenziale

4) La funzione logaritmo

5) Tutte quelle funzioni che si ottengono combinando o componendo un numero
finito di volte funzioni del tipo 1)...4).
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Perci0 sono funzioni elementari anche le funzioni trigonometriche e le iperboli-
che e le loro inverse. Le funzioni elementari che non sono razionali o algebriche si
dicono trascendenti. Tutte le funzioni elementari sono continue. Esse formano uno
spazio lineare (su! campo complesso); esse formano anche un corpo commutativo
(campo) rispetto aile solite operazioni di somma e prodotto di funzioni.

Vedremo nei prossimi capitoli che I'insieme delle funzioni elementari possiede
speciali proprieta rispetto alle operazioni di derivazione e integrazione. )

Esercizi

S. Dimostrare che, se ? C R4 & un insieme di periodi per la funzione f ed f & continua,
anche inf 2 & un periodo; se inf Z = 0, f = costante.

6. Dimostrare che I'insieme delle funzioni periodiche f : R — IR di periodo razionale
forma uno spazio lineare. L’insieme di tutfe le funzioni periodiche da R in R & uno spazio
lineare?

7. Trovare gli zeri di cosz,sin z,Ch z,Sh z; dedurre che queste funzioni non sono
razionali.

8. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione: sin z = 2.

9. Mostrare che le funzioni sin 2, cos z, Sh 2, Ch z non sono limitate e non ammettono
limite per z — co.

10. Risolvere le equazioni: sinz = ¢, cosz = t per ogni ¢ € € e dedurre le seguenti
espressioni per le relazioni arcsin z € arccos z:

arcsin z = —ilog (iz £ /1 — z2)
arccosz = —ilog (z + z2 - 1) .

11. Ricavare la seguente formula per Parcotangente:

141z
1-iz

1
arctge = % log,

12. Calcolare tutte le determinazioni di:

1+
1-d°

a) log(1+4) b 1' ¢) log,






Calcolo differenziale 1
Funzioni reali di variabile reale

Il problema geometrico della determinazione della tangente ad una curva piana
condusse verso la fine del 17° secolo ai concetti di derivata e di differenziale.
Furono Leibniz e Newton, principalmente, a sviluppare il calcolo differenziale che
ne deriva.

Le idee di Leibniz (basate sui concetti di infinitesimo ed infinito attuali) e quelle
di Newton (basate sul concetto di “flussione™) pur fecondissime sul piano dell’in-
tuizione, rivelavano gravi carenze su quello del rigore; per tale ragione il calcolo
differenziale si sviluppa oggi lungo linee completamente diverse, basandosi sulla
nozione di limite introdotta pionieristicamente da D’ Alembert e poi ripresa sistema-
ticamente da Cauchy agli inizi del secolo scorso per arrivare alla versione definitiva
di Weierstrass intorno al 1870, Sul piano del rigore la teoria & ora ineccepibile; si
paga un po’ su quello dell’immediatezza e dell’intuizione.

Presenteremo tuttavia, nell’appendice alla fine del volume, alcuni elementi di
Analisi non standard, disciplina fondata da Abraham Robinson intorno al 1960, che,
sfruttando recenti risultati di logica matematica (la teoria dei modelli), permette di
ritornare con pieno rigore alle idee ed ai metodi di Leibniz e Newton.

Svilupperemo il calcolo differenziale in questo e nel prossimo capitolo: in questo
tratteremo le funzioni reali di una variabile reale, nel Cap. 7 le funzioni di pil
variabili (da R™ in R e da R" in R™) e le funzioni complesse (da € in ).

Nella sez. 1 si introducono i concetti fondamentali di derivata e differenziale, e
si ricavano le regole di calcolo. Nella sez. 2 presentiamo gli sviluppi del calcolo
differenziale: i teoremi principali e alcune prime conseguenze. Altre applicazioni,
piu specifiche e pill estese (come le proprieta delle funzioni convesse o applicazioni
al calcolo numerico) vengono presentate nella sez. 3.

1. DERIVATA E DIFFERENZIALE

1.1 Definizione di derivata. Derivata destra, derivata sinistra.
Derivate successive

Sia data f:(a,b) — Resia z € (a,b).
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Consideriamo il quoziente, detto rapporto incrementale

f(z+h) - f(=z)
h

con h # 0 e |h| abbastanza piccolo, in modo che z + & € (a,b).
11 significato del rapporto incrementale & quello di velocitd media o tasso medio
di variazione di f rispetto ad x.

Definizione 1.1 - Sia f:(a,b) — R; si definisce derivata di f nel punto z il
numero

f($+h’2_ f((l)) (11)

f'(@) = lim,

purché il limite esista finito.

Se f'(z) & definito, diremo che f & derivabile in z.

Se f'(z) & definito per ogni z € E C (a,b), diremo che f & derivabile in E. In
questo caso risulta definita la funzione

fliew fi(2):E~ R

che si chiama derivata o derivata prima di f.

Altre notazioni per la funzione derivata sono D f, df /dz (notazione di Leibniz),
f (notazione di Newton).

1l significato di f' & quello di velocitd o tasso di variazione istantaneo di f

rispetto ad z. Ecco alcune interpretazioni concrete con notazioni piti appropriate
per le variabili.

variabile | interpretazione | funzione | interpretazione | derivata | interpretazione
t tempo s(t) spazio percorso % velocit
al tempo ¢
t tempo 0(t) angolo coperto -Z—f— velocita
al tempo ¢ angolare
t tempo v(t) velocitd -‘;—: accelerazione
t tempo q(?) quantita di %(tl intensita di
carica al tempo ¢ corrente
vV volume m(V) | massa contenuta dm densita
1% )
nel volume V (di massa)
P prodotto k(p) costo di ‘—;Iﬁ costo
produzione P marginale
z ascissa f(z) quota raggiunta 4 pendenza
. dx .
(rettilinea) al punto z inz
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L’ultimo degli esempi mostra il significato geometrico della derivata che per-
mette di risolvere il problema delle tangenti ad una curva piana e che qui esami-
niamo in dettaglio.

Consideriamo il grafico di una funzione, come mostrato in figura 6.1.

Dalla trigonometria elementare deduciamo che

= tgwp, = coefficiente angolare 0 pendenza di rp,.

Flzo + k) = f(zo)
h

Quando h — 0, Py ¢& fisso e 4 si muove verso Py mantenendosi sul grafico di
f e la retta r;, cambia direzione.

Sia f derivabile in zo. Allora tgwy, — f'(zg) per h — 0 e cio® le rette 7,
definiscono una “retta limite” r, con pendenza f'(z¢) che si chiama retta tangente
al grafico di f nel punto Fy. In riferimento alla figura abbiamo dunque

fi(zo) = tgw . (1.2)

L’equazione della retta tangente nel punto Py &:

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0) - - (13)

Esempi

1.1. Dall’interpretazione geometrica della derivata abbiamo:
se f(z) = k costante allora f'(z) =0 Vz e R;
se f(z) =z allora f'(z)=1 VzeR.

/|

f(Xo+h)—

fixg)-l-~~ - -

Fig. 6.1
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1.2. Sia f(z) = z?%. Allora
f(z+h)— f(z) = (z + h)? — 2% = 2hz + h?;
dunque '

f(z+h) - f(z)
h

=2r+h—2zperh—0.

Si conclude che f & derivabile in R e f/(z) = 22.
13. Sian €N, n > 1e f(z)= z™. Allora, dalla formula di Newton,

fz+h) - f(z)=(e+ )" —z" =nz"Ih 4 (g) ity VRN L
dunque

fEAh) = f@) _on (n

- 2)z"‘2h+---+h""1 —ng" perh— 0

Si conclude che f & derivabile in R e f'(z) = nz"" L.

1.4. Calcoliamo I’equazione della retta tangente alla cubica f(z) = z3 nel punto
del suo grafico di ascissa g = 2.

Dall’esempio 1.3 con n = 3 si ricava f'(z) = 322.

Dalla formula (1.3), I’equazione della retta cercata & la seguente:

y=8+12(c—2)=12z—16.

La condizione di derivabilita & pit stringente di quella di continuita, come mostra
la seguente proposizione.

Proposizione 1.1 - Sia f:(a,b) — R. Se f & derivabile in z allora & continua
in x.

Dimostrazione - Per h £ 0, z,z + h € (a,b) si ha:
h) —
fz+h) - f(z)=h. LEL - 1@ 0. fa)=0perh—0.
Cio Aimo f(z + h) = f(z), che prova la continuitd di f in z. o

I1 prossimo esempio, semplice ma significativo, indica che la proposizione 1.1
non si pud invertire.

Esempio 1.5 - Funzione continua ma non derivabile nell’ origine.
Sia f(z) = |z|. Essa ¢ una funzione continua in R.
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)

N r
f(x)=i x|
Fig. 6.2 N
Tuttavia si ha:
f(0+h2—f(0) _ Ihlh— IZI +1perh— 04 .

Dunque il limite del rapporto incrementale per h — 04 & diverso da quello per
h — 0_. Si conclude che f non & derivabile in z = 0.

La figura 6.2 mostra che in z = 0 non & definita la retta tangente al grafico.

In un caso come quello dell’esempio 1.5 esistono finiti i limiti destro e sinistro
del rapporto incrementale.

I due limiti
o fEtNfE) L fEh) - f)
h—04 h h—0_ h

quando esistono finiti, si chiamano derivata destra e sinistra di f in z, rispetti-
vamente, e si indicano con f} (z) ed f’ (z).

Evidentemente f & derivabile in z se e solo se [, (z) = f (z).

Dal punto di vista geometrico si parlera di tangente (o semitangente) dalla destra
o dalla sinistra.

La proposizione 1.1 vale nella forma seguente: se f é derivabile dalla destra in
z (dalla sinistra) allora é continua dalla destra in z (dalla sinistra).

Quando diciamo che f & derivabile in [a, b], significa che f & derivabile in (a,b)
e inoltre derivabile da destra in @, da sinistra in b.

Osservazione 1.1 - Dal significato geometrico di rapporto incrementale dedu-
ciamo che nei casi in cui f & continua e

o 1ot h) f(20)

h—»O

= 400 (oppure —o0)

esiste ancora la tangente al grafico di f nel punto (2o, f(zo)) ed & parallela all’asse
delle ordinate (parleremo di punti con tangente verticale).

In questi casi, anche se f non & derivabile in zg, scriveremo per comoditd

f'(z0) = +00 (oppure — o).

Analogamente scriveremo f', (z9) = oo oppure fL (xo) = Zoo qualora il
rapporto incrementale di f in z( abbia limite destro o sinistro infiniti.
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a) Caso in cui f/(xg)= +x b) Caso in cui f/{xg)=—oc

Fig. 6.3

Si chiamano punti angolosi i punti del grafico corrispondenti ad ascisse z in cui
una funzione f & continua ma f, (z) # f(z). Una delle due derivate pud anche
essere +00 0 —o0.

Se fi(zo) = +o0 e f.(zo) = —oo, 0 viceversa, il punto si chiama cuspide.

P P

tangente
da sinistra

tangente da
destra

[y
1y
Iy
[y

a) P & un punto angoloso b) P & una cuspide:
Fig. 6.4 fiy = —00, f_ = too

Sia f:(a,b) — R, derivabile in (a,b). Se f':(a,b) — R & a sua volta derivabile
in (a,b), la sua derivata si indica con f" oppure D?f, oppure d2f/dz? o f e si
chiama derivata seconda di f.

Se il processo pud continuare n volte, & definita la derivata n-esima di f,
indicata con uno dei simboli f(®), D™ f, d" f /dz™.

Si dice anche che f(") & la derivata di ordine n di f. Per convenzione si pone
f© = f; ossia, la derivata di “ordine zero” di f & f stessa.

Concludiamo questo paragrafo con il calcolo delle derivate di alcune funzioni
elementari.
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Esempi
1.6. Sia f(z) = z%(a € R). Per ogni z € R abbiamo:

S+ - f@) _ (@ +h) -2 _ o [(+3) 1] .

h - h h
Poiché, in base al limite (3.17) di 4.3.3 si ha:
o
[(+2) -]
l T
h

si conclude che f'(z) = az®~1
Vale la pena di sottolineare alcuni casi particolari.

Se a= 1/2 f(z) = +/z, allora f'(z) = \1/_, se a = 1/3, f(z) = ¥z, allora

o
- h
—>zper -0

fl(z) = \/_ Se a = -1, f(z) = 1/z, allora f'(z) = —1/z2.
1.7. Sia f(z) = a® (a > 0,a # 1). Abbiamo, Vz € R:
f@+h) = f(z) _a*th-a® _ ,ah-1

=a

h - h h

in base al limite (3.16) di 4.3.3.
Dunque f'(z) = a® loga.
1.8. Sia f(z)=1log,z (a > 0,a # 1). Abbiamo, Vz € R:

— a®logaper h — 0

h
fot ) @) _ oo+ ytoger _P%(115)

h - h h zloga
per h — 0, in base al limite (3.15) di 4.3.3.
Dunque
1
() —
(=)= zloga °

1.9. Sia f(z) = sin z; per ogni 2 € R si ha, usando le formule di prostaferesi:

f(@+h) - f(z) _sin(e+h)—sine _ 2(’5) ( * %) .

h - h h
Essendo cos z continua, abbiamo

cos(z+g> — cosz per h — 0
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e inoltre
sin(ﬁ) sin(ﬁ)
. 2/ .. 2) _
fm g =l = ,
2

Dunque f'(z) = cosz.
Analogamente si dimostra che Ia derivata di cosz & —sin z.

Esercizi

1. Calcolare I’equazione della retta tangente al grafico di f(z) = sinz nel punto di
ascissa z = 7 /3.

2. Verificare che f(z) = V/z% ha una cuspide nell’origine.

3. Determinare per quali valori di ¢ € R, la seguente funzione & derivabile in z = (:

f(z)___{z“sin% z>0
0 z<0.

4. Sia f:(a,b) — R, derivabile in z € (a, b).
Calcolare il seguente limite in termini di f'(z):

i LE R = S —h)

h—0 h

5. Sia f(z) = a®; calcolare f(™)(z) per ogni n € N.
6. Calcolare f(")(x) quando f(z) = sinz e quando f(z) = cosz, per ogni n € IN.
7. Sia f derivabile in z e f'(z) = 0. Dimostrare che

f(@+h) - f() = o(h) per h 0 .

8. Determinare per quale valore di m la retta y = mxz & tangente al grafico di y = €.
9. Una funzione f:[0,1] — R, derivabile in ogni punto di [0, 1] ha il seguente grafico

Fig. 6.5 1/2 N

Quale pud essere il grafico della sua derivata tra i seguenti?
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' — }

RS

— ; AN
2

-1 -1+

Fig. 6.6

10. Sia f:(a,b) — R derivabile in g € (a,b) e f(zo) = 0. Dimostrare che g = |f| &
derivabile in z se e solo se f'(zg) = 0.

1.2 Algebra delle derivate

La derivazione pud essere considerata come un’operazione che “produce” fun-
zioni da altre funzioni,

In questo paragrafo esaminiamo la relazione tra derivazione e operazioni alge-
briche; esamineremo quindi (paragrafo 1.3) la relazione tra derivazione e compo-
sizione di funzioni, e poi (paragrafo 1.4) tra derivazione ed inversione di funzioni.

n Teorema 1.2 - Siano f,g:(a,b) — R, derivabili in z € (a,b). Allora f + g,
f-ge f/g (g(x) # 0) sono derivabili in z e valgono le formule seguenti:

D (f+9)(z)=f'(=) +4'(x)
10) (f9)'(2) = f'(2)g(2) + f(2)g'(2)
117) (kf)(z) = k- f'(z) se k & costante

iv) (f/9)(2) = [f'(2)g(z) - f(2)g'(@))/lg(a)] -
Dimostrazione -
1) Siaw= f+g; allora

w(z +h) - w(z) = [f(z +h) - ()] + [9(z + h) - g(2)] -

Dividendo per h entrambi i membri € passando al limite per h — 0 si ottiene la tesi.
1) Sia w = fg; allora

w(z +h) — w(z) = f(z + h)g(z + h) — f(2)g(z) =
= g(z + B)[f(z + k) ~ f(2)] + f(2)[g(z + k) — g(z)] .
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Dividendo per h si ha

+ f(z) [g(:l: + h}z - g(2)) . (1.4)

w(z +h) — w(z) [f(z+h) = 1(z)]
h h

=g(z+h)

Essendo g derivabile in z & anche continua, per cui g(z+h) — g(z) se h — 0. Passando
al limite per h — 0 nella (1.4) si ottiene la tesi.

i2¢) Si deduce da i7) ponendo g(z) = k.
tv) Sia w = f/g; allora

oo 4 1) — w(z) < LEER) _ 1(E)

oz +h)  glz)
I S Py Yt ofa )
= @) ge s M E R 9(=) - 1(2) gz + B)]
1
= TR 9@ U@ U+ - 1@) = 1) (g + k) - 9())] -
Dunque

w(z + h) — w(z) _
h

_ 1 f(z+h) - f(z) g(z + k)~ g(z)
=GR @) [“’(”) n —J@ h ] '

Passando al limite per A — 0, notando ancora che g(z + h) — g(z) si ottiene la tesi. o

Esempi
1.10. Siano f(z) = cosz, g(z) = z3. Allora

d 3 d d 3 2
dz(cosz +z°) = 7g 082t T2 = —sing + 3z
—d—(z3 COS T) = COS zix:; + zsi cosz = cosz -3z ~ 23sinz
dzx dz dz
dcosz _ —sinz 23~ 32% cos x _ —sinz-z—3cosz
dz 23 z6 B zt
L.11. Sia f(z) = tgz = sinz/ cos z. Dalla 7v) si ha:
_ (sinz)? 4 (cosz)? 1 _ 2
& 8% = (cosz)? " (cosz)? T 1+ (tgz)” -
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1.12. Calcoliamo le derivate di f(z) = z™.

fl@)=na""t, f'(2)=n(n-1)z""?,
() = n(n —1)(n-2)z""3 ...
@) = nt, fE () = [y = =0,

Osservazione 12 - La 7) del teorema 1.2 si generalizza ad un numero n di
addendi: se fi,..., fr sono derivabili in z, allora

(Xn: fz') (z)=)_fi(z).
i=1

i=1
Cosi pure la ¢¢) per un numero 7 di fattori:

n

(fr-foreo S @) =D (fr-fareeo Sl fa)(2)

=1

Consideriamo ora il prodotto di due funzioni f e ¢ derivabili n volte in 2. Dalle
1), ¢7) del teorema 1.2 abbiamo:

(f9) =r'g+1d

(fg)ll =fllg+flgl+flgl+ng:f”g+2flgl+fgll

(fg)’/l=f"lg+f/lgl+2fllgl+2flgll+flgll+fglll___
:flllg+3f”g'+3f,g”+fg,” .

Generalizzando si ottiene la formula di Leibniz seguente:

(f9)™ = En_: (:) fomh g®) (1.5)

k=0

Dalle 1) e ii7) del Teorema 1.2 ricaviamo che: la somma di funzioni derivabili e il
prodotto di una funzione derivabile per un numero sono ancora funzioni derivabili,
cosicché possiamo parlare di spazio vettoriale lineare delle funzioni derivabili.

Si introducono, a questo proposito, alcune notazioni particolarmente utili e co-
mode.

Sia I'C R un intervallo ¢ &k € IN. Si indica con C’C(I ) lo spazio (vettoriale
lineare) delle funzioni derivabili k£ volte in I e tali che la derivata k-esima sia
continua; pil brevemente diremo: lo spazio delle funzioni k volte derivabili con
continuita.
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Se k = 0 ritroviamo lo spazio CY(I) (indicato anche semplicemente con C(1))
delle funzioni continue in 1.

Infine, C°([) indica lo spazio delle funzioni che sono derivabili con continuita
un numero qualsiasi di volte. Si ha evidentemente:

CYDHo>CYD)DC¥I)D...oC®().

Se f € C(I) allora la sua derivata f' € C%(I). L’operazione di derivazione
definisce percid una corrispondenza univoca dall’insieme C'1(I) all’insieme C°(I),
che indicheremo col simbolo D:

p:cY() -1y, f~Df=f

(in accordo con la notazione gia introdotta). Questa corrispondenza & percid essa
stessa una funzione (nel senso generale definito in 1.4.1); in questi casi (di corri-
spondenze tra insiemi di funzioni) & perd meglio usare il termine applicazione o
operatore: C1(I) & il dominio di definizione, dom(D), C°(I) & il codominio.

Possiamo anche assegnare all’operatore D un altro dominio di definizione, per
esempio C%(I) oppure C*(I), ma non C°(I) (poiché non tutte le funzioni con-
tinue sono derivabili).

Le proprietd ¢) e #i7) del teorema 1.2 si esprimono nella forma seguente:

Vf,g € dom(D)
D(f+g9)=Df+ Dy
D(kfy=kDf (keR).

Si vede cosi che D & un’applicazione lineare (cfr. 5.2.1) essendo additiva e
omogenea.

1.3 Derivata di funzione composta. Derivata logaritmica

Sia f:(a,b) — R derivabile in z; allora l’espres-sione

flz+h)- f(z)
h

e(h) = - f'(z) (1.6)
¢ infinitesima con h.
Dalla (1.6) ricaviamo, per h # 0

fx+h) = f(z) = f'(2)h + he(h) . (1.7)

Se definiamo £(0) = 0, essendo e(h) — 0 per h — 0, risulta che £(h) & continua
in h = 0 e quindi la (1.7) continua a valere anche per A = 0.

Ritorneremo nella sezione 3 sul significato della (1.7); per ora ci servira nella
dimostrazione del prossimo teorema.
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» Teorema 1.3 - (Derivazione delle funzioni composte). Siano f:(a,b) — R,
g:(¢,d) = R conim(f) C (c,d). Se f ¢ derivabile in x e g é derivabile in f(z),
la funzione composta w = g o f @ derivabile in x e vale la formula

W(2) = ¢ (=) - F'(x) - (18)

Prima di dare una dimostrazione del tcorema premettiamo un’importante osser-
vazione.

La formula (1.8) acquista maggior significato usando la notazione di Leibniz per
le derivate.

Se poniamo

y=/(z) e w=g(y)

possiamo scrivere 1a (1.8) nella forma seguente:
=5 (come se dy si semplificasse!) (1.8

La (1.8)’ esprime il fatto che il tasso di variazione di w rispetto ad z & il prodotto
dei tassi di variazione “intermedi”, di w rispetto ad y e di y rispetto ad z.
Dimostrazione del teorema 1.3 - Dalla derivabilita di finz edi gin y = f(z) si ha, per

ogni k sufficientemente piccolo (anche k = 0, come abbiamo osservato prima di enunciare
il teorema)

9(y + k) — 9(y) = ¢'(y)k + ke(k) con e(k) — 0se k — 0 . (1.9)
Se poniamo k = f(z + h) — f(z), abbiamo che, quando & — 0,
ko0 e -,?--——»f’(:c).

Di conseguenza s¢ h — 0 anche (k) — 0.
Dividendo la (1.9) per h, essendo y + k = f(z + h)

gz + ")z @) %[9'(f($)) +e(k)] -

Passando al limite per h — 0 si ottiene 1a (1.8). o

Esempi

1.13. Siano f(z) =sinz e g(y) = y°.
Allora

w(z) = g(f(z)) = (sin x)3 .
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Dalla (1.8)
w'(z) = 3(sinz) cos z .
Usando la (1.8, si scriverebbe y = sinz, w = y3 ¢ quindi

dw dwdy _ 4 afie N2
e dyds 3y“ cosz = 3(sinz)”cosz .
1.14. Siano f(z) = z* + 322+ 1 e g(y) = logy.
Allora

w(z) = log(z* + 322 4+ 1) .
Dalla (1.8)

1

3
Arsa it Yo

w'(z) =

Usando la (1.8) si pone y = z% + 322 + 1 ¢ w = log y e quindi:

dvw dwdy 1, ;4 _ 1 3
= = _-——-—-—x4+3$2+1(4:c + 6z) .

1.15. Un contenitore cilindrico con raggio di base R = 1 metri ed altezza 3 m
¢ pieno d’acqua. Da un rubinetto posto in prossimita del fondo vengono prelevati
10 litri al minuto.

Con quale velocita I’altezza dell’acqua decresce?

Sia h I’altezza (in decimetri) della colonna d’acqua e V' il suo volume (in dm?).

Vogliamo trovare dh/dt, sapendo che dV/dt = —10dm? / min.

Dalla (1.8)':

W _v an
dt  dh dt’

essendo V = 100mh dm? otteniamo dV/dh = 100r dm? ed infine
dh 10 . 1 .
= " 10on dm /min = ~ o dm / min .

Questo esempio mette in luce le possibilita di calcolo connesse con la formula
(1.8)'.

Tramite il teorema 1.3, possiamo introdurre il concetto di derivata logaritmica
di una funzione positiva.

Sia f:(a,b) — R4, derivabile. Allora, in base al teorema 1.3 & derivabile anche
Ia funzione g = log f e la sua derivata si chiama derivata logaritmica di f ed &
data dalla formula
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g'(z) = I]:((Tm)) :

La derivata logaritmica, essendo il rapporto tra f’ ed f, rappresenta il tasso di
variazione relativo di f rispetto ad z.

Nei casi concreti tale tasso & spesso piu significativo di f'.

Ad esempio, un incremento di un litro al minuto ha un effetto molto diverso se
applicato a quantita di 10 o di 1000 litri. Nel primo caso il tasso di variazione
relativo & 1/10, nel secondo 1/1000.

Per i motivi sopraesposti, quando interessa visualizzare gli incrementi relativi
si ricorre a grafici in scala semilogaritmica: sull’asse delle ascisse si collocano i
valori di z, mentre su quello delle ordinate quelli di log f(z). A questo tipo di
rappresentazione si ricorre anche quando f(z) cresce cosi rapidamente da richie-
dere una compressione troppo elevata della scala (unita di misura) sull’asse delle
ordinate o in quella delle ascisse. Basti pensare al grafico di f(z) = e che in
scala semilogaritmica coincide con ... la bisettrice del 1° quadrante:

4r 1
f(x) log f(x)
dafalog f
—_—
X X
Grafico di f(x)=€* in scala normale Grafico di &° in una scala semilogaritmica
Fig. 6.7

Altra variante possibile & quella dei
grafici in scala logaritmica, in cui in-
vece di z sull’asse delle ascisse si col-
locano i valori di logz; lo stesso si
fa con f sull’asse delle ordinate.

La pendenza della retta tangente ad
un grafico in scala logaritmica (ciog
la derivata di log f rispetto a logz)
rappresenta il tasso di variazione rela-
tiva di f rispetto a variazioni relative
di z; questa quantitd prende il nome tgo=E(x) log x
di elasticita di f e si indica con E(z). Fig. 6.8

logf
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Per trovare I’espressione analitica di E(z), osserviamo che, per il teorema di
derivazione delle funzioni composte, si ha, posto u = log z:

dlogf dlogf du

dz = du dz
ovvero
f'(z) 1
o = B
da cui si ricava
)]
E(z)==2 @)

1.4 Derivata di funzione inversa

» Teorema 1.4 - (Derivazione delle funzioni inverse). Sia f:(a,b) — R, conti-
nua e strettamente monotona. Se f & derivabile in zy € (a,b) e f'(zo) # 0 allora
la funzione inversa g = f~! e derivabile in yy = f(z¢) e vale la formula

M) = — L
() = Filzo) " (1.10)

Con le notazioni di Leibniz, se poniamo y = f(z) ¢ z = g(y) otteniamo dalla
(1.10)

dr 1 '
E&_gﬂ . (1.10)
dz

Dimostrazione - Scriviamo il rapporto incrementale di g nella forma

9(y) ~ 9(xo)
v YFE Yo .
Y-Y

Ora, se g(y) = z € g(yo) = zo, avremo, per definizione di funzione inversa, y = f(z)
e yo = f(zo) con z # zp poiché f & invertibile. Allora si pud scrivere

9y) —g(y) _ __z—20 1

y-w (@) - (o)  f(&)—J(z0) (1.11)
z—X0

Essendo f continua in zg anche g lo &; dunque se y — yo, £ = ¢(y) — 9(¥0) = zo.
Passando al limite per y — yo nella (1.11), si ottiene 1a (1.10). o
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Esempio 1.16 - Sia f(z) = z + €%; f & continua e crescente (come somma di
funzioni crescenti) in tutto R, con immagine R.

Sia g = g(y) la funzione inversa. Calcoliamo ¢'(1). Dalla formula (1.10) si ha,
essendo yg = 1 'immagine di zg = 0,
L1
O

Si noti che ¢ impossibile trovare un’espressione esplicita di ¢; questa si dovrebbe
ottenere risolvendo in z ’equazione z + e* = y.

HOE

Esempi

1.17. Sia f(z) = sin z, ristretta a [—7 /2, 7 /2]. Calcoliamo la derivata di arcsin
definita in 4.3.6.

Posto y = sinz, abbiamo f'(z) = cosz = (/1 — (sinz)? = /1 - y?; dalla

(1.10):
oy 1 _ 1
g(y)= f'(z) \/1 ) :
Dunque i !

arcsin y = ———=—.
dy y V1-1y?

1.18. Sia f(z) = cosz ristretta a [0,7]. Calcoliamo la derivata di g = arccos.

Posto y = cosz, abbiamo f'(z) = —sinz = —(/1 - (cosz)? = —/1 — 2.
Dalla (1.10) si ha:

1
1-y? )

1
/
y = = -
W= Ty
Dunque
4 arccosy = et
dy Vi—-y?’
1.19. Sia f(z) = tgx ristretta a (—7/2,7/2) e g = arctg.
Posto y = tgz, si ha f'(z) = 1 + (tgz)? = 1 + y?; dalla (1.10) si ottiene
1 1

I = = 5 .

YW= T T g
Dunque

—d-—arct =

ay YT TR

1.20. Sia f(z) = a® (a > 0,a # 1) e g = log,. Si ritrova subito
1
yloga

Jd) =
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Concludiamo questa sezione con una tabella delle derivate di alcune funzioni
elementari

f f! f f
2% € R) : az®~! log,z (a>0,a#1)! zl(:ga
I
. | . | 1
sin z cosz arcsin 2 —_—
{ ' Vi-z2
1-z
| I
l . =1
cosz —sinz arccos z —_
| VA - 22
| A :
| p R S
gz 1+ (tgz)” = (cos 2)? arctg z | T2
a® (a>0) { a®loga :

I teoremi contenuti nei paragrafi 1.2, 1.3, 1.4 indicano che la classe delle funzioni
elementari & chiusa rispetto all’operazione di derivazione.

Esercizi ,
11. Sia P(z) = anz"™+an-12"" 1+ -+ayz+ao; calcolare PX)(0)perk = 0,...,n

12. Qual & il tasso di variazione del volume di una sfera rispetto al suo raggio? e rispetto
all’area della sua superficie?

13. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

a) cotgz b) secz c) cosecz d) Shz
e) Chz f) Thz g) SettShx h) SettChz i) SettThz

) V2 (z>0) m) (Shz)?

1+ 22
n) Sin e 0) arctg(l f:ﬁ) (l] #1)
1
logt i >
p) logtgz Q arcsm(l_{_\/z) (z>0)

D weTT (z£0) ) 2larecosds) (les%)

14. Determinare per quale valore del parametro reale a la seguente funzione ha derivata
continua nell’origine

f(z)z{z“sin% z>0
0 z2<0.

15. Usando I'identita z = €'°8 (2 > 0), calcolare la derivata di f(z) = z°.
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16. Generalizzando I'esercizio precedente trovare una formula per la derivata di

h(z) = [g(2)}/
dove g & una funzione positiva. Applicarla per calcolare la derivata di f(z) = (1/ :»;)’c2
(z > 0).

17. In un triangolo isoscele come quello in figura, il vertice C si muove perpendicolar-
mente alla base in modo che I’area del triangolo cresca ad una velocita di 4 cm?/sec.

Fig. 6.9

La base del triangolo & lunga 3 cm. A quale velocita cresce 1'altezza C' H del triangolo?
e a quale velocita cresce la distanza C B?

18. Sia f(z) = 2z+log z(z > 0). Venﬁcare che f & biiettiva tra (0, +00) e (—o0, +00).
Detta g la funzione inversa, calcolare ¢'(2).

19. Nell’ipotesi del teorema 1.4, se f & due volte derivabile allora anche g lo &. Sfruttando
l1a (1.10) nella forma

I _ 1
90 = Fam)

ed il teorema 1.3 trovare la formula per g"(y).
20. Dimostrare che, se f & derivabile e f(z) # 0,

()
-— l _—

oglf(=)l =55
21. Calcolare V’elasticita di z° e a®.

22, Sia f:(a,b) — R, derivabile in tutto (a,b).
Dimostrare che:

se f & pari, f' & dispari
se f & dispari, f' & pari
se f & periodica di periodo p, f’ & periodica di periodo p.
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1.5 Differenziale

Riprendiamo la formula (1.7). Se f:(a,b) — R & derivabile in z, allora si pud
scrivere

f(z+h) - f(z) = f'(z)h + he(h) (1.12)
dove e(h) — 0 con A.

Nella (1.12) I’incremento Af = f(z + h) — f(z) & scritto come somma di due
termini:

f'(z) h lineare in h

h ;:(h) = o(h), infinitesimo di ordine superiore ad h se h — 0.
Cambiando punto di vista, introduciamo la seguente
Definizione 1.2 - Supponiamo che, dati [ : (a,b) — R ed un punto x € (a,b),
esista un numero reale A tale che, per ogni h per cui z + h € (a,b), si abbia
Af=Ah+o(h) per h—0. (1.13)
Diciamo allora che f ¢ differenziabile in x; la parte lineare Ah dell incremento
A f si chiama differenziale di f in z e si indica con il simbolo df(z).

Se nella (1.13) dividiamo per h entrambi i membri e passiamo al limite per
h — 0 otteniamo subito che f & derivabile in z e che f/(z) = A. Dunque
df(z) = f'(z)h .
Riassumendo, siano dati f:(a,b) - Red = € (a,b):
i) f derivabile in 2 significa che ’ljmo A f [h esiste finito
i1) f differenziabile in z significa che A f pud essere approssimato da una parte
lineare in A a meno di infinitesimi di ordine superiore rispetto ad A.

Dalla discussione precedente segue che f ¢ derivabile in x se e solo se é diffe-
renziabile in z; inoltre il differenziale di f in z & dato dalla formula

df(z) = f'(2)h . (1.14)

Vedremo nel cap. 7 che tale equivalenza ¢ falsa per funzioni di piu variabili.
Se calcoliamo il differenziale di f(z) = z otteniamo

df(z)=dz = fl(x)h=h .
L’espressione (1.14) per il differenziale diventa dunque

df(z) = f'(z)dz (*)

(*) Leibniz concepiva f/ come rapporto delle quantitd infinitesime df e dz!
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L’algebra delle derivate si estende subito ai differenziali; se f e g sono diffe-
renziabili, valgono le formule seguenti:

d(f+g)=df +dg
d(fg) = gdf + fdg

d(f]g) = g—lz(gdf _ 1dg).

Riguardo alla composizione, il differenziale soddisfa una proprieta che si chiama
invarianza di forma che lo rende pil flessibile della derivata in alcune situazioni.

Siano w = g(y) e y = f(z) con g definita sull’immagine di f. La funzione w
puo allora essere riguardata come funzione della variabile y oppure come funzione
della variabile z, attraverso la composizione g o f.

Nel 1° caso si ha:

dw = ¢'(y)dy ; | | (1.15)
nel 2° caso si ha, utilizzando la regola di derivazione delle funzioni composte,
dw = ¢'(f(z)) - f'(z)dz ,
che si pu® ancora scrivere
dw = ¢'(y)dy
essendo y = f(z) e dy = f'(z)dz.

E sostanzialmente per V'invarianza di forma, che, nelle scienze applicate, si
“differenzia” una data equazione anziché derivarla, quando non siano precisate le
dipendenze delle variabili.

Ad esempio, in termodinamica, si pud “differenziare” I’equazione

pV = RT (equazione di stato dei gas perfetti)
ottenendo

pdV + Vdp = RdT ,

equazione valida qualunque sia la dipendenza da altre variabili di p, V,T.

Anche il differenziale pud essere rappresentato geometricamente come viene
mostrato in figura 6.10.

Come st vede, df & 'incremento in altezza valutato lungo la tangente invece che
lungo la curva.
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L
r)/,

+ F--———--T.

tgw :f’(xo) df=tgw- h

v
4

Fig. 6.10

Come si ¢ fatto per le derivate, si possono introdurre anche i differenziali di
ordine superlore, precisiamo subito che ’invarianza di forma vale solo per il dif-
ferenziale primo, come il lettore potra facilmente verificare.

Per una funzione derivabile n-volte in z, definiamo i differenziali secondo, terzo,

. .n-esimo come segue:

d?f(z) := f"(z)d2? , d° @)= f(z)de? , ...,
d"f(z) := f™)(z)dz" .

Esercizi

23. Calcolare I’espressione del differenziale secondo di f(z) quando si pensi z variabile
indipendente oppure quando z = z(t). Verificare che non vale I'invarianza di forma.

24. Estendere la formula di Leibniz (1.5) ai differenziali.
2. | TEOREM.I FONDAMENTAL!I DEL CALCOLO DIFFERENZIALE

2.1 Teorema di Fermat. Estremi locali

I teoremi presentati in questa sezione forniscono gli strumenti principali ed in-
dispensabili per lo studio delle funzioni da R in R.
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Fig. 6.11

Il primo di questi, sostanzialmente dovuto al matematico francese Pierre de
Fermat (fine del 17° secolo), esprime un fatto geometricamente intuitivo: se esiste
la tangente in un punto (zo, f(z)) del grafico di una funzione e f(zo) & un estremo
locale (massimo o minimo) allora essa & parallela all’asse delle ascisse.

» Teorema 2.1 - (di Fermat). Sia f:(a,b) — R ed ¢ € (a,b). Sein xo f &
derivabile ed f ha un estremo locale in zq allora f'(zg)= 0.

Dimostrazione - Sia z¢ punto di massimo locale. Per ipotesi esiste un intomo I di zy,
IC (a,b), taleche f(zo) > f(z), Vz € 1.
Consideriamo il rapporto incrementale

() = [(z) — f(=20)

Zz Zo .
Py , TF 0

Per z € I, si ha:

z>z0 = P(z) <0
z<z0 = ®¥(z) 20.

Per il teorema della permanénza del segno si deduce che:

i =7 < i = f .
Jim 8(@) = fhezo) S0 e im 8()= L(an) 20

Essendo f derivabile in zg, si conclude che f_’F(zo) = fL (zo0) = 0. Analogamente si
procede quando zp & punto di minimo locale. o

Definizione 2.1 - I punti = in cui una funzione f ha derivata nulla si dicono
punti stazionari o critici (*).

Il teorema 2.1 afferma che se zy é punto di estremo per f, interno al dominio di
[, ed f & ivi derivabile, allora z é stazionario.

Naturalmente non tutti i punti stazionari per una funzione sono di estremo.

Ad esempio f(z) = z3 ha in 0 un punto stazionario che non & estremo.

Punti come ’origine per la funzione z3 si chiamano punti di flesso o di infies-
sione; ne parleremo in dettaglio nel paragrafo 3.1.

(*) Osserviamo che alcuni autori definiscono punti critici le immagini dei punti stazionari.
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f(x)=x>

Fig. 6.12

Dal punto di vista pratico il teorema 2.1 costituisce il primo passo nella soluzione
del problema dell’ottimizzazione di una funzione reale di una variabile reale, della
ricerca cio¢ dei suoi estremi, locali o globali. Esso infatti, come abbiamo gi2
osservato, indica che i punti di estremo in cui una funzione f & derivabile si
trovano tra le soluzioni dell’equazione f’(z) = 0, cio? tra i punti stazionari di f,

II secondo passo consisterd nell’esaminare la natura di un punto stazionario. A
questo proposito risultano decisivi i prossimi teoremi e, in particolare, le conse-
guenze del teorema di Lagrange.

2.2 Teoremi di Rolle, Cauchy, Lagrange

Cominciamo con il teorema di Rolle (Michel Rolle, 1652-1719), il quale stabili-
sce condizioni minimali per I’esistenza di un punto stazionario per funzioni definite
in intervalli chiusi e limitati.

= Teorema 2.2 - (di Rolle). Sia f:[a,b] — R, soddisfacente le seguenti condi-
zioni:

i) f & continua in {a,b),

i) f & derivabile in (a,b),

iii) f(a) = f(b).

Allora esiste c € (a,bd) tale che f'(c) = 0.

Dimostrazione - Dal teorema di Weierstrass sappiamo che f ha massimo e minimo (glo-
bali); siano dunque zg, z1 € [a, b} tali che

f(zo) =M = max f
(fa.t])
f(z1)=m= min f.

((a,0])

Se M = m allora f & costante e f'(z) = 0 per ogni z € (a,b).
Se M > m, dalla ii7) deduciamo che almeno uno tra i due punti zo,z1 & interno. In
quel punto la derivata esiste per la ii) e deve essere nulla per il teorema di Fermat. o
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i i

1
[
!
|
|
|
1
i
1

t e e ——
e =~

0 0 -1
so={22E0D  j@y=szep f@) = lah,z €[-1,1]
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Fig. 6.13

Abbiamo detto che le ipotesi del teorema sono minimali. I significato di questa
frase & che, se indeboliamo una sola di esse, il teorema cessa di valere come
mostrano gli esempi illustrati dalla figura 6.13.

Come si vede, in tutti e tre gli esempi non esiste alcun punto del grafico di f
con tangente orizzontale,

Dal teorema di Rolle deduciamo i due importanti teoremi seguenti.

» Teorema 2.3 - (di Cauchy). Siano f,g:[a,b] — R, soddisfacenti le seguenti
condizioni:

i) f,g continue in [a,b),

i1) f, g derivabili in (a,b).

Allora esiste ¢ € (a,b) tale che

[f(b) - £(a)] ¢'(c) = [9(b) ~ g(a)] S'(c) - (2

Dimostrazione - Definiamo w(z) = [f(b) — f(a)] g(z) — [9(b) — g(¢)] f(z).
Allora w & continua in [a, b}, derivabile in (a, b) € w{a) = w(b). Per il teorema di Rolle
esiste ¢ € (a,b) tale che w'(c) = [/(5) ~ f(a)] g'(c) - [9(8) - g(a)}f'(c) = 0. @

Osservazione 2.1 - Se ¢'(z) # 0 in (a,b), allora deve essere g(b) # g(a) (per il
teorema di Rolle) e la (2.1) si pud scrivere nella forma

f(0) = f(a) _ f()
- ) 2.2
o) o(@) = 7 2
Scegliendo nella (2.2) g(z) = z otteniamo il seguente importantissimo

u Teorema 2.4 - (del valor medio, di Lagrange). Sia f:[a,b] — R, continua in
[a, b] e derivabile in (a,b). Allora esiste un punto c € (a,b) (“punto di Lagrange” )
tale che:

b)— f(a
f( z f( ) = f’(c) . (23)

—a



296 CALCOLO DIFFERENZIALE 1

(R SO .

Un grafico con
due punti di Lagrange

fla)p------2

[ XY .

Fig. 6.14

11 significato geometrico della (2.3) ¢ evidente: nelle condizioni del teorema
esiste (almeno) un punto (c, f(c)) sul grafico in cui la tangente & parallela alla retta
passante per i punti (a, f(a)) e (b, f(b)).

La (2.3) si pud applicare ad un intervallo [z,z + h] C [a,b}; scrivendo allora
z + h al posto di b, = al posto di a, e z + 6h (con 0 < 6 < 1) al posto di ¢, la
(2.3) pud mettersi nella forma:

f(z+h)= f(z)+hf'(z+6R) (0<8<1) (2.3)

Naturalmente 6 viene a dipendere da z e da h.

Esempio 2.1 - Determiniamo i punti di Lagrange per la funzione f(z) = z+
+ arctg z nell’intervallo [0, 1].

Evidentemente f verifica le ipotesi del teorema 2.4, quindi i punti ¢ di Lagrange
sono soluzioni dell’equazione

e cio®
1 !
ez =gth
da cui I'unico punto

4
z=4f/——1.
s

2.3 Prime conseguenze del teorema di Lagrange

E chiaro che la determinazione dei punti ¢ pud non essere semplice; comunque
la sola esistenza di tali punti determina le seguenti conseguenze:
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a) Test di monotonia per funzioni derivabili in un intervallo.
Sia f:(a,b) - R, derivabile in (a,b). Allora f é crescente in (a,b) se e solo se
f'(z) 2 0,Vz € (a,b).

Dimostrazione - Sia f'(z) > 0 in (a,b) e siano 3,21 € (a,b) con 22 > z;; dobbiamo
dimostrare che f(z2) > f(x1). Applichiamo il teorema del valor medio ad f nell’intervallo
[z1, z2), dove le ipotesi sono chiaramente verificate. Si ottiene che esiste ¢ € (21, z2) tale
che:

f(z2) ~ f(21) = f'(c)(z2 — z1) .
Essendo f (c) >0, £ — x1 > 0 si deduce f(z2) > f(z1). Viceversa, se f & crescente in
(a,b), allora, Vz, & + h € (a,b) risulta [f(z + h)—f(z)]/h > 0, da cui segue f'(z)> 0o

Si ha anche

f'(z) <0 & f decrescente
f'(z) <0 = f strettamente decrescente
f'(z)>0 = f strettamente crescente

con dimostrazione identica.
b) Test di riconoscimento dei punti stazionari.

Sia f:(a,b) —» R, z¢ € (a,b) ed f’(:co) 0. Se esistono un intorno destro
(sinistro) in cui f' > 0 ed un intorno sinistro (destro) in cui f' < 0, (z # zo),
allora xy & un punto di minimo (massimo) locale forte.

Dimostrazione - Ovvia da a). Graficamente:

o+ - - f - +
IX0 v T Xo
r S . N\ /
Fig. 6.15 Xo punto di max locale X punto di min locale

Esempio 2.2 - Sia f(z) = ze~%%"; poiché f'(z) = (1 — z2)e" 3%, gli unici
punti stazionari sonoz =1le z = —1.

Essendo 1 — z2 > 0, per —1 < z < 1, si ricava che z = 1 & di massimo forte
mentre £ = —1 & di minimo forte.

¢) Sia f:(a,b) — R, derivabile in (a,b). Allora f = costante se e solo se
f(a:) 0, Vz € (a,b).

Dimostrazione - Se f = costante allora f'(z) = 0 Vz € (a,b). Viceversa se f'(z) =
=0 Vz € (a,b) il ragionamento del punto a) indica che f(z2) = f(z1) per ogni coppia
z2,z1 € (a,b), € ciod che f & costante. o

d) Siano f,g:(a,b) — R derivabili in (a,b). Se f'(z) = ¢'(z) Vz € (a,b) allora
f = g +costante.
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Dimostrazione - Porre w = f — g e applicare ¢). o

La conseguenza d) da informazioni sull’insieme delle primitive di una funzione
in un intervallo.

Definizione 2.2 - Sia ¢:(a,b) — R; una funzione f si dice primitiva di ¢ in
(a,b) se f & derivabile in (a,b) e f'(z) = p(z) Vz € (a,b).

La d) implica che se ¢ ha una primitiva f in (a,b), allora ne ha infinite ¢ tutte
sono date dalla formula: f(z)+costante.

Esempio 2.3 - Sia o(z) = 2%; poiché f(z) = L—llz" & derivabile ¢ f'(z) = 23

- . T |
si ottiene che tutte le primitive di ¢ in IR sono tutte e sole le funzioni: Zm‘* +k
(k € R).

Ritorneremo ampiamente sul concetto di primitiva e sul calcolo delle eventuali
primitive di una data funzione nel capitolo dedicato all’integrazione.

Con la frase ... se @ ha una primitiva . . . abbiamo implicitamente posto la que-
stione se ci siano funzioni che nor ammettono primitiva, ovvero che non possono
essere derivate di un’ altra funzione.

Una risposta parziale & data dalla seguente proposizione:

e) Proprieta dei valori intermedi per le derivate.

Siano f:(a,b) — R, derivabile in (a,b) e z1,23 € (a,b). Allora f' assume tusti
i valori compresi tra f'(z1) ed f'(z3).

Dimostrazione - Sia ad esempio fl(z) < fl(z2) e f (:cl) < A< f'(z2).

Dobbiamo mostrare che esxsle c € (zl,zg) tale che f'(c) = A. Pomamo g9(z) =
= f(z) Az. Osserviamo che ¢'(z) = f'(z) — X e quindi che g (;cl) = fl(z1) -2 <0
e ¢'(z2) = fl(z2) = X > 0. Deducmmo che g non & monotona in [zl,zg] poiché la
sua derivata cambia segno. Allora esistono due numeri o, 8 € [£1,22], a < §, tali che
g(a) = g(B); nell’intervallo [, 8] ¢ soddxsfa le ipotesi del teorema di Rolle per cui esiste
c € (,B) tale che g'(c) = 0, che vuol dire f'(c)—A=10. 0

Da e) si deduce ad esempio che una funzione con una o piu discontinuita di 1¢
specie in un intervallo, non pud avere primitiva,

Esempio 2.4 - Sia:

0 perz<0 (““gradino” di Heaviside) .

1 rz>0
p(z) = { ot o =
Se fosse f'(z) = ¢(z) in un intervallo contenente z = 0 avremmo che f'

non assume i valori tra O ed 1, contro la €). Dunque ¢ non ha primitiva in ogni
intervallo contenente I’origine.
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Osservazione 22 - Se f & derivabile in (a,b), f' puo avere discontinuita di 2*
specie:

Esempio 2.5 - Se

f(x)z{xzsiné z#0
0 z=0

si ha:

.1 1
fi(z) = {(Zstm;—cos; z#£0

z=0.
Si vede dunque che 1irrb f'(z) non esiste e percid f' ha una discontinuita di 2¢
r—
specie in z = 0.
) Sulla funzione esponenziale

Riprendiamo in esame la funzione esponenziale z — a” (a > 0,a # 1). Ab-
biamo visto in 5.3.4 come essa sia ‘“‘caratterizzata” da una equazione funzionale,
precisamente dall’equazione f(z + y) = f(z)f(y). Vediamo ora che tale fun-

_zione possiede un’altra proprietd caratteristica, espressa dalla cosiddetta equazione
di crescita (o0 di decadimento):

f'(=) = kf(z) (kER). (2.4)

Osserviamo subito che, se f(z) = a®, la (2.4) ¢ soddisfatta con k£ = loga.

La (2.4) & un’equazione nell’incognita f; questa incognita compare insieme alla
sua derivata f'; per questo motivo la (2.4) viene detta equazione differenziale.

Tali tipi di equazioni, estremamente importanti, saranno trattate estesamente nel
secondo volume.

Tomando alla (2.4), essa esprime che il “tasso di crescita di f & proporzionale
ad f, nello stesso istante” (se interpretiamo x come tempo).

Questa legge ¢ propria dell’evoluzione dinamica, ad esempio, del decadimenio
radioattivo in cui z & il tempo ed f(z) rappresenta la quantitd di materia radioattiva
rimasta al tempo .

In questo caso, trattandosi di decadimento, la costante & di proporzionalita della
(2.4) & negativa e dipende dal tipo di sostanza in esame.

Vale il seguente teorema:

m Teorema 2.5 - Se f:R — R ¢ derivabile, f(0) = 1 e f soddisfa (2.4), allora
f(z) = ek=.

Dimostrazione - Facciamo vedere che f soddisfa I’equazione funzionale f(z + y) =
f(=)f(y) che pud essere riscritta nella forma:

fly—-=z)f(z)=f(y) z,yeR . (2.5)
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Consideriamo la funzione ¢(z) = f(y — z)f(«) con y fissato. Allora ¢ & derivabile ¢

d(2)=-f'ly-2)f(2)+ f(y- 2)f'(z) = (usando la (2.4))
= -kf(y- o) (&) +kf(y—2)f(z) =0
per ogni z € R. Dungue ¢(z) & costante ovvero ¢(z) = ¢(0), Yz € R, ovvero
f(y = 2)f(z) = f(v)f(0) = f(y) essendo f(0) = 1. Ne segue che f soddisfa la (2.5) e
quindi f(z) = a® = e®1°8 9,
Sostituendo 1'ultima espressione nella (2.4) si ricava
exlogaloga = kezlogu

da cui k = loga. O

Esercid

1. Sia f:[a,b] — R. Supponiamo che zg € [a,b] sia punto di estremo locale e che in
z¢ f sia derivabile (si intende che se zg = a 0 2o = b la derivabilita ¢ solo dalla destra o
dalla sinistra, rispettivamente).

Dimostrare che se z¢ & di massimo allora f/(z¢)(z — zo) < 0 mentre se zg & di minimo
allora f'(zo)(z — z0) 2 0.

2. Sia f conunuam [a, b), derivabile in (a, b) Dimostrare, usando il teorema di Lagrange,
che se hm f'(z) =r, r€R,allorar = fi(a)

3. Slano

f(z) = log z

, f(@) =277

).f()“

Determinare gli eventuali punti stazionari e le zone di crescenza e decrescenza. Dedurre
la natura dei punti stazionari. Determinare se le funzioni hanno estremi assoluti nel Ioro
dominio.

4. Sia f:(a,b) — R; f si dice lipschitziana in (a,b) se il suo rapporto incrementale
relativo ad una qualunque coppia di punti si mantiene limitato: cio® se Vz1,z2 € (a,b)
esiste M tale che

1f(z1) = J(z2)] <M.

lz1 — 2|

Un esempio di funzione lipschitziana in R & f(z) =

Dimostrare che se f & derivabile e |f'(z)] < M Vzx e (a b) allora f & lipschitziana in
(a,b).

5. Dimostrare che Vz € R, si ha |sinz —siny| < |z — y|.

6. Sia f derivabile in R. Dimostrare che f' porta connessi in connessi.

7. Un oggetto viene lanciato verso 1’alto in verticale con una velocitd vg. Quale altezza
massima raggiunge?

8.* (Riflessione della luce). Un raggio luminoso collega due punti A ¢ B dopo essere
stato riflesso da uno specchio (vedi figura). Determinare il punto di riflessione utilizzando
il “principio di Fermat” dell’ottica geometrica (il percorso “scelto” dal raggio riflesso sard
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quello che richiede il tempo di percorrenza minore). Ritrovare la legge della riflessione:
i=r.
A

specchid

Fig. 6.16

9.* (Rifrazione della luce). Un raggio luminoso passa da un mezzo dove viaggia con
velocitd ¢; ad un altro mezzo nel quale viaggia con velocitd ¢y, separato dal primo da
un piano, connettendo due punti A ¢ B. Determinare il punto di rifrazione del raggio,
utilizzando il principio di Fermat dell’esercizio precedente.

Ritrovare la legge di Snell per la rifrazione: a_ Em—z

c2 sinr

A

mezzo 1

mezzo 2

Fig. 6.17

10. Verificare che i punti di Lagrange per le funzioni f(z) = z? ed f(z) =1/z inun
intervallo [a, b] (con 0 < a < b per la seconda funzione) concidono rispettivamente con la

a+b

media aritmetica ¢ la media geometrica v/ab dei due numeri a e b.

11. Verificare se le seguenti successioni sono definitivamente monotone

an=n—-Vnl+1l, apn=ne ", apn=n sinn.

12. Sia f:R — R derivabile con continuitd e siano f(2) = 1, f'(2) = 4. Dimostrare
che f & invertibile in un intorno di z = 2 e calcolare (f~1)(1).
13. Quale tra i due numeri %€ ¢ ¢™ & il pid grande? (senza usare calcolatrici. . .).

2.4 1l teorema di de L’Hopital

L’argomento di questo paragrafo € un teorema usato frequentemente per calcolare
limiti che presentano la forma di indecisione 0/0 0 co/co.
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s Teorema 2.6 - (di de L'Hopital) (*). Siano —o0 < a < b < +0 ¢
f,g:(a,b) = R, soddisfacenti le seguenti condizioni:

7) zEI& f(z) = zlir£1+ g(z) = 0 oppure +00,—00,00.
i) f, g derivabili in (a,b) e ¢'(z) # 0, Vz € (a,b).

L)

7(2) = L (finito o infinito).

i19) lim
T—a4

Allora

1) _,

sy g(z)

Le stesse conclusioni valgono se # — b_. Notiamo che, essendo ¢'(z) # 0, g &
strettamente monotona e quindi diversa da zero in un intorno destro di a (o sinistro
di b); dunque f/g & ben definita in questo intorno.

Osservazione 2.3 - La ragione del “legame” tra i limiti di f/g e di f'/g’ si vede
bene nel caso 0/0 ed a finito.

Infatti, in tal caso si pud definire f(a) = g(a) = 0; f e g risultano continue in
(a,b) e si pud scrivere, per z # a:

(@) _ J@) = (@) _f@)-f@) 2-a
9(z)  g(z)—g(a) z—a g(z)-g(a)’

Se supponiamo che f/, (a) ed g/, (a) esistano e ¢/, (a) # 0, passando al limite per
T — a4 siha:

lim f2) _ f3(a)

z=a+ g(z)  gi(a)
Se ulteriormente f' e g’ fossero continue dalla destra in @ avremmo finalmente

tim LG =y L)

z—ay g(z)  s—ay g'(z)

Osservazione 2.4 - Sottolineiamo che le sole ipotesi i) e i2) non garantiscono
che f(z)/g9(z) e f'(z)/¢'(z) abbiano lo stesso comportamento quando z — a.
E essenziale la ¢i7) come mostra il seguente semplice esempio.

Siano f(z) = 2z +sinz, g(z) = 2z —sinz.

(*) Guillaume de L'Hopital (1661-1704), autore del primo trattato di calcolo infinitesimale.
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Sia f sia g soddisfano le ipotesi 1) ed it) del teorema in un intorno di + o0, ad
esempio in (2, +00).
Osserviamo che
f'(z) ~ m 2+ cosz
g—+o0 ¢'(z) z—+02-—cosZ

non esiste. Tuttavia

lim 2z + sinz
m ——
z—+00 22 — sinz

La dimostrazione del teorema & rimandata alla fine del paragrafo; vediamo prima
alcuni esempi di applicazione.
Esempi
2.6. Sia da calcolare limo(sin z — z)/z3 che presenta una forma di indecisione
r—
0/0.
Si ha:

fl(z) cosz—1 —(sin z)? 1
d(x) - 322 (coszt1)3z2 6 PITT 0

utilizzando il fatto che sinz/z — 1se z — 0.

Si pud anche procedere osservando che anche il rapporto (cos z—1)/3z? presenta
la forma di indecisione 0/0 e ad esso si pud riapplicare il teorema ottenendo
—_— —% per z — 0.

6z
In ogni caso si conclude che il limite proposto & —1/6.

2.7. Ritroviamo un risultato gia noto:

b
z
Va>1,¥6>0 lim —=0;
z—+00 ¥
ciod: ogni esponenziale con base maggiore di 1 é infinito di ordine superiore rispetto
a qualunque potenza di .
Scriviamo

zb z b T b 1
—=(=) == cona=a%>1,.
a at a

Essendo le potenze funzioni continue, & sufficiente mostrare che z/a® — 0 se
x — 400. Usiamo il teorema 2.6 con f(z) = z e g(z) = a®.
Poiché

lim
z—+oo af loga
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si conclude che anche

T
lim —=0.
z—+00 at

28.Ya>1,¥6>0 lim 1-°-gg—”” =0.

z—+c0 X
Ciod: ogni potenza di z @ infinito di ordine superiore rispetto ai logantmi.
E sufficiente applicare il teorema 2.6 con f(z) = log, z e g(z) = z°
Poiché
f’( ) . z7log, e — lim log, e

2400 g()  s—foo  bgb-1  atoo bab =0

si ricava 1’asserto.
Si deduce subito che anche

liy_008a2)"
T—400 x

=0 Va>0.

2.9. Dimostriamo che

Va>1,V6>0 lim zblog,2=0.
z—0 +
E una forma di indecisione 0 - 0o; cosi il teorema non funziona.
Si pud allora scrivere log, z/z~° ed applicare il teorema, o, piti semplicemente,
fare la sostituzione di variabile t = 1/z con la quale il limite diventa

~log,t
m La
t—toco tb

=0

per I’esercizio precedente.
2.10. Si vogliano calcolare i seguenti limiti:

1
a) lim z!0.ez
z—04
b) hm z®
z—0 +
¢) lim ¥z.
z——00

a) E una forma di indecisione 0 - co.

Mettendo la funzione nella forma e!/% /z~1° (co/o0) oppure z1?/e~1/% (0/0)
¢ applicando il teorema 2.6 non si risolverebbe 1a forma di indecisione (o studente
¢ invitato a provare).

Se poniamo 1/z = t il limite diventa

et

lim —
t—+oo 110
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che & +oo rientrando nel tipo dell’esempio 2.7.

b) Si ha z* = €182, Poiché per ’esempio 2.9 zlogz — 0 se z — 04 si ha
lim z® =1.
z—04
c)Siha ¥z = ex 1982 Poiché per ’esempio 2.8 logz/z — 0 se £ — +oo si
ha lim ¢z=1 :

T—++400

Dimostrazione del teorema di de L’ Hopital.

1. Caso della forma di indecisione 0/0.

a) Sia L finito.
Dalla iii), fissato € > 0 esiste ¢p tale che se t € (a,tp)

_ec L)
L-¢e< 7(0) <L+e. (2.6)

Siano ora a < y < z < tp. Nell’intervallo [y, z] f e g verificano le ipotesi del teorema
di Cauchy e quindi esiste ¢ € (y, z) tale che

f2) - 1) _ 1'(©) |
1@ —9w) ~ 9 @7
Dalle (2.6) e (2.7) si ricava, essendo ¢ € (a, tp):

L—5<M<L+e. (2.8)

g9(z) - 9(v)
Passiamo ora al limite per y — a4 nela (2.8). Poiché f(y) — 0,g(y) — 0 si ricava che,
per ogni z € (a,%),
L-g< f(z)/g(z) < L+e.

e quindi, per la definizione di limite, che f(z)/g(z) — L per z — a4.

b) Sia L = +oo (i casi L = —oo e L = oo sono analoghi).
Dalla #47), fissato M > 0, esiste ?o tale che se ¢ € (a,tp)

m >M. (29)

g'(t)

1@) = W) o pre

9(z) - 9(y)
successivamente, passando al limite per y — ay, si ottiene f(z)/g(z) > M per ogni

z € (a,tp). Dunque f(z)/g(z) — +oo per z — aj.

II. Caso della forma di indecisione +00/ + co. Gli aliri casi sono analoghi.

a) Sia L finito.

Procediamo come nel caso L.a): dato € > 0, sia ¢ tale che valga la (2.6) e di conseguenza
se a <z <y< 1y, valga anche la (2.8).

Ragionando come nel caso a), arriviamo anziché alla (2.8) a
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Essendo g'(z) # 0 e g(z) — +oo per z — a4 si ricava che g(z) > g(y). Molti-
plichiamo la (2.8) per [g(z) — g(y)] > 0 e poi dividiamo per g(z). Si outiene, isolando
f(z)/9(z):

_ _9wl | fy)  f(=) 9] | fw)
(L 6)[1 gm}*g(z) o(2) ‘L“)[l g(z>]+g(x)' (2.10)

Blocchiamo y e passiamo al limite per ¢ — a4, osservando che f(y)/g(z) e g(y)/g()
lendono a zero: si deduce

L - ¢ < liminf ——= f(2) < limsup =——= f( )

< L+¢.
z—ay g(x) T zoay 9(x)

Poiché ¢ & arbitrario si ha

llm——(-—— L.

T—ay4 g :L'

b) Sia L = +oo (i casi L = —oo e L = oo sono analoghi).
Si ragiona come nel caso I.b). Fissiamo M > 0 e tp tali che per ogni t € (a,to),

[f(z) = F(¥)] > M[g(z) ~ g(v)]-

Dividendo per g(z) otteniamo
/(z) [ _,Q_(L)] I(v)
a2 M i@l T

Bloccando y e facendo r — a4 siricava

lim inf fé”; > M

r—a4+ gl
dacui f(z)/g(z) — +ooper z —a4. Q
Per i pil curiosi: dalla dimostrazione si ricava che, se g(z) — +oc il teorema
vale anche senza 'ipotesi che ... f(z) — oo € cioe che ci sia effettivamente una
forma di indecisione oo /oo(!).
Esercizi
14. Calcolare lim /z2 + 1/z. Provare ad utilizzare il tcorema 2.6.

z—+00

15. Calcolare i seguenti limiti

a) lim Yz(logz)'® b) lim sinz - e*
:L‘—r0+ .’L'—?O+

¢ lim (1+e_3"‘)°lcs d) lim 2%(2® +loglz]) .
r—++ 0o Zr— ~00

i3
2
16. Icol k
Calcolare n_llmwe (E )

k=1
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17. Si supponga che f:R — R abbia un asintoto obliquo per z — +o0, di equazione
y = mz + q. E vero che lim f(z) =m?
&L=+ OO0

P
P
18. Trovare 1'errore: A .
. . (v
sihnz—g¢ 1 sinz 1 !
23 T 2?2 Y
Dunque, poiché sinz/z — 1 per ¢ — 0, si ha:
L) -
limsin:r:—:r:_lim 1 1 -0 L /
r—0 23 T z0\ 2?2 2 ) . 7
eal X :7«07‘)\

2.5 La formula di Taylor

Svilupperemo in questa sezione un aspetto dell’importante problema dell’appros-
simazione di una funzione mediante polinomi. Vi sono vari modi per realizzare tale
approssimazione. Quello trattato qui & di carattere locale, almeno nel suo aspetto
piu elementare, ed ¢ basato su una formula fondamentale: la formula di Taylor.

Cominciamo col considerare una funzione f:(a,b) — R, derivabile in
Ty € (a,b). Se z € (a,b) possiamo scrivere

J(2) = f(zo) + f'(zo)(z — zy) + oz — 2o) perz — zy . (2.11)

Fissiamo 1’attenzione sul polinomio, di primo grado in «, a destra nella (2.11):
T(z) = f(zo) + ['(zo)(z — 20) -

I suo grafico & la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa xy. Esso &
caratterizzato dalle condizioni scguenti:

T(zg) = f(zo) e T'(z0)= f'(20) - (2.12)

Si dice che i grafici di f ¢ T o, pit semplicemente, che f e T hanno un contatto
del primo ordine in x = zy.

La (2.11) si pu0 interpretare come una formula di approssimazione di f mediante
un polinomio di 1° grado che ha con f un contatto del 1° ordine in z = z.

Il termine o(z — xy) rappresenta 1’errore E(z) che si commette nell’approssi-
mazione:

E(z) = f(z) - T(x) .

Ad esempio, sia f(z) = e® e zy = 0. La (2.11) in questo caso ¢

s

e =1+4+z+o0(z) (perz—0).

Il fatto che e® — (1 + 2) = o(z) dice che I’approssimazione ¢ tanto migliore
quanto pilt z & vicino a 0.
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y=1+x

Fig. 6.18

Come si vede dalla figura, allontanandosi un po’ da z = 0 ’approssimazione di
f(z) = €* tramite T(z) = 1 4 z peggiora drasticamente; da qui il carattere locale
dell’approssimazione.

Cerchiamo di genecralizzare il procedimento, facendo intervenire polinomi di
grado pit elevato allo scopo di migliorare 1’approssimazione.

Definizione 2.3 - Diremo che due funzioni f e g:(a,b) — R, hanno un contatto
di ordine n in xg € (a,b) se f e g sono derivabili n volte in z e se:

f(])(x()) = g(])(xo) V] =0,1,...,n; (213)

cioe se i valori delle funzioni e delle derivate fino all’ ordine n incluso coincidono
nel punto zg.

Cerchiamo ora di determinare un polinomio di grado n, Ty(z), che abbia un
contatto di ordine n con f in xy. Successivamente ci porremo il problema di
determinare se e in qual senso T, approssima f.

Guidati dal caso n = 1, cerchiamo T, nella forma seguente:

Viad K
\
Tu(z) = a0 + a1(z — z0) + a2(z - zu)z 4o an(:L' _ xo)n = EQQK‘(J‘L—Z;))
e imponiamo a Ty, le (n+ 1) condizioni (2.13) in modo da determinare i coefficienti
ag,Q1y...40p.
Si ha:
i _ .
Z Tl - Th(z) =ay + 2a5(z — 2¢) + 3az(z — z9)2+ ,N "
4 +dag(z — 29)3 + ... + nap(z — o) ! k?K@,( [7\-20)
g } T
Ta(® Ti(z) =205 +3 - 2a3(z — zo)+ .
v Ry .
" +4-3a4 - (2 - 20)° +...+ n(n - Dan(z - 20)""% = Sk
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é(@‘T.,’,"(z) =3-2a3 +4-3- 2a4(z — 2g)+...+n(n ~ 1)(n — 2)ap(z — 2¢)" "3

n ax—AS [»]
R A S N ]

T$ () =n(n—1)-...-3-2a, = nlay .
Quindi: * 2ez e
Tn(zo) = ao , Ty (z0) = a1, T} (z0) = 202 ,
T)'(z9) = 3las,... ,T,gn)(xo) = nlap
Dalle (2.13):
ag = f(zo) , a1 = f'(z0) ,
o) ["(@0) o = 1MW)

2="g s 8= T3y o eee sy O !

In conclusione abbiamo dimostrato la seguente

Proposizione 2.7 - Sia f : (a,b) — R derivabile n volte in xy € (a,b). Allora
esiste un unico polinomio Ty(z) di grado < n, che abbia un contatto di ordine n
con f in xq, dato dalla formula che segue:

(k) Aol A
Tn(z) = Z ! (:vo) —~zo)F . oY ) (2.14)
’TA"{ Loy -/ "}’{'O-_{ )
Ty prende il nome di polinomio di Taylor (*) di grado n generato da f, con
centro in zg. Se o = 0, Ty, assume la forma

Tn()—zf ()" TAV o - pER (2.15)

In questo caso T, é detto anche polinomio di Mac Laurin di grado n.

Esempio 2.11 - Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 3 della funzione
f(z) =1/(1+4 z) con centro in zp = 1. :

Abbiamo:
f)=1/2
fl@)=-(1+2)"% = f(1)=-3
Mzy=21+2)"% = /(1)= %

@)= ~6(1+ )™ = (1) = -2

(*) Brook Taylor (1685-1731); Colin Mac Laurin (1698-1746).
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Dunque

Tg(z)zé-i(x—l)+%(m—l)2 - Ilé-(m— 1)3%.

Tra i polinomi di Taylor, quelli di Mac Laurin sono i pil usati in pratica. Cal-
coliamoli per le funzioni e*, sin z, cos z, log(1 + z).

Esempio 2.12 - Sia f(z) = €*.

Poiché f(™(z) = ¢® Vn € N, si ha f(M(0) =1,V n € IN.

Dunque
2 gk
= —. 2.
Tn(z {: i ( 16)
In particolare
Tl(z) =14z y
2
T2($)= 1+1‘+7~ )
2 13
T: =1 —_— 4 —

Esempio 2.13 - Sia f(z) = sinz. Si ha:

fi(z)=cosz , f'(z)= ~sinz, f"'(z) = ~cosz ;
(=) = f(z), JO (=) = f'(z) etc.. '
Ne segue che:
fOR0)=0 e fEHI(0) = (-1)F.
Dunque:
sl 2k+1
T2n+l($) - kZ( 1) (2]€ + 1)' * (217)
In particolare:
Ti(z)==z,
23
T3((II) =I- _5!‘ H
133 135
Ts(.’t) =z~ 3' + —5-7

Si noti la presenza delle sole potenze dispari che riflette il fatto che sinz ¢
dispari.
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Fig. 6.19 Polinomi di Mac Laurin di grade 1,3,5,7,9,11 per sin z.

Esempio 2.14 - Sia f(z) = cosz. Con lo stesso ragionamento usato per sin z
si ottiene:

F@90) = (-1)k , fP+D0) =0

Dunque:
Tor(z) = Z( 2 (2k), : (218)
In particolare:
2
Tr(z)=1- % ,
Ta(z)=1- %2 + :—Z—; ,
Ts(x):l—mz-f—i—g—:;,

Si noti 1a presenza delle sole potenze pari, che riflette il fatto che cos z & pari.
Esempio 2.15 - Sia f(z) = log(1 + z). Abbiamo:

fl@)y=1+2)", f'@)=-(1+2)7%, fM"z)=21+2)73, ...,
SOy = ()" (a-1)(1+2)™"
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Dunque

foy=1, f'0)y=-1, ") =2, ..., f®0) =(-1)"(n-1).
ne segue che

Tu(z) = é(—n’mi’; . (2.19)

In particolare:

T](.’II) =,
2
Z
L@)=z-—,
2 3
Z z
T3($)=.’E-——-+'§- y v
2 . Nyt
S
1.5} o
1+
0.5
0_
-0.5}
_1.—
-1.5}
_2 L 1

-1 -0.5 ¢ 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Fig. 6.20 Polinomi di Mac Laurin di grado 1,2,3,4,5,18 per log(1 + z).

La seguente proposizione mette in luce alcune semplici prop:i~ta dei polinomi
di Taylor. Useremo la notazione Ty [f] per indicare il polinomio di Taylor di grado
n generato da f.

Proposizione 2.8 - Vaigono le seguenti proprietd. Siano f e g funzioni derivabili
n volte in zg;¢1,¢2 € R,

a) Tule1 f + e29) = axTu[f] + c2Th[9]

b) Tp[f] = Tn-1[f'}




/
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Lasciamo la facile dimostrazione per esercizio.
Usando la b) si trova ad esempio che il polinomio di Mac Laurin di f(z) =

=1 i S (= derivata di log(1 + z)), si ottiene per derivazione da quello di g(z) =

=log(1 + z).
Cio¢

1 = k
Tl ] = S(-a.
142 =6
Il problema ¢ ora di valutare I’errore di approssimazione o resto n-esimo

2 En(z) = f(2) - Ta(2) . (2.20)
La (2.20), scritta nella forma

f(2) = 2 S 0)(3: 20} + En(z) (2.21)

prende il nome di formula di Taylor di ordine n relativa alla funzione f, con
centro in g, (formula di Mac Laurin se zg = 0)

Per avere un’idea del miglioramento che si ottiene aumentando il grado del
polinomio approssimante si possono esaminare le seguenti tabelle per la funzione
esponenziale.

Approssimazione con un polinomio di grado 2

z exp(z) Ty(z) errore
-5. 006737 8.5 —8.493263
—4.5 011108 6.625 -6.613892
-4 018315 5 —4.981695
=35 030197 3.625 ~3.594803
-3 049787 2.5 —2.450213
-2.5 082085 1.625 —1.542915
-2 .135335 1 —.864665
-1.5 22313 625 —.40187
-1 367879 k33 -.132121
-5 60653 625 —.01847

0 1 1 0

5 1.648721 1.625 02372

1 2.718281 ) 2.5 218281

1.5 4.481689 3.625 856689

2 7.389056 5 2.389056

2.5 12.18249 6.625 5.557494

3 20.08554 8.5 11.58534
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Approssimazione con un polinomio di grado 5

z exp(x) Ts(x) errore

5 006737 ~12.33333 12.34007

4.5 .011108 —6.853907 6.865015
—4 .018315 -3.533334 3.551649
-3.5 030197 —1.645052 1.675249
-3 .049787 —.650001 699788
—-2.5 .082085 —.165365 .24745
-2 135335 .066666 .068669
-1.5 22313 .210156 012974
-1 .367879 366666 001213
-.5 60653 .60651 .00002

0 1 1 0

.5 1.648721 1.648698 .000023

1 2.718281 2.716667 .001614

1.5 4.481689 4.461718 01997

2 7.389056 7.266667 122389

25 12.18249 11.67057 51192

3 20.08554 18.4 1.685535

Approssimazione con un polinomio di grado 8

z exp(z) Ts(z) errore
-5 006737 3.55184 —3.548447
—-4.5 .011108 1.435443 —1.424335
—4 .018315 530158 —.5118431
-3.5 030197 190022 —.159826
-3 049787 .091294 —.041507
-2.5 .082085 090462 —.008378
-2 135335 136507 —.001173
-1.5 22313 223222 —-.000092
-1 367879 .367881 —.000002
-.5 .60653 60653 .000000
0 1 1 0
.5 1.648721 1.648721 000000
1 2.718281 2.718279 .000002
1.5 4.481689 4.481564 000124
2 7.389056 7.387302 001754
2.5 12.18249 12.1686 .01389
3 20.08554 20.00915 .076381

Il prossimo teorema presenta due possibili formule per E,(z).

» Teorema 2.9 - Sia f:(a,b) — R, derivabile n volte in z¢ € (a,b). Allora se
Tn(z) & il polinomio di Taylor di grado n generato da f con centro in zy, posto
En(z) = f(z) — Tp(z), si ha:
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a) Per ognin € N, »
En(z) = o((z — z0)") per z — zo (formula di Peano) . (2.22)

b) Se f & inoltre derivabile (n + 1) volte in (a,b), escluso al pin zo, per ogni
z € (a,b) esiste c compreso tra z ed x, tale che:

104 % "+1 (formula di L ) 2.23)
w1 T —zg) ormula agrange) . (2.

Si noti che, fissati f ed zq, ¢ dipende da z e da n.

La formula di Peano @ particolarmente utile nel calcolo dei limiti, come vedremo
nella prossima sezione. Si noti che nel caso n = 1 la (2.22) non ¢ altro che
f(z) = f(z0) + f'(z0)(z — z0) + o((x — z0)), equivalente alla differenziabilita di
f in xg.

La formula di Lagrange si rivela particolarmente utile nel calcolo numerico
delle funzioni irrazionali o trascendenti. Un cenno a tale applicazione si trova
nella prossima sezione. 1l caso n = 0 non ¢ altro che il teorema del valor medio
di Lagrange (formula (2.3)').

Eu(z) =

Dimostrazione del teorema 2.9 -

2) Bisogna dimostrare che [f(z) — Tn(2)}/(z - =z0)" — 0 se 2 — 2p. Usiamo il
principio di induzione su n.

Se n = 11a (2.22) & vera per la definizione di derivabilitd di f in z¢. Suppomamo che la
(2.22) sia vera per 'intero n — 1. Rxcordlamo che, per la b) della proposizione 2.8, Ty, (z)
& il polinomio di Taylor di grado n — 1 per f'. L'ipotesi di ricorrenza implica allora che

f'(2) = Tafz) = of(z = 20)" ) - (2.24)

Applichiamo la regola di de L’Hdpital al rapporto [f(z) — Tn(2)]/(z — z¢)™. Si ottiene,
in base alla (2.24)

fim L@ =Tn(@) _ o £@) ~Ta®) _

z—=zo (z — :L‘o)" z—zo n(z — ) -1

b) Sia z. > zo. Il caso z < zo & analogo. Poniamo g(z) = f(z) — Tn(z) € w(z) =
=(z — :co)"+1. Osserviamo che, essendo Ty, il polinomio di Taylor di f:

g(zo)zg’(zo):g"(zo) = .= g(n)(:co) =0¢ g(n+1)(z)=f(n+l)(.’l:) (2.25)
per ogni z € (a,b).
Inoltre:
w(zo) = w'(zo) = - =wM(20) =0 ¢ W™ V()=(n+1). (2.26)

Nell'intervallo {z¢, z] le funzioni g e w soddisfano le ipotesi del teorema di Cauchy; ne
segue che esiste un punto ¢j € (zo, z) tale che

9(z) _ g'(a1)

w(z) ~ w(er)
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Le funzioni ¢’ e w' soddisfano le ipotesi del teorema di Cauchy in [xzg,c;]. Dunque,
ricordando le (2.25) e (2.26), esiste un punto ¢ € (zo,cy) tale che

! i

d(er) _ g"(e2) | |
w'(cr)  w'(e2)
Si procede in questo modo fino ad ottenere una sequenza di (n+1) numeri ¢y, ¢2, ..., ¢n41
tali che

Io<6n+1<Cn<...<Q2<Cl

e che

9() _ gc) _ g"e) _ . _ 8" (ent)
w(z)  w'c1) w'(cy) wtD(enyq)

Ricordando che g("*+1) = f(nt1) ¢ o(n+1) = (5 4 1)1, sostituendo a g e w le loro
espressioni si ricava

f(2) = Tn(2) _ £V (enyr)
(z—=z)"! —  (n+1)

che coincide con la tesi del teorema ponendo ¢ = ¢p41. O

Ecco le formule di Mac Laurin con il resto di Peano per le funzioni e*, cosz,
sin z, log(1 + z); si intende che gh *“0” sono tutti per  — 0.

Esempio 2.16 -

z = zk
a. e’ = 76-!—+o(:r.")
k=0
n k zz
- 2n+2
b sm:c..kz—%( 1) (2k+1)'+0(m )

C. cosz = Z(— )k(2k)‘ + o(z?m+1)

k
d. log(1+ z) = 2:(-1)“l I 4oz
k= k
Conoscendo 1a formula di Taylor per una funzione, s ne possono costruire
rapidamente altre usando la proposizione 2.8 e la seguente.

Proposizione 2.10 - Sia f:(a,b) — R, derivabile n volte in zg = 0 € (a,b). Se
esiste un polinomio Py, di grado < n, tale che

J(z) = Pal2) + o(z™) perz 0, (2.27)
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allora Py, = Ty]f], polinomio di Mac Laurin per f.

Dimostrazione - Osserviamo che se w & derivabile n volte in 0 e w(0) = w'(0) = =
= w("” 1)(0) = 0 allora, applicando (k — 1) volte la regola di de L'Hopital si trova per
k=1,.

wk)(0) = lim "’z(:)k! : ' ' (2.28)

Ponendo w(z) = f(z) — Pu(z), dalle (2.27), (2.28) sihaper k =1,2,...,n

n
wF)(0) = lim L@k = i 022D — g
z—0 zk z—0 zk

Essendo poi w(0) = 0 si ottiene che £(¥)(0) = P{¥(0) vk =0,...,n
CiOé Pn(x) = Tn[f](x)- =]

La propos1z1one 2.10 legittima in ultlma analisi il procedimento di sostituzione
nei prossimi esempi.
Esempio 2.17 - Scriviamo la formula di Mac Laurin per le funzioni:

e~ , sinz? , log(l—23).

Sostituendo (—z),z2, —z3 ad z nelle formule a, b., d. dell’esempio 2.16 rispet-
tivamente si ottiene:

z2 23 nxn n
a. e —1—x+———-§'—+ +(—1)—'+0(z)
6 10 zin+2
a2 a2 X .z n an+44
b. sinz® = z° - 3 + — ] +(-1) (2n+1)'+o(m )
6 9 3n
c. log(1 —2%) = —2% - % - % ----- :c_ + o(z3™)
(dove gli “o0” sono sempre da intendersi per z — 0).

Concludlamo il paragrafo con le formule di Mac Laurin (resto di Peano) per
altre funzioni che intervengono sovente nei calcoli, lasciando allo studente 1a loro
verifica.

Esempio 2.18 -

3 25 z2ntl 2042
. SettThz = — g — 4.
a. Se z :c+3+5+ +2n+1+0(x )
' 3 28 z2n+1
b. arctgz:x—?+-5_+...+(_1)n2 +1+O(z2n+2)

79 g2n+l

3
T I AU . 2n+2
C. Shz_z+3!+5!+ +(2n+1)!+o(x )
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2 zn _—
d. Chz=1+—§-+z+--~+(2n)!+o(x nt+l)
e. (1+z)a=1+az+ﬁé——1)—z2+a(a_;)'(a—z)z3+...+

+ ala—-1). .1.1$a -n+ l)z" + o(z")

dove a € R; si usa porre, in analogia con la notazione gia introdotta quando
a € IN:

(a) - ala-1)...(a-n+1) ceERnEN. (2.29)

n n!

Si osserva che, se a ¢ N, (%) & sempre diverso da O per ogni n € IN.
Risulta, per esempio,

(_nl) =t {(i) }n=0,1,2,... - {1’%’_%’_1-1(—3""} .

da cui segue
Vidz= 1+£—x—2+ix3+0(z3).
2 8 16
Esercizi

19. Dimostrare le formule dell’esempio 2.18 a, b, ¢, d, e.

20. Sia f:(a,b)'— R tale che: f & due volte derivabile in (a, b); nulla per un z¢ € (a,b)
e f"'(z) + f(z) = 0, Vz € (a,b). Dimostrare che f = 0.

21. & vero che il polinomio di Mac Laurin T3[e® +2] & 2 + €232

22. Scrivere le formule di Mac Laurin arrestate all’ordine n per le funzioni indicate, con
il resto di Peano:

a) f(:lc):eI3 b) f(x):sin(%) c) f(:::):(l—:r:)'a1
d) f(z) =arctgz?  e) f(z) = Ch(2z) f) f(z)=log(l —z)+sinz .
23. E vero che se f(z) = o(z?) per £ — 0 allora f(0) = f'(0) = f”(0) = 0? E se
aggiungiamo I'ipotesi f € C2(~1,1)? ‘

24. Per le seguenti funzioni trovare P,(z), polinomio di grado n, tale che f(z)~
—Pp(z) = o(z™). E vero che Pn = Th[f]?

D @)= TR 9 f() = leosz - o).

a) f(z)=
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25.* Sia f:R — R, positiva e derivabile 2 volte con f"(z) < M, M > 0, Vz € R.
Dimostrare che, Vz € R

If'(z)] < V2M f(z) .

[Suggerimento: scrivere la formula di Taylor con centro z, arrestata al 2° ordine ed usare
Iipotesi su f".]

26. Scrivere la formula di Mac Laurin arrestata al 3° ordine per le funzioni sin z ed e*
con il resto di Lagrange.

27. Dopo aver verificato che la funzione seguente & differenziabile infinite volte, scrivere
il polinomio di Mac Laurin di grado n

e_i‘ z>0
f(x)'{o £<0.

28. Scrivere il polinomio di Mac Laurin di grado n per le funzioni: arcsin e arccos.

3. ALCUNE APPLICAZIONI

3.1 Funhzioni convesse e concave

Una importante classe di funzioni ¢ quella delle funzioni convesse su un inter-
vallo I C R.

La condizione di convessita di una funzione f:I —» IR pud essere espressa
geometricamente in maniera molto semplice facendo intervenire ’epigrafico di
f,Epi(f), ciot la parte di piano che sta al di sopra o sul grafico di f. In formule:

Epi(f) := {(z,9) e Rz el e y> f(z)}.

O demrecccccccmrmaads

N dereaan

Fig. 6.21
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a) Funzione convessa. b) Funzione concava.

Fig. 6.22

Definizione 3.1 - f: I — R sidice convessain I se Epi(f)éun mszeme convesso;
[ si dice concava se — f é convessa.

Ricordando la definizione di insieme convesso data in 3.2.4 & facile verificare
che la definizione 3.1 & equivalente alla seguente:

Definizione 3.1' - f:I — R ¢ convessa (concava) su I se per ogni coppia di
puntiz,y € I il segmento di estremi (z, f(z)) e (y, f(y)) non ha punti sotto (sopra)
il graficodi f.

Le funzioni convesse (concave) possono avere ftratti del grafico coincidenti con
segmenti di retta (vedi fig. 6.22a). Le funzioni convesse (concave) che non hanno
tratti rettilinei del grafico si dicono strettamente convesse (concave). In questo
caso, Vz,y € 1, il segmento di estremi (z, f(z)), (¥, f(y)) sta wtto sopra (sott0)
il graﬂco di f tranne ovviamente agli estremi.

La condizione di convessitd 3.1’ si pud esprimere analiticamente nel seguente
modo, in riferimento alla figura 6.23.

Esprimiamo il generico punto (z¢, f;) del segmento congiungente i punti (z, f(z)),
(v, f(y)) come combinazione lineare convessa dei suoi estremi (cfr. 3.2.5)

z=(1-tz+ty, fi=(1-)f(z)+1tf(y) , t€[0,]]

Fig. 6.23
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—e-aa=f(b)

f(a) .\—/

a b
> —_— +—
Funzione convessa con due Funzione convessa con due
punti angolosi discontinuita agli estremi di

un intervallo

Fig. 6.24

La definizione 3.1’ si esprime allora analiticamente cosi: Vz,y € I, Vt € (0,1)

flze) < fr - (3.1)

Se nella (3.1) vale <, f & strettamente convessa.

Per le funzioni concave si ha Va,y € I, Vt € (0,1), f(21) > fi conil > perle
strettamente concave.

Le funzioni convesse e concave possono presentarc punti angolosi e disconti-
nuitd, ma solo di prima specie e agli estremi dell’intervallo (fig. 6.24).

Se ci limitiamo ad intervalli I = (a,b), aperti, vale il seguente teorcma

» Teorema 3.1 - Sia f:(u,b) — R, convessa o concava. Allora

a) Va € (a,b) esistono [, (z) ed [ (x)

b) f & continua in (a,b).

Dimostrazione - Si basa sul seguente lemma che caratterizza la convessita (concavit) in
base alle pendenze dei segmenti che congiungono due punti del grafico di una funzione,
[(z) - f(z)

xI

7 —
denza del segmento congiungente (z, f(z)) e (z, f(z)). Ci limitiamo a funzioni convesse.

Per f:I — R, convienc porre ®(z,z) = , rapporto che rappresenta la pen-

Lemma 3.2 - f: I — R & convessa se e solo se
Ve, y,2€1 , < :<y=P(z,2) <Py, 2) <Py, 2) . (3.2)

Se f ¢ strettamente convessa i segni di < vanno sostituiti con <.

Omettiamo la dimostrazione del lemma, limitandoci solo ad osservare che esprime un
fatto “quasi ovvio” (Fig. 6.25).

La (3.2) indica che la pendenza del scgmento AC 2 intermedia tra quelle dei segmenti
AB e BC. In particolare si deduce che f ¢ convessa se e solo se i rapporti incrementali
& (y, z) sono crescenti in y per z fissato.

La dimoswazione dcl teorema 3.1 & ora immediata: i limiti ylim Y(y,z) = fh(z),

—+1‘i

vz € (a,b), esistono finili in basc al teorema di esistenza del limite delle funzioni monotone;
cid implica continuita daila destra e continuita dalla sinistra per f; dunque f & continua. o
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|

Y

<t

Fig. 6.25

Sia f:(a,b) — IR strettamente convessa e derivabile in un punto z¢ € (a,b);
utilizzando sempre il lemma 3.2 otteniamo che:

D(z,29) < ¥(z,20) S < z< 2

®(z,20) > ¥(2,%0) s€ > z>zg.

Dunque, nel primo caso
®(z,20) < lim &(z,20) = ' (z0)
¢ nel secondo
®(z,20) > Jm ®(z,20) = f'(z0) .
In entrambi i casi si ricava:

f(z) > f(z0) + f'(z0) (z — z0) perz #zo , (3.3)

ovvero: se f @ convessa e derivabile in xy, la retta tangente al grafico di f in
(20, f(z0)) sta sotto il grafico di f in tutto (a,b), tranne che in z.

°><_____.__-~

Fig. 6.26
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Osservazione 3.1 - La (3.3) implica che: se zy @ stazionario per | strettamente
convessa in (a,b), allora f(z) > f(zy), Vz € (a,b), z # y.

Ne segue che

f(zo) zgar’lb)f(z) :

E questa proprietd che rende estremamente utili le funzioni convesse nella teoria
dell’ottimizzazione.

Naturalmente le stesse considerazioni, con ovvi cambiamenti valgono per le
funzioni concave. Ad esempio la (3.3) vale col < per le funzioni strettamente
concave.

I1 prossimo teorema & molto usato per riconoscere la convessitd o concavita di
una funzione.

» Teorema 3.3 - Sia f:(a,b) —» R.

a) se f @ derivabile in (a,b) f & convessa (concava) se e solo se f' é crescente
(decrescente)

b) se f e derivabile due volte in (a,b) f & convessa (concava) se e solo se
() 20 (f"(z) < 0) Yz € (a,b).

Il teorema si modifica in maniera ovvia per le funzioni strettamente convesse 0
concave: nella a) “crescente” (decrescente) & sostituito da “strettamente crescen-
tc” (strettamente decrescente); nella b) f'(z) > 0 (f"(z) < 0) & sostituito con

”»

"2y >0 (f"(x) < 0); “se e solo se” & sostituito con “se”.

Dimostrazione - a) Dalla (3.2), se x < z < y abbiamo
f(z) = lim @(z,2) < B(y,2) -
Dralwra parte
(y,2) < lim &(y,2) = f'(y) -
Dunque f'(z) < f'(y) ed f' & crescente.
Viceversa sia f' crescente.

Per ogni terna z,y,z € (a,b), z < z < y, dal teorema del valor medio, esistono ce d
in (a,b) tali che

&(z,z)= f'(¢) conz<c<z

O(y,z) = f'(d) conz<d<y.
Essendo ¢ < d si ha f'(d) > f'(c) da cui
P(z,2) = 2(z,2) < B(y,2) -

Dunque &(z, z) & crescente in x, con z fissato e percid f & convessa. b) segue subito dalla
a) poiché f' & crescente se ¢ solo se f”/ > 0. o
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Esempi ‘

3.1. Sia f(z) = a%, a > 0; essendo f"(z) = (loga)?a® > 0, a® & sirettamente
convessa in R.

3.2. Sia f(z) =log, 7 a # 1, z € Ry.

Si ha:
1
ey —
fi(e) = z2loga

Dunque se 0 < a < 1, f’(z) > 0 Vz € Ry e log, = & strettamente convessa. Se
a>1, f'(z) < 0, ciog log, z & strettamente concava.

33. f(z)=2% z € Ry.

Si ha: f'(z) = a(e@—1)z°"% Se a > 1, f'(z) > 0 Vz € R4 e quindi
z¢ & strettamente convessa. Se a = 0 0 a = 1, f(z) ha come grafico una retta:
concava e convessa nello stesso tempo.

Se 0 < a < 1, f(z) < 0 e quindi z° & strettamente concava in R.. Se infine
a <0, f'(z) > 0; dunque z© & strettamente convessa in R .

Veniamo ora alla definizione dei punti di flesso.

Definizione 3.2 - Sia f:(a,b) —» R ed zy € (a,b) un punto di derivabilita per
S, oppure f'(z¢) = too. Il punto z si dice di flesso se esiste un intorno destro di
zg in cui f é convessa (concava) ed un intorno sinistro di zg in cui f & concava
{convessa).

Evidentemente se z ¢ di flesso per f, la tangente nel punto (z¢, f(zy)) “at-
traversa” il grafico di f: vedi Fig. 6.27. Non & vero il viceversa come mostra
I’esercizio 2.

7
’
’
’

— Punto di flesso

Fig. 6.27 A ;

Per funzioni due volte derivabili i punti di flesso si trovano tra quelli che annul-
lano la derivata seconda:

Proposizione 3.4 - Sia z punto di flesso per f, se esiste f"(zq), allora deve
essere nulla.
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Naturalmente vi sono punti a derivata seconda nulla che non sono di flesso. Ad
esempio f(z) = z* ha f""(0) = 0 ma z = 0 & punto di minimo.

Esercizi

1. Dimostrare che se f:(a,b) — R & convessa allora f} ed f_ sono crescenti. Inoltre
Vz € (a,b), fL(z) < fi(z).
2, Sia

f(z) = {(:;: sm% T#£O0

z=0
Dimostrare che z = 0 & punto stazionario per f ma che non & di estremo né di flesso.

3. Determinare zone di concavitd-convessitd ed eventuali punti di flesso per le seguenti
funzioni:

B f@)=VE-DE-2 b j()="2E ¢ f(z) =z

4.* Sia f:(a,b) — R, convessa. Siano py, ps, ..., pn numeri reali non negativi tali che
n .
=1
Dimostrare che, Vz1, 22, ..., 2n € (a,b), si ha:

n n
ij:cj < ijf(a:j) (disuguaglianza di Jensen) .

[Suggerimento: usarc il principio di induzioné a partire da n = 2. Osservare poi che
n n-1 .
Pj
Elpm =(1-pn) E
J:

:cJ-f-pn;cneche Z -7 =1..1]
j=11=pn

5. Sia f(a,b) — IR convessa € &1, z,...,%n € (a,b).

Dimostrare che

1 1
=Dz =) 1))
i=1 i=1

(utilizzare 1’esercizio 4.*).
6.* Verificare che f(z) = zlog z & convessa in Ry.

n
Utilizzando I'esercizio 5. verificare che, se zy,22,...,2, € Ry e Y z; = 1, 1a
i=1
funzione

n
H(z) = —Z:cjlong

i=1

¢ massima quando 21 =29 = ... =z, = 1/n.
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e

Se si interpretano i numeri z; come probabilita di un evento E; (infatti 0 < z; < 1) la
funzione H si chiama entropia del sistema {E;,2;}j=1,... n-

7.* a) Verificare che,se p > leg = > p 7 (ciot 1/p+1/g = 1), per ogni u > 0 si ha:
1

ur < = 4= (3.4)
P 9

(usare la streuta concavitd di u® per o < 1 e usare la (3.3) col “<™).
b) Porre nella (3.4) u = 2Py 9, z,y € R4 e dedurre la disuguaglianza

zP gy . .
zy < —; + ? (disuguaglianza di Young) .

8. Sia ¥ = go f con f convessa e g convessa, crescente. Dimostrare che ¥ & convessa.
(Ad esempio f convessa = e/ convessa).

9.* Dimostrare che se f & derivabile in (a,b), f & convessa se e solo se

VI,E‘O € (a’b) y f(.’l)) 2 f(zO) + f’(.’to)(.’l: - 30) .

Interpretare geometricamente il risultato.

3.2 Applicazioni delia formula di Taylor

Tra le pitt importanti applicazioni della formula di Taylor annoveriamo le se-
guenti:

A. Determinazione della natura dei punti stazionari

B. Calcolo di ordini di infinitesimo e di limiti

C. Calcolo numerico.

A. Supponiano che una funzione f:(a,b) — IR abbia un punto stazionario in

zg € (a,b). Per determinarne la natura, se ciod esso & o non & un punto di estremo
locale occorre valutare il segno dell’incremento

f(z) = f(z0)

* al variare di z in un intorno di zy. Piu precisamente, se f(z) — f(zo) > O (risp.
< 0) in un intorno di z, allora z¢ & punto di minimo (risp. massimo) locale. Se
al contrario, in ogni intorno di zg, f(z)— f(xg) cambia segno, zp non pud essere
punto di estremo.

Il seguente teorema indica come si pud valutare il segno di f(z)— f(2¢) usando
la formula di Taylor.

= Teorema 3.5 - Sia f:(a,b) — R derivabile n volte in zy € (a,b),n > 2, e
tale che in xq tutte le derivate tranne I n-esima siano nulle:

fl(zo) = fM(wo) == f" V(o) =0, fM(zo)#0.
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Allora abbiamo le seguenti alternative:

f (")(xo) >0 = x¢ ¢ punto di minimo locale forte;
n pari

f (")(zg) < 0 = zg @ punto di massimo locale forte,

n dispari => g hon & punto di estremo.

Dimostrazione - Usiamo la formula di Taylor, arrestata all’ordine n con resto di Peano;
poiché I'unica derivata non nulla in z¢ ¢ I'ultima si trova:

(n)(

1(2) = £(z0) = L1202y 4 of(2 ~ 20)")

(")
= (¢ —zo)" [f__i_o) + 0(1)] (per ¢ — zg) -

n!

Sia n pari. Allora (z — z¢)™ & sempre positivo per = # z¢; dunque il segno dell’incre-
mento f(z) — f(zo) & determinato dal fattore entro parentesi quadre. Poiché o(1) — 0 per
z — o, il segno di tale fattore sara definitivamente quello di (™ (zo).

Quindi, se f(")(zo) > 0 (risp. < 0) avremo f(z) — f(zo) > 0 (risp. < 0) in un intorno
di zg e ciod z¢o & punto di minimo (risp. massimo) locale forte.

Sia n dispari. Allora (z — z¢)™ cambia segno con z — z, mentre il fattore tra parentesi
quadre ha, per il discorso fatto prima, definitivamente il segno di f (")(:co). Quindi f(z)—
—f(zp) cambia segno in ogni intorno di zp ed ¢ non pud essere punto di estremo. o

Esempio 3.4 - Sia f(z) = zsinz — cos 2z.

La funzione f & derivabile infinite volte in IR. Poiché f'(z) = sinz + z cosz+
+2sin 2z, I’origine & un punto stazionario (f'(0) = 0).

Calcoliamo la prima derivata non nulla in 0:

f'(z) = 2cosz — zsinz + 4cos 2z ;
poiché f"(0) = 6 > 0, concludiamo che z = 0 & punto di minimo locale forte per
B. La formula di Taylor & una “radiografia” del comportamento di una funzione
nell’intomno del centro zg; per questo motivo & uno strumento efficace nella de-

terminazione dell’ordine di infinitesimo della funzione stessa per z — zg, rispetto
all’infinitesimo campione (z — z). La cosa migliore & spiegarsi con esempi.

Esempio 3.5 - Si voglia determinare l'ordine di infinitesimo per z — 0 delle
seguenti funzioni

a) sinz -z c) :vlog(l—z)-{—ezz——l
b) (sinz)? — z? d) cos2vz —e 2% .
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La strategia consiste nell’usare la formula di Mac Laurin per arrivare ad una
relazione del tipo

f(z) = kz® + o(zP) (3.5)
con k € R, k # 0 e dove (¢ essenziale!) 8 > a. L’ordine cercato sard dunque a.

La (3.5) determina I’ordine al quale si deve arrestare la formula di Mac Laurin
nei vari casi.

a) Dalla formula di Mac Laurin abbiamo sinz = z — 23 /3!+ -+ e quindi
1
sinz —z = —-623 +o(z?) .

Dunque 1’'ordine cercato & a = 3.
b) Dalla formula di Mac Laurin abbiamo

sinz:m—%x3+o(m4),
da cui
v .2 | 13 N
(sinz)* —z° = |z 5% + o(z*) =
(2 inutile calcolare tutti i termini del quadrato [...]2!)
2 1.4 4| 2 14 4
=|s"~3® +o(z*)] —z° = 3% + o(z%) .

Si conclude che a = 4.
¢) Usiamo la formula di Mac Laurin per log(1 — z) ed e’

2 3
log(l—m)=—z—%—%+o(x3);

2 2 334 4
e =1+z +—2—ﬂ+o(z ) -
Allora
zlog(l-z)+ 1=

3 4 4
2 T T 4 2,2 4 _1 -
= -z 3 3+0(m)+1+m+2+o(z) 1
3
= -5 +0(a%).

Dunque I’ordine cercato & a = 3.
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d) Usiamo la formula di Mac Laurin per cos 2\/Z ed e~2%:

cos2\/z =1-2z + %xz +o(z?) ;

e =1-2z+22%+ o(z?).
Allora

cos2vz —e ¥ =1-2zc+ §x2 + o(z?) — 1 4 22 — 222 4 o(2?) =
4
= —§z2 +o(z?),

e I’ordine cercato & a = 2.

Praticamente la stessa procedura pud essere impiegata per il calcolo di numerosi
limiti.

Esempio 3.6 - Si vogliano calcolare i seguenti limiti:
. 1 171
0 tin_z[os(1 - ) + 7]
r
b) lim :1:[(1 + l) - e].
—+00 x
a) Cambiamo variabile, ponendo 1/x = t. Allora il limite diventa
.1
lim ~[log(1 - v1)+ V1] .
t—04 t
Usiamo la formula di Mac Laurin per log(1 — v/):

log(1 - Vi) = —Vi- = +o(t)
Dunque: _
lim l[log(l - V1) + V1] = lim l[—\/i _1 +o(t) + \/Z} =
t—04 1 t—04 t 2
= Jlip [-5+o0] = -5

b) Cambiamo variabile: 1/z = t.
11 limite diventa;

! 1
i, A+ vt —el.
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Ora scriviamo

(14 1)F ~ e = et OB+ _ o = gt log40-1 _ ]

Usiamo la formula di Mac Laurin per log(1 + t) ad esponente:

t2 .
log(1+)=1- 2 + o(t?) .
Si ottiene:

2
(1+ )7 — e = efetl=THN=1 _q) = gl f+o-1 _ ) <

= e[e—%'“'(t) -1}.
; a d; . : -1+0(t).
Usiamo ora la formula di Mac Laurin per e™ 2 :
t )
e-3to() — 1 4 [_5 + o(t)] + oft) .
Si ottiene:
t
(1+8)F —e=efe3T°0 ~ 1) = e[l -5 to(t) - 1] +o(t) =

- ——;-t-{—o(t).

In conclusione:

. 1 1 . € €
C. 1l calcolo numcrico di alcune funzioni irrazionali pud essere ricondotto al
calcolo di un polinomio, mediante 1’'uso della formula di Taylor.
Un primo problema ¢ il seguente. Sia assegnata una funzione f derivabile (n+1)
volte in un intervallo del tipo (2 — 6,z +46). Dato x € (zg— 6, z¢+6), si fornisce
un valore approssimato di f(z) con la formula

f(z) > Th(z)

dove Ty & il polinomio di Taylor con centro zy, di ordine n, generato da f.
Problema: dare una valutazione dell’errore commesso.
La risposta si basa sulla formula per il rcsto nella forma di Lagrange:
‘ (n+1)(,
En(@) = J(2) = Tu(e) = Sih(a =z

dove ¢ & compreso tra = ed xzg.
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Occorre levare I'incertezza dovuta alla mancanza di informazione riguardo al
punto ¢. Cid si pud fare se, ad esempio, si conosce una maggiorazione del tipo

@) < M | (3.6)

valida per ogni t nell’intervallo chiuso di estremi z, zg.
In tal caso si avra:

|En(z)] £

M
el @l (3.7)

Esempio 3.7 - Valutiamo 1’errore nell’approssimazione di e~ col polinomio di
Mac Laurin di 4° grado per la funzione f(z) = e”.
Abbiamo:
T 1

1
lal—-14=—Z4==0. .
e ~1 +2 6+24 0.375

“Poiché f¥)(z) = €, Vk € N, si pud scrivere:
€€ 5 ef
E4y(-1) = ET(—I) =135 ComcE (-1,0).
Poiché 0 < €' < 1se t € [-1,0] si ha:

-1 _
-1)>— = - .
0> Ey(-1) 2 120 0,0083
In conclusione si ha:

0.375 > e~ ! > 0.375 — 0.0083 = 0.366... .

Ciok e~1 = 0.3... (una sola cifra esatta & garantita).

Un altro problema che si pud presentare ¢ il seguente.

Data una funzione derivabile infinite volte in (z¢9 — 6,29 + 6) ed un punto
z € (zo — 6,20 + 6), determinare il polinomio di Taylor T, di minimo ordine n
centrato in z¢ in modo che Ty, (z) approssimi f(z) con un errore non superiore ad
un valore assegnato a.

Se vale la (3.7) bastera cercare n in modo che

M
Gene s

Esempio 3.8 - Considerando, come nell’esempio precedente, f(z) = €%, cer-
chiamo di approssimare e~! con un errore non superiore ad a = 10™4.
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Poiché

€€ < 1

- (n+ 1) = (n+ 1)

bastera cercare n in modo che 1/(n + 1)! < 1/10% ovvero (n + 1)! > 10%.

1l pitt piccolo n per cui (n + 1)! > 10% & 7; infatti 7! = 5040, 8! = 40320.
Dunque il valore

|En(=1)|

111 11 1
I I o
575724 " 120 T 720 ~ 5040 - 036785

approssima e~1 a meno di 104, pil esattamente con un errore minore di 1/40320.
Quindi essendo F7(—1) > O:

Tr(-1)=1-1+

0.367857 < e~} < 0.367857 + 0.000024 = 0.36788...
da cui si ricava e~} = 0.3678.. ., cioé e~ ! & noto con 4 cifre decimali esatte.

[YPR1l

Esempio 3.9 - Irrazionalita di “‘¢e”.

Con I'utilizzo della formula di Mac Laurin generata da e” si pud dimostrare in
maniera semplice ed clegante che “¢” & un numero irrazionale.
Dalia formula arrestata all’ordine n abbiamo, ricordando che 2 < e < 3:

e‘ 3

- Ta(l) = . .
O<e-TnlD) =y < Gy (3:8)
Moltiplicando la (3.8) per n! olteniamo:
1 1 1 3
0<6n'—72'<1+ﬁ+§++m><n+1 (39)

Sia e razionale, cio¢ e = p/qcon p,q € IN4; scegliendo nella (3.9) n abbastanza
grande in modo che n > 3 e in modo che en! sia intero, si avrebbe che ’intero
positivo en! — n!(1 + 1/1!'+ - - 4+ 1/n!) sarebbe minore di 3/4. Assurdo.

Eserciz

10. Determinare i punti stazionari della funzione f(z) = 3cos2z — sin 3z ¢ la loro
natura.

11. Dimostrare che se £(x) — 0 per £ — 0, allora

1

r:$5=1+dw+suf+qqm%.

12. Trovare I’ordine di infinitesimo per z — 0 delle funzioni seguenti:

1

2) 1+ (sinz)? cosz b) (arctg:c)2 —alog(l +2°) (a€R).
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13, Calcolare i seguenti limiti:

. 1 . 1 . e} 1 . 1
a) ;er});[(l—i-smx) — €] b) x_gr+n°oz (Shz—smz) (xeRy)
., tgmzx—rwlogz . . z
o= Ik ot - B — I ¥z—-1) =1 )
© zh—»ml sin(z ~ 1)@ (@ €Ry) &) z—lfTo: (log z)? [2(¢/z ~ 1) ~ log2]

14. Sia f tre volte derivabile in a. Calcolare il limite

lim f(a+h)~ fla=h)—2hf'(a) _
h—0 A3

15. Calcolare = con 5 cifre decimali esatte utilizzando la formula di Mac Laurin per
I’arcotangente e la seguente identitd dovuta a Gauss:

1
m = 48 arctg (é) + 32arctg <5—17) — 20 arctg <—23—9) .

16. Se si vuole calcolare sin 1 e cos 1 con h cifre decimali esatte utilizzando la formula
di Mac Laurin per sin x ¢ cos z, qual & I'ordine minimo a cui occorre arrestare la formula?

17.* Dimostrare la proposizione 3.4.
[Suggerimento: utilizzare la formula di Taylor di ordine 2: scrivere

(o)
2

f(z) = [f(zo) — f'(zo)(z — 20)] = (z - 20)* + o((2 - za)?)

e valutare il segno del 1° membro].

3.3 Determinazione del grafico di una funzione

Anche se "avvento dei mezzi elettronici di calcolo ha reso possibile 1a costru-
zione automatica dei grafici di funzioni (anche complicate) riteniamo ugualmente
utile che lo studente sappia destreggiarsi manualmente, armato unicamente di carta
e matita, in questo classico esercizio.

A tale scopo elenchiamo alcuni tra i punti che possono essere richiesti nel-
lo studio del grafico di una funzione assegnata mediante un’espressione analitica

y = f(=)
1. Determinazione del dominio di f. Ricerca di eventuali simmetrie ¢ periodi-
cita. Determinazione del segno di f.

2. Comportamento in prossimita dei punti di frontiera di dom(f). Tecnicamente
si tratta di calcolare i limiti eventualmente solo destri o sinistri, per z tendente a
tali punti. In questa fase si determinano anche eventuali asintoti.

3. Ricerca di eventuali massimi e minimi, locali o globali. Tecnicamente si

tratta di determinare il sottoinsieme di dom( f) dove f & derivabile, cioé dom(J");
si cercano in dom( ') i punti stazionari e si determina la loro natura in base allo
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studio del segno di f' e ciod della monotonia di f, oppure ricorrendo al teorema
3.5. A volte & possibile riconoscere la natura dei punti stazionari sulla base delle
informazioni contenute in 2. Pud essere utile calcolare i limiti di f' nei punti
di frontiera del suo dominio: si trovano cosi le pendenze limiti della curva in
quei punti e si determinano eventuali cuspidi e punti angolosi, o flessi a tangente
verticale.

4. Studio della convessitd o concavitd di f. Si effettua tramite il calcolo della
derivata seconda di f. Una volta individuato dom( f"'), si studia il segno di f".
Si trovano cosl eventuali punti di flesso (a tangente non verticale).

Esempio 3.10 - Mettiamo in pratica lo schema 14 per la seguente funzione:
1
f(z) = zeT-ToT |

1. dom(f) = (=00, =1)U (=1,1) U (1, +00).

La funzione & dispari (f(z) = — f(—z)), dunque @ sufficiente lo studio del
grafico per > 0, dove f(z) = ze!/(1—%) > 0. Notiamo che f(0) = 0.

2. Si ha:

. . 1
lim zel-z =0, lim zel-* =+400.
z—+14 r—+1..

L’ultimo limite segnala la presenza di un asintoto verticale (da sinistra) di equazione
z=1

i
lim zel-= = 400 .
r—+00

Poiché

1
1—-z

el_l—r=1+ +o(-i—) per x — +00

si ha:
L x
zel-f=m+1—_;+o(1)=m-1+o(1) perz — 400 .

Dunque y = = — 1 & asintoto obliquo per z — +oo0.

3. La funzione ¢ sicuramente derivabile in tutti i punti di dom( f), tranne even-
tualmente z = 0 per la presenza di |z|.
Perz > 0,2 #1:

, 1 1
fi(z) =et-= [1 + 33'("1__—3:)—2-

Poiché f'(z) > 0 Vz, si ha che f & strettamente crescente in (—1,1) ed in (1,+00)
(non in R \{1}1).

] 1 1-z+422
=el=% ———— |
(1-2)?
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Poiché lirg f'(z) = e, si deduce che, per simmetria, 11%1 f'(z) = e per cui
U4 r—U_
z = 0 & un punto appartenente a dom(f') e f'(0) =e.
4. Per z > 0,z # 1, si ha:
4 2-z
" = 1-2 e————
f (.’IJ) € (1 _ 22)4 *

Dunque per z > 2 f & concava; per 0 < = < 2 & convessa; il punto z = 2 & punto
di flesso; essendo f(2) = 2/e e f'(2) = 3/e I’equazione della retta tangente nel
punto di flesso &

2 3 3 4
yE=grl-y=gEog
Per simmetria si deduce che anche z = 0 & punto di flesso con tangente y = ezx.

Y

Fig. 6.28 Grafico qualitativo di y = zeT=I1,

1

1+

Esempio 3.11 - Si voglia tracciare il grafico di f(z) = /z

logz
1. dom(f) = (0,1)U(1,400). Notiamo che f(z) > 0,e f(z) =0inz = e~ 1.
2. i = U i = N i = .
Jim f(z)=0; lim f(z) = oo; lim_f(z) = +oo
C’¢ un asintoto verticale di equazione z = 1, non vi sono asintoti obliqui poiché
f(z) ~ /T per z — +o00.
3. L’unico punto di non derivabilitd nel dominio di f pud essere solo z = 1/e

dove si annulla I’argomento del modulo.
Poiché
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dlia) oo
dz logz/)  z(logz)?
che in 1/e vale —e si ricava che (1/e,0) ¢ effettivamente un punto angoloso.
Si ha

1 1
/ —_ = ! - = —e.
Al(e) e ()=
Negli altri punti f & derivabile e

. (log z)? + log  — 2
f'(z) = sign (1 + logw) 2/z(log z)?

Dunquef(:c)—Ose(logm)2+logz—2—0601oésem =e20z=e
E facile verificare (dai punti 1. e 2.) che z = e~ 2 & punto di massimo relativo,
con f(e~2) = 1/2e mentre z = e & di minimo relativo con f(z) = 2y/e. Notiamo
-inoltre che f'(z) — +oo se z — 04.
Un grafico qualitativo di f & il seguente (*).

N -[ -------

}
T

1

@ Ao
+

1
|
1
2

Fig. 6.29 Grafico qualitativo di y = /z|1 +

o=

lo g:z:I
3.4 Risoluzione numerica di equazioni

Presentiamo qui alcuni metodi per risolvere numericamente un’equazione del
tipo

(*) Alternativamente si sarebbe potuto procedere studiando la funzione g(z) =

osservare che f = |g|.
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f(z)=0. (3.10)

Questi metodi si rivelano necessari qualora non si conoscano formule esplicite
per le radici di (3.10) oppure qualora le formule stesse siano troppo complicate.

Si troveranno in generale solo approssimazioni delle soluzioni esatte ed
uno dei problemi principali € quello di avere informazioni sull’errore di approssi-
mazione.

Dal punto di vista pratico occorre sottolineare che la quasi totalitd dei metodi
usati prevede la ripetizione di cicli di calcolo (metodi iterativi) che ben si adattano
all’uso di un elaboratore; d’altro canto proprio 1’uso di un mezzo automatico in-
troduce inevitabilmente ad ogni passo un errore dovuto agli arrotondamenti (o nel
peggiore dei casi, ai troncamenti) effettuati dalla macchina.

Si presenta cosl il problema di cercare algoritmi di calcolo che evitino di pro-
pagare o esaltare tali errori ovvero di costruire algoritmi stabili.

Pur non desiderando entrare in dettaglio in questo importante problema dell’A-
nalisi numerica, segnaliamo al lettore che anche algoritmi estremamente semplici
possono essere instabili; ad esempio il ciclo di calcolo rappresentato dalla seguente
successione per ricorrenza

1
S§g==— , 8 = T78sp — 1
0 7’ n+1l n
¢ instabile. Per convincersene basta osservare che s, = 1/77 per ogni n, ma,
usando una calcolatrice, dopo poche iterazioni si troverebbero risultati assurdi.
Il primo metodo che esaminiamo & dovuto a Newton e si chiama anche metodo
delle tangenti.

Consideriamo I'equazione f(z) = 0 e supponiamo di aver accertato I’esistenza
e I'unicitd di una soluzione r all’interno di un intervallo [a,b]. Si dice che si &
isolata 1a radice r.

A questo proposito si potra ricorrere ad esempio ad uno studio qualitativo del
grafico di f.

Illustriamo il metodo di Newton in riferimento alla figura 6.30.

L’idea & di costruire una successione {z,} che sia convergente ad r.

Ogni z,, pud essere considerato come un’approssimazione di r stessa.

A questo scopo si parte da zg = a e “si linearizza I' equazione f(z) = 0 in quel
punto”; si sostituisce cio¢ ad y = f(2) I’equazione della retta tangente al grafico
i f nel punto (z9, f(zo)), ovvero y = f(z0) + f'(z0)(x — z0).

Invece di risolvere f(z) = 0 si risolve f(zg) + f'(z0)(z — 2¢) = 0, che ha per
soluzione

f(z0)
f(zo)

] =9 —
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Ha) 1

f(b)

Fig. 6.30

Il procedimento si ripete con z; al posto di zg, linearizzando I’equazione
f(z) = 0in z = z;, sostituendola cio& con I’equazione

f)+ fl(z1)(z —21) =0

che ha per soluzione

Iterando = volte il procedimento si perviene alla seguente successione per ricor-
renza

f(Zn-1)
———f’($n—1) . (3.11)

Nella situazione descritta in figura 6.30, & intuitivo che 2y, — r_ per n — +00;
qui f & convessa e f' non si annulla mai.

D’altra parte, se f non & convessa 0 concava in [a,b] il procedimento pud
arrestarsi come nel caso illustrato in figura 6.31. Partendo da z¢ = «a in figura 6.31
il procedimento si arresta al secondo passo.

Una formula identica alla (3.11) si otterrebbe partendo da zg = b anziché da a.
Per evitare inconvenienti & opportuno, nel caso di funzioni convesse 0 concave,
derivabili 2 volte, partire da un punto iniziale z¢ tale che f(zy) abbia lo stesso

segno di f"(zg).

Tog=a Ty =2Tp-1—
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Fig. 6.31

Formalizziamo la precedente discussione nel seguente teorema.
= Teorema 3.6 - Sia f € C?([a, b)) tale che:
1) esiste un solo r € (a,b) tale che f(r) = 0.
i) Vz € [a,b], f'(z) # 0 e f"(z) > 0 oppure f"'(z) < 0.
Allora la seguente successione
zo=a se f(a)f'(a)>0
oppure

zo=0b se f(b)f'(b)>0

ITn = Tp-1—
converge a r per n — +00.

Dimostrazione - Esaminiamo solo il caso f(a) ed f"(a) positive; gli altri casi sono
analoghi. Abbiamo dunque che f"(z) > 0 e f'(z) < 0 Vz € [a,b]. Ne segue che, per
ognin>1,zp-1<2n <.

La successione {z,} ¢ dunque monotona crescente € limitata. Percid & convergente ad
un limite 1 < r.

Passando al limite nella relazione di ricorrenza (3.11) si ottiene allora, poiché sia f, sia
f' sono continue:

1=1- 40
'

eciod f(I) = 0. Dalla 7) si deduce I = r. o

Esempio 3.12 - Consideriamo 1’equazione

f(zy=e*-2=0.
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Confrontando i grafici di y = e™* e y = z si ottiene che esiste un’unica radice
r compresa tra O ed 1.

y=x

y=&*

~k-—=c_
-~

Fig. 6.32
Abbiamo
flz)=-e"*-1<0 Vze€l0,1]
f'z)=e*>0 vz € [0,1] .

Inoltre f(0)=1>0¢e f(1)=1/e—1<0.
Per il calcolo di r poniamo dunque:

el —gp 1 ZTp-1+1
e In-141  e¥n-141°

20=0 Zp=2p-1+

Usando una comune calcolatrice abbiamo trovato, considerando 6 cifre decimali
dopo il punto:

I = 0.5

zy = 0.566311
z3 = 0.567143
z4 = 0.567143

Da z3 in poi le 6 cifre si stabilizzano. Notiamo che e™%4 —z4 =~ 4.551137-10~".
Un risultato buono dopo solo 3 iterazioni.

Studiamo un po’ da vicino 1a rapiditd di convergenza introducendo I’errore
Ey, = |r — 24| e confrontandolo con quello al passo successivo Eqp 1.
Abbiamo, essendo f(r) = 0:

f(zn) - f(r) -
f'(zn)

- (zn — 1)f'(2n) = f(za) + f(r)
f'(zn) .

Tl =T =Tp — T —
(3.12)
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Dalla formula di Taylor con centro in z,, abbiamo che:

J(r) = S@n) + £ @n)r = 20) + 35" — 2a) -

dove ¢ & un opportuno punto tra z, ed r.
Sostituendo nella (3.12) ricaviamo, dopo semplificazioni elementari:

1 f"(c)

Tp4l —T = -2—?-(?11—)(3}” — 7‘)2 .

Se ora poniamo

_ 1max|f"]
2 min|f!| ’
otteniamo
Eng1=|2p41 — 7| < M(zp —7)2 = MEZL. (3.13)

La (3.13) indica che se E,, & “piccolo”, Ey41 & “molto pill piccolo”.
Iterando la (3.13) otteniamo:
Eni1<M-E:<M-M?. E: ,<M-M2.M*ES ,<..<
< plt2tat+2nl .EZ". »

ovvero
Eny1 < MY TEY (3.14)

La (3.14), scritta nella forma |z, 41 — 7] < M~ Y(M|zg - r|)2", indica che se
M|zo — 7] < 1, ciod se siamo partiti “abbastanza vicino” ad r, 1’errore decresce a
zero con velocita pit che esponenziale.

Una variante del metodo di Newton & quello di falsa posizione che qui illustriamo
senza entrare in troppi dettagli.
L’idea & di sostituire f'(z,—;) nella formula (3.11) con il rapporto incrementale

J(Zn-1) = f(zn-2) ]

Tn—1— Tp-2

formula iterativa & la seguente:

Ip—-1~ Ty
In = Tp-1— s B2 f(Zn-1) - (3.15)

J(zn-1) = J(zn-2)

Geometricamente significa linearizzare I'equazione f(z) = 0 con una retta secante
anziché una tangente come illustrato in figura 6.33.
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o)(-1--—————————-——— P —__

/XQ/ X

Vediamo ora il metodo delle apprpssimazioni successive la cui importanza va
ben oltre il calcolo numerico delle radici di un’equazione e che verra inquadrato
nel secondo volume nel suo ambiente naturale, quello degli spazi metrici.

In riferimento all’equazione f(z) = 0, aggiungendo z ad entrambi i membri e
ponendo g(z) = f(z)+ z, ci si riporta a risolvere 1’equazione

gz)==z. . ’ (3.16)

Geometricamente risolvere la (3.16) equivale a determinare I’intersezione tra i
graficidi y =z e y = g(2).

Analiticamente, le soluzioni della (3.16) sono numeri che vengono trasformati in
sé€ stessi da g. Tali numeri si chiamano punti fissi di g:

Fig. 6.33

x——| g | ~—»x

Il metodo delle approssimazioni successive consiste nella costruzione di una
successione {zy, } secondo lo schema iterativo seguente:
si fissa un valore (opportuno) iniziale x¢; si pone poi:

Tpy1=9¢(2za) n2>0. (3.17)
Se ... “ltto va bene”, se ciod si riesce a dimostrare che z, converge ad un
numero reale [ e se g ¢ continua, passando al limite nella (3.17) si trova
I=g()

e cio¢ che ! & un punto fisso di g.

L’andamento della successione {z} pud essere efficacemente visualizzato se-
guendo il percorso dei punti P, di coordinate (z,,z,4)) come mostrato in figura
6.34.
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y=x
P1

y=g(x)

—

X0 Xp X3 Xy

Fig. 6.34

In figura i punti P, convergono al punto “fisso” P di coordinate (r,7) con un
tipico percorso a spirale.

I prossimo teorema indica che la convergenza della successione (3.17) dipende
dalla pendenza di g. «

» Teorema 3.7 - Sia g:[a,b] — [a,b], derivabile in [a,b] e tale che esista un
numero reale k,0 < k < 1, tale che

lg'(2)] <k Vz €[a,b]. : (3.18)
Allora g ha uno ed un solo punto fisso r in [a,b] e la successione (3.17) converge
ad r indipendentemente dal valore iniziale scelto z, € [a, b].

Dimostrazione - Facciamo vedere che la successione {zn} soddisfa la condizione di
Cauchy e pertanto risulta convergente ad un limite finito r che per quanto abbiamo gia
osservato & un punto fisso di g.

Applicando il teorema di Lagrange a g nell’intervallo di estremi zn ed z5,41 abbiamo,
per la (3.18)

lent1 = 2a| = g(zn) = 9(zn-1)| = lg'(e)| - len ~ 2n-1] < klzn ~ 2n-1],(3.19)

dove ¢ & un opportuno punto tra z» ed zn41, in generale dipendente da n .
Iterando Ia (3.19) si ottiene

[£n+1 — Zn| < k2 |Ent1 — En-z2| < ... < k"1 — 2o] . (3:20)
Siano p,n € IN. Dalla disuguaglianza triangolare e dalla (3.20) si ha:
[entp—znl < lentp = Tnpp-1l + [Tnip-1 = Tntp-2l + -+ [Tnp1 — 2n| <
SE PNy — 2] + E™P Rz — gl 4+ kMer — 20| =
1- kP
1

= k" kP KPR 4 - D)lay - 2l = S -

K|z — x| <
n

<——k——lz — zo|
1__k1 ol »
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ricordando che

-1
= Ti-k

Essendo k < 1 si ha k® — 0 per n — +oo e quindi la successione {2} soddisfa la
condizione di Cauchy.

Per dimostrare che il punto fisso r & unico, supponiamo per assurdo che 7 sia un altro
punto fisso: g(r1) = r1. Allora, sempre per la (3.18),

Ir1 =7 =lg(r1) —g(r)| < klry — 7| < |r1 — 7] .

che & una contraddizione. o

Osservazione 3.2 - Nel corso della dimostrazione abbiamo visto che, siccome
l9'(z)] < k < 1 Vz € [a,b), per ogni coppia di punti =,z € [a,bd] si ha:

lg(z1) — g(22)| < klzy — 24 . (3.21)

Essendo k < 1 possiamo interpretare la condizione (3.21) come effetto di contra-
zione delle distanze operato dalla funzione g. In altri termini la (3.21) dice che “la
distanza tra le immagini (tramite g) di z1 ed x5 é contratta di un fattore k rispetto
alla distanza tra x, ed z;".

Una funzione ¢ che soddisfi la (3.21) per ogni coppia di punti del suo dominio
si dice contrazione di costante k.

Dunque se vale la (3.18) g ¢ una contrazione di costante k.

Osservazione 3.3 - Nella dimostrazione del teorema abbiamo trovato la disugua-
glianza

n

k .
|2ntp — 2al < 1-% klzl - Zy|, (3.22)

valida per ogni n,p > 0.
Facciamo tendere p a +o00 nella (3.22); essendo z,4p, — 7 si otticne

n

1-k

lzn — 7| < |21 = 2o -
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y=x

Mo D

Fig. 6.35

Tale disuguaglianza ci da informazioni sulla velocitd con la quale z, converge
ad r: pid piccolo & k (la pendenza di ¢) e pill veloce sara la convergenza.

Si pud altresi osservare che se —k < ¢'(z) < 0, Vz € [a,b] la convergenza
avviene come in figura 6.34, con un percorso a spirale: i punti z, sono alternati-
vamente maggiori 0 minori di r.

Se invece 0 < ¢'(z) < k, V2 € [a,b] la convergenza avviene in maniera
monotona come in figura 6.35.

Esempio 3.13 - Consideriamo ancora ’equazione
€ =.

Qui g(z) = 7% ¢'(z) = —e~*. Se stiamo discosti da zero, ad esempio in
(1/3,1] si ha |¢’(z)| < e~1/3 < 1. Inoltre se z € [1/3,1], siha 1/3 < e™% < 1.
Dunque

1 1
o[51] =~ [5)
11 metodo delle approssimazioni successive conduce alla successione

zp=1 Tppy =€ "

che da, sempre accontentandoci di 6 cifre decimali dopo il punto:

z1 = 0.367879 z¢ = 0.579612 ... 34 = 0.567143
z7 = 0.692200 =z7 = 0.560115

z3 = 0.500473 g = 0.571143

z4 = 0.606243 z9 = 0.564879

z5 = 0.545395 =210 = 0.568428 .

Dalla 24¢ iterazione in poi le prime 6 cifre decimali si stabilizzano. Si vede che
per avere la stessa precisione del metodo di Newton occorrono 24 cicli di calcolo
anziché ... 3.
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Esercizi

18. Verificare che, nel metodo di Newton, |z, — r| & asintotico a |zn41 — x| per
n — +00.
(Cio®: per n grande & attendibile valutare I’errore di approssimazione al passo n-esimo
(ignoto!) con la differenza |z, — 2}, che & nota).

19. Verificare la convergenza del metodo di falsa posizione, nelle stesse ipotesi del
teorema 3.6.

20. Un altro metodo di calcolo approssimato delle radici di un’equazione della forma
f{z) = 0 & quello delle corde.

Le ipotesi richieste ad f sono:

i) 1 € C((a,b));
i1) £(a) () < 0.

Inoltre esista in [a, b] un’unica radice r.
Considerata 1a seguente figura:

a
|
Fig. 636 A

si traccia la retta AB; detia ¢ la sua intersezione con I’asse delle ascisse si ripete il proce-
dimento con la retta C'B ¢ cosi via.

Determinare la formula generale per la successione approssimante e studiarne la conver-
genza.

21. Scrivere un programma che fornisca una tabella di confronto tra i vari metodi risolutivi
visti, relativamente ad un’equazione di cui si conosca la soluzione esatta,

22. Verificare che il metodo di Newton rientra nello schema delle approssimazioni suc-
cessive per un’opportuna g.

23. Supponiamo che g abbia un’unico punto fisso r e che la successione zn = g(zn—1),
zo assegnato, converga ad r. Si dice che il metodo & di ordine a € R4 se esiste M > 0
tale che, Vn € N

|Tnt1 = 71| < M|zn ~ 1% .

Dimostrare che, se g'(r) # 0, il metodo & del 1° ordine mentre se g'(r) = 0 (¢"(r) # 0)
il metodo & del 2° ordine.
Verificare che nel caso del metodo di Newton (esercizio 22) si ha ¢'(r) = 0.
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24. Risolvere le seguenti equazioni usando il metodo che si ritiene pill conveniente:

a) 2logz+z—-4=0

b) 2% 4z-12=0

€) 2z +1—(z—1)logz =0
dDef-2-2=0

e) P =eT41.






Calcolo differenziale 2
Funzioni di piu variabili

In questo capitolo estendiamo il calcolo differenziale a funzioni reali di n varia-
bili reali (sez. 1) e a funzioni vettoriali di n variabili reali (sez. 2).

Sia f:R®™ D A — R™; I'obiettivo & quello di studiare le variazioni di f re-
lativamente a variazioni del suo argomento nell’intorno di un punto interno ad
A.

Per questa ragione, A sara, salvo avviso contrario, quasi sempre un aperto di
R™,

Nel par. 2.4 & presentato I’importante teorema di inversione locale, generalizza-
zione al caso di trasformazioni non lineari del teorema di Cramer.

La sezione 3 & dedicata alle funzioni implicite. Il principale risultato (teor. 3.8)
¢ 'analogo non lineare del teorema di Rouché-Capelli.

Il teorema di inversione locale ed il teorema 3.8 giocano un ruolo essenziale in
geometria differenziale e nella teoria delle equazioni differenziali, argomenti che
saranno trattati nel secondo volume.

@ FUNZIONI DA R" IN R

1.1 Derivate direzionali e derivate parziali

Siano f:R™ D A — R, A aperto di R", x € A.

Se n = 1, la derivata prima di f assegna il tasso di incremento di f relativamente
ad z. Essendoci una sola dimensione, & unica la direzione lungo la quale z viene
incrementato. In dimensione n > 1 il modo in cui f varia dipende dalla direzione
nella quale avviene la variazione di x.

Cid conduce in modo naturale al concetto di derivata in una data direzione o
derivaia direzionale, che ora descriviamo.

Introduciamo un versore v € R™ (||v|] = 1) che assegna una direzione ¢ un
verso in IR™ e, per ogni ¢ € R tale che x + tv € A, consideriamo il rapporto

) — .

SOt ) - f) a1
t

detto rapporto incrementale di f nella direzione v, che rappresenta il tasso di va-

riazione medio di f in quella direzione e verso.
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Fig. 7.1

Definizione 1.1 - Quando esiste finito, il

i S V) — f(x)
t—0 i

si chiama derivata nella direzione v di f nel punto x e si indica con Dy f(x).
In questo caso f si dice derivabile nella direzione v in x.

La definizione 1.1 & essenzialmente uni—dimensionale; cid si pud metters in luce
osservando che, essendo x e v fissati, posto ¢(t) = f(x + tv), ¢ & una funzione
della variabile reale ¢, definita in un intorno di ¢t = 0, e si ha:

Dvf(x) = ¢'(0).

Esempio 1.1 - Si voglia calcolare la derivata lungo una direzione v € R3 della
funzione f:x — ||x||?: R® — R, nel punto generico x.
Posto ¢(t) = ||x + tv||? si ha:

d 3 ) 3
go'(t) = -d—t Z((IIJ + tvj)z =2 Z(KE] + t?)j)v]' =2<x+ tv,v> .
j:l j:]_

Dunque Dy f(x) = ¢'(0) = 2 <x,v> e f & derivabile lungo qualunque dire-
zione in qualunque punto. ,

Nella definizione di Dy f(x) intervengono solo i valori di f lungo la retta x + tv
(ovvero la restrizione di f lungo tale retta), cosicché I’esistenza della derivata
in una direzione non da informazioni circa I’esistenza della derivata in un’altra
direzione.

Per esempio la funzione

2
T3

f((l‘],il)g): m 5¢ (11,$2)#(0,?)

e f(0,0)=0,
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ha D2 f(0,0) = 0 mentre Dg1 f(0,0) non esiste. (L’allievo & invitato a verificare
i calcoli).

Particolare importanza rivestono le derivate lungo le direzioni degli assi coordi-
nati, individuate dai versori el,e?,... e"

In questo caso D,; f(x) prende il nome di derivata parziale rispetto ad z;, di
f nel punto x.

Per le derivate parziali si usano le seguenti notazioni:

0
%{f ) D]f ’ Dij ) axjf ’ f.'l:j .
In una derivata parziale, quella rispetio a z;, per esempio, viene incrementata
la sola variabile z;; ne segue che per il calcolo di fr; si pud pensare alle altre
variabili come costanti ed utilizzare le regole di derivazione note per le funzioni
di una variabile.
Ad esempio, se

f(z1,23,23) = 21423 + 2
si ha:

foy (21,22, 23) = \/25 + 23
T1Z3

fzz(zlvx%z(i) = 2 2
T3+ 23
T1T3

f1:3(zl7z27z3) = > >
Tyt 13

Se una funzione f : R® O A — R ammette n derivate parziali in un punto
X € A, ¢ definito un vettore che si chiama gradiente di f in X, le cui componenti
sono le n derivate parziali di f in X e che siindica con i simboli V f(x) o grad f(x):

VI(X) := (fz,(X), fro(X), « -+, fza (X)) -

= 1l significato geometrico di derivata direzionale nel caso n = 2 & illustrato in
figura 7.2 dove il piano 7 & perpendicolare al piano z1, z; e lo interseca nella retta
X + tv. Si ha che Dy f(x) = tg 6 = pendenza della sezione del piano 7 col grafico
di f, nel punto di coordinate (x, f(x)).

Si possono definire derivate destre o sinistre lungo una data direzione individuata
da un versore v in modo ovvio:

iy LX) — (%)
Déhf(x) " tE»%li t

quando i limiti esistano finiti.
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1 /

} /

1/ retta del piano =

'/ tangente alla sezione di graf(f)

grafico di f

sezione di
graf(f)
col piano

: |
7
|

X1

Fig. 7.2

In molte questioni di ottimizzazione si ha a che fare con funzioni f : A — R,
dove A ¢ la chiusura di un aperto A C IR™, ed occorre calcolare derivate direzionali
in punti x € JA.

Queste derivate sono necessariamente solo destre o sinistre, inoltre & evidente
che, diversamente dal caso dei punti interni, avremo solo determinate direzioni (0
versori) ammissibili, dipendenti dal punto x.

Infatti per calcolare Dy f(x) (risp. Dy f(x)) per x € 8A, occorre che, per t in
un intorno destro (risp. sinistro) di zero, si abbia x + tv € A. Nei casi pili comuni
i versori v € IR™ ammissibili costituiscono nel loro insieme un “cono” con vertice
in x.

" Fig. 7.3 Esempi di direzioni ammissibili in vari casi.
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Concludiamo il paragrafo illustrando la relazione tra derivabilitd e continuita.

Evidentemente se Dy f(x) esiste allora f & continua lungo la direzione v in x.

11 seguente esempio mostra che 1’esistenza di tutte le derivate direzionali in un
punto non implica la continuitd in quel punto, in dimensione maggiore di 1.

. . z1/22 4
Esempio 1.2 - Sia f(z,,2;) = {(2;16 :: Z 7:6 g .
Poiché siamo in IR? una qualunque direzione & individuata dal versore vy di
componenti (cos @,sin§) con 6 € [0,2x).
Proviamo che f ¢ derivabile lungo qualunque direzione in (z;,z3) = (0,0). Si
ha:
f(tcos@,tsind) tcosfecot8d

Dy, £(0,0) = lim : = Jim —>——— =

= cos9e'8Y (9 #£ 0)

Dy, f(0,0) = f,(0,0)=0.
D’altra parte f non & continua in (0,0) poiché il limite per (z1,z2) — (0,0)
ad esempio lungo la cubica di equazione z, = x"{ ¢ oo (infatti lim xlel/ o} -

z1—0
= to0).

L’esempio 1.2 indica che, se n > 1, per studiare proprieta relative ad un in-
tomo n—dimensionale di un punto occorre un concetto pit potente di quello di
derivabilita.

Tale concetto ¢ quello di differenziabilitd, oggetto del prossimo paragrafo, che,
dunque, in dimensione maggiore di 1, non risulta pili equivalente a quello di deri-
vabilita.

1.2 Differenziale

L’idea di differenziabilita & essenzialmente quella dj poter approssimare 1’incre-
mento Af = f(x 4 h) — f(x) con una funzione (reale) lineare in h a meno di
infinitesimi di ordine superiore a ||h||.

Ricordiamo che ogni funzione lineare [ : R™ — [R & “rappresentata” da un unico
vettore a € R™, nel senso che

Ih)=<a,h> VheR" (%),

Siamo cosi condotti alla seguente definizione.

(*) R™ si intende riferito alla base canonica.
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Definizione 1.2 - Sia f : R™ D A — R, A aperto, [ si dice differenziabile in
X € A se esiste un vettore a € R" tale che

f(x+h) - f(x)=<a,h > +o(|[h]]) per || -0 (1.2)

perognih € R® conx+h ¢ A.
L’applicazione lineare da R™ in R data da

h—<ah>

prende il nome di differenziale di f in x e viene indicata col simbolo df(x). Con
un abuso di notazione scriveremo df (x) =< a,h >.

Se f & differenziabile in ogni punto di A diremo semplicemente f differenziabile
in A.

Nel caso n = 1 il differenziale si riduce semplicemente ad ah con a,h € R ed
in questo caso abbiamo visto che ¢ = f'(z). Possiamo “identificare” il vettore a
che compare nella (1.2) anche nel caso pluridimensionale?

La risposta & contenuta nel prossimo teorema insieme ad altre importanti conse-
guenze della differenziabilita.

m Teorema 1.1 - Sia f : R" O A — R, A aperto; se f ¢ differenziabile inx € A
allora

i) f é continua in x;

it) f e derivabile in x lungo ogni direzione, in particolare esistono tutte le derivate
parzialidi f inxe, seaéilvettore in(1.2), si haa = V f(x). Inoltre vale la formula

Dyf(x) =< Vf(x),v> . (1.3)

Dimostrazione - i) Passando al limite per h — 0 nella (1.2) si ottiene f(x+h)— f(x) — 0
ovvero f(x+h) — f(x).

i) Identifichiamo prima il vettore a = (ay,az,...,an); scegliendo nella (1.2) h = te’
si ha: .

F(x+1te9) - f(x) =< a,te’ > +o(llte’[) =t < a,e? > +o(1) . (1.4)

Dividendo entrambi i membri della (1.4) per ¢ e passando al limite per ¢ — 0 si deduce
che

fz;(X) =aj .

Dunque esistono tutte le derivate parziali in x ¢ a = V f(x).
Scegliendo ora nella (1.2) h = tv dove v & un generico versore di R™ si ha:

Fx+tv)— f(x)=<a,tv > +o(|ltv]]) =t < a,v > Fo(2) . (1.5)
Dividendo entrambi i membri di (1.5) per ¢ e passando al limite per ¢t — 0 si deduce che

Dyf(x)=<a,v>=<Vf(x),v> .o
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Possiamo dunque scrivere df(x) =< V f(x),h >; inoltre, se f(x) = z; avremo
n

df (x) = dzj = h; e percid df(x) =< Vf(x),dx >= Y _ fz,(X)dz;.
J=1
La formula (1.3) permette di individuare le direzioni di massima e minima cre-
scita di una funzione differenziabile. Infatti si pud scrivere

Dy f(x) = |[Vf(x)||cos s (1.6)

dove 3 & I’angolo formato dai vettori v ¢ V f(x).

La (1.6) indica che Dy f(x) & massima quando 8 = 0 e quindi vppax = H_VVZ?%%
. . Vi)
ed ¢ minima quando 8 = 7 e quindi vy = —T="— -
R A {¢3]]

In conclusione

max Dyf(9) = [[V/GIl e min Dyf(x) = =[IVSGOl
L’aspetto geometrico della differenziabilita & legato all’esistenza del piano (iper-
piano se n > 2) tangente.

Sia f differenziabile in un punto x°; ponendo h = x — x° scriviamo la (1.2)
nella forma seguente:

f(x) = f()+ < V() x = x> +o(|x —x°) . (1.7)

La funzione z = f(x°) + < V f(xo),x —x% >, ha come grafico un iperpiano e
la (1.7) equlvale ad affermare che essa & la funzione lineare (o meglio affine) che
meglio approssima f in un intorno di x°. Tale piano si chiama piano tangente.

In dimensione 2 se x° = (29,0), X = (2,¥), 20 = f(0,%0) la sua equazione
si scrive esplicitamente cosl:

z— 29 — fo(zo,%0)(z — z0) — fy(zo,%0)(¥ — %) =0 . (1.8)

piano tangente nel punto P,

4

& grafico di f

v

Fig. 7.4
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La (1.8) indica che il vettore n = (- fz(z0,¥0), — fy(Z0, ¥0), 1) € R3 & un vet-
tore normale al piano tangente nel punto Py = (z9, Yo, 20 ), dunque, per definizione,
normale al grafico di f nello stesso punto.

Esempio 1.3 - Sia
. 2/y2
o) = [Py 0
Esaminiamo le proprieta di f in (0,0) al variare di a.
Se a <0, f(z,y) - 0 lungo la direzione y = z; dunque f non & continua in
(0,0).
Sia a > 0. In questo caso, essendo 0 < e~y < 1, abbiamo
0< fz,y) < Jyl?
e quindi f(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0); cio& f & continua in (0,0).
Sia v € R?, ||v|| = 1; possiamo scrivere vy = (cos#,sin 6), 6 € [0, 2T).
" Calcoliamo le derivate direzionali in (0,0):
f(tcos,tsinf)  |tsinf|¥e~(cot8 0y?
t - t

per 6§ £ 0,7

f(¢,0)
t
Dunque per ¢ = 0,7 otteniamo Dy, f(0,0) = £ fz(0,0) = 0.
Per 6 # 0, abbiamo:
se 0 < a < 1, Dy, f(0,0) non esiste; se a > 1 Dy, f(0,0) = 0.
Sia ora a > 1; cerchiamo i valori di « per i quali f ¢ differenziabile in (0,0).
Poiché V f(0,0) = 0 si ha

f(2,9) = J(0,0) = £2(0,0)z — £,(0,0)y = |y|*e~** ¥
Poiché
ly|oe==* /vy

essendo a > 1, si ha che ( %im( )[y["'e‘ﬂ/ ¥ = (, dunque f & differenziabile
z,y)—(0,0
in (0,0) e df(0,0) = 0 (*). @

=0 perf=0,7.

2

o 2 2 o
0< lylo—le = /v < ylot

(*) Osserviamo che df(0, 0) = 0 ¢ equivalente a dire che df(0,0) & I’applicazione lineare nulla da
R™ in R ovvero che V f(0,0) = 0.
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Una condizione sufficiente per la differenziabilitd basata sulla conoscenza delle
sole derivate parziali ¢ contenuta nel prossimo teorema.

w Teorema 1.2 - Sia f : R" 3 A — R, A aperto; se in un intorno di X € A
esistono tutte le derivate parziali di f e sono continue in x allora f @ differenziabile
in x.

Dimostrazione - Consideriamo il caso n = 2; lo studente non avra difficolta ad estendere
la dimostrazione al caso generale.
Siano x = (z1, z3) ed h = (hy, hy); scriviamo:

J(X+h) — f(X) = f(x1 + by, 22 + h2) — f(z1,22) =
= f(x1 + h1,22 + ha) — f(21 + h1,22)+ (1.9)
+ f(z1+ h1,22) = f(21,22) .

Applichiamo il teorema del valor medio ai primi due termini dell’ultima somma, osser-
vando che la sola variabile incrementata & x5

f(z1+ h1,z2 + h2) — f(z1+ h1,22) = fz, (21 + h1,22 + 62h2)h2 (1.10)

dove 6, € (0,1) dipende da z1,z9 ed hy, hy.
Se usiamo ora la continuitd di fr, in z1,z2 abbiamo

fl‘z(xl +h1,z2+ 02h2) - fx2(21,$2) se (hlvh2) - (0’0)
ovyero
fza(x1 + h1, 22 + 02h2) = fr(z1,22) + €(h1,h2)

dove e(h1,h2) — 0 se (hy,ha) — (0,0).
Si pud dunque scrivere 1a (1.10) nella forma

f(z1+h1,29 + h2) — f(21 4 by, 22) = fro(21,22)h2 + hoe(hy, h2) . (111)
Per gli ultimi due termini della (1.9), usando la definizione di fz, (21, z2), possiamo scrivere
f(z1+ h1,22) = f(z1,22) = fz,(21,22)h1 + han(h1) (1.12)

dove n{h1) — 0 se by — 0.
Sostituiamo ora (1.11) e (1.12) nella (1.9); si ottiene:

JF(z1+ h1,z2 + h) — f(21,22) = fo,(21,22)R1 + fou(21,22)h2+
+ hin(h1) + hae(hy, ha) .

Per concludere che f & differenziabile in (z1, z3) occorre mostrare che

hin(h1) + hae(h, h2) = o h% + hg ) per (h1,h2) — (0,0).
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Si ha:

hin(h1) + hae(hy, b h
o < [Pan(hy) + hae(hy, Bo)| 1M 2l ey, ho)) <

< In(h1)] +
\/h? + B} /13 + 13 \/h3 + B3

< In(h1)| + le(ha, h2)] -

Poiché n(hy) — 0 se hy — 0 ed e(hy,hg) — 0 se (h1, hy) — (0,0) la dimostrazione
& conclusa. o

Osservazione 1.1 - Nella dimostrazione del teorema si & usata la continuita della
sola derivata f;,. Nel caso generale & sufficiente richiedere la continuita di tutte
le derivate parziali di f tranne una.

Osservazione 1.2 - La condizione espressa nel teorema 1.2 ¢ solo sufficiente per
la differenziabilita. Gia nel caso n = 1 si vede che esistono funzioni differenziabili
con derivata non continua. Un esempio ¢ il seguente:

f(:z:):xzsin-i— sexz#0, f(0)=0.

Dunque la classe delle funzioni differenziabili in un aperto A contiene stretta-
mente quella delle funzioni con derivate parziali continue in A (0, come si usa
dire, delle funzioni differenziabili con continuitd). Quest’ultima classe di funzioni
si indica con il simbolo C*(A). Evidentemente C!(A) & strutturato come spazio
vettoriale su R, rispetto alla somma usuale di funzioni e al prodotto di una funzione
per un numero reale.

11 teorema 1.2 pud essere enunciato nella forma seguente:

se feC 1(A), allora f ¢ differenziabile in A.
L’operazione di differenziazione si comporta come nel caso unidimensionale ri-
spetto alle operazioni aritmetiche; valgono infatti le seguenti semplici proprieta:

siano f,¢ : R™ D A — R, differenziabili in x € 4; allora: f + g, fg, f/g (se
g(x) # 0) sono differenziabili e valgono le formule

d(f + 9)(x) = df (x) + dg(x)
d(fg)(x) = df(x)g(x) + f(x) dg(x)

1) = 2L S0 dot).

Segnaliamo anche I’importanza pratica del differenziale come conveniente ap-
prossimazione per I’'incremento di una funzione in genere non lineare. Ad esempio,
nel calcolo degli errori, se una quantita g & funzione di altre quantitd my, ms,...,my
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la cui misura & affetta da un errore dm,dms,...,dm;, il valore di ¢ risultera af-
fetto da un errore con buona approssimazione dato da

_ 0Oq dq 9q
dq = (9m1dm] + amdez + ...+ amkd?’)’l,]c .

Anche rispetto alla composizione di funzioni il differenziale si comporta come
nel caso unidimensionale; nel caso generale perd occorre far intervenire funzioni
a valori vettoriali. Per questa ragione tratteremo la differenziazione delle funzioni
composte nella sezione 2.

1.3 Derivate e differenziali di ordine superiore

Sia f: R™ O A — R, A aperto. Supponiamo che, fissato il versore v € R",
Dy f esista in un intorno di un punto x € A, che denotiamo con U(x).
Allora & definita la funzione

Dyf:U(X) >R |

Se ora w € R™ & un altro versore, ci si pud chiedere se esiste Dy Dy f(x), che
prende il nome di derivata seconda di f nelle direzioni v ¢ w (nell’ordine) e si
indica con D% , f(x).

Nel caso particolare in cui v = e/ e w = eF, D, ; f(x) si chiama derivata
parziale seconda rispetto ad zj ed xy e si indica con uno dei simboli seguenti:

(92f
By bz, —(x) , fzkzj(x) s kaz;f(x) ) Dka(x) xkzjf(x) .

o%f
0z 0x

Se k # j le derivate si chiamano miste; se k = j si chiamano pure e

62
il primo simbolo si semplifica in b—g(x).
T4

Esempio 1.4 - Sia f : x — W : R"\{0} — R. Calcoliamo fy,4;(x), x # 0.

Si possono usare le ordinarie regole di derivazione, come abbiamo gid osservato.
Si ha:

f:c,-(x) = _”Tmljlg ’ f.'l?kl‘j(x) = '—lekﬁ3 +3

ZgTy

IIx|1°

dove 6, ¢ il simbolo di Kronecker.

Notiamo che nell’esempio 1.4 fz,z; = fz;z, per ogni j e k.



360 CALCOLO DIFFERENZIALE 2. FUNZIONI Di PIU VARIABIL

Sara sempre vero, per ogni funzione due volte derivabile lungo le direzioni v e
w che D%, f = D%, f?
11 prossimo esempio fornisce una risposta negativa.

Esempio 1.5 - Sia

22 — y?
flay) = { Vg @970
0 (il), y) = (0,0)

Calcoliamo f;y(0,0) e fyz(0,0). Occorre naturalmente calcolare prima fz(0,y) e
fy(z,0). Si ha:

e J@Y) -0y ety
f2(0,y) = }:1_% T = %IEIO 2+ y2 Y
_ 2.2
fy(,0) = lim [@) = @0 _ o Z =V
y—?

Yy y—0 z2+ y?
Si conclude che
fyx(o, 0) = _'1 (¢ f;cy(o, O) = 1 y

e le derivate miste in (0, 0) sono diverse.
Dunque, in generale

kaIj (x) # fﬂljzk(x) .

Il prossimo teorema indica una condizione sufficiente per 1'uguaglianza delle
derivate seconde miste.

s Teorema 1.3 - (di Schwarz). Se fzkzj e fzj 2 €Sistono in un intorno di X e
sono continue in X allora

fopa;(X) = foj2,(x)

Dimostrazione - Indichiamo con U I’intorno di x in cui esistono fi, zj € fz;z;; consi-
deriamo P’espressione

A = f(x + te* + te?) — f(x+te*) — f(x +1e%) + f(x)

con |t| abbastanza piccolo in modo.che i punti X + te®, x + ted non escano da U.
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Consideriamo la funzione
g(t) = f(x+ te* + Tej) - fx+ rej)

dove si pensa ¢ fisso e 7 € [0,1¢].
Allora

A = g(t) - 9(0)

come facilmente si verifica. D’altra parte, variando 7, varia soltanto I’argomento di f nella
direzione e, ovvero varia soltanto x j» di conseguenza

g(T) = fo;(x + te* + rel) - Sz, (x+ rel) .
Applicando il teorema di Lagrange a g, otteniamo:
A = g(t) = g(0) = {fz, (X + te* + 61e7) = fo, (x + 1))}t (1.13)

dove 6 & un opportuno numero tra § ¢ 1 (dipendente da x, t).
Introduciamo ora la funzione

o(1) = fz; (x + ref + ﬁtej) ,
dove ancora ¢t & fisso e 7 € {0,¢]. Si pud scrivere, dalla (1.13):
A = {p(t) — p(0)}t .

Questa volia, variando 7 varia solo zj e, per ipotesi, (7) & derivabile (poiché esiste
fzex; in U). Applicando ancora il teorema di Lagrange otteniamo:

A = @' () = fopz, (x + nte* + gte?)t (1.14)
dove 7 € (0,1) & un numero opportuno, dipendente da x e ¢.

Osserviamo ora che I'espressione di A ¢ simmetrica rispetto ad x; e z; ripetendo lo
stesso procedimento con i ruoli di z; ed z, scambiati, si ottiene

A= fo;z, (x+n'te" +0'te?)i (1.15)

dove 7' ¢ ¢’ hanno le stesse proprieta di 7 e 4.
Dalla (1.14) e (1.15) otteniamo, dopo aver diviso per 12

Sovz; (X + nte® 4 6te7) = fz,2,(x + 1/te" 4 6'1e7) . (1.16)
Essendo fz,z; € fz;z, continue in X, passando al limite per ¢ — 0 nella (1.16) si deduce

fzkrj (X) = fl‘jrk (x) O

Osservazione 1.3 - 11 teorema vale per derivate direzionali seconde qualunque,
non solo per le derivate seconde miste.
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Inolire si potrebbe dimostrare che ¢ fry, fz;, fz,z; esistono in un intorno di
un punto x € fz,5; & continua in x, allora esiste anche f;;5,(x) ed & uguale a

fzyz; (x).

Olure alle derivate seconde potremo considerare in maniera ovvia derivate di
ordine superiore. Ad esempio le notazioni

53

axkazjazi f(x), fzkxj:c,-(x) s Dl%jif(x) ’a'b‘kszif(x)

indicano la derivata parziale terza di f rispetto a z;, z;,z; nell’ordine.

Nulla di particolare v’& da aggiungere riguardo al loro calcolo.

Passiamo ora alla definizione di differenziale secondo.

Sia f:R"™ O A — R differenziabile in A. Allora per ogni x € A esistono le
derivate parziali fz;(x),7 = 1,...,n.

Se queste derivate sono a loro volta differenziabili in x diremo che f & due volte
differenziabile in x e si chiama differenziale secondo di f in x 1’espressione

n

Pfx) = Y faiz;(X)deide; . _ (1.17)

L,j=1

Sottolineiamo che d? f(x) & una forma quadratica (polinomio omogeneo di 2°
grado) nelle componenti del vettore incremento dx = (dz1,dz,...,dzy). Essa
giochera un ruolo fondamentale nella teoria dell’ottimizzazione per funzioni di n
variabili,

La matrice quadrata di ordine n i cui elementi sono f;;,; (x) si chiama matrice
Hessiana (*) di f nel punto x e viene indicata col simbolo H(x), cioe:

Joio (%) foizo(X) oo foyza(X)

Jraz (X)) fray(X) oot frpea(X)
Hy(x) := : . .

fxnzl(x) fz;,,x2(x) fznzn(x)
Potremo allora scrivere

d?f(x) =< Hy(x)dx, dx >

(*) Otto Hesse (1811-1874).
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dove H¢(x)dx indica il prodotio righe per colonne della matrice H ¢(x) per il
vettore dx.

Se f ¢ due volte differenziabile in X, come immediata conseguenza abbiamo che
esistono le derivate D2, f (x) per ogni coppia di versori v e w € R™. Inoltre vale
la formula

waf(x) = i ffliixj (x)v,-wj =< Hf(X)W,V > . (118)
1,7=1

Si noti la somiglianza tra le formule (1.18) e (1.17).
La (1.18) si dimostra osservando che, essendo f differenziabile in x, esiste
Dw f(x) e si ha per ogni x € A:

Dwf(x) =< Vf(x),w >= Z fr; (X)w;

J=1

dove w; (j = 1,...,n) sono le componenti di w.
Essendo le f;; differenziabili in x si avra

Dy fz;(X) =< V fz;(x),V>= > fuz; (X0

i=1
e quindi
n n
D\%wf(x) = Z DVij (X)wj = Z f:l:,'Zj (X)’l),"UJJ' o
j=1 i,7=1

Esempio 1.6 - Siano v = (cos ,sin §), w = (cos ¢,sin ) e f(z,y) = ze?Y.
Al].ora fzz = 0, fyy = 4$€2y, fyz = 262y €
|

D24 £(0,0) = 2cosfsin ¢ + 2sinf cos ¢ .

Se f ¢ una funzione di 2 variabili differenziabile due volte in un punto
(z,y) € A C R™ il suo differenziale secondo in (z, y) si scrive

& f(2,y) = fox(2,9)da’ + fay (2, y)dvdy+ fya(z, y)dzdy+ fyy(z, y)dy* .
Il fatto che f sia due volte differenziabile non implica la continuitd di

Sfzy € fys: non si pud dunque applicare il teorema 1.3 per concludere che
fzy(2,y) = fyz(z,y). Che cid sia vero segue perd dal seguente teorema:

s Teorema 1.4 - Se f & due volte differenziabile in x ' ordine di derivazione nelle
derivate miste é invertibile.

Dimostrazione - Facciamo vedere che fr, z (X) = fzjzi (x). 1l ragionamento ¢ simile a
quello della dimostrazione del teorema 1.3, Sia dunque A come in quella dimostrazione;
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usando il teorema di Lagrange possiamo ancora scrivere, poiché le derivate prime esistono
in un intorno di x:

A = {fz;(x+te" 1+otel) - fo (x +6te7)}t
per 8 € (0, 1) opportuno.
Non possiamo ora utilizzare il teorema di Lagrange poiché sappiamo che le derivate
seconde esistono in X soltanto.

Sappiamo perd che fz; ¢ differenziabile in x, essendo f due volte differenziabile. Pos-
siamo allora scrivere:

Jz; (x+te* +‘9tej) = fz;(X) + frpz; (X)t + fz;2; (X)0C + (X, 2)

fay (X+01€7) = fo, (%) + fz,z, (X) 62+ (X, )

dove 7 ed 7 sono infinitesimi di ordine superiore a ¢ per ¢t — 0.

Allora:

A = {foez; X+ (X, 1) — m(x, 1)}t . (1.19)
Analogamente, sfruttando la simmetria di A rispetto ad z ed xj, si ha:

A = {fz;z ()t +7(X, 1) - 1 (x, 1)} (1.20)

dove ancora 7} e 71 sono infinitesimi di ordine superiore a ¢t per ¢ — 0.
Dalla (1.19) si deduce

A
th_rj}) o friz; (X)

mentre dalla (1.20) si ha:

. A
th—% 'i'-z‘ = frjzy (X) .

Di conseguenza

Jzizn(X) = fz,2;(X) . O

In base al teorema 1.4 si pud scrivere, per una funzione due volte differenziabile
di due variabili

dzf(:c,y) = fM(:zc,y)dﬂr2 + 2fzy(z,y)dzdy + fg,,y(ac,g,/)dy2 . (1.21)

E evidente 1’analogia della (1.21) con la formula per il quadrato di un binomio.
Questa analogia pud essere spinta pit in profondita e, come vedremo, geueralizzata.
A tale scopo, data la solita funzione f : R® D A — R, riguardiamo le derivate

0
—f come effetto dell’azione dell’operatore —- sulla funzione f:
Oz; Oz;
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o] _ o1

= \as,| 8

. . . 0
Incidentalmente osserviamo che 1’azione dell’operatore _c’? pud essere automa-
I
. . s . - e d . .
tizzata per mezzo dei cosiddetti “linguaggi formali” che 1’informatica ci mette oggi
a disposizione.
Cosl come si pud definire la composizione di funzioni, si pud definire la com-

posizione di operatori come e che vengono chiamati operatori differenziali.
I,
J
9? : . - .0 I3}
In questo modo ——— ¢ interpretabile come composizione di — e —,
0710z dzj ~ Oy
0 0
nell’ordine, ovvero come “prodotto di — ¢ —
sz 6$k
f 0 of 0 % f
—_— _— — — ) — M
Oz Oz Oz, Oz bz’

2

. . - .0 .
27 ¢ interpretabile come composizione di . con sé stesso, ovvero come il
z Tk
k

2
“quadrato” di 2 che possiamo indicare con (—) i
6$k sz

Con questa convenzione di scrittura la (1.21) diventa

2
d2f = (a%dz + %dy) f (silegge: quadrato formale di ...)

dove il quadrato agisce nel modo usuale sui differenziali dz e dy.
In generale, per una funzione 2 volte differenziabile in x, si avra:

d’f = LA +—a-dz.+ +idz 2f (1.22)
“\8zy YT Gy AT T Gz ) )

I differenziali di ordine superiore al secondo si possono definire facilmente. Sia
k > 2 e sia f una funzione dotata di tutte le derivate parziali di ordine k — 1 in un
intorno di x.

Se ognuna di queste derivate & differenziabile in x allora si dice che f & &
volte differenziabile in x. Si noti che, in base ai tcoremi 1.3 ¢ 1.4, se f & k volte
differenziabile in x, esistono in un intorno di x tutte le derivate parziali dall’ordine
1 all’ordine k — 1 e sono ivi differenziabili; inoltre per ognuna di esse vale il
teorema relativo all’inversione dell’ordine di derivazione.
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11 differenziale di ordine k di f in x & assegnato dalla formula seguente:

0 0 0 k
k _ ; —
d" f(x) = ( dzi + 8w2dfc2+...+ axkdzk) =

= Z / (x)dz; dzj, ...dz;, .

Oz,-l 83},'2 e (‘)zik

£1,82,..,3 =1
Si vede che dF f(x) & un polinomio omogeneo di grado k nelle componenti di dx.

Importanti classi di funzioni sono C¥(A)e C*®(A); C¥(A) indica la classe delle
funzioni k volte differenziabili con continuitd, ovvero dotate di derivate parziali
fino all’ordine & incluso, continue in A; esse sono dunque k volte differenziabili
in base al teorema 1.3 (applicato alle derivate di ordine k£ — 1); C°°(A) indica
I’insieme delle funzioni infinite volte differenziabili con continuita.

Concludiamo il paragrafo con una serie di osservazioni riguardanti gli operatori
differenziali.

Consideriamo — 520 ; le proprieta dell’operazione di derivata implicano immedia-

J
tamente che, Ya, 8 € R, Vf, g derivabili:

of
——(af +Bg) = aa— + ﬂaz]

, o . .
ovvero che 'operatore B2. ¢ lineare.
2.
J

Se inoltre consideriamo T in base al teorema di Schwarz, per funzioni di
Tk

2 2
classe C%(A) abbiamo 6;‘1 gzj = ai afu, formula che possiamo interpretare

- . 0
come commutativita degli operatori — e ——
8 Oz k

Anche le derivate direzionali possono essere interpretate come operatori diffe-
renziali con le stesse proprieta di linearita. Fissato v € R™, || v|| = 1, I’operatore
Dy associa ad f la derivata Dy f.

Un altro importante operatore differenziale & il seguente:

o%f 0%f 0% f
A Af:=—%+—<+...+ —5 (operatore di Laplace) .
f=Af dz? 8$%+ +(9.7:,21 (op place)

Le funzioni f € CZ%(A) tali che Af = 0 in A si dicono armoniche. Ad
esempio f(z,y) = 2 — y? & armonica in R?. Queste funzioni hanno un ruolo
particolarmente importante in fisica-matematica.



FUNZIONI DA R™ IN R 367

1.4 Formula di Taylor

Per una funzione differenziabile in un punto x, df(x) costituisce la migliore
approssimazione lineare in un intorno di x; approssimazioni locali pilt accurate si
ottengono facendo intervenire i differenziali di ordine superiore, come nel caso
unidimensionale. Cid che si ottiene & 1’estensione della formula di Taylor. Tt
prossimo teorema estende tale formula con il resto nella forma di Lagrange.

s Teorema 1.5 - Sia f : R® O A — R e supponiamo che il segmento chiuso
[x,x +dx] sia contenuto in A.

Se f ¢ differenziabile k — 1 volte nei punti del segmento chiuso e k volte diffe-
renziabile in quelli del segmento aperto, allora esiste 6 € (0,1) tale che

FxHdR) = 1) = 1)+ S+ -+ 0+

. (1.23)
+ Edkf(x +6dx) .

La (1.23) si chiama Formula di Taylor di ordine k£ con centro nel punto x (*). -
Per 1a dimostrazione facciamo uso della seguente proposizione, che risulta essere
un caso particolare del teorema 2.1, presentato nella sezione 2.

Proposizione 1.6 - Sia f : R™ O A — R, differenziabile in X € A; siano inoltre
zy = 21(t), z3 = 22(t), ..., Zn = Tn(t) funzioni da (a,b) — A, differenziabili in
(a,b) e tali che x = (z1(t0), z2(t0),. - . ,Zn(t0)). Allora la funzione composta

F(t) = f(z1(2),z2(2),...,2za(2))

e differenziabile in ty e vale la formula

Fl(tg) = -é%fl(x) -zl (to) + %f;(x) cah(to) ...+ %(x) - 2h (tg) (1.24)

Dimostrazione del teorema 1.5 - L’idea & di ricondursi al caso unidimensionale introdu-
cendo la funzione ¢(t) = f(X +tdx) ed osservando che:

) f(x+dx) - f(x) = g(1) - g(0);

ii) in base alla proposizione 1.6, con zi{ty==z;+tdz; (j=1,...,n), grisulta k-1
volte differenziabile in [0, 1] e k volte differenziabile in (0, 1).

(*) Si chiama ancora formula di Mac Laurin se x = §.
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117) Inoltre poiché z;»(t) =dz; perogni j =1,...,n si ha, in base alla formula (1.24)
oy O of o
g(t)= B2 (X +tdx)dzy + B23 (x+tdx)dzy + ...+ mn(x +tdX)dzn

cosicché ¢'(0) = df(x).
Analogamente si ricava che
g"(0) = d*f(x),...,¢"* T (0) = " s(x)
ed infine

¢ B ) = d* f(x +tdx) .
Applicando la formula di Taylor a g per I’intervatlo [0, 1] possiamo scrivere:

9(1) = 9(0) = g0+ 3" + ... + —=—=g* V(O + zsP®)  (129)

_1
(k- 1)!
dove @ € (0, 1), opportuno.

Tenendo conto di 1), i) e i7), la (1.25) coincide esattamente con la (1.23). o

11 caso particolare £ = 1 nella (1.23) & I’estensione al caso di funzioni reali di
n variabili del teorema del valor medio di Lagrange:

- f(x+dx) - f(x) = df(x +8dx) (8 € (0,1) opportuno) . (1.26)

Come gia nel caso unidimensionale tramite la (1.26) possiamo caratterizzare le
funzioni costanti di un aperto connesso.

Proposizione 1.7 - Sia A aperto connesso e df(X) = 0 Vx € A. Allora f ¢
costante.

La dimostrazione della proposizione 1.7 si ricava facilmente ricordando che A
aperto connesso & connesso per segmenti. Lasciamo i dettagli all’allievo.

Come vedremo nella sezione 2, la formula di Taylor con il resto di Lagrange
non ¢& estendibile al caso di funzioni vettoriali e quindi neppure il teorema del valor
medio.

Si potra invece estendere anche a queste funzioni la formula di Taylor con il
resto di Peano, oggetto del prossimo teorema.

s Teorema 1.8 - Sia f : R™ D A — R, k volte differenziabile in x. Allora

J@+aX) ~ f0) = () + 3R IX) ot @) Follax ) (1.27)

per {|[dx||— 0.
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Dimostrazione - Ne diamo solo I'ideanel cason =2, k = 2.
Poniamo dx = (h,k),x = (z,y) €

g(h; k’) = f(x + hiy + k) - f(x)y) s fx(xvy)h - fy(‘”,y)k—
~ 5 Usa(2, 0 + 2y 2,90k + Ty (2, R}

Occorre dimostrare che g(h, k)/(h* + k?) — 0 quando A? + k% — 0.
Usiamo il teorema del valor medio, osservando che g(0,0) = 0:

g(h, k) = g(h,k) — g(0,0) = gu(6h,0k)h + g, (6h, OR)K (1.28)
con § opportuno tra 0 e 1, § = #(h, k). Ora abbiamo:

e quindi, essendo f, differenziabile in (z,y), si ha g, (h, k) = o(V/h% + k2).
Analogamente

gk(h, k) = fy(x + by + k) — fy(z,y) — fyy(2, 9)k = fzy(z,9)h = o(V A2 + k2)

in virt della differenziabilitd di fy,.
Sostituendo nella (1.28) otteniamo, essendo 0 < § = 6(h, k) < 1:

lg(h, k)| = |(h + k) - o(\/(6h)? + (08)*)] < (Ih] + [k]) - [o(V R + &2)]

da cui |g(h, k))/(h? + k) < |o(VKE + k2)}/v/h? + k2 e quindi la tesi. o

1.5 Funzioni omogenee; funzioni convesse e concave

Presentiamo in questo paragrafo due particolari classi di funzioni spesso impie-
gate nelle applicazioni.

La prima ¢ quella delle funzioni positivamente omogenee di grado p,p € R.
Queste funzioni sono definite in coni con vertice in ), vale a dire che, se sono
definite in un punto x, allora sono definite su tutta la semiretta px per ogni p > 0.
Il cono non ¢ necessariamente convesso e, naturalmente, pud coincidere con tutto
R".

Fig. 7.5 Un cono convesso in R3.
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Definizione 1.3 - Sia CC R" unconoe f : C — R; f si dice positivamente
omogenea di grado (i, s € R, se VX € Ce Vp > 0 risuita

flpx) = pFf(x). (1.29)

Eserhpi

1.7. Qualunque polinomio omogeneo di grado p,u € IN, in k variabili (ovvero
ogni termine ha grado p) ¢ omogeneo nel senso della definizione 1.3, dello stesso
grado.

Ad esempio

f(x)zalzl'*'azxz‘f‘...-{'-akzk (p:l)

k
F® = > ajziz; . (b=12)

i,j=1
La prima funzione si dice anche linearmente omogenea; la seconda si chiama forma

quadratica e si pud scrivere nel modo seguente

k
z a;2T; =< AX,x >
i,J=1

dove A ¢ la matrice quadrata di ordine & i cui elementi sono a;; € X = (1,%2,...,2)-

In particolare il differenziale secondo & una forma quadratica (nelle componenti
di dx). Per questa ragione le forme quadratiche avranno un ruolo speciale nella
teoria dell’ottimizzazione per funzioni di pil variabili.

1.8. La norma di un vettore x € IR® & positivamente omogenea di grado 1.
Infatti, se p > 0

llox 1l = plIx]] .

1.9. Siano x ed y vettori non nulli di R3 e sia f la funzione che associa ad ogni
coppia (x,y) il coseno dell’angolo tra x ed y, in formule:

<X,y >

I} Jiyll

Allora f & positivamente omogenea di grado zero (u = 0).

f(x7Y) =

Il seguente teorema caratterizza le funzioni positivamente omogenee differenzia-
bili in coni aperti.
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m Teorema 1.9 - (di Eulero) Sia CC R"™ un cono aperto e f : C — R differen-
ziabile in C. Allora f é positivamente omogenea di grado 1 se e solo se, Vx € C
risulta:

<x,Vf(x) >= pf(x). (1.30)

Dimostrazione - Se f & positivamente omogenea di grado y, allora, derivando I’identita
(1.29) rispetto a p e usando la proposizione 1.6, si ottiene

of

dzn

%(px)m + }%(px)m +oot = (pX)ze = pp T f(X)

Ponendo p = 1 si deduce la (1.30).
Viceversa, sia valida la (1.30); poniamo

w(p) = f(px)/p"

e facciamo vedere che ¢'(p) = 0 in IR4. Si ha:

[T \
(o) = <x,Vf(px)>ppu pet” fpX) _ - 1_H{<px,Vf(px)> —uf(px)}=0

per la (1.30), con px al posto di x. Dunque ¢(p)} & costante in IRy ¢ quindi ¢(p) = ¢(1)
ovvero f(px) = pf(x). o

Estendiamo ora al caso di funzioni reali di piu variabili 1a nozione di funzione
convessa € cohncava, che, del resto, ¢ formalmente identica a quella del caso uni-
dimensionale.

Sia f: R"™ D A — R. Indichiamo con Epi( ) Vepigrafico di f, ciod

Epi(f) = {(x,2) e R"! 12> f(x), x € A} .
Definizione 1.4 - Sia f definita su un insieme convesso A C R™; f si dice

convessa in A se Epi(f) e convesso in R" 11, f si dice concava se — f & convessa.

Alternativamente: f € convessa in A se per ogni coppia di punti X,y € A e per
ogni t € (0,1) risulta

fy+ (A -1)x) <tf(y)+ (1 -1)f(x) . (1.31)

La (1.31) significa che i punti del segmento di estremi (x, f(x)) e (y, f(y)) stanno
al di sopra del grafico di f o, al piu, sul grafico di f (vedi fig 7.6).
Se la disuguaglianza (1.30) vale in senso stretto, f si dice stretzamente convessa.
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Fig. 7.6 Funzione strettamente convessa.

Per le funzioni concave (strettamente concave) Ia (1.31) vale con > (>) anziché
< (<.
Ci riferiremo d’ora in poi alle funzioni convesse.

Esempi
1.10. f(z,y) = z? 4 y? & strettamente convessa in R%;
n
f(x) =" 2% =||x|]* & strettamente convessa in R™.
=1

1.11. f(x) = \/z2 + y?2 & strettamente convessa in [R?.
f(x) = |{x|| & strettamente convessa in R”.

1.12. Se f & convessa in A, allora anche f¥(a > 1, f > 0), e/ sono convesse.
Si veda in riferimento a questo esempio ’esercizio 23 della presente sezione.

Come per le funzioni convesse di una variabile, quelle di piu variabili hanno,
per il solo fatto di essere convesse, notevoli proprietd di regolaritd, come risulta
dal seguente teorema che ci limitiamo ad enunciare.

= Teorema 1.10 - Sia f convessa in A, aperto convesso di R". Allora:
t) f e continua in A;

it) in ogni punto di A, [ ammette derivate parziali destre e sinistre;

1it) nei punti in cui esistono tutte le derivate parziali, f ¢ differenziabile.

Se una funzione convessa di una variabile & derivabile in un punto zy, la tangente
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al grafico nel punto di ascissa zg sta sotto (0 almeno non sopra) il grafico stesso.
L’equivalente di questa affermazione per funzioni convesse di due variabili sarebbe:
se f = f(z,y) & differenziabile in (z¢,yp) € convessa allora il piano tangente sta
s01to (0 almeno non sopra) il grafico di f.

L’affermazione & vera, come mostra il seguente teorema.

m Teorema 1.11 - Sia f differenziabile in A aperto convesso di R"; f & convessa
in A (strettamente convessa) se e solo se per ogni X,y € A:

F3) 2 ) +df(x) (J) > fx) +df(x),x#y) . (1.32)

La (1.32), scritta esplicitamente per una funzione di due variabili, assume la forma
seguente:

f(y,92) 2 f(z1,22) + for (z1,22) (W1 — 21) + foo(T1,22) (2 — T2)

ciod in corrispondenza al punto (y;,y;) la quota sul grafico di f & maggiore o
uguale a quella sul piano tangente (nel punto(zy, g, f(21,2)).

Dimostrazione - Sia f convessa. Scriviamo 1a (1.31) nella forma

Sy —x%) +%) - f(x)
t

SI¥) - 1(x) -

Poiché f & differenziabile, il primo membro della disuguaglianza, per t — 0, tende a
< Vf(x),y — x >= df(x), da cui la (1.32).
Viceversa, se vale la (1.32) posto z; = ty + (1 — ¢) x abbiamo:

F(¥Y) 2 fF(2e)+ < Vf(22),y =2 >= f(2)+ < Vf(2e),y-x> (1 - 1)

J(X) > f(Z)+ < VI(2e),X—2 > = f(z)+ < Vf(ze),y —x > (-1) .

Moltiplicando la prima disuguaglianza per ¢, la seconda per (1 — t) e sommando membro
a membro si ottiene

tfY)+ (A -1)f(x) 2 f(ze)
che & la condizione di convessitd. o

Concludiamo questo paragrafo con una condizione “del secondo ordine” suffi-
ciente per la stretta convessita di funzioni due volte differenziabili, analoga al segno
della derivata seconda per funzioni di una variabile. Essa & una facile conseguenza
della formula di Taylor e del teorema 1.11.

w Teorema 1.12 - Sia f due volte differenziabile in A, aperto convesso di R™:
f @ strettamente convessa in A se per ogni x € A, d*f(x) & una forma quadratica
definita positiva (ovvero per ogni dx # 0, df(x) > 0).
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Dimostrazione - Siay = x+dx con y,x € A; se d>f(z) > 0Vz € A e Vdx # 0 si ha,
per un 4 opportuno, 0 < 8 < 1:

1) = 1) + A (x) + 3d2F(x+6dX) > F(9) + df(¥)
da cui la stretta convessita in base al teorema 1.11. o
Osserviamo che per funzioni di due variabili, due volte differenziabili, si ha
d2f(z1,22) = foyo, (21,22)d23 + 2fp 25 (21, 22)d21d2T + fryz,(21,72)d2d .

Posto a = lezl(l‘l,zz), b= fzxzz(xl,(l)z), c = fzzzz(.’tl,zz), il trinomio
adz? + 2bdzdzy + cdz? & sempre positivo qualunque sia (dzy,dz2) # (0,0) se
e solo se a > 0 e bZ —~ ac < 0 ovvero se

trHy(zy,22) = Af(z1,22) >0 e detHp(zy,22)>0, (1.33)

dove Hj indica la matrice Hessiana di f.
Dunque se z = f(z;,z3) & due volte differenziabile, allora & strettamente con-
vessa se valgono Ie (1.33).

Esempi
. 2
1.13. Sia f(zy,z3) = €1 ¥%2; si ha
2 2 2
foymy = €Y% | fripy = 202671172 | fr0, = (24 403)e™1 Y7
Dunque

Af = e1t75(3 + 423) > 0 Vaq,17, € R2

detHy = 82(z1+z%)(2+ 4z2) - 4z%ez(’:1+z%) = 2¢2(=z1+73) 5 ¢
per cui f & strettamente convessa in R?.

Esercizi

1. Per le seguenti funzioni

lyle oS T

Yl \/—zz——rﬁ (z,y) # (0,0)

a) f(z,y) = {
0 (z,y) = (0,0)
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2+ o
) s = | TR @R %000

0 (z,9,2) = (0,0,0)

studiare, al variare del parametro reale positivo «, continuitd, derivabilitd, differenziabilita
nell’origine.

2. Posto r = ||x}| = \/x%+z§+..,+x% , n > 1, calcolare, nei punti x 3 0,
A(r~1). Per quale valore di n si ha A(r~1) = 07
3. Dimostrare le seguenti proprietd della derivata direzionale;
a) Dv(ag + Bf) = aDvg+ BDvf Va,8 € R, Vv e R™
) Dy(fg) = fDvg +gDvf
) Dv(f/9) = -’L]z"—%:gi&g-
E vera anche la seguente proprieta?
D Dovypwf =aDvf+8Dwf.
4. Dimostrare le seguenti proprieta del gradiente:
a) V(af +pg) = aVf+pVyg
b) V(f9)=fVg+gVS

Vf-fV
) V(f/g)= g—ig?f—g .
Valgono analoghe proprieta per il differenziale?

§. Verificare che per la funzione dell’esempio 1.2 non vale la formula (1.3).

6. Siano f, g armoniche in R™ (cio® Af = Ag = 0). Quando fg & armonica?

7. Una funzione f : R? — R ha le seguenti proprietd: fz(0,0) = 1, f4(0,0) = —1;
Dvf(0,0) =2 dove v = (:/1—-5, %) La funzione f & differenziabile in (0,0)?

8." Dimostrare che se f : A — R, A C R” aperto, ha derivate parziali limitate in A
allora & continua in A.

9. Determinare per quale valore di o il piano tangente al grafico di z = f(z,y) =
= sin(az + y?) nel punto (0, /7, 0) & parallelo alla retta z = y = 22, Esistono valori di
« per cui & perpendicolare?

10. Sia f differenziabile in x e sia W un vettore qualunque in R™; dimostrare che

lim 2/ (X+W) = JX)] = < V)W > |
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11. Sia data la seguente funzione (vedi fig. 7.7)

_f1 seljyl>z*oppuresey=0
19 0 altrove

y
f=1
=0 y=x2 f=0
f=1 f=1 R
T
f=0 f=1 f=0
y=-2

Fig. 7.7

Calcolare Dv f(0,0) per ogni versore v € R?; verificare se & valida fa formula (1.3).
La funzione f & differenziabile nell’origine?

12. Estendere il teorema di Schwarz alle derivate D3w f dove v e w sono versori qua-
lunque di R™.

13.* Trovare tutte le funzioni f : R? — R differenziabili che soddisfano Vx € R? una
delle seguenti condizioni:

D) fz,(x) =0

i) fz;(X) + fa;(X) = 0

ii1) afz;(X) + bfz,(X) =0 (a,b € R\{0}).

Come possono essere interpretate fisicamente le soluzioni dei problemi 2), i1), #ii)?

1 1
V2 V2
lungo le rette y — = = c...; per ¢i7) si ragiona come per :i) relativamente alla direzione

1
V= ————(a,b)].
Val + 5 (a.0)

14. Tra tutte le soluzioni dei problemi 7), 4%), i4) dell’esercizio preccdente, trovare
quella/e (se ne esistono) che soddisfano 1'ulteriore condizione:

[Suggerimento: i) equivale a Dvf = 0 se v = ( ); dunque f & costante

f(21,0) =sinz;y .

15. Trovare le funzioni f : R? - R, due volte differenziabili, che soddisfano la
condizione
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8 f 02
= n R® .
ozoy ~°
Tra queste selezionare quella/e che soddisfa le ulteriori condizioni
f(0,y) =siny

f(z,0) =cosz—1.
16. Scrivere le formule di Mac Laurin arrestate all’ordine n = 3 con il resto di Peano
per le funzioni seguenti:
a) f(z,y) =sinz-siny b) f(z,y,2) = LHutz

17. Vero o falso:

a) Sia f : R? — R tale che fz, fy siano definite in R%. Allora f & differenziabile in
(0,90).

b) Sia f : R? — R tale che: fy ed fy esistono in RZ, fy & continua in R2. Allora f &
differenziabile in R?.

18. Sia f : R™ — R tale che ||V f(x)|| < K per ogni x € R™.

Dimostrare che VX,y € R™

lF(x) = S < K |x -yl -
E vero tale risultato per funzioni da R™ in R™, m > 1?

-~ 19. Sia M = (mj, ) k=1,... » Una matrice quadrata di ordine n.
Dimostrare che

detM = M,
Omjk ¢ ik

dove M & il complemento algebrico dell’elemento m .

20. Dimostrare che, se f : C — R, C cono aperto di R", & differenziabile in C ed
¢ positivamente omogenea di grado u, allora le sue derivate parziali sono positivamente
omogenee di grado py — 1.

21. Sia f convessain A C R™ (A convesso). Dimostrare che, per ogni ¢ € R, I'insieme
(eventualmente vuoto),

E.={x¢cA: f(x)<¢}
& convesso.
22, Siano f, g convesse in A4; a,8 € R4+. Dimostrare che o f + Bg ¢ convessa in A.

23. Sia f convessa in A, F' : R — R convessa € crescente; dimostrare che F'o f &
convessa in A.

24.* Diciamo che una forma quadratica ¢(y) & semidefinita positiva se ¢(y) > 0 per ogni
yeR™
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Dimostrare che, se f & due volte differenziabile in A aperto convesso di R", allora f &
convessa in A se e solo se d®f(x) & semidefinita positiva VX € A.
[Usare la formula di Taylor con il resto di Peano per il “solo se”].

2.  FUNZIONI A VALORI VETTORIALI

2.1 Derivate e differenziali

Le nozioni di derivata e differenziale si estendono in modo naturale a funzioni
con valori in R™, m > 1.

In generale penseremo i vettori scritti come vettori riga. D’altra parte se x & un
vettore in R™ ed M una matrice m X n, nel prodotto (righe per colonne) Mx, x
¢ pensato come vettore colonna. Anche se dovrebbe risultare chiaro dal contesto,
preciseremo quando in una formula i vettori devono essere pensati come colonne.

Sia f : R® D A — R™, A aperto. Per ogni x € A, f(x) & un vettore
(f1(x), f2(x), ..., fm(x)) le cui componenti f;, j = 1,...,m sono funzioni da A
in IR.

Fissato un versore v € R"™, f & derivabile lungo la direzione v nel punto x se ¢
solo se esistono Dy fj(x) perogni j =1,...,me

va = (val’DVf27"')Dme) .

Per quanto riguarda la differenziabilitd, 1’idea & sempre la stessa e cioe quella di
approssimare I’incremento f(x +h) — f(x) (vettore di IR™) con una trasformazione
lineare in h, da R™ in R™. Ora, ogni trasformazione di questo tipo ¢ della forma
Mh dove M & una matrice m x n ed il prodotto & quello “righe per colonne” (*).
Siamo cosi condotti alla seguente definizione:

Definizione 2.1 - f 5i dice differenziabile in x se esiste una matrice M di ordine
m X n tale che (vettori colonna):

f(x +h) — f(x) = Mh + o(||h]|) per |}h|]|— 0 (2.1)
perognih € R"™ con x+h € A. L’ applicazione lineare da IR™ in R™ data da:
h — Mh

prende il nome di differenziale di f in x e viene indicata col simbolo df(x).

Il teorema 1.1 continua a valere; per quanto riguarda ‘V’identificazione™ della
matrice M osserviamo che scrivendo la (2.1) per la componente f;, di f si ottiene

Su(x+h) = fe(X) = mprhy + mpghy + .o+ mgnhn +o(|[R) . (22)

(*) R™ ed R™ si intendono riferiti alla base canonica.
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La (2.2) indica che f; & differenziabile e che la k-esima riga di M & V f;(x),
in base alla (1.3). Dunque si ha:

gfl(x) gm f1(x) gzz fix) ... gznfl (x)
M = fZ(x) _ 11{2(’() zzf‘z(x) cee znf‘z(x) . (2.3)
V fim (%) Dsy fm(®) Dayfm(®) ... Da, fm(X)

La matrice (2.3) prende il nome di matrice Jacobiana (*) di f in x e si indica
con i simboli

Js(x), Df(x), f(x) .

Scrivendo la (2.1) per f, k = 1,...,m, si vede che f ¢ differenziabile in x se
e solo se lo ¢ ognuna delle sue componenti. Continua dunque a valere il teorema
1.2.

Ragionando sulle componenti ¢ poi possibile definire derivate e differenziali di
ordine superiore e verificare la validitd dei teoremi 1.3 e 1.4. Per quanto riguarda
la formula di Taylor, per f vettore continua a valere il teorema 1.8; non puo invece
essere valido il teorema 1.5 (e di conseguenza anche il teorema del valor medlo)
come mostra il seguente semplice esempio.

Esempio 2.1 - Sia f(z) = (cosz,sinz), € [0,2n]. Allora f(27) — f(0) = 0
ma non esiste alcun Z € [0, 2] per cui f'(Z) = (- sin T, cosT) sia nullo.

Concludiamo il paragrafo con una serie di esempi di funzioni a valori vettoriali
evidenziandone il significato geometrico e fisico.

’ T

()

m=2 / m=3

Esempio 2.2 - Funzioni vettoriali di variabile reale.
Sia I C R un intervallo. Per funzioni da 7 in R™ conviene usare t come

Fig. 7.8

(*) Dal nome del matematico Carl Gustave Jacobi.
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variabile indipendenie e r(t) = (z1(t),z2(t),...,zm(t)) come notazione per la
funzione e le sue componenti. Nei casi n = 2 € n = 3 useremo la notazione pil
comune r(t) = (z(t),y(t)) e r(t) = (z(t),y(t), 2()), rispettivamente.

In questi casi r(t) ¢ interpretabile come posizione di un punto al tempo ¢ nel
piano o nello spazio rispettivamente; al variare di ¢ in /, r(¢) descrive una “linea”
(fig. 7.8).

Ad esempio:

r(t) = (zo +at,yo + ft, 20+ 1) , t€R, a® + 8% +7° =1,

al variare di ¢ in IR descrive una retta passante per (g, yo,20) con coseni direttori
a,B3,7.

r(t) = (zo+ Rcost,yy + Rsint), t € [0,27], R > 0, descrive una circonfe-
renza con centro (zg,yg) € raggio R (*).

r(t) = (zo + Rcost,yo + Rsint,kt) , t € R, R > 0,k € R, descrive
un’elica cilindrica (fig. 7.9).

] i
’ ’
¢ ’
. .,

Fig. 7.9

r(t) & differenziabile se tutte le sue componenti zq,...,z, sono derivabili.
La matrice Jacobiana di r & il vettore

r'(t) = (23(8),25(0), -, 23, (1)) -

Cinematicamente r/(t) rappresenta la velocita del punto (|[r'(¢)|| & la velocita
scalare). Cosi r''(t) sar2 la sua accelerazione.

Geometricamente r'(¢) & un vettore tangente alla curva nel punto r(t) come &
illustrato in figura 7.10 nel caso m = 2.

Se r,u : I — RR™ sono differenziabili in [ risulta differenziabile anche la
funzione f(t) =<r(t),u(t)> da I in R, prodotto scalare di r ed u; infatti

(*) L’allievo consideri il caso t € [0, 47} o pil in generale t € [0, 2kx], k € IN,.
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r(t)
Fig. 7.10 Per dt — 0 il vettore E(H-—dtzﬂ F(t+d)
tende a una posizione limite, tangente alla linea in r(z).

r(t+at)—r(t)

F@) =3 ai(tu(t) (u(t) = (). um(?) .

Jj=1
Vale la formula, come facilmente si verifica
/@) =<r'@®),u®) >+ < r(t),u'(t) >

che generalizza la formula per la derivata del prodotto di due funzioni reali.
Torneremo estesamente sulle funzioni da I in IR3 nel secondo volume.

Esempio 2.3 - Funzioni da R? in R3,
Sia A C R? A aperto. Per le funzioni da A in IR3 usiamo la notazione
r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u, v)).

2t

Fig. 7.11 x

Al variare di (u,v) in A, r(u,v) descrive una “superficie” (*) nello spazio (fig.
7.11).

(*) I concetii di linea e di superficie verranno trattati rigorosamente in seguito.
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Se r ¢ differenziabile in A 1a sua matrice Jacobiana &:

Ty Ty
! __
r=1% Y
Zuy Ry

_Dvettori ry = (Zy,Yu,2u) €d Iy = (24, Yu, 2y) SONO vettori tangenti alle li-
nee coordinate r(u,v) e r(%,v) sulla superficie, corrispondenti a T =costante e
7 =costante nel piano (u,v) (fig. 7.12).

4
v

:Jy

cl

r(u,v) (G, v)

Fig. 7.12

Un ruolo importante nella teoria delle superfici & svolto dal prodotto vettoriale
r, A Iy, vettore normale alla superficie. Anche su queste questioni ritorneremo
ampiamente in seguito.

Esempio 2.4 - Funzioni da R" in R™.

Se si scrive f = (xl(ul_, conyUn )y Z2(Uty ey Un )y ey Tu(ULy .oy Un)) £ é_ in-
terpretabile come un cambiamento di variabili in R"™; in questo caso si preferisce
scrivere

Ty xl(ul’uz,"',un)

z2 = z2(u1,uz,...,Un) (24)

Tn = Tp(U1, U2, ..., Un)
e si usa per f il termine trasformazione (di coordinate) in R™,

Un esempio ¢ costituito dai cambiamenti di variabili lineari, esprimibili nella
forma

x = Mu (vettori colonna) oppure x = uMT (vettori riga) (2.5)
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dove M & una matrice quadrata di ordine n; M7 indica la matrice trasposta di
M, ciog la matrice che si ottiene da M scambiando le righe con le colonne.

In questo caso la matrice Jacobiana della trasformazione coincide con M, infatti
se m i, sono gli elementi di M, la (2.5) implica che

n
zj =3 mjkux
k=1

e quindi Bz,/@uk = M.

Sinoti che 1a (2.4) & 1 & 1 da R™ in R™ se e solo se M & non singolare (ciog
detM # 0) ovvero se e solo se la matrice Jacobiana della trasformazione ¢ non
singolare.

Anche per una trasformazione generale come la (2.4) & importante, come ve-
dremo, il determinante della matrice Jacobiana (o determinante Jacobiano), per
esso & preferibile usare la notazione

0(z1,22,...,25)
6(“’1)"’21" . ,un)

Esempi notevoli di trasformazioni sono i seguenti.

Esempio 2.5 - Trasformazioni lineari particolarmente importanti sono quelle
rappresentate da una matrice M ortogonale, cioé tale che M~1 = MT,

In altri termini M -MT = M7 .M = I, dove I, & la matrice identita di ordine
n:

100 ...0
010 0
I,=]0 0 1 0
000 ....1

Esempi di matrici ortogonali nel piano sono

_ {0 1 _{cos@ —siné
M. = (1 0) e M; = (sin0 cos()) ’

La prima rappresenta una riflessione rispetto alla bisettrice 2, = zo; infatti

Ty 6 1 1) _ [ T2 .
(xZ) ~ (1 0) (xZ) - (xl) ’
la seconda una rotazione antioraria di angolo 6 ¢ centro nell’origine (fig. 7.13).

Notevoli proprieta delle matrici ortogonali sono le seguenti (lasciamo la verifica
al lettore):
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X{p-—-

X+—» M;x

Xof——---—-=—=

Y

|

|

I
X+—>» ng M2X M1 X

|

!

I

1

L

h
X1 X2

Fig. 7.13

i) detM = +1;

1t) I’insieme dei vettori riga (colonna) costituisce una base ortogonale per R";

1) Vx,y e R® |, < Mx,My >=<Xx,y >

ed in particolare ||Mx|| = ||x|| (la lunghezza di un vettore non varia per
trasformazioni ortogonali).

Esempio 2.6 - Coordinate polari nel piano rispetto al polo (zg,yo)

{m:zo-i-pcose (p,0)6(0+w)x[0’2ﬂ_)'

y=1yo +psiné

Si ha
d(z,y) _ |z, zg|_|cos® —psing]|_
8(p,0)  |Yp Yo| |[sinf pcosé [T "

Esempio 2.7 - Coordinate cilindriche nello spazio rispetto all'asse ¢ = zy,
¥ = Yo-

T =x9+ pcosf
y:yo+Psin0 (p,0,t)€(0,+OO)X[O,27T)X|R :

z2=1
Si ha:
e T, Tg cosf —psingd 0
(z,y z) =1y, yo ¥t|= sin@ pcosf§ O|=p.
6(p,0’t) Zp 29 Zt 0 0 1

Esempio 2.8 - Coordinate polari o sferiche nello spazio rispetto al polo (0,0,0).

(p,¥,0) € (0,400) x [0,7] x [0,27) .
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(XY 2)
I
] I
¢ |
B D 2N
= 1 /7 hd
~ L
X 8 \\\‘\ “:/
““““““““““ (%5 0)

Fig. 7.14

z = psiny cosf
{y = psintysin§

z=pcosp
Siha
0(z,y,2) Sl.n'(/)Cf)SH pcosd)cpsb’ —ps.mzps1n0 Yy
owd) sinysinf pcosysind  psintpcosf| = p“siny .
(p7¢7 ) COS’I/) —pSin'Q/) 0

Esempio 2.9 - Ancora funzioni da R™ ad R"™.

Oltre che come trasformazioni di variabili le funzioni f : R™ O A — R" si
possono interpretare come campi di vettori.

Un esempio per n = 2 ¢ il campo di velocita per il moto piano stazionario di
un fluido:

v(z,y) = (’U](III, y)vUZ(:E’ y))

che assegna la velocita della particella di fluido che si trova nel punto di coordinate

(z,y)-
Un altro esempio & il campo elettrostatico

E((L‘, y7z) = (El(zy y7z)aEZ(z,yaz)7E3(z’yvz)) .

Per i campi vettoriali derivabili & definito un operatore differenziale che si chiama
divergenza e si indica con “div” e che in coordinate cartesiane & assegnato dalla
formula

0fi  0f O fn

ivfi= —+4+ =+ ...+ —.
div 6z1+0z2+ +6zn
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Ai campi vettoriali f derivabili in R? si pud associare un altro vettore, il rotore
di f, denotato con rot f oppure curlf, le cui componenti in coordinate cartesiane
sono le seguenti

Ofs _0fz 0h _0fs Ofs _ %_)
6:132 6123 ’ 69:3 6:121 ’ 6(1)1 (?:E'z )
I campi vettoriali a2 divergenza nulla sono detti solenoidali; quelli a rotore nullo,

irrotazionali.
L’importanza di divergenza e rotore sara pil chiara in seguito.

rotf := (

2.2 Differenziale delle funzioni composte

Vediamo ora come si comporta il differenziale rispetto all’operazione di compo-
sizione.
Vale il seguente importante risultato.

s Teorema 2.1 - Siano A C R", B C R™ aperti e

f:A—>B,g: B> RV,

Se £ & differenziabile in X € A e g ¢ differenziabile in f(x), allora la funzione
compostagof: A — RP ¢ differenziabile in x e vale la formula:

Jgot(x) = Jg(f(x)) - Jz(x) . (26)
Notiamo che Jg.t € di ordine p x n, Jg di ordine p x m e J; di ordine m x n.
La dimostrazione del teorema ricalca quelladel cason = m=p=1percuila

omettiamo. Ricaviamo invece dalla (2.6) una formula esplicita per le derivate di
ogni componente di g of.
A tale scopo poniamo
y=£(x), o(x) =gof(x) =g(y) .
Dalla (2.6) si ricava:
Oor _ ~~0gx Oy k=1,...,p
- = —_ == . . (2.7)
Oz = O0yi Oz ji=1,...,n
Usando le altre notazioni per la matrice Jacobiana si pud scrivere la (2.6) in una
delle forme seguenti

Dy(x) = Dg(y) - Df(x)
oppure
dx)=g@) f(x).
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Esempio 2.10 - Sia f : R?2\{0,0} — RR differenziabile; se f = f(z,y) poniamo
f(p,8) = f(pcosb,psinf), effettuando cosl un passaggio a coordinate polari.

Vogliamo esprimere le derivate di f rispetto a p e 8 mediante quelle di f rispetto
ad z ed y.
Dalla (2.7) abbiamo:

iRy ih Ay —(——psm0)+ ———(pcosﬂ)
Le stesse formule si trovano applicando direttamente la (2.6) tenendo presente che

cosf —psind
sinf pcosé

¢ la matrice Jacobiana della trasformazione in polari:
_3_} _6_Z __<f9_f _3_f)'(cos0 —psinﬂ)
dp ' 06) \dz ’ 98y sind pcosf ) -

Esempio 2.11 - Sia f : R™ — R due volte differenziabile. Operiamo il cambio
di variabile x = My (vettori colonna) dove M & una matrice quadrata di ordine .
Poniamo

F(y) = f(My) .

Vogliamo stabilire quale relazione sussiste tra le matrici Hessiane di f ed f.
Usando la formula (2.7) abbiamo (ricordando 1'esempio 2.4):

—nﬂ—x-awk X)m
)= X 520 g Z ()

Riapplicando la stessa formula per SJ
j]
d*f f LI 8
=3 (x)msimkj - (2.8)
6y,~5y1 =1 ko1 9%s
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Se MT indica la trasposta di M, la (2.8) si riscrive nella forma seguente:
Hy(y)=M" -H;(x)-M , | (2.9)

che & la relazione cercata.

2.3 Funhzionida €in C

In questo paragrafo ci occuperemo di funzioni complesse di variabile complessa.
Sia dunque w = f(z) una funzione definita in un aperto A C C a valori in C.

Introducendo parte reale e parte immaginaria di 2 ed f possiamo identificare
C con R? e considerare f come una funzione da R? in R2. In altri termini,
posto z = z + iy, u(z,y) = Re f(2), v(z,y) = Im f(2) aviemo f(z) = F(z,y) =

= (u(z,9),9(z,v)). Ad esempio se f(2) = 22,u(z,y) = z?—y? e v(z,y) = 2zy.

Per F sono dunque definite tutte le nozioni mt:rodotte nei paragrafi precedenti ed
in particolare la differenziabilita.

D’altra parte I’identificazione tra € ed R? & possibile solo a livello di spazio
vettoriale metrico (su R) mentre sappiamo che € & dotato altresi della struttura di
campo, che permette moltiplicazioni e divisioni tra numeri complessi.

E quindi ragionevole pensare di estendere la nozione di derivata, cosi come &
stata introdotta per le funzioni reali di una variabile reale, alle funzioni complesse
di una variabile complessa.

Definizione 2.2 - Sia f: €D A — C, A agperto e zy € A. Se esiste finito il
limite:
m f(Z)—f(Zg) (ZEA)
7=z z—2g

questo viene detto derivata complessa di f in zy ed indicato con uno dei simboli
f'(20), Df(20). La funzione f si dice derivabile in senso complesso o dotata di
derivata in senso complesso in zg.

Se f ha derivata complessa in ogni punto di A, f si dice olomorfa in A.
Esempio 2.12 - Sia f(z) = z". Allora

1) = fz0) _ a1y o
Z—=2p

zo-i-----i-zz(’)’_z-{ng"l—>7z.26z 1

per z — zp e quindi f'(z) = nz{]‘_1 esattamente come nel caso reale.

La funzione f(z) = z" & olomorfa in C.

Le regole di derivazione per somma, prodotto, quoziente e composizione si
estendono senza difficoltd alla derivata complessa.

Cio che ci proponiamo & di esaminare la relazione tra la derivabilitd in senso
complesso di f e la differenziabilita della corrispondente F.



FUNZIONI A VALORI VETTORIALI 389

Sia 2y = zg + iyg. La differenziabilita di F in (z9,yo) equivale ad affermare
che

u(z,y) = u(z0,90) + 42(20,%0)(& — Z0) + uy(0, 30)(¥ — Yo)+
+ 0(\/(93 —z0)? + (y - yo)z)

’D(il), y) = ’U(IE[),yg) + ’Ux(z'g, yO)(x - 10) + vy(mﬂa yO)(y - 3/0)-}-
+o( e =zt + =)

Possiamo scrivere le due equazioni precedenti in forma compatta moltiplicando
la seconda per ¢, sommando membro a membro ed usando la notazione complessa;
si ricava:

f(z) = f(z0) + fo(20)(z = 20) + fy(20)(y — yo) + o]z — z0]) ,  (2.10)

per z — 2g.
La derivabilita complessa di f in 2y equivale invece a scrivere
£(z) = f(20) + J'(20)(z = 20) + o(1z = z0), per z = 7 . (211)

I1 seguente teorema indica che la (2.11) implica la (2.10) insieme ad una relazione
quantitativa su fy e fy:

» Teorema 2.2 - Siano f : € 3D A — €,z € A; f & derivabile In senso
complesso in zy se e solo se F & differenziabile in (zg,yy) e vale la relazione (di
Cauchy-Riemann);

fy(z0) = ifz(20) - (2.12)

Dimostrazione - Sia f derivabile in senso complesso. Dalla (2.11) si ha :

f(2) = f(z0) + 1'(20)(z — 20) +if "(20)(y — o) + o(lz — zol)
che implica la (2.10) con f'(20) = fz(z0) € if'(20) = fy(z0). Vale dunque anche la
(2.12).

Sia F differenziabile in (o, yo); vale allora la (2.10), che, usando la relazione di Cauchy—
Riemann, si pud scrivere nella forma seguente:

1(2) = f(20) + f=(20)(z = 20) + o(|z = 20l) -

Quest’ultima relazione indica che f & derivabile con f'(z0) = fz(20) . B

Osserviamo che, nelle ipotesi del teorema, si ottiene f/(29) = fz(20) = —ify(20)-
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Esempi

2.13. Sia f(2) = €? = €% = e%(cosy + isiny). Le funzioni u(z,y) =
= e%cosy,v(z,y) = e siny sono di classe C®(R?), dunque differenziabili in
tutto il piano. Inoltre:

fz(2) = e*(cosy + isiny)

fy(2) = €*(—siny +icosy) = ifz(2) .
Quindi la (2.12) & verificata e f(z) & olomorfa in C; inoltre f'(2) = fy(2) = €7.

1z -1z

2.14. Sia f(z) = sin z; poiché sin z = 5_2.8_ si deduce che sin z & olomorfa
. . i
12z -1z
inCe f/(2) = e—ge—— = cos 2.
Analogamente se f(z) = cos z, f & olomorfain Ce f'(z) = —sin 2.

2.15. Sia f(z) = Z = « — iy. Le funzioni u(z,y) = z e v(z,y) = —y sono di
classe C*°(IR?). Inoltre:

fz(2) =1, fy(2)=—i.
Percid 7 non ¢ derivabile in alcun punto di C.

La condizione di Cauchy-Riemann equivale alle due seguenti, ottenute ugua-
gliando le parti reali e quelle immaginarie nella (2.12):

ug(e,y) = vy(z,y)
{ uy(z,y) = —v(2,9) . (2.13)

Abbiamo visto che la derivabilita in senso complesso implica la differenziabilita
di u e v e le equazioni (2.13).

In realtd implica molto di pit ed infatti si dimostra che una funzione olomorfa in
un aperto A del piano complesso ha derivate (in senso complesso) di ogni ordine;
cid implica che u,v siano di classe C'°(A).

Deriviamo allora la prima delle (2.13) rispetto ad z e la seconda rispetto ad y;
si ottiene:

{telet) = onled) - apyea. 01

Per il teorema di Schwarz, vyy(2,y) = vyz(z,y) € quindi, sommando lc (2.14)
membro a membro, si ricava I’importante risultato

Au = ugg +Uyy =0

e cio¢ che u & armonica in A. Analogamente, deriviamo la prima delle (2.13)
rispetto ad y, la seconda rispetto ad z e sottraiamo membro a membro; si ottiene

Av=1vgy +vyy =0
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ovvero, anche v & armonica in A. Se f = v+ iv ¢ olomorfa in A, u € v si dicono
armoniche coniugate.

Ad esempio z? — y? e 2zy sono armoniche coniugate; cosi pure e” cosy ed
€% sin y.

La teoria delle funzioni olomorfe ¢ ricca di una grande quantitd di importanti
risultati, che non possono essere contenuti nei limiti della presente trattazione.

2.4 1l teorema di inversione locale

Se 1 & una funzione (trasformazione) lineare da R™ in [R™, fissato il sistema di
riferimento in R™, essa & rappresentata da una matrice M, quadrata di ordine n.
Ovvero se x € R",

I(x) =Mx  (vettori colonna) .

Un noto teorema di algebra lineare (Teorema di Cramer) afferma che 1 realizza
una corrispondenza biunivoca tra R™ ed IR™ se e solo se M & non singolare; in tal
caso per V y € IR™ I’equazione (sistema di n equazioni lineari)

Mx =y

ha esattamente una soluzione x = M1y,

Cid equivale ad affermare che la funzione inversa di 1,171, pure lineare, & rap-
presentata da M~1. Di conseguenza la matrice Jacobiana di 1-1,M !, coincide
con I'inversa della matrice Jacobiana di 1.

Il problema dell’inversione delle trasformazioni lineari da R™ in R™ & quindi
completamente risolto.

Ci proponiamo di affrontare lo stesso problema nel caso non lineare; sia
f:R® DO A — R"® A aperto; sia B = im(f) (immagine di f); vogliamo stu-
diare I'invertibilita di f o, in altre parole, risolvere 1’equazione

f(x)=y perye B. (2.15)

Scriviamo per una volta la (2.15) esplicitamente:

;1%33172:2,"-73%%:?/1

20%1,%2,-.,%n) = Y2

o " (2.15)
fa(®1, 22,0 .y20) = Yn .

Mentre nel caso lineare il teorema di Cramer & globale (1 : R" & R"™), nel
caso non lineare il principale risultato & di tipo locale. La dicotomia globale—locale
associata a lineare—non lineare si presenta spesso in matematica. Risultato di tipo
locale, nel caso specifico della (2.15), significa fissare un punto xp € A, considerare
I'immagine y, = f(x¢) e cercare un intorno V' di xp ed uno W di y, che siano in
corrispondenza biunivoca tramite f (Fig. 7.15).
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sz ) T}’Z

14l

Fig. 7.15

L’idea & di sfruttare le informazioni in nostro possesso riguardanti le trasforma-
zioni lineari, “linearizzando” 1’equazione intorno ad xg.
Cid vuol dire: considerare I’equazione (2.15) nella forma equivalente

f(x) —f(x0) =¥ — Yo ;
approssimare 1’incremento a primo membro con il differenziale di f in xg; ciod:
Je(x0)(x — x0) =y - ¥p

che & un sistema lineare.
Se supponiamo Jg(x() non singolare abbiamo:

x = xo + (Jr(x0) (¥ — o) - (2.16)

Possiamo allora considerare il valore a secondo membro della (2.16) come un
valore approssimato di x e iterare il procedimento definendo 1a successione

Xk41 = Xk + (Jr(xe) THY - F(xi) 5 (2.17)

naturalmente occorre assicurarsi che Jy(xx) ad ogni passo sia non singolare.
Se si riesce a dimostrare che x; — X per k — +00, passando al limite nella
(2.17) e supponendo f e J; continue si ottiene

x = x+ (Jp(x)) "'y ~ £(x))

ovveroy = f(x).

Quello che abbiamo descritto sommariamente non & altro che la generalizzazione
del metodo di Newton per la soluzione delle equazioni del tipo f(z) = 0.

Nel caso presente tutto “funziona” bene se f & di classe C! e se y & abbastanza vi-
cino ad y, (da qui il carattere locale del procedimento). Questo & quanto affermato
nel prossimo importante teorema.
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= Teorema 2.3 - (di inversione locale).
Siaf:R® D A — R"™, A aperto. Se:
i) fe Cl(4)
i1) Xp & un punto di A tale che Jg(xo) & non singolare;
allora esistono un intorno 'V di Xg ed un intorno W di yy = £(x¢) tali che:
a) f & una corrispondenza biunivocatraVe W;

b) detta g : W — V la funzione inversa di f (ristretta a V), g € CH{(W) e se
x = g(y), vale la formula

Je(y) = Fp(x) ™" . (2.18)

La formula (2.18) generalizza 1’analoga formula per la derivata delle funzioni
inverse di funzioni reali di variabile reale.
Premettiamo alla dimostrazione alcune osservazioni ed esempi.

Osservazione 2.1 - Supponiamo che: f € C1(A), A aperto di R”; B = f(4)
e Vx € A, Jg(x) sia non singolare; cid significa che , per ogni coppia di punti x
e y = f(x) si possono trovare due intorni Vx e Wy in corrispondenza biunivoca
tramite f. Si dice allora che f & un diffeomorfismo locale (di classe C1) tra A e
B.

Naturalmente cid non significa che f sia 1 < 1 da A in B, come mostra il
seguente esempio:

Esempio 2.16 - Sia f : R? — R? definita da f(z,y) = (e® cos y, €7 sin y).
Chiamiamo (&, 7) le variabili nel codominio e consideriamo le equazioni

ecosy=¢
efsiny=17.
Si ha:
_{€¥cosy —eFsiny
Ji(z,9) = ( eTsiny efcosy

edetJi(z,y) =€ £0  V(z,y) € RZ
Dunque f & un diffeomorfismo 109ale (di classe C*) da R? in R2. Non & perd
una corrispondenza biunivoca da R? in R? in quanto

£(0,0) =£(0,2k7) , VkeZ.
Osservazione 2.2 - Se [Jg(xp)| := det Jg(xg) = 0, non si pud affermare nulla

in generale riguardo alla possibilita di risolvere 1’equazione f(x) =y, gia nel caso
n=1 :
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Se comunque la funzione inversa g esiste (localmente) non pud essere differen-
ziabile; se lo fosse, avremmo, per la (2.18) (posto Yy = f(Xp)).

Hg(Yo)| - Up(x0)| = 1

che & assurdo, essendo il primo membro dell’equazione uguale a zero.

Osservazione 2.3 - La (2.18) assegna la seguente formula per le derivate parziali
di g:

0g; 3 . o
Byk( = | (x)] Fj(x)  (x=28(y)), (2.19)

0fk

dove Fy; & il complemento algebrico di —8—— nella matrice Jg(x).

Nel caso n = 2, risolvendo

{ fl (IE, y) = 6

falz,y) =1

si ottiene ¢1(§,7) = 2,92(€,7n) = y per la funzione inversa &; la (2.19) in questo
caso da

90y _ 10 091 _-Z10h
o€~ k| ay on  |J¢l 9y

g2 ~ 1 08f; dg ~ 1 0fi

0~ oz an I oz’

dove occorre naturalmente pensare 2 ed y come funzioni di £ ed 7. Per la funzione
dell’esempio 2.16 queste formule danno:

d 9 0 ‘
gl (f, n)=e"%%e cosy=e Fcosy ; 5%’1-(5, n)=—e"2%(—eFsiny)=e"Tsiny

0 . .
gz (f, n)=-e %e’siny=—e Tsiny ; %‘9—2(5,77):(3‘27”(615 cosy)=e *cosy.
Ui

In partxcolare notando che (z,y) = (0,0) corrisponde (localmente) a (£,7) = (1,0)
abbiamo

Jg(1,0) = ((1) ?) .

Prima di iniziare la dimostrazione del teorema 2.3 osserviamo che si pud
provare una forma pil debole del teorema del valor medio per funzioni vettoriali.
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Sia infatti f : R® D A — R™, di classe C?; se il segmento [x,x +h] & contenuto
in A, applicando il teorema del valor medio ad ogni componente di f (che & scalare),
si deduce che, per ogni j = 1,...,n, esiste §;,0 < 6; < 1, tale che

[iGx+h)— fi(x) =< Vfj(x+6;h),h > . (2.20)

Se poniamo a; = : mauil , ||V £;1I, dalla (2.20) e dalla disuguaglianza di Cauchy—

X X+

Schwarz, otteniamo

1/5(x + 1) = f;(0)] <TIVfi(x + 6]l - [}hj] < ejihif;
infine, se a = max{aj,az,...,an}:

n 1/2
Irce-+1) = £l = { L (siCx+0) - f002) <

i=1

_ (2.21)
n 1/2
< (S odmiE) " < vl

=1

La (2.21) & 1a generalizzazione (in forma pit debole per via della disuguaglianza
che vi compare) del teorema del valor medio per funzioni vettoriali.

Dimostrazione del teorema di inversione locale - Poiché si tratta di una dimostrazione
piuttosto complessa 1a eseguiremo in vari passi.

1) Riduzione al caso Xp = 0, yo = 0,Jr(Xo) = I» (matrice idemitd in IR™), ovvero,
riduzione dell’equazione f(x) = y ad un’equazione F{u) = w, con u ¢ w in un intorno di
0,F(0) =0 ¢ Jg(0) =Inn.

L’equazione f(x) = y & equivalente a

f(x) ~ f(x0) =y ~ ¥o. (2.22)

Poniamo x = u + x¢ e moltiplichiamo entrambi i membri della (2.22) per I'inversa di

Je(xq); si ottiene I'equazione equivalente
(Jr(x0)) ™" [f(u + %o) — f(x0)] = (Fr(x0)) ™}y - ¥o)- (223)
Poniamo ora

F(u) = (Jp(xo)) ™" [f(u +Xo) ~ f(xo)]

W= (Jr(xo) TNy - Yo) 5
la (2.23) si scrive
F(u) =w.

Si ha: F(0) = 0, F soddisfa 1) nell’aperto Ao = {u:u+xp € A} e i) conxg = 0 ed
inoltre

JE(0) = (Jg(x0)) ' - Jp(x0) = In . (2.24)
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2) Facciamo vedere che F & iniettiva in un intorno di ().
Poniamo

¢(u) =u- F(u) , uce Ao,
esian, 0 <n<1. Allorag € C(Ag) e ¢(0) = 0,34(0) = O (= matrice nulla).
Essendo tutte le derivate di ¢ nulle in @ ed ivi continue, esiste una palla B, centrata in
0 e di raggio r, tale che, perogni j = 1,...,n, ||[Vé;]] < %n,
Dunque, in base alla (2.21) possiamo scrivere, per ogni coppia di punti uy,u; € Byt
llg(u1) — @(uz)l| < #llur — vzl (2.25)
essendo
ll¢(u1) — $(uz)ll = llur — F(ug) —uz + Fup){| 2 ||uy — uz|l — |[F(u1) ~ F(uz)]|
dalla (2.25) si ricava
[[F(u) — F(uz)ll 2 (1 - n)ljuy — ua| (2.26)
da cui si deduce che F(u;) = F(uy) implica uy = u; e ciot che F & iniettiva. Si pud
inoltre scegliere r (eventualmente diminuendolo) in modo che Jg(u) sia non singolare per
ogniu € Br.
Si noti inoltre che se G & I'inversa di F|y_la (2.26), posto w1 = F(u1) e wg = F(uy),
si pud riscrivere nella forma
IG(™1) ~ Gl < (1~ )7 [Iwa - w2| (2.26')
che mostra la continuitd di G.

3) Occorre dimostrare ora che F( B ) contiene un intorno W dell’origine.
La tesi a) del teorema sara allora verificata con V = G(W).

Proviamo che come intorno dell’origine si pud scegliere B, con a = (1 — n)g, ovvero

la palla di raggio (1 — n)%, dove 7 & il numero fissato nel passo 2).

Infatti, sia w € Bq; dobbiamo trovare u € By tale che F(u) = w. A tale scopo definiamo
per ricorrenza la successione seguente:

Up =0, Upp1 =W+ ¢(un) (2.27)

e mostriamo che essa ¢ contenuta in By, che & di Cauchy e che converge ad un punto u di
Br. Passando poi al limite nella (2.27), essendo ¢ continua, si ha:

u=w+¢(u) che equivalea F(u)=w.

Procediamo per induzione; evidentemente ug € B ¢ siano uy,us,...,u, € Br. Allora,
per la disuguaglianza triangolare

Hungrll < lungr = tnll + {Jun — tn-gll + ...+ fug ~ uoll; (2.28)
ma, per la (2.25), per ogni k = 1,...,n, si ha:

(g1 = ugll = {l@(ug) ~ gue_1)Il < nljug —ugp_q||
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che, iterata da k fino a 1, da, essendo ||w|| < (1 - 77)%

e = will < o¥liur = woll = ¥ Iiwll < n*(1 = m)3. (2:29)

Usando la (2.29) dalla (2.28) si ricava
n
¥ P & r ,
unt1]] < (1—0)5277 25(1_—'7n+1)< 3 (2.30)
k=1

Percid anche u, .41 € By e la successione (2.27) & ben definita.
Per vedere che & di Cauchy, dalla (2.29) e dalla disuguaglianza triangolare si ottiene, per
m > n
r m
m = un|l < {um = Wm—1]l+ -+ |Uni1 =] < (1~ n)3 donf=

k:n
7 iy r r
— T r k:: ney om—ntly T n’
=7 (1 77)2;_077 n(l1-n )3 <3

Essendo 1 < 1, ||u;, — un|| — 0 per n — +oo; di conseguenza {uy} & di Cauchy ed
esisie un punto u tale che un — u. _
Dalla (2.30), poiché {ju,|| — {jul}, s ottiene che u € B,/ C Br.

4) Rimane da dimostrare che G € C* (W) e che vale la formula (2.18).

Siano w e w + k punti di W(k # 0); poniamo u = G(w) e h = G(w + k) — G(w).
Allora u+h = G(w +Kk) che equivale a F(u +h) = w +k ovvero ak = F(u-h) — F(u).
Poiché F & di classe C1, si pud scrivere

k = Jp(u)h + E(h) dove Llrl(Tllllm — 0 perh — 0;

essendo Jg(u) non singolare per u € B, (vedi punto 1) abbiamo allora:

G(W+k) = G(w) =h = (Jp(u)) "'k + (Jp(u)) "'E(h). (2.31)

Ricordiamo ora che, dalla (2.26°) si deduce |h|| < (1 — 5)~!|[k|| (dunque h — 0 se
k — @); inoltre & facile verificare che

l(Jg(u) " 'E(h)|| < ne

E(h)j| (2.32)

dove c & una costante che maggiora in modulo tutti gli elementi della matrice (Jg(u))~ 1.
Si pud allora scrivere

IJe)EM)]| _ _nc JIE(h)]|]
|1kl ~ 1-n |

—0perk—0 .

Si conclude dalla (2.31) che G ¢ differenziabile in w con matrice Jacobiana (JF(u))~1
dove u = G(w). La (2.18) ¢ quindi dimostrata per G ¢ con essa il fatto che G sia di classe
C 1(W ); & poi facile reinterpretare le conclusioni per f e la sua inversa g. o
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Esercizi

1. Scrivere la matrice Jacobiara per le seguenti funzioni vettoriali in un punto generico
dello spazio.

2
a) f(z,y) = (ye* ,sin(z + y))
— z 2 3
b) f(z,y,2) = (-:82—_*_——1-,y—3z,4z +e¥,2° — 1)

2. Scrivere esplicitamente —g% , %ﬁ se f(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)).

3. Interpretare geometricamente 1’immagine delle seguenti funzioni da R D I in R? o
R3 oppure da R? D 7 in R3.

a)r(t) = (zo +acost,yo + bsint) a,be Ry, t€[0,27).

byr(t)=(t,t?) teR

c)r(t) = (zo +acost,yp + bsint, kt) a,be Ry tc R

d) r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v) u,v€[0,2r) xR

e) r(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu) R € Ry, (u,v) € [0,7] x [0,27)

£) r(u,v) = (asin ucosv,bsinusinv,ccosu) , a,b,¢c € Ry, (u,v) € [0,7] x [0,27)

2 r(u,v) = (u,v,u + %)

h) r(u, v) = (4, v,Vu? + 02) .

Per ciascuna di esse, calcolare r'(t) o ru(u,v) e ry(u,v).

4. Siano f:R2 D A — R, (z0,%) € A e 20 = f(z0, %)

Se f & derivabile lungo ogni direzione in (zg,y0) diciamo che f “ha la proprieta 2?
relativamente a (zo,yp)” se tutte le tangenti alla sezione del grafico di f con un piano
ortogonale al piano z = 0 e passante per (zg, yo, 0) sono complanari.

Vero o falso:

a) Se f ¢ differenziabile in (zo, yo), allora ha la proprieta P relativamente a (zo, yo).

b) Se f ha la proprietd P relativamente ad (zq, yo) & differenziabile in (zg, yo)

€)** Se f ha la proprieta % relativamente a (zo, yo) allora vale la formula (1.3):

Dv f(z0,y0) =< Vf(z0,%0),v > per ogni versore v € R2,

[Suggenmento b) si veda 'esercizio 11 della sezione 1.

c) se un piano ortogonale al piano z = 0 ha per intersezione con quest’ultimo la
retta x = z9 +tvy, ¥y = Yo + tve dove v = (v1,v2) & un versore, allora il vettore
(v1,v2, Dvf(z0,y0)) & tangente alla sezione nel punto {(zg, yo, 20); se tutti questi vettori
giacciono su uno stesso piano per ogni v, in questo piano due vettori linearmente indipen-
denti sono dati da (1,0, fz(zo,y0)) € (0,1, fy(2z0,%0))...].

5. Sia f : R3\{0,0,0} — R. Poniamo f(p,6,t) = f(pcos#, psin§,t) (cambiamento
in coordinate cilindriche) e f(p,8,v%) = f(psinycosé,psinysiné,pcosp), (cambia-
mento in coordinate polari).

Esprimere le derivate parziali di f e di  in termini delle derivate parziali di f.
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6. Verificare che data f € C%(A), A C R™ aperto, si ha:

a)ydivgradf = Af

b) trH; = Af.  (tr sta per “traccia”) (*).

Utilizzare la b) per dimostrare che se M ¢ una matrice ortogonale; posto }’(y) = f(Mx)

j=i
sistema di coordinate ortogonali, ovvero & un invariante per trasformazioni ortogonali nello
spazio. (Ricordare la (2.9) e che se M & non singolare tr(M’“lNM) = trN).

7.* &) Dimostrare che, per una funzione f differenziabile in R™, V f & un invariante per
trasformazioni ortogonali nello spazio (ovvero s¢ M & una matrice ortogonale e

F(y) = fF(Mx) allora V7(y) = (Fy, (¥), fuo(9), - .-, Fun (9))-

8% Se f : R? — R3 & differenziabile, dimostrare che divergenza e rotore di f sono
invarianti per trasformazioni ortogonali dello spazio.

n 2%
siha Af(y) = z %%(Y) e cioe ’operatore di Laplace ha la stessa forma in qualunque
J

9. Siar = (z,y,2) e r = ||r||; posto f = —1% calcolare rotf e divf.
10. Sia f(t) = F(z(¢), y(t)) dove
F(z,y)= :cz(y3 +y—4)+ y(3z2 +2z) .
Calcolare f'(0) e f"'(0).
11. Sia f : R? — R di classe C}(R?). Definiamo ia seguente successione per ricorrenza:

Fo(z,y) = f(z,y)

Fn(x,y) = f(Fn—l(:(:)y))Fn—l(x:y)) n>1l.
Dimostrare che

OFn O0Fm O0Fn OFm
dz by fy Oz

=0 VY(z,y)€ R2, VYm,ne N,

12.* Sia f € C*(R) scalare. Dimostrare che s¢ f = f(z,) soddisfa I’equazione (della
corda vibrante)

o o*
G Cga sy (eeRy)

n
(*) Se M & una matrice quadrata di ordine n, trtM:= Zm;;.

i=1
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allora, posto € = ct — z, ) = ct + z, la funzione f(¢,7) = f(-"—;——f, ";;6) soddisfa

I’equazione

o%f

8¢ =0.

Utilizzare 1’esercizio 1.15 per dedurre che una generica soluzione della corda vibrante &
della forma

J(z,y) = (et —z) + y(ct +2) .

Interpretare la soluzione trovata come sovrapposizione di due onde progressive, una che
si muove con velocita ¢ nella direzione positiva dell’asse z, 1altra con la stessa velocita in
direzione opposta.

[Esaminare il comportamento dei grafici delle funzioni ¢ e y considerando ¢ come para-
metro}.

13.* a) Verificare che per una funzione f € C?(R?) in coordinate polari si ha, per p # 0:
- 1. 1. - _
Af=fpp+;fp+ﬁfsa (f(p,6) = f(pcosb,psinb)) .

b) Utilizzando la formula in a) dedurre che, se f € C2(R3) in coordinate cilindriche si
ha, per p £ 0:

Af = fop+ "I'J'}p + -p'lgfay +fzz (f(p,8,2) = f(pcos,psinb,z)) .

c) Ponendo in b) z = rcosy, p = rsiny (¥ € [0, 7)) si passa in coordinate polari nello
spazio; posto f(r,0,v) = f(rsin,8,r cosy) dedurre, per p # 0, ¥ # 0, 7 la seguente
formula per I’operatore di Laplace in coordinate polari nello spazio:

cosy =

— 92— ] —
Af=Tet et 3l gy le -

14. Dimostrare che la proprieta di invarianza formale del differenziale primo continua a
valere.

15. Stabilire quali tra le seguenti funzioni complesse sono olomorfe nel loro dominio.

a) Re(z)

b) Im(z)

c) |z

d) ag +arz+ a222 +...+anz" (a; €T)
o Ll (b der).

cz+d
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16. Sia f olomorfain A CC, A aperto, f(z) = u(z,y) + ¢ v(z, y)
Verificare che
(u,v)

2
D1 = g
b) < Vu, Vv >=10.

17. Scrivere le condizioni di Cauchy-Riemann in coordinate polari.

18. Costruire esempi di funzioni armoniche in aperti del piano.
Verificare che le funzioni " cosné, »" sin nd (n € N) sono armoniche in R?; esse sono
detie armoniche elementari.

19. Sia o < 0 ¢ f: R? — R? definita da
flay)={ 2E YT @) #0.0) £ y(@® +y*)* (a,y)
’ 0 (z,y) = (0,0) h 0 (z,9)
Per quali « f & inveriibile in un intorno dell’origine?

20. Verificare ’invertibilita locale per le trasformazioni in coordinate polari nel piano ¢
nello spazio.

21. Dimostrare che f :€ —C & localmente invertibile se f'(z) # 0. Dare la formula per
la derivata della funzione inversa.

22. Sia f: R — R di classe C'; consideriamo la seguente trasformazione

{€=f(-r)
n=-y+zf(z).

Trovare sotto quali condizioni per f, tale trasformazione risulta un diffeomorfismo locale.
Calcolare la matrice Jacobiana dell’inversa nel punto (f(0), —1).

3.  FUNZIONI IMPLICITE

3.1 Esempi preliminari

Se consideriamo una funzione ¢ : R? 2 4 — R, 'equazione
g(z,y) =10 (3.1)

individua una relazione in R?; I'insieme Ej dei punti del piano che soddisfano
la (3.1) costituisce il grafico della relazione stessa. Pud succedere che la (3.1) sia
“esplicitabile” rispetto ad z o rispetto ad y o, in altri termini, che sia possibile
“risolvere” la (3.1) ricavando y in funzione di z oppure z in funzione di y. In tal
caso Ey coincide, parzialmente o interamente, con il grafico di una funzione della
forma y = f(z) oppure & = h(y). Tali funzioni si dicono definite implicitamente
dalta (3.1).
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Ad esempio, 1’equazione
g(@,y)=az+by+c=0 (a#0,b#0)

2.73—20 ure r = 'IZ —c‘

a
E ben noto che £y € una retta.
Dall’equazione

permette di ricavare y = —

mey—3y2+1=0

& possibile ricavare z in funzione di y : 2 = e7¥(3y% — 1) ma non viceversa.
Pud anche succedere che un’equazione definisca pitt di una funzione implicita
come nel caso

2?+92-1=0. (3.2)
La (3.2), risolta rispetto ad y da

y=+V1—22 (il cui grafico & il semicerchio superiore)

y=—-Vv1-22 (il cui grafico & il semicerchio inferiore) .

In realtd la (3.2) definisce infinite funzioni implicite della forma y =
= g(z) V1 — z? dove ¢(z) ¢ una qualunque funzione definita in [—1,1] che
assume solo i valori +1 o —1. La figura 7.16d corrisponde ad e(z) = +1 per
v €l-1,-2]0[0, 2] e efz) = ~Lper 2 € (=5,0)U (S, 1]

Se perd limitiamo D’interesse a funzioni implicite continue allora la scelta si
restringe alle due sole funzioni y = +v'1 — z%. Se poi imponiamo il passaggio
per un punto, diciamo (0, — 1), la scelta diventa unica: y = —v/1 — z2. Osserviamo
subito che, in un intorno di un punto zy diverso da 0,+1 ¢ —1 I’equazione (3.2)
¢ risolvibile sia rispetto ad x sia rispetto ad y; non cosi nell’intorno dei punti
(0,1) e (0,—1) dove & possibile ricavare y in funzione di  ma non viceversa, e
nell’intorno dei punti (1,0) e (—1,0) dove z & esplicitabile come funzione di y
ma non viceversa.

11 fatto che in questi punti la tangente al cerchio unitario sia orizzontale o verticale
(rispettivamente) non ¢ casuale, come vedremo in seguito.

Consideriamo ora 1’equazione

g(z,y) = ae¥ + ye" = 0. (3.3)

Nessuna manipolazione permette di esplicitare y in funzione di z o viceversa.
D’altra parte ¢(0,0) = 0, dunque (0,0) & un punto di Fy ed & ragionevole porsi
il problema se la (3.3), in un intorno di = 0 (0 y = 0), definisca y = y(z) (o
z = z(y)).
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E naturalmente erroneo pensare che ogni equazione del tipo g(z,y) = 0 definisca
sempre implicitamente qualche funzione: 22 +y? = 0 definisce .. . I'origine (0,0),
mentre z2 + »% + 1 = 0 non & soddisfatta da alcuna coppia di numeri reali.

La questione che vogliamo affrontare @:

data I equazione (3.1), trarre conclusioni su esistenza, unicita, regolarita delle
funzioni implicite da essa definite, dallo studio della funzione g stessa.

3.2 Il teorema di Dini (*)

Premettiamo una definizione di funzione implicita.

Definizione 3.1 - Sia g : [R? D A — IR, lafunzione y = f(z),z € I C R (risp.
z = h(y),y € I C IR) si dice definita implicitamente dall’ equazione ¢(z,y) = 0 se

(*) Ulisse Dini, matematico italiano (1845-1918).
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graf(f)C A e
9(z,f(z)) =0 Vz el (risp. g(h(y),y)=0 Vyel).

Il concetto di funzione implicita permette di precisare quello di funzione al-
gebrica. Diciamo che f & algebrica se f pud essere definita implicitamente da
un’equazione algebrica, ciot del tipo g(z,y) = 0 dove g & un polinomio nelle due
variabili z ed y. Le funzioni come esponenziali, logaritmi, funzioni iperboliche e
circolari, che non soddisfano alcuna equazione algebrica, si dicono trascendenti.

Veniamo ora ad un importante teorema che da condizioni sufficienti a garantire
esistenza ed unicitd di una funzione implicita; ci riferiremo, per brevita, solo a
funzioni del tipo y = f(z).

» Teorema 3.1 - (di Dini). Siag: R? D A — R, A aperto. Supponiamo che:

t) g e gy siano continue in A;

i) nel punto (z0,y0) € A si abbia g(zo,y0) = 0 € gy(zo,y0) # 0.
Allora esistono un intorno U di zq ed un’unica funzione f : U — R, continua
in U, tale che yo = f(xy) € che g(z, f(z)) = 0 per ogni x € U. Se inoltre

iii) g @ continua in A (dunque g € C1(A))
allora f € CY(U) e vale la formuia

L ge(e)(@) ,
f@)= @iz U (34)

Dimostrazione - Possiamo sempre supporre gy(zo, y0) > 0. Essendo gy continua in A4,
per il teorema della permancnza del segno esiste un rettangolo W = [z — a, zg + a]x
X[yo — b,yo + b} in cui gy > 0. Allora la funzione (della sola y)

vy 9(z0,9) , Y€ [0 — b0+
& strettamente crescente e continua; inoltre, poiché g(zp,%0) = 0, si ha:
g(zo,y0—b) <0 e g(zo,y0+0b)>0. (3.5)
Consideriamo ora le funzioni (della sola z):
g g(z,yo-b) ez g(z,50 +b),

continue in [zp — a,zg + a]- Per le (3.5) ¢ il teorema della permanenza del segno, esiste
un intorno di zg, (zo — 6, z¢ + 6) in cui, simultaneamente

g(z,y0-b) <0 e g(z,y0+b)>0.
Se ora fissiamo Z € (z¢ — 6, 20 + 6), la funzione (della sola y)

y+ g(T,y)
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¢ continua in [y — b, yo +.b] € passa da un valore negativo, per y = yo — b, ad uno positivo,
per y = yo-+b. Esiste percid, in base al teorema degli zeri, un unico y € (yo —b, yo+b) tale
che ¢g(Z,7) = 0. Sidetermina cosl per ogni z € (xp— 6, o+ 6) un unico valore y = f(z) €
(yo — b,yo + b) tale che g(z, f(z)) = 0; chiaramente si ha yo = f(zo). Per completare la
prima parte del teorema occorre mostrare che f & continua in (zg — 6, 29+ 6). A tale scopo
sia ,0 < ¢ < b. Se ripetiamo il ragionamento appena fatto con ¢ al posto di b troviamo
un intomno (zg — &¢, o + 6¢) ed una funzione f™* tale che yo = f*(20),9(z, f*(z)) =0
in (zo — 6,20 + 6¢) € che yo ~ € < f*(z) < yo + € nello stesso insieme.

Poiché, per unicitd, f* = f in (zo — 6¢, 2o + 6), ne segue la continuita di f in zo.
Per gli altri punti Z € (zo — 6, o + 6) & sufficiente osservare che gy (T, y(Z)) > 0; si pud
quindi ragionare per (7, y(z)) come & stato fatto per (zg,yo).

Per quanto riguarda la seconda parte del teorema, osserviamo che, per la formula del
valor medio, si pud scrivere, per ogni (z,y) € W,(Z,7) € W:

9(z,y) — 9(%,7) = 92§, M)z — F) + gy (€, My — V), (36)
dove (¢, 77) & un punto opportuno sul segmento congiungente (z, y) con (Z, ), in particolare
Enew.

Se ora = f(T) e y = f(x) abbiamo g(x, f(z)) = ¢(Z, f(T)) = 0; inoltre
gy(¢,m) 2 mingy =m > 0.
Dalla (3.6) si ottiene allora

I(I) — f(@ — _g$(£9")
t-Z = gy(&n) S

Facendo tendere z a 7, per la continuit di f, f(z) — f(Z), che implica (£,7n) — (%, 7).




406 CALCOLO DIFFERENZIALE 2. FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Usando la continuitd di gr e gy, dalla (3.7), passando al limite per z — Z, si deduce

") = _gac(f;-g)
@ =G

che & la (3.4). Da questa stessa formula e dal teorema di continuita delle funzioni composte
segue che f' & continua in (zg — 6,z¢ + 6). O

Nel teorema 3.8, presentato pill avanti, rientra come caso particolare il teorema
3.1 e percid avremmo potuto evitare di presentare la dimostrazione di quest’ul-
timo; I’abbiamo inserita ugualmente poiché fa uso di una tecnica elementare che
riteniamo istruttiva.

La formula (3.4) permette di scrivere I’equazione della retta tangente al grafico
della funzione implicita nel punto (zg,yo). Si ha:

_ 95(%0,%0) 20)

Y="%
gy(z(h yD)

Disponendo di ulteriore regolarita per g si possono calcolare derivate di f di
ordine superiore nel punto zg. Se, in aggiunta alle ipotesi del teorema 3.1, sup-
poniamo che g € C%(A), dalla (3.4) e dal teorema di derivazione delle funzioni

composte, deduciamo che, essendo gz, gy ed f di classe C 1, anche f' & di classe
C1; una formula per f" si otticne derivando il secondo membro della (3.4):

9z + gzyfl]gy - gz[gyz + gyyf,]

fll — .
(gy)z
e, tenendo conto che f' = —gz/gy € gzy = gyo-
= _ 922(9y)® — 202999y + yy(92)® _
(9y)3 (3.8)
! N2 ’
_Yzz + 29zyy + gyy(y )

Gy

Con identico ragionamento si deduce che se g € C¥(A), allora f € C¥(U), se
g € C°(A) allora f € C*(U). Si possono poi calcolare le derivate successive,
per ottenere approssimazioni di Taylor dell’ordine desiderato, cosi come & stato
indicato per f".

Da un punto di vista pratico a volte conviene procedere derivando direttamente
I’equazione.

Infatti, se pensiamo y = f(z), ’equazione ¢g(z,y) = 0 & una identita per z € U;
si pu0 allora derivare rispetto ad z ottenendo

9zt gy =0
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da cui la formula (3.4). Derivando ulteriormente:

9z + 2929y + gyy(v')* + gy = 0

e tenendo conto che y' = —g; /gy siritrova la formula (3.8) per la derivata seconda
di f. Un’altra derivazione permetterebbe di ottenere una formula per y"’ e cosi
via per le derivate di ordine superiore.

Esempio 3.1 - Sia g(z,y) = ze¥ + ye® = 0. Tutte le ipotesi del teorema sono
soddisfatte se (zg,y0) = (0,0). Infatti ¢ € C*°(IR%),4(0,0) = 0,4,4(0,0) = 1.
Ne segue che in un intorno di zg = 0, g(z, y) = 0 definisce una funzione y = f(x)

y z
di classe C®. Dalla (3.4), f(z) = —-Z——y% e quindi f'(0) = —1. Essendo
€
f(0) = 0 la tangente al grafico di f in (0,0) & y = —=z.

Alternativamente, si pud derivare 1’equazione rispetto ad z; si ha:
(zy + 1)’ + (¥' + y)e” = 0

e, ponendo z = 0,y = 0, si riottiene y'(0) = —1.
Derivando un’altra volta abbiamo:

($y12+2yl+xyll)ey+(y+2yl+yll)ez =90 ,

da cui, sostituendo z = 0,y = 0,3’ = -1, si deduce y"(0) = 4.
Calcoliamo anche la derivata terza mediante un’altra derivazione:

(xyl3 + 3y12 + Szy/yll + 3yll + .'Ey"/)ey + (y + 3yl + 3y/l + ylll)ez =0 :
sostituendo ¢ = 0,y = 0,y = —1 e 3y = 4 si ricava y/"(0) = -24.
Possiamo ora scrivere la formula di Mac Laurin arrestata al 3° ordine per la
funzione implicita y = f(z):

f(z) = —2 + 222 — 423 4 o(c?) perz — 0.

I ruoli di z e y nel teorema 3.1 sono intercambiabili. Se gy(zo,y0) = 0 ma
9z{(z0,y0) # 0 esiste un intorno V' di yy in cui & definita implicitamente da
g(z,y) = 0 una funzione z = h(y); la formula (3.4) diventa

_9y((y),9)
9:(h(y),9)

Restano esclusi dalle precedenti considerazioni i punti in cui Vg = 0. Questi
punti si chiamano singolari o critici. L’analisi in un intormo di un punto singolare
isolato, almeno nei suoi aspetti piti elementari, & contenuta nel prossimo paragrafo.
Essa fa intervenire in modo naturale la funzione z = g(z,y); se (g, ¥o) € un punto
singolare in cui g ¢ differenziabile, il piano tangente al grafico di z = ¢(z,y)

h'(y) =
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nel punto (g, ¥o,9(z0,yo)) & orizzontale (essendo Vg(zy,ys) = 0) e, essendo
g(zo,y0) = 0, coincide col piano z = 0.

Si osservi che la condizione Vg(zg,y¢) # 0 si presenta geometricamente come
una condizione di trasversalita di tale piano tangente rispetto al piano z = 0.

3.3 Insiemi di livello. Punti singolari

L’insieme Ey dei punti del piano in cui g(z,y) = 0 pud essere interpretato
geometricamente come 1'intersezione del grafico di z = g(z,y) con il piano z = 0.
Piu in generale, per ¢ € R, possiamo introdurre ’insieme F,, proiezione sul piano
z = 0 dell’insieme ottenuto intersecando il grafico di z = g(z,y) con il piano
z = ¢. Tale insieme si chiama insieme di livello di g.

Tutto cid che ¢ stato detto per I’equazione g(z,y) = 0 si trasferisce naturalmente
all’equazione g(z,y) = ¢, poiché g € g — c hanno le stesse proprieta.

pianoz=c

i

Fig. 7.18

Senza ipotesi su g, E. pud essere un qualunque insieme del piano, “selvaggio”
fin che si vuole. Infatti se A C IR? e ¢ & la funzione caratteristica di A, allora
E; = A.

Dal teorema 3.1, se g & di classe C! nell’intorno di un punto (zg,yg) tale che
9(zo,y0) = c e Vg(zo,y0) # 0 allora E. & rappresentabile localmente come
grafico di una funzione. Se quindi Vg # 0 in ogni punto di E,, tranne che
eventualmente in un numero finito di punti isolati, ¢ ragionevole chiamare E.
curva o linea piana; in tal caso parleremo di curve o linee di livello di g.
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Fig. 7.19 Linee di livello di z = z - exp(z? — y?).

Come conseguenza della continuitd di g, E. risulta un insieme chiuso (in R?)
per ogni ¢ € [R; in generale non sara connesso ma unione di curve connesse, anche
infinite come ad esempio nel caso

sinfz —y)=0

in cui Fp & unione delle rette z — y = kxr con k € Z.

Ognuna delle curve connesse che compongono Fy si chiama ramo della curva,; il
termine ramo si usa anche per indicare un tratto di curva rappresentabile localmente
come grafico di una funzione. Ad esempio i grafici di y = Vi—-z? ez =
= —/1 — 42 sono rami della circonferenza 22 + 32 = 1.

Se g(z,y) & un polinomio di grado m in z e y, la curva definita da g(z,y) = 0
si dice algebrica di grado m.

I pili noti esempi studiati fin dall’antichita di curve algebriche sono le (sezioni)
coniche (*): ellissi, parabole, iperboli. Sono curve di secondo grado la cui equa-
zione generale &

Az’ + Bzy+ Cy*+ Da+ Ey+ F=0.

(*) Come scopritore delle coniche si ritiene generalmente Menecmo (~ 350 a.C.) discepolo di Platone
ed Eudosso.
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Mediante un’opportuna rototraslazione, nei casi non degeneri, si pud ricondurre
I’equazione ad una delle forme canoniche seguenti:

g2 g2
= + 7 =1 (Ellisse di semiassi a e b) .
2 2
z y? U
poial ks 1 (Iperbole di asintoti y = :l:;l-z)
y = az? (Parabola con fuoco F(O, Zl—)) .
a

Altre curve algebriche sono le seguenti, che studieremo in qualche dettaglio pit
avanti

(:1:2 + yz)'2 — 2a2(x2 — yz) =0 (Lemniscata di Bermoulli)
3+ y3 —3azy =0 (Folium di Cartesio)
z(z?+y%) - 2ry? =0 (Cissoide di Diocle) .

Ritornando alle curve di livello E. di una funzione ¢ di classe C 1, osserviamo
che la formula (3.4), che assegna il coefficiente angolare della retta tangente ad F,
in un punto non singolare, ha una notevole conseguenza.

Scrivendo 1’equazione della tangente nella forma

(z ~ 20)gz(%0,%0) + (¥ — Y0)gy(Z0,%0) = 0 (3.9)

si vede che il vettore Vg(zp,yp) ¢ ortogonale ad essa. Infatti la (3.9) esprime
’annullarsi del prodotto scalare tra il vettore Vg(zg,yo) e il vettore (z~zg,y— o),
diretto lungo la tangente (cfr. fig. 7.20).

Poiché abbiamo visto che la direzione di Vg ¢ quella di massima crescita per g
otteniamo la conclusione seguente.

Proposizione 3.2 - Sia g € C1(A), A aperto di R?. Se E. ¢ privo di punti
singolari, in ogni punto di E. la tangente @ ortogonale alla direzione di massima
crescita di g in quel punto.

Fig. 7.20 N
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La famiglia delle curve di livello interviene in svariate situazioni concrete. Ad
esempio i topografi usano le lince di livello altimetriche (le cosiddette isoipse
o curve di quota costante) per descrivere 1'andamento dei pendii. In una regione
(piana) sede di un campo di temperatura, le linee di livello costituiscono le isoterme
o curve i cui punti sono alla stessa temperatura. La proposizione 3.2 indica che il
flusso di calore che segue le linee di massima crescita della temperatura, ¢ normale
alla isoterme. Si dice allora che linee di flusso e linee di livello costituiscono una
famiglia di traiettorie ortogonali.

Veniamo ora all’analisi del comportamento di una curva g(z,y) = 0 nell’intorno
di un suo punto singolare (z¢,yo). Assumeremo che nell’intorno in questione g
sia di classe C? e, per il momento, che in (zg, yg) non tutte le derivate seconde di
g siano nulle.

Una prima idea & quella di studiare le intersezioni del fascio di rette di centro
in (zy,yo) con la curva, in un intomo di (zg,yp). Scriviamo la generica retta del
fascio nella forma

z = zg+at,y = yo + bt (3.10)

dove a e b sono i coseni direttori: a? + b% = 1.
Usando la formula di Taylor arrestata al secondo ordine, con centro in (zg, yo)
possiamo poi scrivere 1’equazione g(z,y) = 0 nel modo seguente, ricordando che

Vyg(zg,yo) = 0:

9z2(20,90)(2 = 20)” + 2(z = 20)(¥ = Y0)gay (%0, Y0)+
+ gyy (20, 90)(y — ¥0)* + o(p?) = 0

per p — 0, dove p = \/(z ~20)? + (¥ — %)
Sostituendo in questa equazione le (3.10) otteniamo:

t2{a®gs (20, Y0) + 2abgzy(z0, Y0) + b%gyy(z0,%0) + 0(1)} = 0 (3.11)

pert — 0.

Una prima soluzione & ¢ = 0 che corrisponde al punto (g, yg).

E importante notare che questa & una soluzione doppia della (3.11), comparendo
al primo membro il fattore ¢2. Per questa ragione il punto (z¢, yg) si chiama anche
punto doppio.

Rimuovendo il fattore ¢? dalla (3.11), I’equazione rimanente &, per t — 0,

GZgzz(:El)’ 3/0) + QGbgzy(zﬂa 3/0) + bzgyy(z()v yO) + 0(1) =0. (312)

Ci chiediamo ora se & possibile che 1a retta (3.10) intersechi la curva in qualche
altro punto (z,y) che tenda ad (xp,yo) quando la retta stessa tenda ad assumere
una particolare posizione limite “tangente”, ad esempio come illustrato nella figura
7.21.
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Fig. 7.21

A questo scbpo osserviamo che se (z,y) — (2g,y0) anche ¢ — 0 e quindi
o(1) — 0. Dalla (3.12) si deduce allora che per la posizione limite della retta si
deve avere:

a%gz5(20,Y0) + 2abgzy (20, Y0) + b gyy(z0,%0) = 0 . (3.13)

La (3.13) & un’equazione di secondo grado per il rapporto a/b o b/a che fissa
la direzione della retta limite.
La discussione dipende ora dal segno dell’espressione

H(20,90) = go2(20, Y0)9yy (T, Yo) — gry(T0, Yo0)?

che, peraltro, coincide con il determinante di Hy(zg,yo), la matrice Hessiana di g
nel punto (zo, o).
Distinguiamo 3 casi

Caso 1: H(zg,y5) > 0.

La (3.13) non ha soluzioni reali, dunque non esistono tangenti (reali). Il punto
(zg,Yo) si dice allora punto singolare isolato della curva g = 0.

E il caso dell’equazione, gi considerata nel paragrafo 1,

2 +y*=0  oppure dell’equazione (x2-1)2+(1?-1)2-2=0
dove (xo,yo) = (0,0).

La situazione nel caso 1 pu0 essere interpretata facilmente in termini di conves-
sitd (concavitd) di g nell’intorno di (2g,yo). Osserviamo infatti che gzz(zo,%0)
e gyy(o,yo) non sono entrambe nulle; per fissare le idee sia gyy(zo,y0) > 0.
Poiché ¢ & di classe C?, per il teorema della permanenza del segno, esiste un
intorno di (zg, yp), diciamo W, incui H > 0 e gyy > 0.

In tale intorno, allora, g & strettamente convessa e percio il suo grafico ha come
unica intersezione col piano tangente nel punto (zg, o, 0), ovvero il piano z = 0,
il punto stesso, che risulta di conseguenza un punto singolare isolato della linea di
livello Ey. Si dice anche che (g, yy) & un punto ellittico per z = g(z,y).
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Caso 2: H(zg,yp) < 0.

La (3.13) individua due rette reali e distinte. In effetti queste due rette sono tan-
genti a due rami della curva che si incrociano nel punto (zg, ). Pill precisamente
si pud dimostrare la seguente proposizione:

Proposizione 3.3 - Se H(zy,y0) < 0, inunintorno di (zg, yo) la curva g(z,y) =
0 & unione dei grafici di due funzioni y = fi(z) e y = fo(z) di classe C! (in un
intorno di xy), intersecantisi in (zg,yg) ed aventi come tangenti in questo punto
quelle individuate dalla (3.13).

In questo caso (zg, yo) si chiama punto doppio ordinario o nodo.

Esempi

3.2. 1 prototipo di nodo & I’origine per la conica degenere z? — y? = 0 che si
riduce alle due rette y = +z.

3.3. La Lemniscata di Bernoulli,
(2?2 + )2 - 2a% =22 - yH) =0 (a #0)

ha nell’origine (H(0,0) = —1) un nodo con tangenti y = . Per a = 2v/2 la
curva ¢ disegnata in figura 7.22.

3.4. 1l Folium di Cartesio,
2% + 3 - 3azy (a#0)

-2F T
-3+ _1
|

Fig. 7.22 Lemniscata di Bernoulli.
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2.5

\x+y+ 1=0

-2.5

Fig. 7.23 Folium di Cartesio.

ha nell’origine (H(0,0) = ~9a?) un nodo con tangenti coincidenti con gli assi
coordinati. Per ¢ = 1 la curva ¢ disegnata in figura 7.23

In relazione al grafico di z = g(z,y) il punto (zg, yo) si chiama punto iperbolico:
il piano tangente z = 0 attraversa il grafico e lo interseca nell’intorno di (zg, yo)
lungo le due curve

y=fi(z) e y= faz).

Dimostrazione della proposizione 3.3 - In base ai calcoli nell’esempio 2.11, con una tra-
sformazione ortogonale di coordinate ci si pud sempre ricondurre al caso in cui gyy (2o, y0) #
0; sia gyy(zo,yo) > 0 (il caso opposto & analogo). Facciamo vedere che esistono le due
funzioni y = f1(z) e y = fa(x). Osserviamo innanzitutto che, essendo g, continua, per il
teorema della permanenza del segno, esiste un rettangolo [zo — &, zo + 6] X [yo — b, yo + b]
in cui gyy > 0 e H(z,y) < 0. Cid implica subito che le sezioni z = g(i, y) con
T € [xg — 6,20 + 6] sono streltamente convesse in [y — b, yo + b]. La strategia consistera
ora nel dimostrare che per z vicino ad zg, £ # zo, queste sezioni hanno un minimo negativo
in un punto y = ¢(z), mentre agli estremi y = yo — b, y = yo + b assumono valore positivo.
Dividiamo la dimostrazione in 3 passi.

a) Consideriamo la sezione z = g(zo,y) poiché g(zo,yo) gy(zo,y0) = 0 tale
sezione assume valore minimo (zero) in y = yo ed & positivainy = yo +bey = yo — b.
Per il teorema della permanenza del segno, esiste n < §é tale che g(z,y0o — b) > 0 e
g(z,yo +b) > 0 perogni z € (z0 — 1, z0 + 7).

b) Consideriamo ora una sezione z = g(Z,y) per T € (xo — n, 20 + 7). L’equazione
gy(Z,y) = 0, essendo gy(T,y) > 0, per il teorema 3.1 definisce implicitamente y = ()
per ogni ¥ in un intono di zg che possiamo chiamare ancora (zg — 7,20 + 7). 1l punto
y = »(T) & dunque un punto stazionario per z = g(T, y), strettamente convessa e pertanto
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risulta un punto di minimo. Sempre in conseguenza del teorema 3.1 risulta che, se = €
(zo - 1,20 + 1), @(z) € [yo — b,yo + b], che & di classe C! e che vale la formula:

_9ye(z,9(2)) (3.14)
gyy(z, 30(23))
Chiamiamo y = () linea dei minimi. Osserviamo che yo = ¢(zo) e che H(z,p(z)) <
0in (zo — 1,20 + 7).

c¢) Studiamo ora la funzione ¥(z) = g(z,¢(z)) (= quota assunta da g sulla linea dei
minimi). Abbiamo ¥(z¢) = g(zo, yo) = 0; inolire:

¢'(2) =

V'(2) = go(z, ¢(2)) + gy (2, (2))¢'(2) = ga(2, 9(2))

essendo gy(z,¢(z)) = 0, e quindi ¥'(z0) = gz(z0,y0) = 0; usando poi la (3.14) e
ricordando che H(z, ¢(z)) < 0:

¥ (2) = goa(z, () + gye(z, 9(2))¢ (z) = H(z, 9(2))/gyy(z, () < 0 .

Concludiamo che ¥ & concava strettamente ed ha un massimo in ¢ = 2 dove vale zero.
Dunque ¥(z) < 0 se z # z¢. La situazione & quella illustrata in figura 7.24.

Yo-b yi0  y,o(® y2(X) yo+b y
2

e me e f O - —
’ ’ ,

_____

- g(x, YQ+b) >0

olx, ygrb) > 0 tinea del minimi : g (X, (x)) <0

Fig. 7.24

Si vede che, per ogni T € (zo — %, zo + 7)) esistono esattamente due zeri di ¢(Z,y)
in corrispondenza ai punti ¥1(T),y2(T) con y1(T) < ¥(T) < y2(T). Al variare di z
in (zo — 1,20 + n) i punti y1(z) e y2(x) descrivono i due rami richiesti. La costruzione
stessa (come nel teorema 3.1) indica che y; ed yz sono continue. L’ultima parte della dimo-



416 CALCOLO DIFFERENZIALE 2. FUNZIONI DI PtU VARIABILI

strazione consiste nel rendere pil rigoroso il ragionamento che ha condotto alla (3.13).
Omettiamo i dettagli (si veda comunque ’esercizio 17.). o

Caso H(zg,y0) = 0.

La (3.13) individua due rette coincidenti. Per la corretta analisi di questo caso
occorre far intervenire le derivate di ¢ di ordine superiore al secondo (*). Ci
limitiamo ad indicare con esempi le possibili situazioni.

In questo caso il punto (zg, yg) si dice parabolico per la funzione z = g(z, y).

Esempi

3.5. Sia g(z,y) = (z + y)? = 0. Allora H(0,0) = 0 e la curva stessa si riduce
a duc rette sovrapposte di equazione y = —uz.

3.6. Sia g(z,y) = z(z? + y2) - 2ry =0 r#£0.

Per questa curva algebrica, che si chiama Cissoide di Diocle, abbiamo H(0,0) =
= 0. L’unica tangente (contata due volte) nell’origine & y = 0.

In questo caso 1’origine si chiama cuspide. Per r = 1 la curva & disegnata in
figura 7.25.
Altri tipi di cuspidi si presentano nei casi seguenti

9(z,y) =9* -zt = (y — 2*)(v + 2?)

9(z,y) = ¥ — 322y + 22* = (y — 2%)(y — 227%) .

Se tutte le derivate di g del secondo ordine sono uguali a zero in (zg, o),
ovvero se d?g(zp,yo) = 0, ’analisi diventa molto pit complicata. Ci limitiamo
ad osservare che in (zg,yp) possono incrociarsi pilt rami della curva dando origine
a singolarita di vario tipo.

Esempi
3.7. La curva algebrica di equazione
@+ 9 - y(y* —2H) =0

ha nell’origine un punto triplo. Intersecando con il fascio di rette con centro in
(0,0), con un ragionamento simile a quello che ha portato alla (3.13) si ricava che

(*) L’analisi procede come nel caso H(zo, yo) < 0 fino al punto c) nella dimostrazione della propo-
sizione 3.3. A quel punto si otterrebbe W/ () = ¥/ (zp) = 0. Per avere informazioni sull’andamento
di ¥ occorre quindi calcolare, ad esempio, la prima derivata di ¥ che non si annulla in zg.
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-4}

-6 . .
-6 -4 -2

Fig. 7.25 Cissoide di Diocle.

le tangenti ai rami della curva si ottengono uguagliando a zero I’insieme dei termini
di grado inferiore: y(z? — y?) = 0; dacui y = 0 e y = +z. L’origine si chiama
doppio nodo (fig. 7.26).

0.2 y —

-0.4F1 :

-0.6}+ E

-0.8+ b

-1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Fig. 7.26 La curva algebrica (z2 + %)% — y(y? — 2%) = 0.
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3.8. La curva algebrica di equazione
(xz + yZ)'Z _ 3:733/2 =0

ha nell’origine un punto triplo. Le tangenti sono z = 0 ¢ y = 0 (contata 2 volte).
La curva ¢ disegnata in figura 7.27.

1.5

0.5+ i

-0.5 -

-1.5

Fig. 7.27 La curva algebrica (22 + y?)% — 323% = 0.

3.4 Inviluppo di una famiglia di curve

Siano A un aperto di R% e 7 C IR un intervallo. Data ¥ = ¥(z,y,¢),(z,y) € A
e ce I, diclasse C!in A x I, 'equazione
¥(z,y,c)=0 (3.15)
assegna una famiglia di curve ad un parametro.
Definizione 3.2 - Si dice inviluppo della famiglia (3.15) una curva tangente, in

ogni suo punto non singolare, ad una ed una sola curva della famiglia.

La nozione di inviluppo precisa quella intuitiva di “luogo dei punti di interse-
zione tra curve infinitamente vicine”. Se assumiamo che questo “luogo” esista, nei
suoi punti saranno soddisfatte le equazioni ¥(z,y,c) = 0e ¥(x,y,c+h) = Oper h
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“abbastanza piccolo”, e, di conseguenza, anche

¥(z,y,c+h) - ¥(z,y,c)
~ =
Passando al limite per 2 — 0 si ottiene che i punti del “luogo” devono soddisfare

anche I’equazione ¥.(z,y,c) = 0.
Queste considerazioni euristiche conducono alla seguente proposizione:

0.

Proposizione 3.4 - Se esiste I'inviluppo della famiglia ed é localmente rappresen-
tato da due equazioni parametriche x = z(c) e y = y(c) di classe C1(I'),I' C I,
allora per ogni ¢ € I', sono soddisfatte le equazioni;

¥(z(c),y(c),c) = 0, ¥e(z(c)ylc)c)=0. (3.16)

Dimostrazione - Se z = x(c) e y = y(c) sono le equazioni dell’inviluppo allora la
condizione di tangenza nel punto z(c), y(c) si scrive:

Vz(2(c), y(c), 0)z'(c) + ¥y(2(c), y(c), )y'(c) = 0 (3.17)

essendo (z'(c),y'(c)) un vettore tangente all’inviluppo e V¥(z(c), y(c), c) normale alla
curva ¥(z,y,c) = 0.
Poiché ogni punto Sz(c),y(c)) dell’inviluppo appartiene alla curva ¥(z,y,c) = 0, ab-
biamo, per ogni ¢ € 1': .
Y{x(c) y(c),c) =0

dalla quale, derivando rispetto a c:

Yo(z(c), y(c),c)x'(c) + ¥y(z(c),y(c), c)y'(c) + Ve(x(e),y(c),c) =0 (3.13)

ed infine, ricordando la (3.17) si ottiene W¢(z(c), y(c),c) = 0. a

Dal punto di vista pratico, la proposizione conduce alla segucnte regola: per
ottenere I’inviluppo di una famiglia di curve ¥(z,y,c) = 0, si considera il sistema

Y(z,y,¢) =0
{3Ena=t, (3.19)

e si cerca di ricavare z ¢ y in funzione di ¢ (*). Allernativamente si ricava

¢ = c(z,y) dalla seconda e si scrive I’inviluppo nella forma ¥(z,y,c(z,y)) = 0
(**)‘

0(\11, WC)
z,y)
(**) Cid si pud certamente fare se ¥..(z,y,c) # U, come risulterd dal teorema 3.5.

(*) Cio si pud certamente fare se # 0, come risultera dal teorema 3.8.
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Osservazione 3.1 - Le condizioni (3.16) sono solo necessarie per I’esistenza
dell’inviluppo. Infatti se 2 = z(c), y = y(c) & una coppia di equazioni parametriche
che verifica le (3.16), dalla (3.18) otteniamo

U (z(c), y(c), )z’ (c) + \I/y(z(c),y(c),c)y'(c) =0. (3.20)

La (3.20) & verificata se ¥.(z(c),y(c),c) = ¥y(z(c),y(c),c) = 0 ovvero se,
anziché I'inviluppo, z = z(c¢) e y = y(c) descrivono il luogo dei punti singolari
della famiglia di curve.

Un’altra possibilita & che z(c) = y/(c) = 0 e ciog che 1a linea z = z(c),y =
= y(c) non abbia una tangente ben definita (vedi esercizio 9.).

Dunque, una volta risolto il sistema (3.19) bisogna procedere all’identificazione
di cid che si & trovato.

Esempi

3.9. Sia ¥(z,y,¢) = (z — ¢)? + y? — 1 = 0 (famiglia di cerchi con centro (c,0)
e raggio 1).
Risolvendo il sistema

(z-c)?+y*-1=0
2z-¢c)=0
si trova y2 — 1 = 0 che & I'unione delle due rette y = +1 e che costituisce

I’inviluppo della famiglia (fig. 7.28).

—4 L \ .
-4 -2 0 2 4

Fig. 7.28 Cerchi con inviluppo.
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3.10. Sia ¥(z,y,¢) = (1 -0

(0,0) e semiassi di lunghezza cel—¢c,0<c< )

Risolvendo il sistema
2, v
2 (1-¢)?
222 2y‘2
~BtTa-os
c (1-2¢)

sitrova y = (1 - ¢)3/2 e z = ¢%/2 ovvero

-1=0

=0

2 2
T3 +ys =1.

— 1 = 0 (famiglia di ellissi con centro

Questa curva si chiama astroide (vedi fig. 7.29); si noti la presenza di cuspidi

nei punti (0,+1) e (£1,0).

Fig. 7.29 Astroide come inviluppo di ellissi.

3.11. Sia ¥(z,y,¢) = [y% + (z — ¢)?](y — 2) + y = 0 (famiglia di strofoidi).

Risolvendo il sistema

{M”Hx—dmy—@+y:0
20z -c)y—-2)=0
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si ottiene y%(y—2)+y = y(y~1)% = 0 ovvero le due rette y = 0 e y = 1 (contata
due volte).

La reita y = 0 & l'inviluppo, ¥ = 1 & il luogo dei punti singolari (nodi) della
famiglia (cfr. fig. 7.30).

-2 : L L .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 7.30 Strofoidi con inviluppo ¢ luogo di nodi.

3.12. Sia ¥(z,y,¢) = (z ~c)? ~y3 = 0.
Risolvendo il sistema

(z-¢-¢"=0
2r-¢c)=0

si trova y = 0, che non & inviluppo bensi luogo di cuspidi della famiglia (fig.
7.31).

05

0

-0.5F

~t " s
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 7.31 Famiglia di cubiche con luogo di cuspidi.
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3.5 Il teorema delle funzioni implicite in piu di due variabili

Il teorema 3.1 pud essere esteso al caso di funzioni di » variabili nel modo
seguente. Per i punti (z1,22,...,%n,Zxy1) € R™F1, privilegiamo una variabile,
ad esempio 1’ultima, ponendo x = (z1,23,...,%n), Tnt+1 = ¥

s Teorema 3.5 - (di Dini). Sia g : R*t! D A — IR, A aperto. Supponiamo che

t) g e gy siano continue in A

i) nel punto (x°,yo) € A si abbia g(x°,y5) =0 e gy(x°,50) # 0.

Allora esistono un intorno U di x° ed un’ unica funzione f : U — R, continua in
U, tale che f(x°) = yy e che g(x, f(X)) = 0 per ogni z € U.
Se inoltre

111) gz, , Yz - - » §u, SONO continue in A (dunque g € CY(A))allora f € C}(U)
e vale la formula A

Yz (x, f(x))
gy(xv f(X))

La funzione f si dice definita implicitamente dall’equazione g(x,y) = 0.

(%) = VXeUVj=1,...,n. (3.21)

Omettiamo la dimostrazione del tcorema 3.5 poiché si pud condurre sulla fal-
sariga di quella del teorema 3.1, con ovvi cambiamenti dovuti alla dimensione
superiore; inoltre, anche il teorema 3.5 & un caso particolare del teorema 3.8.

1l teorema 3.5 afferma che, se g(z9,29,...,20,y0) = 0 e se gy(2l, z3, ...,
2%, y0) # 0 allora equazione

g(thZ’""znay):O (322)

permette di esprimere y in funzione di z1,. ..,z in unintorno di x°. Naturalmente
il ruolo delle variabili & intercambiabile: ciascuna pud prendere il posto di y.

Ancora, la regolarita di g si trasmette ad f : g € CF(A) = f e CKU),g €
C®(A)=> fe C®().
Per successive derivazioni della (3.22), pensando y = f(zy,...,%,), & poi

possibile ricavare le derivate di ordine superiore di f in (x%,yg) allo scopo di
approssimare f con polinomi di Taylor centrati in quel punto.

Esempio 3.13 - Sia g(z,y,2) = arctg 242y’ +2z—y3—1 = 0. La funzione g &
di classe C*°(IR%). Nel punto (0,1, 0) si ha: ¢(0,—1,0) = 0e g.(0,—1,0) = 1.
Dungque, in base al teorema 3.5 ’equazione g(z,y, z) = 0 definisce implicitamente
z = f(z,y) in un intorno di (0, —1). Tale funzione risulta di classe C°.
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Calcoliamo df(0,~1) e d? f(0,~1). Si ha, dalla (3.21):
_g,;(O,—l,O) 1

0,-1) = =—Z=-
f( ) g2(0,—1,0) 1 1
0,-1)=-L ">/ _ T2 _
H0=1) = =276, 71,0) T =13
Quindi df(0,-1) = —dz + 3dy. ~

Per calcolare il differenziale secondo differenziamo due volte I’equazione g(z,y,2) =
= 0, pensando z = f(z,y); ricordando la proprieta di invarianza del differenziale
primo, abbiamo:

dg = ggdz + gydy + g.dz =0 .
Differenziando ancora abbiamo
dzg + gzdzz =0.
Poiché d?g(0,—1,0) = 6dy? — 4dzdy + 2dzdz, ricaviamo, ricordando che
dz =df = —dz + 3dy e g,(0,-1,0) = 1:
d?f = —6dy* + 4dzdy — 2dz(—dz + 3dy) = 2dz? ~ 2dzdy — 6dy* .

In conclusione possiamo scrivere, usando la formula di Taylor con centro in
(0,—1):

f(dz,— 1+ dy) = —dz + 3dy + %(m‘l — 2dzdy — 6dy?)+

+ o(y/d:zc2 + dyz) per (dz,dy) — (0,0) .

Equazioni della forma g(z, y, 2z) = 0, con g di classe C1, nell’intomo dei punti in
cui Vg # 0, rappresentano grafici di funzioni z = z(z,y) (se g, # 0) 0 y = y(z, 2)
(se gy # 0) o infine z = 2(y, 2) (se gz # 0).

In analogia col caso bidimensionale i punti in cui Vg =  si chiamano punti
singolari.

La formula (3.21) permette di ricavare 1’equazione del piano tangente in un
punto non singolare (2o, ¥y, 2o ) al grafico della funzione implicita. Se, ad esempio
9z(2u, Y0, 20) # 0, 'equazione ¢g(z,y,z) = 0 definisce z = f(z,y) in un intorno
di (z¢,yo); dalla (3.21):

__g:l:(.’L‘Oa 3/0,20)

2z(Z0,%0) = gz(g, Yo, ZO)

_ 9y(%0, Y0, 20)

zy(xo,y()) - gz(fEanUaZO)
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e quindi P’equazione del piano tangente, scritto in forma simmetrica rnspetto alle
tre variabili &:

9z(0, Y0, 20)(Z — Z0)+gy(Z0, Yo, 20)(¥—¥0) + 92(Z0, Y0, 20)(2— 20) = 0.(3.23)

Esempio 3.14 - Per Vellissoide
2 2,2
¢y oz
9(z,9,2)= g+ gzt -1=0
abbiamo:

2z 2y 2z

gzzﬁ y gy::'bf’ gzzc_z

L’equazione del piano tangente in un suo punto (zg, ¥, 20) &
o Yo 20
(2 —20)+ 15y —w) + (2 -2) =0

22 2 g2
essendo =2 + =2 + =2 = 1 questa equazione si riduce a
a C

b2
TTo |, YYo
2+b2+ -1=0.

Passiamo ora alla generalizzazione delle nozioni di insieme di livello e di invi-
luppo. Ci limiteremo per semplicita al caso n = 2. L’allievo non avra difficolta
ad estendere le considerazioni che seguono al caso n > 2.

Possiamo interpretare I'insieme Eq = {(z,y,2) € R® , g¢(z,v,2) = 0} come
I’intersezione del grafico di w = g(z,y, 2) con I'iperpiano w = 0; piu in generale
possiamo introdurre 1a famiglia di insiemi

Ec={(2,4,2) €R® , g(z,9,2)=c} (c€R)

proiezione sull’iperpiano w = 0 dell’intersezione tra I’iperpiano w = c ¢ il grafico
di w=g(z,y,2).

Chiameremo E insiemi di livello di g. Se g & di classe C! e Vg # 0 in ogni
punto E. & ragionevole chiamare E. superficie di livello.
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Fig. 7.32 Sezioni di superfici equipotenziali e lince di forza generate da un disco caricato
uniformemente.

La formula (3.23) indica allora che il vettore Vg & ortogonale al vettore
(z — zo,y — Yo,2 — 2p) (*) che giace sul piano tangente alla superficie di livello
nel punto (zg, Yo, 2p). In altri termini, Vg @ ortogonale alle superfici di livello.

Un esempio notevole in elettrostatica & dato dalle superfici di livello V(z,y,2) =
= ¢ dove V rappresenta il potenziale elettrostatico. Queste superfici si chiamano
equipotenziali. 1l campo elettrostatico ¢ E = VV che, per quanto detto sopra, &
diretto ortogonalmente alle superfici equipotenziali. In termini piu fisici: le linee
di forza di E sono ortogonali alle superfici equipotenziali.

Concludiamo il paragrafo con un cenno agli inviluppi di superfici.
Consideriamo prima il caso di una famiglia ad un parametro ¥(z,y,2,¢) = 0,
dove (z,y,2) varia in un aperto A di R3 ¢ ¢ in un intervallo I C R e dove

¥ eCYAxXI),con V¥ #£0in A x I.

Definizione 3.3 - Una superficie E & inviluppo della famiglia ¥ (z,y,z,¢) = 0
se & tangente ad ogni superficie della famiglia lungo una curva e se queste curve di
contatto costituiscono una famiglia ad un parametro, la cui unione é uguale ad L.

Ad esempio, la famiglia di sfere unitarie con centro sull’asse z ha come inviluppo
il cilindro z2 4+ y? = 1 (cfr. esempio 3.15).

L’analogo della proposizione 3.4 & la seguente, di cui omettiamo la dimostra-
zione:

(*) Se Ar = (z — zo,y — ¥0,2 — 20), 1a (3.23) equivale a < Vg(zo, yo, 20), AT >= 0.
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Proposizione 3.6 - Se E ¢ inviluppo della famiglia ¥(z,y,z,c) = 0 allora la
sua equazione i ottiene eliminando c tra le equazioni

¥(z,y,2,¢) =0 Ve(z,y,2,¢)=0. (3.24)

Dal punto di vista pratico, per trovare I’eventuale inviluppo di una famiglia di
superfici, si risolve il sistema (3.24), verificando poi di aver trovato effettivamente
I’inviluppo.

Esempio 3.15 - Sia ¥(z,y,2,¢) = 22 + 4% + (2 — ¢)? = 1 = 0 la famiglia di
sfere unitarie con centro sull’asse z.
Risolvendo il sistema

2+ +(z-¢)?-1=0
—2(z—-¢)=0

si trova z2 + 32 = 1 che & 1’equazione del cilindro circolare retto avente per asse
Passe z.

Le curve di contatto sono i cerchi unitari, paralleli al piano zy, giacenti sul piano
z = ¢, centrati in (0,0, ¢).

Nel caso delle superfici & anche possibile definire la nozione di inviluppo per
una famiglia dipendente da 2 parametri ¢ € ¢3!

‘I’(II?, Y, Z,CI,CZ) =0,
come ad esempio, la famiglia
(z-a)+(@y-c)+72-1=0 (3.25)

di sfere con centro sul piano z = 0 ¢ raggio unitario.

Definizione 3.4 - Una superficie F ¢ inviluppo di una famiglia a due parametri
se, in ogni suo punto, E ¢é tangente ad una ed una sola superficie della famiglia.
(Ogni superficie della famiglia & tangente ad E in un punto e non lungo una curva
come nella definizione 3.2).

L’analogo delle proposizioni 3.4 ¢ 3.6 ¢ la seguente di cui, ancora, omettiamo
la dimostrazione.

Proposizione 3.7 - Se E ¢ I'inviluppo della famiglia ¥(z,y, z,¢1,¢3) = 0 allora
la sua equazione si trova eliminando c; e ¢y dalle equazioni

‘I’(:E’y,zacl,CZ) =0 9
‘I’cl (50,3/,2,01,62) =0 y (326)

W62(way72,cl’c‘2) =0.
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Esempio 3.16 - Verifichiamo se la famiglia (3.25) ha inviluppo.
Risolvendo il sistema:

E-a)P+@y-c)?+:22-1=0
-2z-c1)=0
—2(y——c2)=0

si trova z2 — 1 = 0 ovvero i due piani z = +1 che infatti risultano inviluppo della
famiglia.

La nozione di inviluppo di superfici interviene nel celebre principio di Huygens
in ottica geometrica: '

se >, ¢ in un certo istante una superficie d’onda, ogni suo punto si pud
considerare come una sorgente di onde sferiche secondarie; se v ¢ la velocita
dell’onda, queste, dopo un tempo ¢ avranno raggio vt e il loro inviluppo costituisce
la nuova superficie d’onda },.

< NN >t
ool AW [ / )
\ /1 A A N A X ~
N i \/\ 2> %t
. XN
Fig. 7.33 =

In economia, un interessante impiego della nozione di invituppo si ha nella teoria
del costo medio di lungo periodo.

Supponiamo che un’azienda disponga di tre diversi metodi di fabbricazione di
un unico prodotto z (z & tradotto in quantita di denaro). Ogni modo di produzione
avra una curva di costo: ¢;(z),cy(z), c3(z).

La curva non tratteggiata in fig. 7.34 rappresenta la curva di minimo costo
che simula la strategia di produzione dell’azienda: fino alla quantitd zy conviene
produrre col metodo 1, da z; ad z2 col metodo 2, da z; in poi col metodo 3.

La funzione costo sard dunque ¢(z) = min(c1(z), c2(z), c3(z)).

Se ora supponiamo che I’azienda abbia a sua disposizione un numero arbitra-
riamente grande di metodi di produzione per z la funzione costo sard costituita
dall’inviluppo della famiglia delle funzioni costo associate a ciascun metodo di
produzione.

Fig. 7.34
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3.6 Funzioni definite da un sistema di equazioni
1
Presentiamo in questo paragrafo il teorema sulle funzioni implicite nel suo
aspetto generale. Il problema & di stabilire condizioni sotto le quali in un sistema
del tipo seguente

gl(zlax'ls-"axnaylay‘la--'aym)
gZ(zl,xZ,"' )xnaylvy%'-'aym)

o
oo

(3.27)
gm(zlazZV'")xn,yl’y'la-"aym) =0

sia possibile esplicitare le m variabili yq, .. ., yr, in funzione delle altre, z1,25,...,
zq, O, in altre parole, risolvere le m equazioni (3.27) rispetto alle m variabili
Y1y sYm- .

Ponendo x = (21,23,...,20), ¥ = (¥1,425---,Ym)> &8 = (91,92,---,9m) il
sistema (3.27) si pud scrivere nella forma compatta

g(x,y) =0 (3.28)

formalmente identica alla (3.1).

Osserviamo che se g(x,y) = h(y)—x, il problema posto consiste nel determinare
Pinversa della funzione h ed & gia stato ampiamente trattato e risolto (almeno
localmente) col teorema di inversione locale.

In quello stesso paragrafo abbiamo sottolineato che il teorema di inversione
locale & I’analogo non lineare del teorema di Cramer, corrispondente al caso in
cui h & una trasformazione lincare da R™ in R™, rappresentabile quindi con una
matrice quadrata di ordine m.

Il teorema che presenteremo pil avanti ¢ invece 1’analogo non lineare del teorema
di Rouché—Capelli relativo ad un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n+m
incognite

a1121 + a1222+ -+ a1pZr + b1y + ...+ b1mYm =0

_a?'lzl + a2+ ...+ GmTn + 0y + ...+ bomYm =0 (3.29)

Cp1Z1 + 222+ oo F CnTn + 011 + oo+ b Y =0 .

In base al teorema di Rouché—Capelli, se 1a matrice A dei coefficienti di yy, ys,
.- Ym € non singolare allora dal sistema lineare si possono ricavare 1, %2, ..., ¥m
in termini di z1,z3,...,2Zq.

Se indichiamo con g¢;,¢2,...,9m 1 primi membri del sistema (3.29), la ma-
trice A coincide con la matrice Jacobiana di g¢y,...,gm rispetto a y1,...,ym, che
indicheremo con Dyg:
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991 Og1 991
oyn Oy Oym
992 092 992
Dyg:=| 0y1 dy2 =~ Oym
99m  Ogm Ogm
\By, By T Oym

6(917!}2,'- vgm)
8(ylay27' . 5y‘m)

11 prossimo teorema afferma che se Dyg €& non singolare in un punto, allora in
un suo intorno & possibile esplicitare y in funzione di x nella (3.27). :

11 determinante di Dyg & indicato col simbolo

n Teorema 3.8 - Siag:R"*™ 2 A — R™, A aperto. Supponiamo che:
i)g e Cl(4)
i1) nel punto (x°,y%) € A si abbia g(x",y%) =0 e

det Dyg(x’,y") # 0.

Allora esiste un intorno V di xV ed un’ unica funzione 'y = f(x), f: V. — R™, tale
che: £ € CY(V), f(x%) =y e

g(x,f(x)) =0 per ogni x e V. (3.30)
Inoltre vale la formula seguente che assegna la matrice Jacobiana di f:
Df = —(Dyg)~! -Dxg (*) . (3.31)

Dimostrazione - L’idea & di ricondursi al teorema di inversione locale risolvendo,anziché
il sisterna (3.27) il sistema seguente di n -+ m equazioni in n + m incognite:

gl(xly"'aznaylw")ym) =2

92(1'1,-..,16n,y1,..-,ym) =22

gm(rlw--)zﬂayla"'vym) =Zm (332)
I =uw
T2 =w2

\ Tpn = Wn

(*) Pit precisamente:

DI(x) = ~[Dyg(x, f(x))] "} - Dag(x,f(x)), VXEV .
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Risolvere il sistema (3.32) equivale ad invertire la funzione G : (x,y) — (z, W) definita
da N

z=g(X,y), wW=X. ‘ (3.33)
Ora, G € C'(A) e, per ipotesi, G(x°,y%) = (0,x°). Inoltre

D D
DG:<xg yg>

I, 0n,m

dove I,, & 1a matrice identita di ordine n ed 0 n, m & la matrice nulla di ordine n x m.

Poiché Dyg(xo,yo) & non singolare, anche DG(x°,y?) risulta non singolare, in quanto
det DG(x?,y%) = (= 1)~ " det Dyg(x®,y°).

Per il teorema di inversione locale esistono un intorno W di (o,xo) ed un intormo U di
(xo,yo) incui G2 1~ 1ediclasse C'. La funzione inversa di G @ della forma

y=¢(z,w), xX=w VzwelV. : ‘ (3.34)
Per definizione di_funzione inversa, dalle (3.33), (3.34) si ottienc

z=g(w,o(z,w)) Vz,we . ' ' (3.35)

Definiamo ora V = {x: (0,x) € W} e f(x) = ¢(0,X).

Allora V & un intomo di X°,f € C1(V),£(x%) = (0,x°) = y° (da (3.34)) ed inoltre
dalla (3.35):

0=g(xf(x)) VxeV.

Per completare la dimosirazione della prima parte del teorema occorre far vedere che la
funzione implicita & unica. Se infatti cc ne fossero 2, diciamo fi ed f si avrebbe, posto
yi =Ffi(x) ey = f(x):

z =g(x(f(x))=0
7 =g(x,hi(x)) =0
e quindi G(x,y) = G(x,y,), che, per I'iniettivitd di G implica y; = y.

La formula (3.31) si ottiene dall’equazione (3.30) e dal teorema di derivazione delle

funzioni composte:

Dyg(x,f(x)) - Df(x) + Dyg(x,f(x)) =0 VX€V .o

(xeV)

Invitiamo il lettore a verificare che i tcoremi 3.1 ¢ 3.5 risultano casi particolari
del teorema 3.8.

Anche in questo caso g € CK(A) = fe Cr(V),ge C®(A) > f ¢ C®(V);
differenziali successivi e formula di Taylor con resto di Peano si possono poi trovare
con metodi perfettamente analoghi a quelli dell’esempio 3.13.

Esempio 3.17 - Sia dato il sistema

{z+logy+52—10=0
20+ y*+3>-25=0

del quale (0, 1,2) & una soluzione.

(3.36)



432 CALCOLO DIFFERENZIALE 2. FUNZIONI Di PIU VARIABILI

-

Le funzioni g;(2,y,2) = z + logy + 52 — 10, g2(2,y,2) = 2z + y2 + 323 - 25
sono di classe C* in un intorno di (0,1, 2).

Ci chiediamo quale coppia di variabili sia esplicitabile rispetto all’altra in tale
intorno.

Abbiamo:

1
Vg, = (la'ﬁas)v Vg, = (2,23/,922)

e, di conseguenza:

0(91,92) 1 1'_
o) 0,1,2)=], ,|=0
0(91,92) o5
3z.2) ©,1,2)=|, 36|_26
0(g1,92) |1 5]
5.2 0,1,2)= |, 35/=26.

Dal teorema 3.8 deduciamo che dal sistema (3.36) & possibile esplicitare z e 2
in funzione di y per y in un intorno di 1, oppure y, z in funzione di z, per z in un
intorno di 0.

Scegliamo I'ultima possibilitd, dunque f(z) = (y(z),2(z)), e proponiamoci di
scrivere la formula di Mac Laurin con il resto di Peano, arrestata al 2° ordine per
f. Ricordiamo che y(0) = 1, 2(0) = 2. Essendo D.g(z,y,2) = (;) dalla formula
(3.31) si ha: .

DF(0) = (Z:Eg;) = - (; 356)_1.(;) - _2_16 (E‘; ‘15) . (%) -
= (5)=(3)-
Dunque ¥'(0) = -1, Z'(0) =0.

Alla stessa conclusione si poteva pervenire derivando rispetto ad z le due equa-
zioni del sistema, pensando y = y(z) e z = 2(z):

!
1+L 457=0
y (3.37)
242y +9227 =0.
Calcolando in 2 = 0 si ottiene,
{ y'(0) +52(0) = -1
2y'(0) + 362'(0) = 2

che assegna appunto i valori precedentemente trovati.
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Derivando nuovamente, sempre rispetto ad z le (3.37) otteniamo:

(N2
vy Z(y) 15" =0

2(y')2 +2yy" + 182(2' )4 4+ 9222 = 0.
Calcolando in z = 0:

{ y"(0) +52"(0) = 1
2y"(0) + 362"(0) = -2

da cui si ricava y"(0) = —3 2"(0) =
Conclusione:

N 23 2
y(z) =1 x+26x +o(z°)

z(:r)_2—1—3"c + o(z?) .

Esercizi

1. Verificare che 1’equazione e~ ¥+ 2? —y2 — e(z+1)+1 = 0 definisce implicitamente
y = f(z) in un intorno di = 0 con f(0) = —1.
Dimostrare che x = 0 ¢ punto di minimo relativo per f.

2. Dimostrare il seguente teorema globale sulle funzioni implicite.
Sia g : R> — R talc che:
i) g € C(R?), esiste gy(z,y),V(z,y) € R? ed & posiliva (risp. negativa).
i) lim g(z,y) >0 (@isp. < 0)e lim g(z,y) <0 (risp. > 0), Ve € R.
y-++oo Y— =00
Allora esiste una ed una sola funzione f : R — R tale che g(z, f(z)) = 0,Vz € R. Se
inoltre g € C*(R) anche f € C*(R),k € N oppure k = oo

3. Sia data I’equazione z°y + ¢*t¥ = .

Dimostrare che essa definisce una funzione y = f(z) per z € R\{0}.

Verificare inolire che:

a) f(z) < 0V € R\{0}.

b) f(z) — 0_- se 2 — —co equindi f ha y = 0 come asintoto orizzontale per z — —no.
c) f(z) — —ooper x — 0 e quindi f ha 2 = { come asintoto verticale.

d) f(z) — —oo per £ — +00, ma non esiste asintoto obliquo.

e) f(z) ha un massimo locale per z = 2.

Tracciare un grafico qualitativo di y = f(z).
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4. Studiare gli insiemi di livello delle seguenti funzioni:

2) g(z,y) = ¢(z - ¥*);

b) g(z,y) = €

©) 9(z,y) = log(|tgy — =)-

5. Verificare che I’equazione arctg z + zy® + zz — y° — 1 = 0 definisce z = z(z,y)
in un intorno del punto (0, —1,0). Calcolare I'equazione del piano tangente a! grafico di
z = z(z,y) in questo punto.

6. Sia g = g(z,y, z) differenziabile e positivamente omogenea di grado « > 0, in R3.

Dimostrare che il piano tangente alla superficie di livello g(z,y,2z) = 1 in un punto
(z0,¥0, 20) ha equazione

zgz(20, Y0, 20) + ygy(20, ¥0, 20) + 292(20, 40, 20) = @ .

7. Le due superfici di livello F(z,y,2) = ¢; e G(z,y,2) = c3 si intersecano in un
punto (zg, yo, 2p), non singolare per entrambe.

Detto w I’angolo tra le normali al piano tangente alle due superfici in (g, yo, 20), veri-
ficare che

< VF(zo,¥0, 20), VG(20, 0, 20) >
IV F(z0,y0, 20))| - IV G (20, yo, z0)l|

CoOsw =

8. Sia f omogenea di grado zero in R? ¢ g radiale (cio? g(z,y) = g(\/z2 + 2)).
Descrivere gli insiemi di livello di f e g.

9. Dimostrare che se = z(c) € y = y(c) & soluzione di (3.16) e ¥ # 0 allora z'(c)
e y'(c) non possono essere entrambe nulle.
[Suggerimento: derivare rispetto a ¢, ¥¢(z(c), y(c),c) = 0.. ).

10. Dimostrare che 1’astroide & inviluppo anche della famiglia di rette

z ¥ o,

cosc sinc

11. Studiare la natura del punto singolare (0, 0) per la curva algebrica seguente (cardioide)
(@ +y* —az)’ - P("+y") =0 (1#0).

12. Dimostrare che 1’equazione polare di una conica, rispetto ad un polo e ad un asse

polare scelti opportunamente, ¢ della forma

p

p= 1+ecosf ’

Interpretare p ed e.

13. Scrivere le equazioni polari della lemniscata, del folium di Cartesio, della cardioide,
della cissoide ¢ delle curve negli esempi 3.7, 3.8.
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-3} 4

—4 " . 2
-2 0 2 4 6

~ Fig. 7.35 Cardioide (a = I = 2.5).

-2 0 2 4 6
Fig. 7.36 Cardioide (a = 3, 1 = 2).
14, Studiare le singolarita delle seguenti curve algebriche:
a(z — a)(:z2 + y2) -k2' =0 ak # 0 (Concoide di Sluse)

(y4 - 4m2)(ac2 + y2) +4m2=0 m # 0 (Trisecante di Delanges) .
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15. Sia F : R* — R? definita da:

F(z1,z2,41,92) =
= ((z2 + 3)y1 — tg(y1 + y2) + 221 , sin(yy + y2) + 322 — z1(y2 + 3)) .

Dimostrare che F = 0 definisce implicitamente y1 = yi1(z1,22) € y2 = y2(z1,22) in
un intorno di (0,0, 0, 0).

8y1
Calcolare —— .
colare =~ (0,0)

16. L’equazione g(z,y) = 0 definisce y = f(z),z € (0, +00).

E vero che se f — oo per ¢ — +oo ese g(z,mz+q) — Olarettay = mz +q &
asintoto obliquo per f?

17.** Completare i dettagli della dimostrazione della proposizione 3.3.

[Suggerimento: a) posto Ayy = y1(z) — y1(x0), Az = z — o, usare la formula

di Taylor per ricavare éA—y;l- = —[gy=(Z,9) + V- H(Z,9)]/9yy(T,7) dove (Z,7) & sul
segmento (z,y(z)),(zo,y0). b) Usare la (3.14) per dimostrare che in a) deve valere il
segno —, definitivamente per ¢ — z¢. c¢) Dedurre che in zg,y; ¢ derivabile e dare Ia
formula per la derivata yj(z¢). Ragionare in maniera analoga per y;. d) Se z # zo,
essendo gy(z,y1(z)) # 0, si pud ragionare come nel teorema 3.1. e) Dalla formula per
y1(z) dedurre che y{ & continua).



Integrali di funzioni df una variabile
Serie numeriche

Dopo aver introdotto 1’operazione di limite (Cap. 4) e successivamente quella di
derivazione (Cap. 6), che ne ¢ uno sviluppo diretto, considereremo, in questo ca-
pitolo, la terza fondamentale operazione del calcolo infinitesimale: ’integrazione.
Va osservato che, dal punto di vista storico, i tre concetti si sono susseguiti esatta-
mente nel verso opposto: gli studi sulla “quadratura delle figure piane” (legati al
concetto di integrale) si possono far risalire all’antichita, ad esempio ad Archimede
ed al suo metodo detto di “esaustione”; il problema di determinare la tangente
ad una curva (e la conseguente invenzione delle derivate ad opera di Leibniz e
Newton) comincia solo nella prima meta del seicento (con Fermat e Descartes);
I’operazione di limite poi, come abbiamo gia avuto modo di accennare, introdotta
da D’Alembert (ma siamo gia nel *700), venne poi sviluppata potentemente da
Cauchy e da Weierstrass.

Tra le varie versioni dell’integrale di una funzione abbiamo scelto quella dovuta
a Bernard Riemann ed & presentata nella sezione 1.

Nella sezione 2 viene presentata la teoria delle serie numeriche, che precisa
il concetto di somma di un numero infinito di termini. Sebbene le serie, come
vedremo, non sono nulla di diverso, sostanzialmente, dalle successioni, la presenza
della somma conferisce loro delle forti analogie con gli integrali, soprattutto con
quelli generalizzati, oggetto della sezione 3 insieme con altre estensioni del concetto
di integrale (integrale di Stieltjes) che trovano applicazione ad esempio in statistica
¢ calcolo delle probabilita.

1. INTEGRALE DI RIEMANN
1.1 Definizione di integrale

Definizione 1.1 - Sia [a,b],a < b, un intervallo limitato. Un insieme finito
{zi}(i = 0,1,...,n) di punti di questo intervallo tali che: zp = a < 71 < ... <
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< Tp_1 < Tp = b viene detto suddivisione di [a,b).

Indicheremo una tale suddivisione con 2(zy,...,Zy), 0 semplicemente D. L’in-
sieme delle suddivisioni pud essere parzialmente ordinato con I'ordinamento intro-
dotto in ¥[a,b]) (1a famiglia dei sottoinsiemi di {a, b]) dalla relazione C; diremo
cio¢ che una suddivisione D; & meno fine della suddivisione D se D, C Dy, ciod
se D, possiede, oltre ai punti di D, anche un solo punto in piu. Inoltre, date due
suddivisioni qualsiansi D; e D, possiamo sempre considerarne una terza, Ds, pit
fine di entrambe: per esempio, D3 = Ty U D,.

Consideriamo ora una funzione f : [a,b] — R limitata:

m< f(z)< M Vz € [a,d] . (1.1)
Sia D= D(zy,...,2y) una suddivisione di [a,b]. Poniamo, per i = 1,2,...,n,
m;= inf f M;= sup f.
(zi-1,7i) (zi-1,%i)

Poniamo anche, scrivendo Az; = z; — z;_1,

s=35(D,f)= Xn:m,-A:c; (1.2)
1=1

S=8(D,f)= Xn:M,-A:v,- . . (1.3)
=1

Chiameremo s(D, f) e S(D, f) rispettivamente somma inferiore e somma supe-
riore di f relativa alla suddivisione .

La ﬁgura 8.1 illustra il significato geometrico di s e § nel caso della parabola
= z? per I'intervallo [0, 1].

n
s = Z“z 1(Zi — zi-1)
1=1
n ¥
A 522"5%(% zi_1)
=1

Fig. 8.1 0 Xi -1 Xj 1
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Osserviamo subito che, per ogni suddivisione D di [a, b], risulta, per la (1.1)
m(b~a) < s(D, f) < S(D,f) < M(b—a) . (1.4)
Sono percid finite le due quantita seguenti:

infS(D,f)  sups(D,f)
D D

ciog I’estremo inferiore (preso sull’insieme delle suddivisioni di {a, b]) delle somme
superiori e 1’estremo superiore delle somme inferiori.

Notiamo ora che la (1.4), che confronta la somma inferiore e la somma superiore
di f relative alla stessa suddivisione, rimane vera anche se le suddivisioni sono
diverse; infatti vale il seguente

Lemma 1.1 - Se D e D, sono due suddzvxszom di [a bl e Dy C D, risulta, per
una funzione limitata f : [a,b] — R:

$(D1, f) < s(Da, f) (1.5)

S(D1, ) 28Dy, f) - (1.6)

Dimostrazione - Supponiamo dapprima che Py contenga esattamente un punto: Z,in pid
di Dy =Di(zo...2n); sard z;_1 < T < z; peruncerto ¢ (1 < i < n). Posto

H1 = inf f pa = inf f

(zi-1,7T) (z,xi)

risulta: gy > my, p2 > m; e inolre
(Do, f) = s(Dr, f) = p1(T — zi—1) + p2(2i = T) —mi(z; — 24-1) =
=(u —m)ET —zic1) + (p2 —mi)(zi —F) 2 0.

Ripetendo questo stesso ragionamento piit volte si dimostra 1a (1.5) nel caso generico che
D, contenga pilt punti rispetto a 7% . Analogamente si dimostra la (1.6). o

(1.7)

Osservazione 1.1 - Dalla (1.7), posto §; = nglax Az;e M = sup | f|, e osser-
' " )n [a b]

vando che py —m; < 2M, py—m; < 2M, siricava anche: s(Dy, f)—s(Dy, f) <
4 M §y. Ripetendo il ragionamento nel caso che 7% conienga esattamente &k punti
in pit di D, si trova:

s(Da, f) = s(Dr, f) < 4kM 6, (1.8)
e, analogamente,

5(®17f) - S(Dva) < 4ki/ﬂ-él . (19)
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Dal Lemma 1.1 ricaviamo il seguente

Corollario 1.2 - Per ogni funzione f : [a,b] — R limitata risulta:

inf (D, f) > sups(D, f) . (1.10)
D D

Dimostrazione - Se Dy e Dy sono due qualsiansi suddivisioni di {a, b), sia D3 = DyUDy;
risulta, come abbiamo gi2 osservato, D pid fine di Dy e di D;. Percid, applicando il Lemma
1.1, abbiamo

s(D1, 1) < 8(Ds, f) < S(Ds, f) < S(De, f) (1.11)

abbiamo percid un confronto tra somme inferiori € superiori di f relative a suddivisioni
diverse. Dalla (1.11) segue subito la (1.10). o

Ora, come sara chiaro dai prossimi esempi, per una assegnata funzione f due
circostanze possono verificarsi:

0o sups=infs
> D

D
o sups<infS§.
D D

Definizione 1.2 - Una funzione f : [a,b] — R limitata si dice integrabile secondo

Riemann se succede che: sup s = ial)f S, il valore comune di questi due estremi si
D

chiama integrale (di Riemann) di f in [a, b] e si denota con uno dei simboli seguenti:

[ . [swa, [, 100

dove I = [a,b] & il dominio di integrazione, e f = f(z) & la funzione integranda.

Scriveremo anche semplicemente Z( f) quando sia chiaro dal contesto quale sia
Iintervallo I. Osserviamo esplicitamente che la variabile di integrazione, indicata
con z nella scrittura precedente, ¢ “muta”, come I’'indice di sommatoria in una
somma, e percid pud essere sostituita con una lettera qualsiasi, anche nel corso di
uno stesso calcolo, dal momento che non compare nel risultato finale.

L’insieme delle funzioni limitate integrabili secondo Riemann su un intervallo
I = [a,b] si denoterd con R(I) o R(a,b).

Mostriamo subito che tale insieme non & vuoto, ma nemmeno coincide con
I'insieme delle funzioni limitate in [a, b].

Esempio 1.1 - Ogni costante ¢ & integrabile su qualunque intervallo [a,b] €
risulta:

/;bcdzzc(b—a).
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Infatti, per qualunque suddivisione D di [a, b], abbiamo:

n N
§=5= ZcAa:,- = cZ(z,- —zi—1)=c(b—-a).
i=1

=1

Esempio 1.2 - Sia f : [a,b] — R la funzione di Dirichlet (f(z) = 1se z €
Qnia,b], f(z) = 0 se z € [a,b)\ Q). Allora, per qualunque suddivisione D di
[a, b] risulta:

n
8=ZO'A:E,'=0

=1

n
5=21-Az,~=(b—-a).
=1 .
Percid f non & integrabile secondo Riemann.

D’ora in avanti parleremo semplicemente di funzioni integrabili o no, senza la
precisazione ‘“secondo Riemann”.

A questo punto si pongono naturalmente due questioni:

1) Quali classi di funzioni limitate sono integrabili?

2) Se f € R(a,b), il calcolo di [ f mediante la definizione risulta troppo
complicato. Vi sono altri metodi di calcolo?

Alla questione 1) si da una risposta parziale nel paragrafo 1.3. Nel paragrafo 1.5 &
invece presentato il tcorema fondamentale che, collegando il calcolo differenziale
con quello integrale, permette il calcolo di un integrale col metodo detto “per
variazione di una primitiva” .

E perd necessario introdurre prima due caratterizzazioni dell’integrale e metterne
in evidenza alcune proprietd.

1.2 Caratterizzazionl dell’integrale e significato geometrico
u Teorema 1.3 - Una funzione f : [a,b] — R limitata appartiene a R(a,b) se e
solo se, Ve > 0 si pud trovare una suddivisione ‘D, (dipendente da ¢) di [a, b] tale
che:
S(De, ) - 8(De ) <€ - | (1.12)
Dimostrazione - i) Valga la (1.12). Risulta allora
0<infS—sups < S(De,f)—8(De,f) < €.
D D

Per 'arbitrarietd di ¢ segue che 13){ S =sups, ciot f € R(a,b).
D
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\
ii) Viceversa, sia f € K(a,b), ciot
infS=sups =I(f).
B = ok (f)

Fissato ¢, esiste una suddivisione P (dipendente da ¢) tale che:
() - s(Dr, 1) < 5

e una suddivisione 7 (pure dipendente da ¢) tale che:
S(D2 1) =L)< §

Se D3 & una suddivisione pid fine di D; e Ds, otteniamo

S(D3, f) — s(Ds, f) <S(Da, f) - s(Dh, f) < €

e percid la (1.12) @ veracon D, = Ds. o

La definizione 1.2 ha introdotto I’integrale come estremo superiore/inferiore di
una certa classe di numeri. Il teorema 1.3 ci porta verso una definizione dell’inte-
grale come limite. Si intuisce infatti che I’integrale di f su [a, b] dovrebbe essere il
“limite” comune a cui “tendono” le somme superiori e inferiori quando la suddivi-
sione di [a,b] diventa sempre pil fine. Precisiamo e generalizziamo questo punto
di vista. :

Definizione 1.3 - Se D ¢ una suddivisione di [a,b], poniamo

121:= max {(@: ~ 2i-1)} | (1.13)

e chiamiamo questo numero ampiezza della suddivisione.

Introduciamo poi, accanto alle somme inferiori e superiori, le somme integrali
(alla Riemann):

n
o(D, f) = Y pilrz; (1.14)
=1
dove p; & un qualsiasi valore éompreso tra m; e M; (*):
mi < pi < M; .
Evidentemente si ha

8(D,f) < a(D,f) < S(D,f) . : | (1.15)

(*) A rigore, una notazione completa dovrebbe essere: o(‘D, f, {pi}), poiché le somme o dipen-
dono, oltre che da De da f, anche dalia scelta dei p;; ma & inutile appesantire la notazione.
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Definizione 1.4 - Diciamo che il numero reale 1 ¢ il limite di o(D, f) per |D| — 0,
e scriveremo,

lim o(D,f)=1

se, Ve > 0, si pud trovare un § > 0 tale che si abbia
IO’(@,f) - ll <¢
per ogni suddivisione D con |D| < § e per ogni scelta dei valori y;.

u Teorema 1.4 - Una funzione f : [a,b] — R limitata appartiene a R(a,b) se e
solo se esiste finito éllm o(D, f). In tale caso risulta:
|D|—0

Jim 0(2,1)=1()) .

Dimostrazione - 7) Sia ql)im (D, f) =1 € R. Cid significa che, fissato £ > 0, si pud
[2]—0
trovare un 6§ > 0 tale che
€ €
_< D 2

per ogni suddivisione D con |D| < & e per ogni scelia dei valori ;.
Scegliendo allora prima u; = m; e poi p; = M; otteniamo, dalla (1.15),

-2 <s(Df)<SDf)<1+75 (1.16)
da cui
SD,f)-s(D,fy<e.
L’integrabilitd di f segue allora dal teorema 1.3. Inoltre, dalla (1.16) ricaviamo
€ €
1—5 <I(f)<l+§
da cui, per I'arbitrarieta di ¢, risulta
I(f) =1.
t2) Sia ora f € R(a,b); fissato ¢ > 0 esiste una suddivisione D, tale che

S5(De, ) <IN +35

S(De, 1) > I(f) -5 -

Le precedenti disuguaglianze varranno anche per una qualunque suddivisione pil fine di
£

Sia ora D una qualunque suddivisione di ampiezza |D| < 8.
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/
Risulta, posto D; = D, U D (D, & pil fine di D: e di D) e tenendo presente la (1.9):
SD, 1) =D, f) = S(Dr, £)+ (D1, f) <
SSD, 1)~ S(D1, £)+S(Pe, 1) <
< 4k_]\76+1(f)+§

se Dy contiene k punti in pitt di De M = sup |f|. Percid se scegliamo 6 = /8 Mk risulta
[a,8]

SD, 1) <I(f) +e.
Analogamente si mostra che

s(D,f)>1(f) -«

per ogni suddivisione con | D] < é.
Allora si ha, per una qualunque somma o (D, f) relativa ad una suddivisione 2 con
(D} < 6 '

I(f)-e<s(Df)<a(D, ) <D ) <I(f) +e
da cui segue

Jim o(D,)=1(/) - ®

Vediamo ora il significato geometrico dell’integrale.
Sia f € R(a,b) non negativa. L’insieme

T={(zy)eR*;a<z<b,0<y< f(z)}

si chiama trapezioide (relativo alla funzione f). In figura 8.2a & indicato il tra-
pezioide, e il plurirettangolo (cioé la figura ottenuta dall’'unione di un numero
finito di rettangoli non sovrapponentisi) relativo ad una somma inferiore; in figura
8.2b il plurirettangolo relativo ad una somma superiore; in figura 8.2c ¢ indicato
il plurirettangolo relativo ad una somma di Riemann che non & né inferiore né
superiore.

v T . 1{ H\
- e
- /
— > o
a b a b a b
a) b) c)

Fig. 8.2
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Tutte queste somme rappresentano geometricamente 1’area dei plurirettangoli
corrispondenti. 11 teorema 1.4 afferma che, al tendere a zero della massima am-
piezza degli intervallini della suddivisione di [a, b] tutte queste aree tendono ad un
limite comune, che & naturale definire area del trapezioide. Cosl, attraverso I’in-
tegrale, possiamo ampliare notevolmente la classe delle figure piane per le quali &
definito il concetto di misura o area.

1.3 Classl di funzioni integrabili

Esaminiamo ora alcune classi di funzioni integrabili.

= Teorema 1.5 - Ogni funzione f : [a,b] — R continua é integrabile.
In simboli: C%([a,b]) C R(a,b).

Dimostrazione - Conviene richiamare che una funzione continua su un intervallo chiuso
e limitato & anzitutto limitata ed & anche uniformemente continua; inoltre ammette massimo
e minimo e assume ogni valore compreso tra il massimo e il minimo.

Fissato ¢ > 0, per I'uniforme continuitd di f, esiste un 6 > 0 tale che, Vz',z" € [a,b]
si ha:

fa) - S < 3= sel’-2"|<6.
Sia Q) {zo,...,2n} una suddivisione di [a,b] con |D| < 6. Abbiamo, indicando con

zie :c, nspemvamente un punto dell’intervallino [z;_1, ;] in cui f assume il suo valore
massimo M; e il minimo m;,

S(D,£) - (D, f) = ) MiAz; - mei = -
=1 t=

n
= Z[f(-’"s) - f(zi))Az; < —-—ZAz, =€
i=1
Dal teorema 1.3 segue Uintegrabilita di f. o

Osservazione 1.2 - Per una funzione continua su [a,b] le somme di Riemann
possono scriversi anche:

o(D,f) =Y pildzi =) f(ti)Az;

=1 i=1

avendo indicato con ¢; un punto dell’intervallino [z;_;, ;] in cui risulti f(¢;) = p;.
La somma o prende, in tal caso, il nome di somma di Cauchy. Dal teorema 1.4
scende allora che I'integrale Z( f) & indipendente, oltre che dalla suddivisione di
[a,b], anche dalla scelta dei punti #;. Una volta provato che f & integrabile, ci si
pud giovare di questa arbitrarietd per scegliere convenientemente 1a suddivisione ¢
i punti t; in modo da semplificare i calcoli.
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Esempio 1.3 - Sia f(z) = x,z € [a,}]),0 < a < b. Scegliamo gli n + 1 punti
della suddivisione nel modo seguente:

1 2 n=1
b\ 7w b\ n b\ "=
z=a, zy=al—=-} , za=a{-) ,...,2p_1 =al|— , Tp=0>b
a a a

(cio® in progressione geometrica). Scegliamo poi in ogni intervallino [z;_1,z;]
i =Ti—3. Abbiamo

n 1

S S~ ORE (R

a

Quando n — +oo la massima ampiezza degli intervallini, cio&

i~1

N O N G B ORIORS

a

bd
tende a zero; percid possiamo calcolare !’integrale / —zﬁ prendendo il limite di
a
o(D, f) per n — +00; otteniamo

/b-d—z—lo 2
a T =8

La continuitd non ¢ affatto necessaria per ’integrabilitd; anzi, anche funzioni con
infiniti punti di discontinuitad possono essere integrabili, come prova il seguente

m Teorema 1.6 - Sia f : [a,b] — R limitata e monotona; allora f & integrabile

Dimostrazione - Sia, per fissare le idee, f crescente. Fissato € > 0, per ogni suddivisione
Dcon |D| < ¢/(f(b) — f(a)), risulta, ricordando il teorema 4.2.10:

S(D,f)-s(D,f) =D f®)dzi = Y f(2i-1)Az; <

i=1 i=1
<l@IZ 2:) - J(zi-1)] = | DI(F(b) - f(a) < € .

Percid, per il teorema 1.3, f risulta integrabile. o

La condizione di monotonia indicata nel teorema 1.6 non & essenziale. Vale
infatti la seguente

Proposizione 1.7 - Sia f : {a,b] — R limitata con un numero finito di punti di
discontinuitd; allora f ¢ integrabile.
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Per la dimostrazione, vedere 1’esercizio 1 di questa sezione.

L’affermazione contenuta nella proposizione 1.7 pud essere estesa alle funzioni
limitate con una infinitd numerabile di punti di discontinuita (esercizio 2.12).

D’altra parte abbiamo visto che la funzione di Dirichlet su [a, b], di cui I’insieme
dei punti di discontinuitd & tutto [a,b], non & integrabile. E evidente che I'inte-
grabilta (secondo Riemann) di una funzione limitata dipende dall’insieme dei suoi
punti di discontinuita: pur potendo questi essere infiniti, non devono perd essere
“troppi”; la precisazione di questo concetto richiede la nozione di misura di un
insieme di punti sulla retta, che riteniamo prematuro introdurre a questo punto.

Osserviamo infine che una pit moderna definizione di integrale, dovuta a H.
Lebesgue, consente di ritenere integrabili “praticamente tutte” le funzioni limitate.

1.4 Proprieta dell’integrale

Consideriamo I’operazione di integrazione sopra definita; essa “produce” numeri
a partire da funzioni. Precisamente, ad ogni funzione f € R(I) (I = [a,b] & un
intervallo limitato) associa un ben determinato numero reale. Percid essa ¢ una
applicazione da K(7) in IR, che indichiamo col simbolo Z:

T:RID->R : f—I(f).

RK(I) & il dominio di Z, R & il codominio.

Per questo tipo di applicazioni (corrispondenze tra un insieme di funzioni e un
insieme numerico) si usa il termine piu specifico di funzionale.

Esaminiamo ora le prime proprietd di questa applicazione.

m Teorema 1.8 - Siano f,g € R(I),I = [a,b]. Valgono allora le seguenti
affermazioni(da l. a 5.):

1. Additivita (rispetto alla funzione integranda). f + g € R(I) e si ha:
I(f +9) =Z() + L(9)

2. Omogeneita. cf € R(I), Ve € R e si ha:
I(cf) = eZ(f) -

Dalle 1. e 2. discende che I & una applicazione lineare.

3. Monotonia.

D f29=>1(f) 2 1(9)

i) | f| € R(I) e si ha:
IZ(NHI < Z(SD

In particolare, se ¢ M; = sup |f|, si ha

[a,8]
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#44) < My(b—a)

/ab flz)dz

La disuguaglianza #:7) & di uso frequentissimo in Analisi.

4. Teorema della media. Posto m = inf f,M = sup f si ha:
a,b] [a,b)

. 1 b
z)ms-—_-a/a flz)de < M

it) Se f ¢ continua su [a,b] esiste t € [a,b] tale che:

b
| 1@y = 06— a5

1
b—a

b
L’espressione / f(x)dz si chiama valor medio di f sull’intervallo [a, b},
a

il teorema afferma che il valor medio di f & compreso tra I’estremo inferiore e
I’estremo superiore di f in [a,b] e, nel caso che f sia continua, esiste (almeno) un
punto in [a,b] in cui f uguaglia il suo valor medio (vedi figg. 8.3a e 8.3b).

5. Additivita (rispetto all’intervallo di integrazione). Se c¢ € (a,b) risulta f €

R(a,c) e f € R(c,b) e si ha:
b c b
/ f(z)dz = / f(z)dz + / f(z)dz . (1.17)
a a [
Viceversa: se f € R(a,c) e f € R(c,b) allora f € R(a,b) e vale la (1.17).
6*—-—7
|
|
51| —
| o
a1 oo
---_-i ______________ L___JI 3.4 =valor medio=
| f ) ! = media aritmetica t
3 ! R ! | dei numeri 1,2,3,6,6. yd
| | ! I H
| 1 [ 1
27 i :: : ! | valor |
i ! : ! i medio | T /I ! .
o | | Lo
1 1 ] h h ) 1 | :
| { ! ! ! m1---4 | P
| | | ! ! [ I [
SRR — > [ 1 U .
1 2 3 4 5 a b

rd
IQ
™
w
&
g
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Dimostrazione - 1. Sia D una qualsiasi suddivisione di I; poiché

inf )(f+g)> inf )f+ inf g

(zi-1,%i T (zi-1,xi (zi-1,%i)

sup (f+g)< sup f+ sup g

(zi-1, 1) (zi-1,23) (zi-1,%:)
otteniamo
s(D,f)+s(D,g) <s(D,f+9) <S(D,f+9) <D, f) + 5D, 9)
e percid
s(D,f)+s(D,g) <o(D, f+9) <D, f)+S5(Dyg) . (L.18)

Facendo tendere a zero I’ampiezza |D)] il primo membro e 1’ultimo della (1.18) tendono
a Z(f) + Z(g); percid anche il termine centrale ammette limite (cio¢ f + g € K(I)) e tale
limite Z(f + ¢) coincide con Z(f) + Z(g).

2. Lasciamo la dimostrazione per esercizio.

3. Osserviamo che, se f > 0, ogni somma integrale & > 0 e percid anche Z(f) > 0. Per
provare la 34) bastera applicare questa osservazione alla funzione f — ¢ e utilizzare 1. e 2.

Consideriamo ora la funzione f4 = max{f,0}. Se indichiamo con M e m] ri-
spettivamente 1’estremo superiore e inferiore di f4 nell’intervallino (z;_1,z;), risulta
M! —m} < M; —m; (i=1,2,...,n); percid si ha:

S(D, f+) - s(D, f+) = Y _(M{ - mD)Az; < (M; — m;)Az; =

i=1 i=1

=5D,f)-s(D, 1) ;
da cid si deduce che f; & integrabile. Analogamente si mostra che f_ & integrabile e percid
anche |f| = %( f+ + f-) ¢ integrabile. Si ha inoltre:

mm=k@n-§J

che prova la la 3iq).

glugq+§ﬂﬁ4:z(§4+§p)=1@m

Per la i7) basta osservare che:

b b
@)l < by mplca. [ 11(@ldz < [ Mide = 1o -0
+3 a
e percio, applicando la i), segue la tesi.
4. La 44) si ottiene integrando su {a, b] le disuguaglianze

m< f(z) <M
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e ricordando 1a 37) e I’esempio 1.1; si ha infatti:

m(b—a) < /bf(:c)d:c <M(b-a).

Se f & continua su [a, b] essa possiede la proprietd di Darboux, ciot assume tutti i valori
compresi tra m e M; percid in (almeno) un punto t € [a,b] assumerd anche il suo valor
medio che, per quanto visto, & compreso tra m € M.

Se f & non negativa (v. fig. 8.3) il teorema afferma che esiste un rettangolo di base (a, b)
¢ altezza compresa tra m e M che & equivalente (cio® ha la stessa area) al trapezioide.

5. Sia D una qualunque suddivisione di [a, b] per cui, fissato € > 0, risulti
D, f)-s(D,f) <e. (1.19)

Possiamo senz’altro supporre che ¢ sia uno dei punti della suddivisione (diversamente,
consideriamo la suddivisione pid fine ottenuta da D aggiungendo il punto c¢ e per cui sara
ancora vera la (1.19)).

Ogni somma integrale o (D, f) (e quindi anche la somma superiore ¢ la somma inferiore)
si pud scindere in due somme: una relativa all’intervallo [a, ¢}, diciamo o1(Dy, f) e P'aloa
relativa all’intervallo [c, b], diciamo o2(Dy, f):

o(D, f) = 01(D1, f) + 02(D2, f) - (1.20)

Risulta evidentemente

Sl(Dl’f)_sl(Dlyf) SS(CD’f) _S(D’f) <e¢

e analogamente per S3(Dq, f) — s2(Dy, f); il che prova che le restrizioni di f ad [a,d] e
[¢, b] sono integrabili. Allora, prendendo il limite per [D] — 0, dalla (1.20) otteniamo la
1.17).

Viceversa, siano D; una suddivisione di [a,c] e D, una suddivisione di [¢,b] per cui
risulti

Sl(g)l)f) - S](@l,f) <¢g, 52(%,.{) - 32(1)27f) <e.
Posto D = Dy U Dy, D & una suddivisione di [a, b] per cui si ha

S(Q)f)_S(Q)af)zsl(ﬂlyf)'{"s?(@z’f)_S(Dlaf)_s(ﬂzaf) <2
per cui f € K(a,b) e vale la (1.17) per quanto mostrato sopra. O

Oltre alle proprieta dell’integrale illustrate nel teorema 1.8 altre sono enunciate
negli Esercizi 2, 3, 4, 5, 6.

Esaminiamo ora il comportamento dell’integrale sopra definito in relazione al-
P'orientamento dell’intervallo di integrazione. Nel paragrafo 2.2.4, definendo gli
intervalli [a,b], (a,b), etc. si era assunto @ < b; su tali intervalli risulta, in modo
naturale, definito un orientamento, da a verso b e si diranno percid orientati posi-
tivamente.
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Conveniamo ora che la scrittura [a,b] (e similmente [a,b)...) con a > b indichi
ancora un intervallo che, dal punto di vista insiemistico, coincide con [a,b], ma
che ha orientamento negativo.

L’integrale & stato sopra definito per intervalli orientati positivamente. Conviene
ora estendere Ia definizione anche agli intervalli orientati negativamente, ponendo,
se b< a:

/a ! f2)do = — /b * f(z)da.

Porremo anche, nel caso a = b:

/aa f(x)dz:=0.

Si riconosce facilmente che le proprieta 1., 2., 4. del teorema 1.8 continuano
a valere indipendentemente dall’orientamento dell’intervalllo di integrazione; le
propriet2 di monotonia 3. si modificano in maniera evidente; la proprieta 5. si
estende nella maniera seguente:

» Teorema 1.9 - Sia f € R(I); comunque si prendano a,b,c € I vale la rela-
zione:

b c b
/ f(2)dz = / f(z)dz + / f(z)dz . (1.21)
a a Cc
Dimostrazione - Basta esaminare, uno per uno, i vari casi possibili in relazione all’ordi-

namento dei tre numeri a, b, c. Se a < ¢ < b la (1.21) coincide con 1a (1.18).
Se ¢ < a < b abbiamo, per la proprietd 5. del teorema 1.8:

/;b f(z)dz = /ca f(z)dz + /: f(z)dz

da cui otteniamo

/a b f(z)dz = /c b f(z)dz - / af(z)dz = /a : f(:c‘)da:+ /c b f(z)dz

€ cosl via per gli altri casi. o

1.5 1l teorema fondamentale del calcolo integrale.
Integrale indefinito

L’integrale precedentemente introdotto, ciod Iintegrale di una funzione f esteso
ad un determinato intervallo, viene detto integrale definito.
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Sia ora f € R(a,b) e sia c € [a,b]; se z & un altro punto qualsiasi di [a,b] la
funzione f & certo integrabile sull’intervallo [c,z]; poniamo

r
F(z) = / f(t)dt (1.22)
c
La (1.22) chiaramente definisce una funzione F : [a,b] — R, che chiameremo
funzione integrale di f (relativa al punto c).

m Teorema 1.10 - (teorema fondamentale del Calcolo integrale). Sia f €
C°([a,b]) e sia ¢ € [a,b]; allora la funzione integrale F (definita dalla (1.22))
¢ di classe C([a,b]) e si ha : F'(z) = f(z) Vz € [a,b)

Dimostrazione - Sia z € [a,b] e h un incremento abbastanza piccolo in modo che anche
z + h € [a,b]; si ha (usando la (1.21)):

z+h T
F(z+h)—F(z)= L f(t)dt — ‘/c f(tdt =
= /cf(t)dt+/x+hf(t)dt =

z+h .
- / F(t)dt = h1(€)

essendo £ un punto dell’intervallo [z,z + h]: nell’ultimo passaggio si & fatto uso della
proprieta della media (4 #7) del teorema 1.8). Osserviamo ora che, quando A — 0, £ tende
al punto z; allora f(¢) (essendo f continua) tende a f(z); abbiamo allora:

F(z+h) - F(z) _
L =

lim
h—0

lim =
fu of (&) = 1(z)
che prova la tesi. o

Il teorema 1.10 mostra che ogni funzione integrale di una funzione continua fé
una primitiva di f; poiché sappiamo (vedi 6.2.3) che due primitive di una stessa
funzione differiscono tra loro per una costante, ne segue che l'insieme di tutte le
primitive di una funzione f continua su I ¢ dato dall’ espressione

/ " f(tydt + & (1.23)

dove ¢ @ un punto fissato di I e k @ una costante arbitraria.

Sottolineiamo che sotto 1a sola ipotesi di integrabilita, non si pud affermare che
F & derivabile; ad esempio, se f(z) = sgnz, allora F(z) = [§ f(t)dt = |z}, non
derivabile nell’origine. Osserviamo tuttavia che F' & continua (v. esercizio 8).

La famiglia di tutte le primitive di una funzione assegnata prende il nome di in-
tegrale indefinito. I simbolo [ f(z)dx viene indifferentemente usato per indicare
la famiglia di tutte le primitive di f(z) oppure una qualsiasi di esse.
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Le precedenti osservazioni giustificano 1’affermazione, impropria ma suggestiva:
I’integrazione & I’'operazione inversa della derivazione. (Lo studente notera che la
derivazione, essendo un’operazione non iniettiva (infatti se f & derivabile, f e
f+ costante hanno la stessa derivata!) non & invertibile).

11 seguente corollario del teorema 1.10 & della massima utilita.

Corollario 1.11 - Sia f continua su [a,b] e sia G una primitiva di f. Allora
risulta

/a ! f(a)dz = G(b) - G(a) (1.24)

Dimostrazione - Se G & una primitiva di f, esiste una costante k per cui risulta

G(z) = /a " f(yde+k

(si & preso ¢ = a nella (1.23)). Ponendo, nella formula precedente, z = a si trova G(a) = k;
si ha percid

T
G(z) = / £(8)dt + G(a)
a
Ponendo in questa z = b si ottiene 1a (1.24). o

Basterd dunque conoscere una primitiva di f (funzione continua su [a,b]) per
poter calcolare immediatamente 1’integrale definito di f tra a e b.

L’espressione G(b) — G(a), ciod I'incremento di G nel passare da a a b, viene
solitamente indicato con una delle notazioni seguenti:

G , G| .

Esempio 1.4 - Poiché logz, 0 < a < z < b, & una primitiva di 1/z in [a, ] si
trova subito

b1
/ —dz =logb—loga
a m

come avevamo gia trovato nell’esempio 1.3, con un po’ di calcoli.

Dalla tabella di derivate in 6.1.4 si ricava subito la tabella di primitive riportata
a pagina seguente.

Come abbiamo gia osservato in 6.1.4 tutte le funzioni elementari sono derivabili
(in ogni punto dell’insieme di definizione) e la derivata & ancora una funzione ele-
mentare; inoltre, essendo continue, le funzioni elementari ammettono primitive. Ci
si pud chiedere se anche le primitive delle funzioni elementari sono ancora funzioni
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elementari; la risposta & negativa, come vedremo; una funzione che ammette come
primitiva una funzione elementare si dira integrabile elementarmente.
Il primo risultato importante in questa direzione & contenuto nella seguente

Proposizione 112 - Se f(z) & una funzione razionale essa é integrabile ele-
mentarmente; ogni primitiva & una combinazione lineare di funzioni razionali e di
funzioni del tipo: log(az? + bz + ¢) e arctg(az + B).

La proposizione & dimostrata e illustrata con esempi nell’esercizio 1.8.
Passando alla classe delle funzioni algebriche incontriamo i primi esempi di
funzioni non integrabili elementarmente.

Funzione Una primitiva
zo'+1
o
-1
2 (a#-1) —
o z)z|*
-1 o bl NN
el @#-n| 5L
1
2 log |z|
sinz —CcosZ
COS T sin
1 tgz '
(cosz)? g
1
(sin z)? ~cotga
a® L
loga
e* e
Shz Chz
Chz Shz
1
_——(Ch )2 Thz
1 arctgr
14 z2
! arcsin x
V1-—z2

Sia y = y(z) un ramo della curva algebrica I' definita dall’equazione P(z,y) =
= 0 dove P & un polinomio nelle indeterminate x e y. Si chiama integrale abe-
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liano (*) (appartenente alla curva algebrica I') un integrale del tipo

/R(:z:, y(z))dz (1.25)

dove R(z,y) ¢ una funzione razionale in z ¢ y.
Per esempio, se I' ¢ la conica di equazione

¥ —az?—bz-c=0

abbiamo integrali della forma
/R(m, Vaz? + bz + c)dz . (1.26)

Questi integrali sono tutti calcolabili elementarmente (vedi esercizio 20).
Invece integrali abeliani che si presentano sotto la forma

/R(m,m) dz (1.27)

dove @ & un polinomio di grado superiore al secondo, non sono in generale cal-
colabili elementarmente. Essi “definiscono” pertanto nuove funzioni; per esempio,
se ) & un polinomio di terzo o quarto grado, gli integrali (1.27) conducono alla
definizione delle cosiddette funzioni ellittiche, che intervengono nel problema della
rettificazione dell’ellisse e di altre curve algebriche come le lemniscate.

Passando poi alle funzioni elementari trascendenti, si incontrano moltissimi
esempi di integrali non esprimibili per mezzo di funzioni elementari e che hanno
una rilevante importanza in svariati problemi di Matematica, di Fisica, di Ingegne-
ria. ,

Le funzioni (non elementari) definite per mezzo di integrali vengono dette tra-
scendenti non elementari, 0, pil comunemente, funzioni speciali. Lo studio di
queste funzioni esula completamente dai limiti di questa trattazione.

In questo ordine di idee risulta utile il seguente teorema, che ci limitiamo ad
enunciare.

» Teorema 1.13 - (di Liouville). Siano g(z) ed h(z) funzioni razionali (anche a
valori complessi) con g(z) non costante. Allora, se

/e-"(”')h(z)dw
& una funzione elementare, essa é della forma

eI () + costante

(*) Dal nome del matematico norvegese N.H. Abel (1802-1828).
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dove r(z) & una funzione razionale.

Dal punto di vista pratico, il teorema si utilizza nel modo seguente. Sia r(z) =
= p(z)/q(z), con p e ¢ polinomi primi tra loro. Se exp(g(z)) p(z)/q(z) ¢ una
primitiva di exp(g(z))h(z), deve essere

4 [ g(z)szg] — S p(z)

e cio, eseguendo i calcoli,

eg(z){Iq)—(zlgl(z) + p'(x)Q(-’E) - P(z)q’(z)} — eg(z)h(x) .

(2) q(z)?
Fatte alcune semplificazioni, si ottiene
{#'(z) + ¢'(2)p(2) — h(z)q(z)}a(z) = p(z)d (z) - (1.28)

Pertanto e9(%) h(z) ha primitiva elementare se e solo se esistono due polinomi p
e g, primi tra loro, verificanti la (1.28).

Per esempio, la funzione €2’ (a € €,a # 0) non ha primitiva elementare. Infatti
la (1.28) si scrive

(7' () + 2azp(z) - ¢(2))a(z) = p(z)q'(z) - (1.29)
Questa relazione & impossibile. Infatti, sia A uno zero di ¢ di molteplicita m;
avremo ¢(z) = (z—-A)™t(z) cont(A) # 0e m > 1; ¢(z) = (z = A)™ 1 [mt(z)+
+(z — A)t'(z)), percid A & uno zero di molteplicitd m — 1 per il secondo membro
della (1.29) (ricorda che A non pud essere zero di p poiché p e ¢ sono primi tra loro),
mentre & uno zero di molteplicitd m o maggiore per il primo membro; assurdo.
Dobbiamo ammettere allora che ¢ sia costante e la (1.29) diventa: p’ + 2azp = ¢;
ma anche questa relazione & assurda poiché il primo membro & un polinomio di
grado > 1, mentre il secondo membro & costante.

. Una primitiva di e=%’ & stata estesamente studiata da Gauss, in relazione a
problemi del Calcolo delle Probabilitd. Pil precisamente, si definisce la funzione
degli errori ponendo (*)

erf(z) = —% /Ox et

Tale funzione & tabulata su molti testi di Statistica.
Non indugiamo oltre sul problema di trovare le primitive delle funzioni ele-
mentari. Dal punto di vista pratico ogni studente pud facilmente procurarsi delle

(*) erf sta per: erroris functio.
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estese tavole di integrali calcolabili elementarmente, sufficienti per le pilt comuni
applicazioni. Ricordiamo anche che oggi si pud effettuare I’integrazione simbolica
ed algebrica direttamente su un calcolatore.

-

1.6 Regole di integrazione

La precedente tabella di primitive pud essere considerevolmente ampliata con
I’aiuto di alcune semplici regole (o0 metodi) di integrazione, che ora illustriamo.
Integrazione per scomposizione.

Questo metodo & basato sulle proprietd 1. e 2. del teorema 1.8. Si cerca di
esprimere (decomporre) la funzione integranda come combinazione lineare di pit
funzioni integrabili immediatamente.

Esempio 1.5 - Si voglia calcolare

/ dz
(cosz)?(sinz)?
Possiamo scrivere
1 1,1 0
(cos z)?(sin :1:)2 (cosz)? * (sinz)? '

cosicché abbiamo

/ (cos a:)gczsin z)?

1
=t - — tante .
gz tga:+ costan:

(cos z)z _/(sm z)?

Integrazione per parti.

Questo metodo ¢ basato sulla regola di derivazione del prodotto di due funzioni:

(f(2)g9(2)) = f'(2)g(z) + f(2)d' (=) - (1.30)

Se f e g sono continue con le derivate f' e ¢’ in un intervallo [a, b], dalla (1.30),
integrando su [a, b], abbiamo:

b b
@9l = [ F@o@da + [ @) @)z

che viene utilizzata nella forma seguente

b b b
~/af(x)g'(z)dx=—/aﬂ(zmmdz+mzmma. (1.31)
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Nell’integrale a sinistra della (1.31) il termine f(z) prende il nome di fattore
finito, mentre g'(z)dz vien detto fattore differenziale.

Integrando la (1.30) su [a, z], con z € [a,b], si ottiene la seguente relazione per
gli integrali indefiniti:

/f(m)g'(a:)dz = —/f'(z)g(z)dz + f(z)g(z) . (1.32)

Esempio 1.6 - Si voglia calcolare [logzdz. Si pud utilizzare la (1.32) pren-
dendo come fattore finito f(z) = logz e come fattore differenziale 1 - dz (cioe
g(z) = z). Otteniamo:

/logmdz = —/%zdz +zlogz = —z + zlogz + costante .

Integrazione per sostituzione.

Questo metodo & basato sulla regola di derivazione di funzione composta.

Sia f : [a,b] — R continua e ¢ : [a, 8] — [a,b] di classe C* (ciod continua e
derivabile con continuitd).

Supponiamo inoltre che ¢([a,S]) = [a,b] ciok, al variare di ¢ in [a, 3], (1)
descriva I'intervallo [a,b]. Preso allora un qualunque intervallo [¢,d] C [a,b]
esistono due valori (almeno) « e § tali che risulta

c=¢(7) d=¢(0). (1.33)
Sia ora F(z) una primitiva di f(z) in [a,b]; abbiamo allora:
/ ! {(2)dz = F(d) - F(c) .

Per la regola di derivazione di funzione composta, si ha

(Fo@)(t) = F'(¢t)¢'(t) = f(e()¢'(2) (1.34)

ciod Fo(t) & una primitiva di f((t))¢'(t) in [a, ). Abbiamo allora, integrando
la (1.34) su [, 6]:
6
Flpo) = Fle(n) = [ o)l

da cui, per le (1.33)

d )
| 1@e = [ e (1.35)
c v
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Si osservi che I’intervallo [, ] non &, in generale, univocamente definito; lo &
se ¢ & invertibile, cio?, per esempio, se ¢/(t) # 0 in (a,3). In tal caso si potra
scrivere

1

[ = [

d)
© fe@)é (t)dt . (1.36)

Per I’integrale indefinito varra allora la formula (che si ottiene dalla (1.34) inte-
grando su [c,z] con z € [a,d], z = ¢(t)

[ 1@z = [ o) wpae (1.37)

Si noti che, formalmente, nella (1.37) si passa da un integrale all’altro ponendo
z = ¢(t) e, “conseguentemente”, dz = ¢'(t)dt; cid indica quanto sia appropriata
la notazione utilizzata per indicare 1’integrale.

Esempio 1.7 - Si voglia calcolare fol eV dz. Poniamo z = t2 e utilizziamo la
(1.35) con ¢(t) = t* e [¢,d] = [0,1]. Abbiamo due scelte per Vintevallo [y, 6]:
possiamo prendere [0,1] oppure [0,—1]. Nel primo caso abbiamo (da z = t?
ricaviamo /z = 1)

1
/ eﬁdz = / et - 2tdt = (integrando per parti)
0

1
0
1
|-2.
G

1 1
—/ etdt] :2[e—et
0 0

Scegliendo per [v,6] Pintervallo [0,—1] avremmo (ora da z = t2 ricaviamo
\/E = -1)

1 -1
/ e‘/;dz = / e~ t.2tdt
0 0

che, naturalmente, porta allo stesso risultato.

=2 [tet

Osservazione 1.3 - (Cambi di variabile come cambi di scala).

Il cambio di variabile z = at & interpretabile come cambio di scala (unitd di
misura) sull’asse delle ascisse. Ad esempio, se z & misurato in metri € a =
100, ¢ risulta misurato in centimetri. Cosl, nelle somme superiori ed inferiori una
lunghezza di Az metri viene ora misurata in 100A¢ centimetri. Se z variatra 0 e
1 metri, ¢ varia da 0 a 100 cm; questo si riflette nell’integrale dove dz (simbolo
per la misura usata) si trasforma in 100dt.

Nel caso di cambiamenti lineari il cambio di scala ¢ identico in ogni punto
dell’intervallo di integrazione ed & realizzato tramite il fattore di conversione a.
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Se si pone z = o(t) con ¢(t) non lmeare, la formula (1.35) indica che dz si
¢ trasformato nel differenziale dp = ¢(t)dt. Cid si pub interpretare come un
cambiamento di scala in cui il fattore di conversione ¢'(t) varia da punto a punto
nell’intervallo di integrazione.

1.7 Integrazione numerica

b
Sia f € R(a,b) e si voglia calcolare / f(z)dz. Quando I’integrale non sia

calcolabile elementarmente o0, comunque, n%n sia agevole procurarsi una primitiva
di f(z), si pud ricorrere a formule di integrazione numerica. Esse consistono nel
sostituire alla funzione integranda f(z) una sua approssimazione ¢(z) per la quale
il calcolo dell’integrale risulti semplice e rapido.

Per esempio (e questa & senz’altro la prima idea che viene in mente, sugge-
rita dalla definizione stessa dell’integrale) si pud assumere per ¢(z) una funzione
costante a pezzi. Pil precisamente, prendiamo una suddivisione 7Xzg,...,Z5)
dell’intervallo [a,b] con punti equidistanti, ciod

b—a

zi=a+ i (t=0,1,...,n)

¢ poniamo

p(z)=f(z;) perz;<z<ziy; (1=0,1,...,n-1).
Risulta allora

b b—a
Sw= [ e@)da = Z2(f@0) + S 4ot Senmr) . (139)

11 teorema 1.4 ci autorizza ad assumere S, come valore approssimato dell’in-
tegrale 7 = f: f(z)dz, nel senso che, per n — 400, Sy tende al valore vero
z

Perché un tale procedimento sia utilizzabile nelle applicazioni bisogna perd co-
noscere almeno una stima dell’errore che si commette sostituendo Z con Sy,; ciog,
oltre alla formula di integrazione (1.38) serve anche una formula per la maggiora-
zione dell’errore. Questo & uno dei compiti principali dell’Analisi numerica.

Per esempio, nel caso della (1.38) si pud dimostrare che:

se f & continua e derivabile in [a,b] e se | f'(z)| < M, Yz € [a,b], allora -

M(b a)’

<
|Z — Sn] < o

(1.39)

Il procedimento sopra illustrato (detto metodo dei rettangoli: vedi fig. 8.4a)),
non & molto conveniente per le applicazioni, poiché, come mostra la (1.39), occorre
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prendere n molto grande per avere buone approssimazioni. Procedimenti pil con-
venienti sono: il metodo delle tangenti (fig. 8.4b): in ogni intervallino [z, z;41] il
grafico di f(z) viene sostituito con la tangente a detto grafico nel punto di mezzo;
il metodo dei trapezi (fig. 8.4c): in ogni intervallino si assume come grafico di
o(z) il segmento di retta congiungente i punti (z;, f(2:)) € (Zit1, f(Zit1))-

1[ 1 ‘ : 4

r\

T T

a b a b a b
Fig. 8.4 2 Metodo dei rettangoli b) Metodo delle tangenti ¢} Metodo dei trapezi

Uno dei metodi pitt soddisfacenti, e quindi di piti largo impiego, ¢ il metodo
di Cavalieri-Simpson. Esso consiste nell’approssimare la funzione integranda, in
ogni intervallino della suddivisione, invece che con segmenti di rette, con archi di
parabole. Precisamente, data la suddivisione 2(zg, 2y, ..., s ), indichiamo con z;
(i =1,2,...,n) il punto medio dell’intervallino [z;_1,z;].

Consideriamo ora la parabola, con 1’asse parallelo all’asse y, e passante per i
punti (z;—1, f(zi=1)), (2i, f(2;)), (i, f(z)). La sua equazione potra scriversi
"nella forma

pz)=a(z-2z)+pz-2z)+7 zim1 <z <

M e e e L,

N~ m e e

Fig. 8.5 X1
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dove le costanti a,3,~ saranno determinate dalle condizioni:

f(zic1) = a(zi_1 — z)? + B(zi—1 — z) +7
f(z) =7
f(zi) =oalzi—z)*+B(zi—z)+7 .

Utilizzando, come quasi sempre si fa in pratica, una suddivisione in intervalli
uguali, ciascuno di ampiezza 26 = (b — a)/n, si ha

f(zic1) = f(2i) = ad® - 36

) (1.40)
f(zi) = f(z) =ab®+p6.
Si ottiene allora
z; ; 9
| veda= [ laa - %) + (o - z) +91ds =
Ti-1 Ii-1
[ (e=z)  _(z-2) ]I‘ _
= 20c63 + 287 .
3
Ricavando a dalle (1.40) e tenendo conto che 4 = f(z;) abbiamo
xr; — . . .
/ <p(z)dx:: b—a f($1)+f(x1—l)+4f(zl) )
i-1 n 6
Sommando su ¢ da 1 a n otteniamo la formula (di Cavalieri-Simpson):
Sa = / ¢(z)dz = = U(wo) + f(za)+
y (1.41)

+2[f(z1) + f(z2) + ...+ f(Tn-1))+
+4[f(21) + f(22) + ... + f(zn)]} -

Anche per la formula (1.41) si ha una stima dell’errore. Si pud mostrare infatti
che: se f € C*(a,b) e se | /™M) (z)| < M' in [a,b), allora risulta
M' (b-a)®
!
—- < 0
17— Sl < 2880 nt

Per esercizio, Iallievo potra ricavare le formule di integrazione relative al metodo
delle tangenti e al metodo dei trapezi.
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1.8 Integrall dipendenti da un parametro

Supponiamo che la funzione limitata z — f(z,y) sia integrabile su [a,b] per

b
ogni y € [c,d]; 'integrale / f(z,y)dz & una funzione di y, diciamo ®(y):
a

o(y) = /ab J(z,y)de . (1.42)

Ci domandiamo come si comporta I’integrale rispetto alle operazioni “infinitesi-
mali”; passaggio al limite e derivazione; pili esplicitamente, volendo calcolare

Jm 2(y) e gd;@(y)
¢ possibile procedere invertendo V'ordine delle operazioni e calcolare
b b9
Lygrgof(z,y)dz e /aa—yf(x,y)dw?

Daremo, in questo paragrafo, una prima risposta a questi quesiti, che saranno
poi ripresi nel Vol. II

Siazel=[ableyeJ=][cd. Poniamo E = I x J e consideriamo la
funzione f : £ - R.

Proposizione 1.14 - Se f 2 continua in E, allora la funzione ®, definita dalla
(1.42), é continua in J. In particolare, se yy € J, abbiamo

b
lim ¢(y) = / li ,9)d 1.43
y—>nz}o (¥) a ¥=¥o f(z,y)dz (1.43)
(formula di passaggio al limite sotto il segno di integrale).

La proposizione 1.14 & un semplice corollario del seguente teorema, nel quale
si considera anche la dipendenza dell’integrale dagli estremi di integrazione.
Siano dati a € [a,b],5 € [a,b],y € [c,d] e consideriamo 1’integrale

o(a,,9) = [ Sz, (14

La funzione ® ¢ oradefinitasu H = I x I x J.

w Teorema 1.15 - Se f ¢ continua in E, la funzione ®, definita dalla (1.44), ¢
continua in H.
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Dimostrazione - Sia (g, o, yo) € H; fissato € > 0 abbiamo

Bo
l¢(an@) y) - Q(QO:ﬂO:yO)I = (z,y)d.z' - f(:c:yO)dx

o

oo Bo 6
/ f(z,y)dz + / [F(2,9) = £(z,v0)ldz + /ﬁ f(z,v)dz

<f " It wide+ | ”

&g

<

¥]
1£(2,9) - £(z,%0)ldz + jﬁ (@, w)lds <
(1]
(utilizzando la 34:7) del teorema 1.8, con M = mé‘.x Ih
Bo
<loo—aldt + [ 11(,9) - 1(z,w)ldz +18 — Aol
a0

Poiché f & continua sull’insieme compatto F, & uniformemente continua ¢ percid si pud
trovare 6 = 6(¢) > 0 tale che si abbia

[f(z,y) - f(z,00)| <€

sc
I(z,y) — (z,90)| = ly —vol < 6.

Preso dunque y tale che [y —yo| < 6 e o e B tali che | — ap| < £ € |8 — fo| < e risulta
|®(a, 8,y) ~ (@0, fo, Yo)| < (2M + {Bo — aol)e -

Per Darbitrarieta di €, concludiamo che ¢ ¢ continua in (o, o, yo); per Varbitrarieta di
(v, Bo, yo) segue la tesi. O

Veniamo ora al secondo problema.

» Teorema 1.16 - Sia f continua in E, insieme con la derivata parziale fy.
Allora la funzzone ®, definita dalla (1.43), & derivabile e si ha

T = [ 5t (145)

(formula di denvaz:one sotto il segno di integrale).

Dimostrazione - Preso un punto y € [c, d] e un incremento h abbastanza piccolo, si ha

By +h) -2 _ [ f@yth) - ey,
h . h

b 6 '
z,y+ h) — f(z,
a a
(per il teorema del valor medio di Lagrange)

b b
= [ fa s+ / o,y + 6B) = £z, y)]dz
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confd =6(z,y,h),0<8 <L

Poiché, per I'ipotesi, f, ¢ uniformemente continua in E, abbiamo che, procedendo come
nella dimostrazione del teorema 1.12, fissato £ > 0, esiste § > 0 tale che, se |h| < 6,

|fy(z,y+ 0h) — fy(z,y)] < €.

Allora abbiamo

b b
M_.hiz—_%}_)._/;fy(z,y)dx S/a ]fy(x,y+6h)——fy($,y)!d1?Sé(b‘a),

che prova la tesi. o

Anche il teorema 1.16 pud generalizzarsi al caso in cui gli estremi di integrazione
dipendano a loro volta da y. Consideriamo ciog integrali della forma

()
¥(y) = /a fy? f(z,y)dz (1.46)

nell’ipotesi che:
yeJ=lc,d}, a(y)el=[a0], Bly)el=]ab].
Allora ¥ ¢& definita su J.

Corollario 1.17 - Se f é continua in E = I x J insieme con la sua derivata
parziale fy, e se o e 3 sono di classe C1(J), allora ¥ ¢ di classe C1(J) e risulta

, A(y) ) ,
Vi(y) = /a(y) Jy(@,y)dz + B () f(B(y),y) = o' (y)f(a(y),y) - (1.47)

Dimostrazione - Risulta infatti, se ® & la funzione definita dalla (1.44),

¥(y) = ¥(a(y), AW), 1)
¢ percid, per la regola di derivazione di funzione composta,

0¢ ' 8<I>

¥(y) = (y)+ /3()

Dal teorema fondamentale del calcolo mtegrale abbiamo

8 _o [ _
Eﬁé(a,ﬁ,y)— 013/(, flz,y)dz = f(8,y)

%(a“@’y) /fxy)dz— [/fry ]=—f(a,y)'

Tenuto conto anche della (1.45) si ricava la (1.47). o
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Come lo studente avrd notato, i teoremi di questo paragrafo utilizzano, in ma-
niera sostanziale, la uniforme continuitd della funzione integranda. Essi inoltre si
estendono senza difficolta al caso in cui y sia un elemento di R", cio¢ ad integrali
della forma

B(Y)
/ f(z,y)dz .
a(y)
Esempi
1.8. La funzione f(z,y) = M & continua in R? (e percid uniforme-
o ’ 22+ y? 41

mente continua in ogni insieme limitato). Si ha pertanto

+1 2 +1
T - (G ) =/ dz__ 7T
y—0/_1 +y2+1 -1 14 22 2

1.9. Si consideri la funzione

VY e~y
<I>(y)=/1 € " dr.

T

Le ipotesi del corollario 1.17 sono verificate in ogni rettangolo contenuto nel
primo quadrante. Abbiamo quindi

exp(-y3/?) 1 VY

@I - _ —Zyd —
(v) NN, e dz
_ 3exp(=y%%)  exp(~y)
2y y

Esercizi

1. Dimostrare la proposizione 1.7.

(Si assuma, per semplicitd, che f abbia un’unica discontinuit in ¢ € [a,b]. Si consideri
un intorno [o, ] di ¢ abbastanza piccolo perché (8 — «) - ( oscillazione di f in [a, 8]) < &
prefissato. Si trovi poi un’opportuna suddivisione di [a, b] e si utilizzi il tcorema 1.3).

2. Sia f : [a,b] — R una funzione diversa da zero solo in un numero finito di punti.
Dimostrare che f & integrabile e che il suo integrale ¢ nullo.

3. Dimostare che, se si modifica, in un numero finito di punti, il valore di una funzione
integrabile, si ottiene ancora una funzione integrabile con lo stesso valore dell’integrale.

4. Sia f continua in [a,b], f(z) > 0, f: f(z)dz = 0. Allora segue che f(z) = 0
Vz € [a,b].

(Per assurdo: se inun punto £ € [a, b] fosse f(£) > 0, esisterebbe un intorno [¢ ~ 6, & + 6]
di ¢ in cui sarebbe f(z) > 0...).
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$.” Dimostrare che, se f e g sono integrabili su [a, b}, anche fge f/g(se {g(z){ > k > 0
in [a, b)) sono integrabili.

6. Teorema della media ponderata. Siano f, ¢ : [a,b] — R continue, ¢(z) > 0 in [a, b}.
Allora vale la formula

b b
Lf@wwﬂx=ﬂ0L¢ﬂﬂz
per un certo punto £ € [a, b].

7. Data la funzione f(t) = Acos(wt + p) periodica di periodo T = %" (4,0,

parametri reali, A,w > 0), calcolare il suo valor medio su un intervallo [0,nT + 7] (n €
N, T 2> 0); distinguere il caso 7 = 0 dal caso 7 > 0; mostrare che in ogni caso il valor
medio tende a 0 quando n — +oc0.

Calcolare la radice quadrata del valor medio della funzione f(t)* sullo stesso intervallo
e mostrare che essa tende a A/v/2 per n — +oco.

8.* Dimostrare che, se f € R(a, b), ogni funzione integrale F € C°({a, b)).

9. Formula di Taylor con resto in forma integrale.
Sia f € C"“([a,b]), z,z0 € (a,b), Tn(z) il polinomio di Taylor generato da f con
centro in zp, En(z) il resto n—esimo. Posto c

@@—E 0% (1 — 4y 19tz + (1 - t)e0)
abbiamo ®(1) = f(z), ®(0) = Tn(z), cosicché

1
En(z) = 9(1) - 3(0) = / &'(t)dt .
0
Calcolando @'(t) (lo studente & invitato a sviluppare i calcoli) abbiamo

En(z) = i’%’“}ﬁ—l /0 N = 0 1 (1 4 (1 t)zo)dt (1.48)

10. Dimostrare, utilizzando il teorema di Liouville, che la funzione e®/z non ammette
primitiva elementare. Anche la funzione 1/log z non & integrabile elementarmente (infatti,
con una sostituzione, ci si riconduce al caso precedente); 1'integrale

T dt

oﬂ)-g—t (0<£<1)

definisce una nuova funzione trascendente, detta logaritmo integrale.

sinz cosz . P
11. Dimostrare che le funzioni < ,sin 22, cos 2%, non hanno primitive elemen-

tari,
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(Ricordare 1a formula di Eulero: €'Y = cos y + isin y; utilizzarla una volta con y = =z,
una volta con y = z?).

12. Irrazionalita di «.

L’irrazionalitd di = & stata dimostrata per la prima volta da J. H. Lambert nel 1768. La
dimostrazione che segue & tratta dal libro “Irrational numbers” dell’americano Ivan Niven
(1956). Al lettore chiediamo di completare i dettagli.

Consideriamo la funzione

Ney— N
JOEERL

dove NV & un intero positivo. Si pud scrivere, utilizzando lo sviluppo di un binomio:

1 2N
a) f(z) = N1 Z cnzn dove cp = (=1)""% (n j_vN)

n=HN
Si ha:

Bse N <k<2N, fH) = Z n(n - 1)...(n — k + 1)enz™ ¥ ¢ dunque

74%)(0) = klex /N, mentre se 0 < k < N f(k)(O) =0.

A f¥(z) = (-1)F 81 - z); dunque 7F)(1) = (=1)*kle,/Ntper N < k < 2N
mentre fF)(1) =0se 0 <k < N.

Da b) e ¢ segue che £(%)(0) ed f(*)(1) sono numeri interi per ogni &,0 < k < 2N.

Ragioniamo ora per assurdo ponendo 7= E con p € ¢ numeri interi.

Costruiamo le due funzioni

P =¥ 31PN e) = 3 (1P f00(e)

Jj=0 Jj=0

g(z) = F'(z)sin7z — nF(z) cos 7z .
Queste funzioni hanno le seguenti proprieta:
d) F(1) e F(0) sono interi; F"'(z) = —7*[F(z) — p f(2)};
e) g(1) = nF(1), g(0) = —nF(0);
7) ¢'(z) = F"(z)sin nz + nF'(z) cos 7z — nF'(z) cos 7z + w> F(z)sin 7z =

=[F"(z) + 72 F(z)]}sinrz = x2pl f(z)sin7z .

Da d), e) e f) otteniamo, per il teorema della media:

1
x[F(1) - F(0)] = g(1) — g(0) = /0 g'(z)dz = n*p" f(€)sinx¢
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dove £ & un punto opportuno tra 0 ed 1. Dunque si ricava, essendo
. 1
0<sinzwé <1 e f(£)<ﬁ'g :
o
9 0< F(1)-F(0) < TN
Dalla g) e dalla d) si ottiene un assurdo se IV & abbastanza grande, poiché

N
. p
im 2 =o.
Neboo N

13. Alcune formule di ricorrenza.
Per calcolare f(sin z)2dz si pud procedere, integrando per parti, nel modo seguente:

/(sin z)zda: = /sin z -sinzdz = —sinzcosz + /(cosz)zdz =

= ~ginzcosz +ﬁ1 — (sinz)’]dz = —sinzcosz + = —/&sin z)%dr .

Si ricava cosl
/(sin z)%dz = -;—(:c —sinzcosz) .

Posto I n(z) = [(sin 2)™ (cos )" dx dimostrare le formule seguenti (dove m, n sono
interi > 0, non entrambi nulli), sviluppando il procedimento sopra indicato:

(cosz)"*(sinz)™ ! m -1

Im,n(z) = —— +3 +mIm—2.n(‘°)
_ (sinz)™*(cosz)®"!  n -1
Inn(e) = SRR _(0092) Boly ).

14. Dalle formule precedenti, posto I, = fO”/ 2 (sin z)™dz, ricavare:

Im:-t-llm_z (m=2,3,..).
m

Essendo Iy = n/2, I} = 1 ricavare che, per ogni intero p > 1,

o135 (-1
=" 9.1.6-...-2p 2
I 2:4-6 2p

T 135 ... (2p+ 1)
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15. Posto Iy (z) = [ —— a + 2)m (m =2,3,...), dimostrare la formula ricorrrente
3 —2m z
J, = —Jn- -
m() 2-2m" " 1(2) 2(1 — m)(1 + 22)m-1

2
(scrivere zdz e integrare per parti il secondo
(1_*_1;2)771 (1+x2)m 1 (1+12)m
integrale). :

16. Trovare formule di ricorrenza per gli integrali indefiniti

/zm sin zdz , /zm coszdz , /(log z)"dz | /zme‘rd:c ,/z”(log z)"dz .

17. Calcolare gli integrali:

dz 2az + b
/tgzdz, /cotgzd:c , /zlogz ) /ax2+bz+cdx

(tutti questi integrali si calcolano immediatamente osservando che:

/‘P((;))d = /d—ilogkp(z)ldic = log |p(z)| ) -

18. Integrali di funzioni razionali.

Abbiamo visto in 4.3.2 che ogni funzione razionale pud decomporsi nella somma di un
polinomio ¢ di frazioni semplici del tipo
A Mz + N
(z—a)m (22 +pz+ ™
L’integrazione delle funzioni del primo tipo & immediata;

/ Aiiz = Alog|z — 4|

z
Adr —A
@-am  (m-1)(z-amT
Le frazioni del secondo tipo possono scriversi nella forma
Mz + N
[(z — o) + g2

avendo posto p = —2a € ¢ = o® + B2 (si ricordi che z2 + px + ¢ & irriducibile sul campo
reale, percid & ¢ > 0). Con la sostituzione £ = o + 8¢, gli integrali di queste frazioni si
riconducono ad integrali dei due tipi seguenti:

(m>1). (1.49)

tdt
(1 +e)m /(1 +i2)m
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11 primo di questi due integrali, posto r = t2, si riduce ancora ad uno del tipo (1.49);
per il secondo abbiamo ricavato, nell’esercizio 15, la formula ricorrente; per m = 1 questo
integrale & arctgt.

Resta cosi dimostrata la proposizione 1.12.

Calcolare i seguenti integrali:
z-1 - l arctgx
z+1 2 g

/__dz 1lo
zt -1 4 J

/ :c4d:- 1 [—\i—i(arctg(\/ﬁz -1+ arctg(\/iz + 1))+
1 2?42z +1
Y log(x2 -2+ 1)]
/(T__l);%f'ﬁ) [{(‘1-1_'7)_%108|1—2|+%10g(1+1:2)],

Integrali di funzioni algebriche.

Si cerca, in generale, mediante opportune sostituzioni, di ricondurre I’integrale dato ad
un altro con integranda razionale.

Daremo solo alcuni esempi; R(z,y...) indicherd sempre una funzione razionale degli
argomenti.

19. Integranda del tipo R(z, {/az 0 sfaztp )

46"V yz+6"77
Questi integrali sono tutti razionalizzabili. Basta porre

ar+f8 &
=t
1z +6

essendo k il minimo comune multiplo degli indici di radice r,s, ...
Calcolare i seguenti integrali

dz_[z=4 6 tdt
Vit vz |de=6tdt| " ) By T

[V = [ty = e [ =

/.’c+\/z—1dz_
z -2z -1

20. Integranda del tipo R(z,vaz® + bz + c).

Questi integrali sono abeliani, appartenenti alla conica di equazione: y2 —azl-bz—c=0.
Essi sono tutti razionalizzabili, mediante una opportuna sostituzione. Per evitare 1’uso di
espressioni immaginarie, conviene distinguere due casi.
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%) 11 rinomio az? + bz + ¢ ha due radici reali e distinte A, y, cio® si pud sérivere:
az? + bz + ¢ = a(z — N)(z — p). Si pone alllora;

To2= 1 ciota(z — N)(a ) = (e - )7,

da cui

Vazl+bz+c=t(z—p).

i7) 1l trinomio non ha radici reali; lo supporremo sempre positivo (essendo sotto radice);
¢id comporta che a e ¢ siano positivi. Allora ognuna delle seguenti sostituzioni razionalizza

I'integrale:

Vaz? +bz+c=t—+/az
Varl +bz+c=tz—+/c.

Queste sostituzioni sono applicabili anche nel caso 1) se uno dei due coefficienti, a 0 ¢,
& positivo.

Il caso in cui il trinomio ha due radici reali coincidenti & banale, poiché, essendo: az? +
bz + ¢ = a(z — A)?, 'integranda & razionale.

Ricavare le formule seguenti:

/ z2+adz=§ :c2+a+§log(z+ :02+a)

2
zdx T a
————dz = =\/22 4+ a - =0 (a:+ z2+a
/\/z7+a 2 2 %
2
@ —zldr == a? — 22 + % arcsin £
2 2 a
ﬂd,‘. =22 _ 22+ ﬁ arcsin 2
Val-z2 = 2 2 a’

2 L2
21. Data I'iperbole di equazione: 2—2 - %7 = 1 (vedi fig. 8.6) calcolare I’area A(t) della

parte grigia. Si trova:

ab(t /t2 t 12
A(t)=_2—{-(; -‘1—2-—1—log(;+ Ef—l)} P

Allora I’area S(t) del settore O PV risulta: o S b

1 t /t2 b —1ft
S(t):-iablog(z+ 2'2‘-—1) :%—Ch l(z) .
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Cid giustifica il nome di: settore coseno iperbolico (e la notazione Sett Ch) dato alla
funzione Ch™1! (e gli analoghi nomi dati alle altre funzioni iperboliche inverse: ved 5.3.5).

22. Integrali di differenziali binomi.

Si tratta di integrali del tipo: [ 2™ (a + bz™)Pdz, dove m,n, p sono numeri razionali.
Cebicev (*) ha dimostrato che questi integrali sono calcolabili elementarmente se e solo se
uno dei tre numeri

m+1 m+1

P, ——, ——+p

¢ intero. La sostituzione che rimuove la irrazionalit dell’integranda &, per ognuno dei tre
casi sopra indicati, la seguente:

i) p intero: z = t¥, dove k & il minimo comune multiplo dei denominatori di m e n.
Questo caso rientra in quelli trattati nell’esercizio 19.
rn

1 intero: a + bz™ = tP2, dove p; & il denominatore di p (p = p_>
2

i) 2
) ln—nﬁ + p intero: b+ az™ = tP2 .

Calcolare 1 seguenti integrali

3,
_Yede 11 2 omil,
Y+ Jx)? 3 5 3" n

/z\s/l+z3dz m:l,n:3,p=%; m+1+p:l

1+ = 1 1 1 m+1
e d = ——= = - = - =
/ W T m 2,n 4,p ; " 2

Integrali di funzioni trascendenti.

23. Integrali con integranda del tipo R(e®*) si razionalizzano con la sostituzione: e** =t.
Calcolare gli integrali:

1+¢€° Shz +1 22 o &
~—d P E— h=d
/e“—f—lz’ th_ldz,/e © 3%

24. Integrali del tipo [ R(sin z,cosz)dz con R(:c,by) funzione razionale.

(*) P. Cebicev (1821-1894), matematico russo.
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Per questi integrali la sostituzione: = = 2arctgt consente di ricondursi ad integrali di
funzioni razionali. Infatti, abbiamo

z
t=tg5;

z
83 2
.o — 2
1+(tg5)" 1+¢

z z
in z = 2sin — =2
sin z 2s1n2cos2

2
z
1-{tg2
( z)2 (.z)2 (gZ) 1-1¢2
COSZ = | COS — - Sln’i =

\2 1+
1+(tg5)

dz dt .

_ 2
T 1412
Percid P'integrale dato si trasforma nell’integrale

1 2 1-12
dt
2/ 1+t2R(1+t2’ 1+t2)
il quale ha una integranda razionale.
Verificare le formule

dr z
/sin:c = log tgg‘
dz = log|t £+1
cosz  B[B\2 T}

dzx 1 z
/"T = 5{‘°g tg(a) - 1+*’5| — log

25. L’integrale

o(3) -}

dz
/ a(cosz)? + bsinz cosz + c(sinz)? + d

pud razionalizzarsi con il metodo illustrato nell’esercizio 24; ma, osservando che la funzione
integranda ¢ periodica di periodo «, risulta pidt conveniente la seguente sostituzione: z =
arctgt, ciot

t2
14¢°

t=tgz , (cos:c)2— sinzcosz =

1
T14e2
L’integrale dato diventa cosi

4 s N2
T e (sinz)® =

dt
/a+bt+ct2+d(1+t2)
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Possiamo cosi calcolare
(cosz)? — &
/_c_i_:c_ = log | tg z|

SN CosSx

dz

m = —cotgz .

26. Trovare per quali valori di m, n razionali ’integrale

/(sin z)™(cosz)"dz

& calcolabile elementarmente,
(Fare la sostituzione sinz = ¢ e ricordare il teorema di Cebicev sugli integrali dei
differenziali binomi).

A conclusione di questa rassegna di metodi di razionalizzazione, vogliamo suggerire allo
studente che, prima di applicare pedissequamente le sostituzioni consigliate nei vari casi
sopra illustrati, osservi bene 1’integrale proposto: spesso una scomposizione, una sostituzione
bene azzeccata, una integrazione per parti, consentono di arrivare rapidamente al risultato.

I seguenti integrali, per esempio, vanno calcolati a mente in non pit di 15" ’

/ €% + cos z, 2dz loglog z

ex+s1n:c VZ-z+2'’ z

2. SERIE NUMERICHE

Prima di estendere I’operazione di integrazione alle funzioni non limitate e
ad intervalli non limitati (sez. 3), conviene fermarci a studiare un’operazione pil
semplice che ha forti agganci con I'integrazione: 1’operazione di somma estesa ad
un numero infinito di addendi.

Gia la definizione stessa di integrale come limite delle somme integrali al ten-
dere a zero dell’ampiezza della suddivisione porta a considerare somme di questo
tipo. Vediamo allora di precisare questo concetto e studiare le proprietd di questa
operazione.

2.1 Definizione di serie e prime proprieta

Sia {an}, n € IN, una successione di numeri complessi (in particolare, reali).
Vogliamo dare significato all’operazione di somma degli infiniti addendi a,,.
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A partire dalla successione {ay}, costruiamo allora un’altra successione, {s,},
i cui termini sono cosi definiti per ricorrenza:

80=0ag , Spt1=Sn+ ant1 (2.1)
e ciod

So = ag

$1 =ap+ ay

Sp=ag+a1+...+a,

Definizione 2.1 - Si dice serie di termini a, la successione {sy} definita in (2.1);
I'elemento sy, viene detto somma parziale n—esima o ridotta n—~esima della serie.
La serie si dird convergente, divergente, indeterminata (o irregolare) secondoché
la successione {sy,} sia convergente, divergente, indeterminata. Nel caso sia con-
vergente, il limite di sy, per n — 400, si dird somma della serie.

La serie di termini a,, si indicherd con uno dei simboli seguenti:
agt+a+...+ap+...
oppure
(o]
D an
n=0

(o anche semplicemente ) a,, quando cid non crei ambiguita).
Se la serie & convergente, ed A & la sua somma, ciod

lim s,=4¢€C

n—-+0co

scriveremo

oS
Z a, = A
n=0

anche se tale scrittura & un po’ ambigua dal momento che, con lo stesso simbolo,
si indica la serie ¢ la sua somma.

Osserviamo che talvolta, invece di sommare a partire da 0, si parte da un indice
oo

N > 0; si scrivera allora Y  a, ¢ la successione delle ridotte sard {sn}n> N

n=N
Osserviamo anche che I’indice di sommatoria, sopra indicato con n, & muto, come
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la variabile di integrazione nell’integrale definito, e percid potrd essere indicato
con una qualsiasi altra lettera, anche nel corso di uno stesso calcolo.
Si usa talvolta scrivere, per un certo n,

oo
Eak=sn+Rn.

k=0
oo o0
La serie Ry, ciod Y ay, si dice resto n—esimo della serie ) _ ay; se questa &
k=n+1 k=0

convergente, e A & la sua somma, il resto & un numero ben definito per ogni n
Rn - A — 3n

erisulta: lim Ry, =0.

n—4oco

Esempio 2.1 - Sia a, = q", n € IN, ¢ € C, la progressione geometrica (di
ragione ¢) (cfr. esempi 4.3.5 e 4.4.14).

Abbiamo, se ¢ # 1, utilizzando la formula (5.1) di 1.5.3 (valida anche nel caso
di ¢ complesso) :

1— qn+l

sn=14qg++...+¢"= T

Se invece ¢ = 1 abbiamo
Sp=n.
Prendendo il limite, per n — 400, ofteniamo:

1
a— se gl <1
p lql

1-
nllpr-;l.loo =1 se |g| > 1 oppure ¢ =1

nonesiste selg=1 (¢g#1).

Pertanto la serie (detta serie geometrica di ragione ¢)

' 1
convergente con somma 1 se gl <1

(e} —

Y di

= vergente se |g| > 1 oppure ¢ = 1
indeterminata se |¢| =1 (¢# 1).
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Esempio 2.2 - Sia ay, = -77(71+—1—5, n > 1. Consideriamo 1a serie (detta serie di
Mengoli):
f: . - + ! + +—1—+
Sin(n+1) 1.2 2:3 77 Ta(nt+1) T
. 1 . .
Poiché ——— = — — —— la ridotta n—esima &
n(n+1l) n n+1l
I SR SR S
"T1.2 2.3 Tan41)
- 2 2 3 n n+l
1 .
_1—n+1

e quindi s, — 1 (per difetto) per n — +o0o0. Dunque la serie & convergente (per
difetto) e ha per somma 1.

La serie considerata nell’esempio 2.2 rientra nella categoria delle cosiddette serie
telescopiche, ciot serie del tipo:

oo

Z(an - an+1) .

n=0
Essendo, per queste serie,

n

Sn = E(ak ~ @g41) = Q0 — Qntl
k=0

risulta che il carattere della serie coincide con quello della successione {as}; se
questa & convergente, la somma della serie & data da gy — lim ay.
n—-+oo

Poiché ’operazione di somma di infiniti addendi € ben definita solo se la serie ¢
convergente, & naturale cercare criteri che garantiscano 1'esistenza del limite finito
per la successione delle ridotte. Un criterio necessario e sufficiente & il criterio
di Cauchy, dimostrato in 4.3.5 per le successioni a valori reali ed es'eso in 4.4.3
anche alle successioni a valori complessi. Esso afferma che, per la convergenza
della successione {sn}, & necessario e sufficiente che, fissato ¢ > 0, esista un
indice N (dipendente da ¢) tale che risulti

[$n —Sm|<e se n,m2>N.
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Possiamo esprimere questa condizione direttamente sugli a,,; supponendo n > m
abbiamo infatti ,
|$n — 8m| = |@m+1 + Gm+2 + ... + an] .
Conviene allora porre: m + 1 = p,n = p+ ¢ (¢ > 0); otteniamo il seguente

u Teorema 2.1 - (Criterio di Cauchy). Condizione necessaria e sufficiente afﬁnbhé
la serie Y ay, sia convergente @ che, fissato € > 0, si possa determinare un indice
N tale che,Vp > N e Ngq > 0 si abbia

lap + a.p+l + ces + ap+q| <E¢. ’ (2.2)

Esempio 2.3 - Consideriamo la serie (detta serie armonica):

1 1 1 1
Y o—=l4 44t
n 2 3 n
n=1
Per un certo n, consideriamo le due somme parziali s, € s25:
1 + 1
n+l n42

Poiché ogni addendo nell’espressione precedente ¢ maggiore o uguale a 1/2n,
risulta:

Sn — Sp =

.+ -2-11-; (n addendi) .

1
Sop —Sp 2 N = — .,
n "=Ton T 2
Potendosi prendere n arbitrariamente grande, il criterio di Cauchy non & soddi-
sfatto e percid la serie armonica non converge (essa, come presto vedremo, diverge

a 4+o0).

Se consideriamo un caso particolare della condizione (2.2), ponendo in essa ¢ = '
0, otteniamo una condizione solo necessaria di convergenza, ma molto semphce e
utile. Infatti 1a (2.2), per ¢ = 0, diventa:

lapl]<e Vp2 N,
condizione che possiamo esprimere anche nella forma del seguente
Corollario 2.2 - Condizione necessaria affinché la serie " ay, converga é che
lir_ir_l ap,=0. (2.3)
Per esempio, la condizione (2.3) consente subito di escludere che la serie geo-
metrica converga per |g| > 1; infatti il termine generale ¢” non tende a zero se

lg] > 1. Che questa condizione non sia sufficiente per la convergenza & provato
dal fatto che la serie armonica non converge!



480 INTEGRALI DI FUNZIONE Di UNA VARIABILE

Osservazione 2.1 - Prima di passare a considerare classi particolari di serie,
ricordiamo che, dalle analoghe proprieta per le successioni, si deducono le seguenti
per le serie:

i) il carattere di una serie (ciod il fatto di essere convergente, divergente, irre-
golare) non cambia se si alterano, si aggiungono, si tolgono un numero finito di
addendi (ovviamente, se 1a serie & convergente, la sua somma viene alteratal);

i7) la convergenza della serie 3 a,, equivale alla convergenza delle due serie (a
termini reali) " Reay e ) Imay; se A; e Ay sono le somme di queste due serie
si ha

o
> an = Ay +ids .

n=0

D’ora in avanti considereremo quasi sempre serie a termini reali.

2.2 Serie a termini non negativi

Per le serie a termini (reali) non negativi si hanno alcuni semplici criteri suffi-
cienti di convergenza. Cominciamo con 1’osservare che 1a successione delle ridotte
di una tale serie sara crescente, poiché

Sp41 = Sn +8ny1 2 S -

Percid esiste lirjng sg: tale limite & finito oppure +oo secondoché la succes-
n-—1+00

sione {s,} & limitata oppure no. In ogni caso risulta: lim s, = sup {sn}.
n—-+00 nelN
Abbiamo perci0 la seguente

Proposizione 2.3 - Una serie Y a, a termini non negativi o é convergente oppure
e divergente a +o0. Essa converge se e solo se la successione delle ridotte n—esime
e limitata.

Ricordando allora i teoremi di confronto per le successioni, abbiamo il seguente

a Teorema 2.4 - (Criterio del confronto). Siano Y a, e >_ b, due serie a termini
non negativi e tali che

an < by Vn2>0. (2.4)

Allora valgono le seguenti implicazioni

1) 3 bn convergente = 5 a, convergente.
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Dimostrazione - Sia Ap = ag + a1 + ... + an la ridotta n—esima della serie Y an ¢
Bn = by+b1+...+bn laridotta n—esima di }  bn. Perla(2.4) risulta A, < Bn Vn € IN.

Se allora ) b, converge, la successione { By } & limitata (proposizione 2.3); sia B, < B
essendo B = sup{Bxn} la sommadi ) bn. Allora anche {A,} & limitata e percid la serie
)" an converge; detta A = sup{A~} la sua somma, sard 4 < B.

La 7¢) & equivalente alla i) essendone la proposizione contronominale. o

Esempi
[o.9]
. 1 .
24. Laserie Y —, con a reale < 1 & divergente.
na

n=1
Infatti 1’affermazione & vera per a = 1 (serie armonica); per a < 1 la serie data

& maggiorante della serie armonica, percid diverge.
o0
. 1
2.5, La serie E —» con a reale > 2 & convergente.

n=1
Infatti 1’affermazione & vera per a = 2 per confronto con la serie di Mengoli
1 1 1
022y — < ————; 2siha — < — e percid 1 ie dat
(esempio 2.2) 22 S oD per o > 2 s ha = <73 percid la serie data
¢ convergente.

Osservazione 2.2 - Per V'osservazione 2.1 7) possiamo applicare il criterio del
confronto anche se la (2.4) non ¢ verificata per tutti gli n, ma solo definitivamente,
cioé da un certo valore di n in poi. Non & neanche necessario che tutti i termini
della serie siano non negativi, essendo sufficiente che siano definitivamente non
negativi. Questa osservazione ovviamente vale anche per gli altri criteri di questo
paragrafo.

Esempio 2.6 - Consideriamo 1a serie

i n? - 10n
4
oo +1

i cui termini sono positivi per n > 10. Poiché risulta

n?—-10n 1 1-10/n _ 1

nt4+1  n? 14+1/nt = n?
la serie data converge.
1l seguente corollario risulta utilissimo.

Corollario 2.5 - Siano > an € ) bn due serie a termini positivi. Se an, ~ by
allora le due serie hanno lo stesso carattere.
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Dimostrazione - E sufficiente osservare che, poiché a,, /b, — 1, definitivamente sara

1 3
EbnsanSEbn.D

Esempio 2.7 - Consideriamo le serie

n? n” +logn +1
a)zsm b)Zlog(1+ ) )Z il
Abbiamo

L1 1 c
a) sin — ~ — = la serie diverge
n n

1 1 .
b) log (1 + ﬁ) ~ ﬁ = la serie diverge

n? +logn+1
nt+n-1

c)

1 .
~— = la serie converge.
n

u Teorema 2.6 - (Criterio della radice). Sia > ay, una serie a termini non negativi.
Se esiste un numero |, 0 <1 < 1, e un indice N per cui risulti

Ya, <l per n> N, (2.5)

allora la serie e convergente. Se invece /ay > 1 per infiniti valori di n, la serie ¢
divergente.

Dimostrazione - Se vale la (2.5), per n > N si ha: an < 1™ e la tesi segue confrontando
la serie data con la serie geometrica di ragione !. Se invece {/an > 1, ciod an > 1 per
infiniti valori di n, non ¢ verificata la condizione necessaria di convergenza (2.3) e percid
la serie diverge. o

E utile il seguente

Corollario 2.7 - Sia 3" ay una serie a termini non negativi. Se esiste il limite

lim Pap =1
oo n )

allora, se | > 1 la serie diverge, se | < 1 la serie converge.

Dimostrazione - Sia 0 <1 < 1. Per ogni ¢ > 0, esiste N = N(¢) tale che, se n > N,
siha ¢/an <!+ e. Sirende allora e = (1 —1)/2; si avra

!
\"/—an<-12i<1 Vn> N

e percid la serie converge.
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Sia I > 1; allora, per infiniti n, deve essere 2/an > 1 e percid la serie diverge. o

Osservazione 2.3 - Se | = 1, ma non per difetto, allora ripetendo il ragionamento
fatto sopra, ancora si conclude che la serie diverge. Se invece {/a, — 1_, non
si pud, senza una ulteriore analisi, ricavare informazioni sulla convergenza della
serie.

Se poi il limite non esiste, si pud ricorrere al limite superiore. Sia

7:1?11-\"/(11; .

Con ragionamente identico a quello tenuto per [, si dimostra che, se I>11la
serie diverge, se [ < 1 la serie converge.

Esempi

o n
. a .
2.8. Sia data E - con a > 0, risulta, per n — 400
n=1

n

a a
f—==50

n" n

e percid la serie data converge.

o0
2.9. Sia data E n%a™, con a € R, a > 0; risulta

n=1
Ynaa® = an®/" .
Calcoliamo lim n®/™; bastera calcolare
n—+o0

lim logn®™ = lim glogn =0 Ve€eR
- n—+00 n—-+4+oo N
€ percid lirdrkloo no/® = 1. Dunque, se a < 1 la serie converge. Se a > 1 la serie
n—
e o]
diverge. Se a = 1 la serie diventa Z n® e gid sappiamo che per a < —2 questa
n=1

serie & convergente, per a > —1 divergente.

m Teorema 2.8 - (Criterio del rapporto). Sia 5" a, una serie a termini positivi
(an > 0). Se esiste un numero 1, 0 < 1 < 1, per cui risulti definitivamente

Intl < (2.6)
an

allora la serie & convergente. Se definitivamente risulta a, 1 > ay, la serie diverge.
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Dimostrazione - Supponiamo pure, come & lecito, che la (2.6) valga per ogni n > 0;
abbiamo
a1 <lag
a2 <la1 <1 ap

anSInao.

3

Confrontando allora la serie data con la serie geometrica di ragione 1 (si noti che le serie

- 1" e 3 " ap hanno ovviamente lo stesso carattere, essendo ag # 0) si ricava che la serie
> an & convergente.

Se invece risulta an41 > an definitivamente la serie non pud convergere (e percid
diverge) non essendo soddisfatto il criterio necessario di convergenza (2.3). o

Con dimostrazione analoga a quella fatta per il criterio della radice si pud provare
il seguente
Corollario 2.9 - Sia 5 a,, una serie a termini positivi. Se esiste il limite
. a
lim 2 =
n—+o0 an
allora, se | > 1 la serie diverge, se | < 1 la serie converge.
Osservazione 2.4 - Se | = 14, si pud ancora concludere che la serie diverge,

mentre negli altri casi il criterio non fornisce informazioni sul carattere della serie.
Se il limite non esiste, possiamo ancora considerare il limite superiore

- —— a
I= Iim -2,
n—-4o0 an
Come prima, si dimostra che, se { < 1, la serie converge. Ma se { > 1 non si
pud, in generale, nulla concludere circa la divergenza della serie. Infatti sia, per
esempio,

se n & pari

%,' — {"o—t

se n & dispari .

o0 o0
. . . 1
La serie E an & convergente, poiché minorante della serie E —3
n=1 n=1

— a
lim -2t -4
n—-+4oo an

0 .
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o0
1
Esempio 2.10 - La serie Z — ¢ convergente. Infatti:

n=0
1
lim 1/(_"-"_.1_)_ = lim 1 =0.
n—+oo  1/n! n—toomn + 1

Possiamo dimostrare 1a convergenza della serie in un altro modo, che ci permette
anche di calcolarne la somma. Scriviamo la formula di Mac Laurin per Ia funzione
efconz =1:

1 e?

11
=1 - 4+=-4+...+ =+ —
T R O T

con 0 < @ < 1; la formula & valida Vn > 0, essendo e® infinitamente differenzia-
bile. Abbiamo percid, detta s, la ridotta n—esima della serie data:
60 €
= < .
(n+1)!  (n+ 1)

Prendendo il limite, per n — +00, nella (2.7), si trova

0 < € — Sn (2.7)

Si osservi anche che la serie converge ad e per difetto.

oo
Esempio 2.11 - La serie Z n!/n™ & convergente. Infatti

n=1

(n+1)! Zz_"_( n )"_(1_ 1 )n—+1<1
(n+1)ntl al  \n+1) n+1 e

per n — +o0.

Sappiamo che la serie Y 1/n® & convergente se a > 2, divergente se a < 1;
la lacuna corrispondente ai valori di o compresi tra 1 e 2 pud essere colmata
ricorrendo al seguente criterio di convergenza, dovuto a Cauchy. (Si noti che, per
la serie in esame, né il criterio della radice, né il criterio del rapporto, permettono
di decidere circa la convergenza).

n Teorema 2.10 - (Criterio di condensazione). Sia {a, } una successione a termini
non negativi e decrescenti:

@>a2...2a,2...20;

allora Y ay, converge se e solo se converge 3~ 2"agn.
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Dimostrazione - Indichiamo con s, la somma parziale della serie Zan e con oy, la
somma parziale della 3~ 2"ap~. Si ha

ag < ap

ay < ap

a2 + a3 < 2a

as +as +ag +ay < 4aq

azr +agny1+ ...+ ayni1_1 < 2" agn
¢ percid, sommando,

S2n+1._1 _<_ ap + On .

Analogamente abbiamo

1
> g
ap Z ) 0
1
a1 +ay 2-2-202
1
a3+a42-2-4a4

1
a5+as+a7+082§808

1
Qgn-141 + dgn—149 +...4azn 2 5'2”(12»
e percid, sommando,

On .

N f =

s2m 2

Si vede cosi che, se la successione {0} & limitata, lo stesso vale per la {sn} € viceversa;
percid le due serie corrispondenti sono o entrambe convergenti, 0 entrambe divergenti. o

oC
Esempio 2,12 - La serie Z L ¢ convergente per a > 1, divergente (come gia
nO‘
n=1
sappiamo) per a < 1.
Poiché la successione 1/n® & decrescente (per ogni a > 0) applichiamo il
teorema precedente. Abbiamo

1 1__
2"(1211 = 2"'?0; = (2 a)n .
Ma la serie geometrica di ragione 21 =% converge se a > 1 e diverge se a < 1;
lo stesso allora accadra alla serie di partenza.
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2.3 Convergenza e convergenza assoluta

Torniamo allo studio delle seric a termini di segno qualsiasi, o addirittura a
termini complessi. I criteri visti in precedenza per le serie a termini positivi possono
applicarsi anche a serie con termini qualsiasi, grazie al seguente teorema.

Data la serie ) ay, consideriamo la serie dei moduli, " |an|; questa & una serie
a termini reali non negativi.

= Teorema 2.11 - Se la serie y |a,| é convergente, allora anche la serie 3 ay
& convergente.

Dimostrazione - Per la disuguaglianza triangolare abbiamo, Vp,q > 0

lap + apt1 + ...+ aptgl < lapl +lapp1l+. ..+ lapsql .

La convergenza di } |ax| implica che, fissato € > 0, esista N per cui la somma a destra
della formula precedente sia < €, Vp > N, Vg > 0; ma allora cid ¢ vero anche per il termine
a sinistra; questo implica, per il criterio di Cauchy, la convergenza della serie > an. O

Come presto vedremo, il teorema non & invertibile; ciod pud accadere che la
serie ) a, sia convergente, ma non la serie ) |an|. Conviene allora indicare con
un nome apposito la circostanza che sia 1'una che I’altra serie siano convergenti.

Definizione 2.2 - Una serie Y ay, si dird assolutamente convergente se converge
la serie Y |an].

Dunque la convergenza assoluta implica la convergenza (ordinaria); il viceversa
non & vero.

Esempi
oo
2.13. La serie Y (—1)"/n® con @ > 1 & convergente, anzi assolutamente

n=1
convergente. Infatti si ha

(=)
no

=L

ne

e percid ’affermazione discende dall’esempio 2.12. Se a = 1 nulla, per il mo-

mento, possiamo concludere circa la convergenza della serie data, poiché la serie

dei valori assoluti corrispondente & la serie armonica, che & divergente. Nell’esem-
o0

pio 2.15 mostreremo che Z(—l)"/ n & convergente, fornendo cosl un esempio
n=1
di serie convergente, ma non assolutamente convergente.
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2.14. Sia z € €. La serie

& detta serie esponenziale. Essa & assolutamente convergente Vz. Infatti abbiamo,
applicando il criterio del rapporto alla serie dei moduli,

R L S
(n+1)! 2|*  n+1

— 0pern— +oo0, Vze C.

Mostreremo pit avanti che la somma di questa serie & il numero complesso e%;
questo risultato generalizza quello dell’esempio 2.10.

Per Ie serie a termini complessi, o anche reali ma di segno qualsiasi, il criterio
espresso dal teorema 2.11 & praticamente ’unico a disposizione per studiarne la
convergenza (ma vedi anche il teorema 2.13).

Un cenno particolare meritano le serie a termini di segno alternato, cio¢ serie
che si presentano sotto la forma

Z(—l)"an
n=0

dove gli a, sono numeri reali positivi. Per queste serie vale il seguente criterio di
convergenza.

oo
= Teorema 2.12 - (Criterio di Leibniz). Sia data la serie Z(—l)"an, con

n=0

"ap>0Vn € IN. Se

1) la successione {ay} & decrescente
i) lim a, =0
n—+00
allora la serie é convergente. Inoltre, le somme parziali di indice pari approssimano
la somma per eccesso, quelle di indice dispari per difetto, il resto della serie ¢
maggiorato, in valore assoluto, dal primo termine trascurato.
Dimostrazione - Posto, come al solito,
sn=ap~—ay+az~...(—1)"ax
si osserva che, per l'ipotesi ¢) del teorema,

S9n4+2 = S2n — (G2n41 — G2n42) < 82p

59041 = S2n—1 + (G427 — Q2n41) 2 S2n-1
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cosicché la successione delle ridotte di indice pari ¢ decrescente, quella delle ridotte di indice
dispari & crescente. Inoltre

S2n = S2n41 = G2nt1 (2.8)

e percid 525, > San41 2 S2n—1 > ... > 81! la successione {sap, } & limitata inferiormente;
percid converge: sia S il suo limite (che coincide con il suo estremo inferiore). Dalla
(2.8), facendo tendere n all’infinito e tenendo presente l'ipotesi i7), ricaviamo che anche
la successione {s2,+1} tende allo stesso limite S; percid la serie converge ed .S & la sua

somma. E evidente inoltre; per quanto detto, che sz, — S per eccesso, san41 — S per
difetto. Valgono percid le disuguaglianze

s2n-1 8 <s2n s2nt1 S S < s2n
dalle quali si deducono le seguenti:
0< 85 -5,-1< 82— 8S2n-1=a2n

0< 52— 8 <821~ 82n41 = 2041 .

La figura 8.7 illustra il modo di convergere a S delle somme parziali. o

)

1 } 4 4 4 }
—+ T t T T

0 S S3 S5 S4 Sp Sp=3g

Fig. 8.7

Esempio 2.15 - Le serie

— (1" — (=nHrt!
g n! nzz:l n

sono entrambi convergenti, in virt del teorema 2.12 (la prima & assolutamente
convergente (esempio 2.10), 1a seconda no). La prima serie ¢ rapidamente con-
vergente; la sua somma & 1/ e, come facilmente si ottiene scrivendo la formula di

Mac Laurin per la funzione e con z = —1 e procedendo come nell’esempio 2 10
(vedi anche I’esercizio 4). Sommando i primi 6 termini della serie
1 1 11
1‘”‘"““%‘?56‘% 0,36

si ottiene un valore per difetto di 1/e con un errore che non supera 1/7! = 1/720.
La seconda serie ¢ lentamente convergente; per avere un valore della somma
approssimato (per eccesso) a meno di 1/100 bisogna sommare 99 termini! Come
vedremo, la somma di questa serie & log2; ma la serie non & adatta al calcolo
approssimato di questo numero.
Prima di concludere il paragrafo vediamo ancora un criterio di convergenza per
serie a termini di segno qualsiasi (o0 addirittura complessi).
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Siano {an} € {by} (n € IN) due successioni, a valori reali o complessi; detta Ay,
la somma parziale n—esima relativa alla successione {a,}, e posto, per comodita
di scrittura, A_; := 0, abbiamo, per ogni coppia di interi p,gcon 0 < p < ¢:

q g-1
n=p n=p

La (2.9) si ricava immediatamente scrivendo:

q q q q
E by = Z(An - An—l)bn = Z Anbp — Z Ap—1bn = (*)
n=p n=p n=p

n=p
q q—1 g—1
n=p n=p—1 n=p :

La formula (2.9) viene detta formula di sommazione per parti;, I’analogia con la
formula di integrazione per parti ¢ evidente.
Dalla (2.9) si ricava il seguente

w Teorema 2.13 - Siano {a,} e {bp} due successioni tali che:

i) {an} ¢ a valori complessi ed esiste un numero positivo M tale che
lAn| <M Vn2>0

essendo Ay, la ridotta n—esima di {an}

1) {bn} & a valori reali positivi e tende monotonamente a zero
bg2by>2b>...20, lim b,=0.
. n—-+4oo

o
Allora la serie Z an by & convergente.
n=0

Si osservi che, se an = (—1)" e i by sono reali, otteniamo come caso particolare
il criterio di Leibniz per le serie a termini di segno alternato.

q g-1
(*) Posto m = n — 1 abbiamo ZA,,_lbn = Z Asm by, +1; possiamo poi, come abbiamo

n=p m=p-1
osservato, cambiare il nome dell’indice di sommatoria, e scrivere ancora n in luogo di m.
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Dimostrazione - Fissato ¢ > 0, sia ng tale che b, < € se p > ng. Presi allora p, ¢ interi
> ng, ¢ > p, dalla (2.9) si ha:

q g-1
E anbn| < Z [Anlbrt1 — bn| + [Aqllbgl + |Ap-1]lbp| <
n=p n=p
q—1
< M(Z(bn — bpy1) +bg + bp> =
n=p
:M(bp—bp+1 +bp+1 —bp+2+...+bq_1 —bq+bq+bp):
= 2bpM < 2eM .

Pertanto la serie converge, per Iarbitrarietd di ¢, in virtd del criterio di Cauchy. o

Esempio 2.16 - Consideriamo le serie: E sinn E COZn; per la formula

n=1 n=1
di Eulero: e'® = cosn + isinn le due serie date sono, rispettivamente, parte im-
O in
L . e o o .
maginaria e parte reale della serie )  —; applichiamo il criterio sopra illlustrato
1 n=1 n
prendendo a, = '™ e b, = —. Risulta allora
n
1— ez(n+l) 9
|4n| = Z(e)k T | S _e "
=0 —e 11— et

in
. €
Pertanto la serie E - converge; lo stesso accade della sua parte reale e della
]
n=1
parte immaginaria, cio¢ delle serie sopra considerate. Si osservi anche che, essendo

e:n

n n

, le serie date non convergono assolutamente.

2.4 Operazioni sulle serie

Siano Y a, € ) by, due serie (a termini reali qualsiansi) e sia ¢ € R. Definiamo:

i) Prodotto di una serie per un numero

foe) e 3]
C Z An = Z Cap
n=0 n=0
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it) Somma di due serie

Zan-{— an:: Z(an—}-bn).

n=0 n=0 n=0
Le affermazioni riguardanti il carattere delle serie cosi definite discendono im-
mediatamente dai teoremi dimostrati nel calcolo dei limiti.

Proposizione 2.14 - Se ¢ # 0, la serie y_ cay, ha lo stesso carattere della serie
> ay; in particolare, se 3 ay converge e ha per somma A, anche 5 can converge
e ha per somma cA.

Se ¢ = 0 la serie ) ca, & convergente con somma 0 qualunque sia la serie

S ap.

In particolare (prendendo ¢ = —1) si osservi che i criteri di convergenza visti
per le serie a termini definitivamente non negativi possono applicarsi anche alle
serie a termini definitivamente non positivi.

Proposizione 2.15 - Se Y a, e 3 by sono convergenti (con somme A e B
rispettivamente) anche 3 (an + bn) € convergente, con somma A + B.

Lo studente non avra difficoltd ad enunciare, quando cid & possibile, proposi-
zioni analoghe nel caso che una o entrambe le serie addende siano divergenti o
indeterminate.,

112) Prodotto (secondo Cauchy) di due serie
0 oo x
(L) (Zm) =L
n=0 n=0 n=0

dove si & posto

n
Cp = Z arbn_i
k=0

ciog, piu esplicitamente,

Cp = aobo
¢1 = agby + ayby
ez = agbz + a1by + azbp

cn = Ggbp + a1bp—1 + ... + ap_1b; + anby

La definizione si giustifica osservando che essa ripete, estendendola, la usuale
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regola di moltiplicazione per i polinomi:

(a0 + a1z + az?+ ...+ anz™)(bo + b1z + boz?+ ...+ bpz™) =
= aobo + (aghy + a1bo)z + (achz + ayby + azbo)z® + ...+
+(agby + ...+ anbg)z"

m Teorema 2.16 - (di Mertens). Siano > an e 5 b, due serie convergenti,
con somme A e B rispettivamente; sia inoltre una delle due, diciamo 3 a,, as-
solutamente convergente. Allora la serie prodotto Y ¢, @ convergente con somma
C = AB.

Dimostrazione - Siano An, Bn,Cr le ridotte n-esime delle serie Y an,) bn,Y cn
rispettivamente. Osserviamo che possiamo scrivere

Cn = apbp + (apby + a1bp) + ...+ (apbn + ... + anbp) =

a9Bn +a1Bp-1+...+ap_1B1+anBpg =

ag(Br — B+B)+01(Bn_1 -B+B)+.. .+an_1(Bl - B +B)+
+an(Bo —B+B) =

= ApnB—-agRn —a1Rn-1—...—an-1R1 —an Ko

It

avendo indicato con R, = B — Bj, il resto n—esimo della serie . bn.
Mostriamo ora che

n
lim Y agRp k=0,
(4]

n—+ 0o

Poiché A B — AB per n — +oo il teorema sard dimostrato.

Fissiamo € > 0 e determiniamo anzitutto K = K(¢) tale per cui |Ri| < e se k > K;
cid & possibile, poiché Ry, — 0 per k& — +oo.

Sia invece L = ’rcn<al)é{|Rk|}. Allora, per n > K abbiamo:

n n—K
Y axRnk|= Y akRy_+ Z agRy_ i} <
k=0 k=0 k=n-K+1
n—-K n
< D lakliRnckl+ D lakliBuokl < -
k=0 k=n-K+1
<e Z lag| + L Z lak! -

k=n-K+1

n—K
Poiché 1a serie ) |a| converge (sia A* la sua somma) sara Z lax] < A* e inoltre
k=0
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(per il criterio di Cauchy) possiamo trovare un indice N = N(¢) per cui, se n > N, risulti

n

Z |ak|<€.

k=n—-K+1
Avremo allora, per n > N,

n

Z apRp—i

k=0

<eA*+¢l

che, per I'arbitrarietd di ¢, prova la tesi. o

L’ipotesi di assoluta convergenza di una (almeno) delle due serie fattori non &
rimuovibile (cfr. esercizio 10).

E facile poi mostrare che, se entrambi i fattori convergono assolutamente, anche
la serie prodotto converge assolutamente.

2.5 Proprieta associativa e commutativa

Poiché le somme finite godono delle fondamentali proprietd associativa e com-
mutativa, & naturale chiedersi se tali proprieta siano mantenute nel passaggio alle
somme infinite.

Esaminiamo dapprima la proprieta associativa.

Sia data la serie

(0]
an=atata+...tant...
n=0

e raggruppiamo, con una legge qualsiasi, un certo numero di termini consecutivi;
per esempio

ao+ (a1 + a2+ a3)+ (as +as) + as + a7+ (ag + ag) + ...

Indichiamo poi con by, i nuovi termini cosi ottenuti (nell’esempio sarebbe:

bo = ao

b =a;+ay+a3
by = a4 + a5

b3 = ag

by = a7y

b5 = ag +(19,...)

o0
e consideriamo la serie Z bnp. Se indichiamo con A, e B, rispettivamente ¢

n=0
somme parziali n—esime di Y an e 3_ by, risulta chiaro che {B, } & una sottosuc-
cessione di {A,}. Percid, se {A,} converge, anche {By} converge (allo stesso
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limite); se {A,} diverge, anche {B,} diverge. Cid porta a concludere che: per
le serie convergenti oppure divergenti vale la proprieta associativa. Questa invece
non vale per le serie indeterminate; sia infatti, per esempio,

(o)
S(-Dt=1-1+41-1+...; (2.10)
n=0

la successione delle ridotte &: 1,0,1,0,1,0,...; percid la seric & indeterminata.

Se associamo i termini della serie (2.10) a coppie (i primi due, poi gli altri due, e
cosl via) tutti i termini della nuova serie cosi ottenuta sono nulli e percid questa
converge CONn SOMma zero.

Passiamo ora alla proprietd commutativa. Definiamo anzitutto che cosa si intende
per riordinamento dei termini di una serie.
o0
Definizione 2.3 - Diremo che una serie Z b, & un riordinamento della serie

n=0
o]

Z ay se esiste una applicazione j : IN — N biunivoca tale che:
n=0

bn = 2j(n) -

Essendo j biunivoca, & chiaro che, se ) by, ¢ un riordinamento di 3 ay, allora
>~ ap & un riordinamento di . by,.

Ci proponiamo di stabilire se il riordinamento di una serie ha lo stesso carattere
(la stessa somma) della serie di partenza. Considereremo serie a termini reali.

» Teorema 2.17 - Sia " ay, una serie assolutamente convergente. Allora ogni
suo riordinamento & pure assolutamente convergente e ha la stessa somma.

Dimostrazione - Se an, > 0, Vn € IN (e quindi anche b, > 0Vn € IN) posto A = 5" ap,
abbiamo (indicando, come al solito, con An € By le ridotte n—esime delle serie D an e
> bn rispettivamente)

Bn=b0+b1+...+bn=aj(0)+aj(1)+...+aj(n)SA;

percid la serie E bn & convergente e la sua somma B risulta < A. Ma scambiando i ruoli
di Y an e Y bn, deduciamo che A < B, da cui segue 4 = B.
Sia ora an di segno qualsiasi. Poniamo

af = max{an,0} b} = max{bs,0}

an, =max{—an,0} b, = max{—bn,0}
per cui si ha

anzai—a; anbj{—b,—L

lan|=ai+aﬁ IanZbi‘fbn
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€ ancora
0<af <lan| 0<bE < |bn]
0<an <lan| 0<by < |on|

Si osservi che tutte le serie Y aif, Y ay, Sb%, 3" b5, sono a termini non negativi, e
che le serie 3" bt ¢ 3" by sono riordinamenti delle serie 3" a}f € 3 a;, rispettivamente.

La convergenza della serie 3 |an | implica allora, per il teorema del confronto, 1a conver-
genza delle serie Y at e Y an. e questo implica, per la prima parte della dimostrazione,
la convergenza di 3 b5 e Y by e percid di 37 [bn|- Essendo poi, per la prima parte della
dimostrazione, " a} = " b} e S a; = Y by, segue che Y an = Y bn. O

L’ipotesi di assoluta convergenza nel teorema 2.16 non pud essere rimossa.
Infatti vale il seguente

m Teorema 2.18 - (di Riemann-Dini) Sia )" ay una serie convergente, ma non
assolutamente convergente. Allora, scelto comunque un numero S € R, esiste un
riordinamento della serie data convergente con somma S; esistono anche riordina-
menti di 3 an che sono divergenti, altri che sono indeterminati.

Dimostrazione - Consideriamo le serie 3~ a7t e 3" a5, (utilizziamo le stesse notazioni del
teorema precedente). Esse non possono essere entrambe convergenti (altrimenti lo sarebbe
anche ) |an}) né pud essere una convergente e 1'altra divergente (perché altrimenti sarebbe
3" an divergente); dunque entrambe sono divergenti (a + o).

Siano ora pg, p1, .. .pn,...1 termini non negativi della serie ) ay, elencati nell’ordine in
cui compaiono, € go,q1,...,qn ... quelli negativi. Le serie Y pn € — 5 gn differiscono
dalle serie 3 a} e S a; per la presenza, in queste ultime, di altri termini nulli. Sara
dunque

o0 [+ o]
Yopn=t0 , Y ga=-c0. (2.11)
n=0 n=0 .

e inoltre, per la convergenza della serie Y an,
Jip =0, lim =0, ¢12)

Sia dato § € R e costruiamo un riordinamento ) bx di ) an con le seguenti regole.

Poniamo by = pg. Poniamo b = qg se by > S, altrimenti poniamo b; = p;. In
generale, determinati i termini bg, by, . . . , bx, costituiti, diciamo, dai termini pg, p1,...pe—-1
€ Q0,q1,---Qn—k» Sid 8y = bo + b1 + ... + by. Porremo allora b, 41 = pj se sn, < S,
altrimenti by,41 = ¢n—x41. Procedendo in tal modo non potra mai accadere, a causa delle
(2.11) che, da un certo posto in poi, risulti sempre s, > § oppure sn, < 5, cosicché tutti i
termini py € g , uno dopo ’altro, saranno scelti per costruire la serie ) by che risultera
cosi un riordinamento della ) an. Inoltre, almeno da un certo posto in poi, la differenza
$n — S sard < dell’ultimo dei termini non negativi {p,} considerati e > dell’ultimo dei
termini negativi {gx} considerati; in conseguenza delle (2.12) avremo allora

lim sp=S.
n-—++00
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Con procedimento analogo, che non sviluppiamo in dettaglio, si possono costruire rior-
dinamenti divergenti a 400 0 a —o¢ 0 indeterminati. o

*2.6 Medie aritmetiche

In molte applicazioni della matematica, per esempio alla Statistica, sono di
grande importanza le medie aritmetiche di insiemi di numeri. E noto, per esempio,
che, se si fanno n osservazioni (misure) di una certa quantitd ottenendo i risultati
Zy,%32,...,Zn, Si usa assumere, come valore della quantitd osservata, la media
aritmetica T = (21 + 22+ ...+ 2, )/n. 11 Calcolo delle Probabilita fornisce buone
giustificazioni per questo modo di procedere, facendo appello ad alcuni “teoremi
limite” che trattano appunto del limite di successioni di medie aritmetiche.

In questo paragrafo ci limiteremo a dare qualche definizione e mostrare qualche
- risultato relativi alle medie aritmetiche.

Sia {an} una successione a valori reali e sia {a,} la successione delle medie
aritmetiche:

_aotart...4+ag
» n+1

Se {an} & convergente, ciod

lim a,=1l€R

n—+40o

abbiamo visto (0, meglio, abbiamo proposto, nell’Esercizio 4.3.13 di dimostrare)
che anche la successione {ay} & convergente allo stesso limite:

1i ag+ay+...+an
im

n—+0o n+1 =1

Si prova inoltre che, se {a,} diverge, anche {a,} diverge.
Ma ci sono successioni indeterminate che, passando alle medie, vengono trasfor-
mate in successioni convergenti. Per esempio, sia {a, } la successione

+1,-1,41,~1,41,-1,...
Allora la corrispondente {ay} &

1 1 1
1,013,(),3’0,?9“'
la quale & convergente a zero.
Percid il passaggio dalla successione {a,} alla successione {a,} consente di
estendere 1’operazione di limite; parleremo di limite alla Cesdro per indicare il
limite della successione delle medie.
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Passiamo al caso delle serie. Data la successione {a,}, consideriamo la suc-
cessione delle somme parziali {s, }; se {s,} converge (o diverge), la serie " ay
¢ detta convergente (divergente); se {s,} & indeterminata, possiamo passare alla
successione delle medie o,:

_Spts1t...+ Sy
- n+1

e vedere se questa converge; se cid accade diremo che la serie Y ap, & sommabile
secondo Cesdro (0, nel senso delle medie aritmetiche).
Per esempio, la serie

oo
D=1t =1-1+41-1+...
n=0
¢ indeterminata. La successione delle sue somme parziali, {s,}, &
1,0,1,0,1,0,1,...

Ma la succesione {0} &

121314
1,5,5"2"5757_7',"'
1 [o.0]
la quale converge a 5 Diremo percid che la serie Z(—l)" ¢ sommabile (alla
n=0

Cesaro) con somma %

Abbiamo cosi ampliato la classe delle serie convergenti. Naturalmente cid ha
un prezzo: per le serie convergenti alla Ceséro non vale pill nemmeno la proprieta
associativa.

Dunque, tenendo conto dei risultati visti nei paragrafi 2.4 e 2.5, possiamo dire
che le serie assolutamente convergenti sono quelle che, in un certo senso, possono
essere frattate come somme finite: per esse infatti valgono le usuali proprietd
associativa e commutativa, e su di esse si possono eseguire le operazioni aritmetiche
con le solite regole. Alcune di queste proprietd vengono meno passando alle
serie convergenti (in senso ordinario) e altre ancora si perdono passando alle serie
sommabili alla Ceséro.

Vogliamo, in conclusione, ricordare (senza dimostrazione) il seguente risultato
(dovuto appunto a Cesaro) che estende il teorema di Mertens sul prodotto di due
serie.

Proposizione 2.19 - Siano > an e > by due serie convergenti con somma A e
B rispettivamente. Allora la serie 3 ¢y, prodotto alla Cauchy delle due serie date,
& sommabile alla Cesdro con somma AB.
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Esercid

1. Discutere la convergenza delle seguenti serie

o0

1 = = 1
—logn
_— n , —_—
Z Z _n+logn io: loglogn "
vn 3 (n+cosn)3 ’ o\ logn

2. Discutere, al variare dei parametri reali z,a,b,... la convergenza, e la convergenza
assoluta, delle seguenti serie

Eliznvz(a) Z[sm(a+ )] 0_<_a<§,
n=1 n=k

3. Mostrare, usando il criterio di condensazione, che 1a serie

©o

1
,;W (o, 8 € R)

& convergente per « > 1,8 € R e per a = 1, 8 > 1; divergente negli altri casi.

4. Trovare per quali valori di z reale risultano convergenti (convergenti assolutamente)
le seguenti serie:

a);)% )Z( " 2), c)Z( >(2+1),-

Mostrare, come si & fatto nell’Esempio 2.10 in un caso particolare, che la somma delle
serie a),b),c) & e, cosz,sinz, V z € R rispettivamente.

5. Usando una calcolatrice tascabile, calcolare, con un errore inferiore a 1/1000, il valore
di
! sin I cos1
\/g b 5 )
(usare 1’esercizio 4 e il teorema 2.12).

6. Trovare per quali valori di z reale risultano convergenti (assolutamente convergenti)
le serie:

0 n+1xn et n z2n+1
-1 — b - .
) Iy Yy
n=1 n=0
Esaminare in particolare i valorizc = 1 ez = —1.

7. Mostrare, utilizzando gli sviluppi di MacLaurin delle funzioni log(1 + z) e arctg z,
con il resto nella forma di Lagrange, che, per -1 < z < 1, la somma delle serie a), b)
dell’esercizio 6, & log(1 + z) e arctg z rispettivamente.
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Dalle formule trovate nell’esercizio 1.14 si ricava
2:2.4.4.6-6-...-2p-2p x
+3:5-5-. (2p—1)(2p——1)(2p+1)

3
L 2-2-4-4-6-6-...-(2p—2)(2p—2)_£
2 3-3-5:5-...-(2p—-1)(2p-1)

2
Postonz( 2.4.6-...-2p ) 1

3.5-...-(2p—1)) 2p+1

. ® 2p+1

si ha -

1 Wp<2<Wp 2p

Sihapercid: lLm ~—— =1, ciod

pe 'p—>+002Wp~ ’
1r
2= p 2P

17. Riordinamenti. Consideriamo la serie (vedi esercizio 7)
1 1,111 1

2+§‘Z+5 st7” 8+9 Tot =182

Moltiplichiamo i termini per %

1 1 1 1 1 1
- - = - - = ——..==log2.
2 "1 T% s t1o 3108
Sommando le due serie otteniamo:
1 1111 1 3
1+:»,_2+5+7”4+9+11 6t =3 log2.

Si notera che I’ultima serie & un riordinamento della prima, ma la sua somma & diversa.
Spiegame la ragione.

3. ESTENSIONI DELL'INTEGRALE DI RIEMANN

3.1 Integrall impropri

Cercheremo ora di estendere 1’operazione di integrazione a funzioni non limitate
e ad intervalli non limitati. Procediamo per passi successivi.

Cominciamo col considerare funzioni non necessariamente limitate su un inter-
vallo limitato [a, b].

Sia f:(a,b] —» R taleche,V 6 > 0, f € R(a + 6,b), ciod esiste I’integrale

b
1(6) = /a ROS
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Definizione 3.1 - Se esiste finito il limite

lim 1(6 :
s 1(9) 3.1

la funzione f si dira integrabile in senso improprio nell’intervallo la,b]; il limite

(3.1) si chiamera integrale (generalizzato o improprio) di f in [a,b] e si denotera
ancora con il simbolo

/;b f(z)dz .

Questa definizione & una estensione di quella data in 1.1 perché, se f € R(a,bd),
il limite (3.1) esiste (per la continuitd della funzione integrale) ed & uguale all’in-
tegrale di f in [a, b).

Esempio 3.1 - Sia f(z) = 2% (a > 0) ¢ [a, b] sia ’intervallo [0, 1]. La funzione
integranda & definita e continua su (0, 1], ma non limitata; essa ¢ perd limitata in
[6,1] V 6 > 0 e risulta

1 -a
1(5)=/61z‘“dx={1—a(1—51 ) sea#1

~logé sea=1

Percio si ha:
——1 - 1
lim I(6)={ 1-a °°°<
60+ +o0 sea>1

La funzione ~® & dunque integrabile in senso improprio sull’intevallo [0,1] se
a < 1lesiha:

1 1
_ad —
| e = =

(il risultato & ovviamente vero anche se a < 0); I'integrale non esiste (0, come si
dice anche, non converge) se a > 1.

La definizione 3.1 si adatta subito al caso in cui f : [a,b) — R non sia limitata
nell’intorno dell’estremo destro b, ma risulti integrabile in [a,b — 6] V6 > 0;
_porremo infatti

b—&

/ab f(z)dz := 6213+ A f(z)dz

se tale limite esiste finito.
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Se la funzione f non & limitata nell’intorno di un punto c interno ad [a, b] diremo
che & integrabile in senso improprio se lo & in [a,c] e in [c,b] e porremo

b c b
/ f(z)dz ::/ f(:z:)da:+/ f(z)dz (3.2)

a a c
Se pdi f non & limitata nell’intorno dei punti z1,z5,...,25 € [a,b], con a <
1 < 23 < ... < 2y < b divideremo l'intervallo [a,b] in tanti sottointervalli

in modo che in ognuno di questi la funzione f sia illimitata al pitt in uno degli
estremi; f si dira integrabile in senso improprio su {a, b] se lo & in ciascuno di questi
intervallini (si riconosce subito che 1’integrabilitd, come il valore dell’integrale, non
dipendono dalla suddivisione scelta).

Esempio 3.2 - Sia dato I'integrale
/‘H dzx
-1 V1-z2 '

La funzione integranda non & limitata in entrambi gli estremi dell’intervallo
[-1,+1]. Possiamo studiare la convergenza dell’integrale considerando separata-

0 1
mente i due integrali / e / . Possiamo anche considerare direttamente 1'inte-
-1 Jo

grale

b2 dz &
9 ) = _— i 2 - i 9 — i
1(61,62) '/6 i [arcsin 25} = arcsin 6; — arcsin 6;

¢ quindi prendere il limite

. T m
611{1511.’, 1(51,62) = 5 - (—5) =T7.
Sg—1_

Si osservi che il limite va preso facendo tendere é; 2 —14 e d; a 1_ in maniera
indipendente uno dall’altro.

Consideriamo ora intervalli non limitati.

Sia f :[a,+00) — R integrabile su ogni intervallo [a,w] con .. > a. Poniamo
" :
J(w) = / f(2)dz .
a

Definizione 3.2 - Se esiste finito il limite

lim J(w) (3.3)

w——00
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la funzione f si dira integrabile in senso improprio sull’intervallo [a, +00); il limite
(3.3) si dira integrale generalizzato o improprio di f in {a,+0) e si indichera col
simbolo

/a +o;(a:)d:v .

Analoga ¢ la definizione dell’integrale improprio

[_boo f(z)dz

di una funzione f : (-o0,b] — R, integrabile su ogni intervallo [—w,b] con
—w<b

Per 1'integrale da —oco a +oco di una funzione f : R — R, integrabile su ogni
intervallo limitato, si pone

/_-:o f(z)dz = /_coo f(z)dz + /c+oo f(z)dz (3.4)

se ¢ & un qualsiasi numero reale e gli integrali impropri a secondo membro della
(3.4) sono convergenti. Ancora si notera che la definizione (3.4) non dipende dalla
scelta di c.

Esempi

3.3. Sia f(z) = 2~°. Calcoliamo, per w > 1

w 1 —a
J(w)=/1 -’v_adm:{l—a(wl -1) sea#1l

logw sea=1

Si ha allora
1 1
lim Jw)=1¢ a-1 seo>
w—oo +o0 sea<l1

La funzione £~ ¢ dunque integrabile in senso improprio sulla semiretta {1, +00)
se o > 1esiha

+o0 } 1
/ 2" %z = .
1 a—1

L’integrale non esiste (non converge) se a < 1.

w
34. / e fdr={-e"lg=1-¢e“ > 1perw— +oo.
0
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—+oo
Percid abbiamo / e%dz = 1.
0

+©  dz

3.5. Per calcolare / possiamo calcolare direttamente

—oo 1+ 22

W
. 2 dz ws
lim 5 = lim [arctgz] )} =
wy—=o00 Jo, 142 w] — — 00 1
w9 —++00 w9 —++00

L ¢ li ¢ I ( ”) x
= m arcig w9 — m arctgw) = — — { —= = .
wa——+00 gw2 Wy ——00 gw1 2 2

Molte delle proprieta classiche degli integrali restano valide per gli integrali ge-
neralizzati. In particolare valgono le proprieta di omogeneita, additivita (sia rispetto
alla funzione integranda che rispetto all’intervallo di integrazione); vale il teorema
della media (esercizio 2), se P’intervallo di integrazione ¢ limitato e I'integranda
¢ continua nei punti interni di tale intervallo; anche il teorema fondamentale del
calcolo si estende agli integrali impropri (vedi esercizio 3).

~ Una proprieta fondamentale che invece viene a cadere & I'integrabilita di | f| se
f & integrabile; ma su questo punto torneremo piu avanti.

3.2 Criterl di convergenza

Sara utile naturalmente disporre di criteri che garantiscano la convergenza degli
integrali impropri.

m Teorema 3.1 - (Criterio del confronto).

1. Siano f,g due funzioni definite in [a,+0o0) e integrabili in ogni intervallo
limitato {a,w] con w > a; esista zp > a tale che

0< f(z)<g(x) per z 2 z¢.

Allora, se g ¢ integrabile in [a,+c0), anche f lo é.

2. Siano f, g due funzioni definite in (a,b] e integrabili in ogni intervallo [a+ 6, b]
con § > 0; esista zg € (a,b] tale che:

0< f(z)<g(z) per a<z<uzg.
Allora, se g ¢ integrabile in [a,b], anche f lo é.

Dimostrazione di 1. ~ La funzione integrale J(w) = [ : f(z)dz & crescente (almeno per
w 2> zp); perciod esiste lirfoo J(w); bisogna mostrare che ¢ finito.
w—
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D’altra parte g & positiva (per z 2> zo) e integrabile su [a, +00); abbiamo:
J(w) = / f(z)dz + f(z)d:c <
/ f{z)dz +/ g(z)dz <
+o00
< / f(z)dz +/ g(z)dz < 400 .

Zo

Dunque J{(w) & limitata, percid ammette limite finito. Analoga & la dimostrzione di 2. o

Per mezzo del criterio del confronto, e utilizzando il risultato degli esempi 1. e
2. si dimostrano facilmente le seguenti affermazioni.

“Sia f : [a,+00) — R una funzione non negativa e integrabile su ogni intervallo
limitato [a,w] con w > a.

1. Condizione sufficiente perché esista [,"° f(z)dz é che f(z) sia infinitesima,
per t — 4o, di ordine o rispetto a —, con o > 1.
z
2. Se f(z) — L # Qper x — +00, oppure @ infinitesima di ordine < 1 rispetto
all’ infinitesimo campione oy Uintegrale fa+ ® f(z)dz non converge.

Sia f : (a,b] — R una funzione non negativa e integrabile su ogni intervallo
[a+6,b] con é > 0.

3. Condizione sufficiente perché esista f: f(x)dz e che f(z) risulti infinita per
1

z — a4 di ordine al pin o, con a < 1, rispetto all infinito campione .
z—a

4. Se f(z) ¢ infinita per x — a4 di ordine > 1, l'integrale f: f(z)dz non
converge.

I criteri sopra enunciati si estendono in modo ovvio al caso in cui f sia definita
sull’intervallo (—o0,b] oppure [a,b).

Esempi

3.6. Gli integrali (con integrande positive)

T4t (a2 0), [ —=log(1 ®ln 1) a
eriiezn. [ dpafin). [
/0 e Tdz ( ) 1\/_og 1s1z

, . e \ 1
sono convergenti. Infatti, preso come infinitesimo campione — per £ — +0o0
. &
abbiamo:
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z% ™%, Ya > 0, ¢ infinitesima di ordine superiore ad ogni numero fissato.
1

7z

2
(sin l) ~ (%) & infinitesima di ordine 2.
z z

1 1 P C o
log(l + ;) ~ (—1—375) ¢ infinitesima di ordine 3/2

dz
zlogz

37, L’integrale fe+°° non converge. Infatti

W
/ :cl(f;:c = [log log z]S’ = log logw — +o00 per w — +00 .
€

Si osservi tuttavia che Ia funzione integranda (positiva) ¢ infinitesima, per z —

G . 1 . .
+00, di ordine superiore a —; ma non esiste alcun a, o > 1, per cui si possa
affermare che I'integranda & infinitesima di ordine a.

3.8. Gli integrali (con integrande positive)

/"/2 dz /‘1 dz
o Vigz ' Jo evVZT -1

sono convergenti. Infatti, per z — 0, entrambe le integrande sono infiniti di ordine

1 . 1 . .
— rispetto a —. (Per z — 7 /2 la prima integranda tende a zero).
Invece gli integrali

1 1 1 z-1
/oexp(———z_l)dx /o—_log(l—a:)dx‘

non esistono. Infatti exp (—

= 1> — 400 per ¢ — 1_ piu rapidamente di
.oz-1

(z — 1)@’ log(1 - z)

z — 04 (mentre tende a zero per z tendente a 1_).

qualunque potenza ¢ infinito dello stesso ordine di 1 per
x

Se la funzione f(z) non & sempre dello stesso segno, possiamo ancora applicare
il teorema 3.1 alla funzione | f(z)| per decidere circa I'integrabilita di f(z). Infatti
vale il seguente

= Teorema 3.2 - Sia f : [a,+00) — R, integrabile in [a,w], Vw € R, e |f(z))
sia integrabile su [a,+00); allora anche f lo ¢ e risulta

/a * f(z)da

< [l
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Analogamente, se f : [a,b] — IR ¢ integrabile in [a + 6,b], V& > 0, e tale che
|f(z)| é integrabile su [a,b], allora anche f lo é e risulta

l/abf(m)d:c < /;b |f(z)jde .

Dimostrazione - Poiché f & integrabile in [a, w] Yw > g, tali risultano anche |f|, f4, f-
(proprieta 3 del teorema 1.8). Poiché abbiamo

0< f4(2) < f(2)] , 0< f-(2) < |f(2)]

ne consegue, se |f| & integrabile su [a, +o0), per il teorema del confronto, che anche fi ¢
f- epercid f = fi — f_ sono integrabili su [a,+oc). Risulta anche

/:oo f(z)dz| = /a+oof+(x)dx—-/:oo f-()dz] <
+0o0

</ @+ | r@e=
= / " @z

Analoga ¢ la dimostrazione nel caso dell’intervallo [a,b]. o

E importante notare che, al contrario di quanto accade per 'integrale di Riemann,
I'integrabilita di f non implica quella di |f|. Come le serie, gli integrali impropri
POSsOno essere convergenti, ma non assolutamente convergenti, ciog pud esistere

[ mavon [|f].

+00 5

Esempio 3.9 - L’integrale / dz & convergente, ma non assolutamente

0
convergente.

Bastera evidentemente considerare Iintegrale da /2 a +o0o. Con una integra-
zione per parti abbiamo:

YW sinz cosz]¥ “ cosz
dr = |~ — ) dr =
xf2 T Z 1x/2 xf2 T

cCosw “ cosz
= - - 3 dx
w 7‘-/2 T

| cos z|
)

1 o
L’ultimo integrale esiste, essendo < —;. Prendendo il limite per w —
T

400 abbiamo allora
+

100 sin cos z
dz = — 3 dz .
/2 xj2 T
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Per mostrare che I'integrale proposto non & assolutamente convergente osser-
viamo che, per n intero positivo, abbiamo:

nr n k=
/ |s1na:| E/ |sm:v| T > Zi/ |sinz|dz =
0 E-l)x i kT Jk-1)x

n

Poiché la serie armonica diverge, si ottiene

>-l|l\>
?r-lr—t

nr M
. sinz
lim —I ldz =400 .
n—+o0 Jo T

3.3 Serie e integrali

Le serie possono essere considerate come particolari integrali impropri su una
o0
semiretta. Infatti, sia data la serie )  an e sia {Ax} la successione delle ridote.

n=0
Definiamo una funzione a scala

f(x)=ar per k<z<k+1, k=0,1,2,...

a3
-—
a1 a,
ap .
0 1 2 3 4 5 6
Fig. 8.8 ag as

Risulta allora
n+1
Ap = Z ag = / f(z)dz

k=0

Percid se lmtegrale improprio [ f(z)dz esiste, allora la serie converge e
risulta

ngzzoan :/0 f(z)de . ' (3.5)
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+

E vero anche il viceversa, poiché, Vw > 0, si ha:

[w]-1

[ ez = [ oo + @rag = 3 o+ @

Percid, se la serie converge, esiste finito hm / f(z)dz e vale 1a (3.5).

La seguente proposizione ci fornisce un utlle criterio di convergenza per le serie
mediante confronto con un integrale.
o0
Proposizione 3.3 - Sia data la serie Z ay. Se esiste una funzione non negativa

f :[0,+00) — R integrabile su [0,+02T2 tale che
lan] < f(z) pern<z<n+1,nelN.
allora la serie ¢ assolutamente convergente.
n+tl

Dimostrazione - Posto ¢, = f(z)dz, n € N, la serie Z cn, Per quanto si & detto
n n=0

nell’introduzione al paragrafo, converge € la sua somma ¢ uguale a / f(z)dz. Ma
0

n+1 n41
lan] :/ lan]dz < / f(z)dz =cn .
n n

Pertanto 1a serie Y |ax| converge per il criterio del confronto. o

Esempio 3.10 - La convergenza della serie ——i— per a > 1 pud essere
— (n+1)*

d
stabilita per confronto con I'integrale [ ﬁ—; infatti I’integrale converge per a > 1
¢ inoltre si ha
1
—_ —
z¢ = (n+ 1)@

se n<z<n+l,nelN.
*3.4 Integrale di Stieltjes

Il problema geometrico del calcolo dell’area di una figura piana (per esempio, un
n

trapezioide) porta a considerare somme del tipo Z f(z;)Az;. In svariate questioni
i=1
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della matematica (per esempio, teoria degli operatori) e delle scienze applicate (per
esempio, Statistica e Calcolo delle probabilitd) si incontrano problemi che portano
alla considerazione di somme del tipo

D fElg(ivn) - 9(2:)]

1=1

che possono essere considerate una generalizzazione delle somme integrali alla
Riemann, ove I'incremento Az; = z;4; — z; della variabile indipendente & stato
sostituito dall’incremento g(z;4+1) — ¢g(z;) di una funzione g. Sulla funzione g
faremo I’ipotesi che sia monotona (per esempio, crescente).

Siano dunque f e g due funzioni: [a,b] — R, f limitata e g monotona. Fatta
una suddivisione D (zg,21,...,2s) dell’intervallo [a,b], consideriamo le somme

s=38(D, f,9)= Zmi[g(mi) - g(zi-1)]

=1

S=5(D,f,9) = Milg(z;) — 9(zi-1)]
i=1

avendo posto, come al solito
m; = inf f M;= sup f.

(zio1, i) (zi-1,%:)

Esse si diranno rispettivamente somma inferiore e superiore di Stieltjes. Come
si & fatto per le analoghe somme di Riemann si mostra che, per una data coppia di
funzioni f,g, ogni somma inferiore ¢ < ogni somma superiore.

Definizione 3.3 - Diciamo che la funzione (limitata) f : [a,b] — R & integra-
bile rispetto alla funzione (monotona) g : [a,b] — R quando I estremo superiore
delle precedenti somme inferiori coincide con I estremo inferiore delle somme supe-
riori. Il valore comune dei due estremi ¢ detto integrale di Stieltjes di f (funzione
- integranday) rispetto a g (funzione integratrice) e indicato con il simbolo

/ab fdg o anche /‘;b f(z)dg(z) .

Osservazione 3.1 - 11 simbolo dg nella precedente scrittura non va inteso come
differenziale della funzione g¢; questa infatti, essendo monotona, pud benissimo
non essere differenziabile. Si osservera anche che, se g(z) = z, I'integrale sopra
definito coincide con I'integrale classico di Riemann; abbiamo percid ottenuto una
estensione di quest’ultimo.

Sulla traccia delle considerazioni svolte nella sezione 1, lo studente pud senza
difficolta dimostrare la seguente
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#mposizione 3.4 - Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione li-
mitata f sia integrabile su [a,b] rispetto alla funzione monotona g & che, per ogni
€ > 0, sia possibile trovare una suddivisione D di [a,b)] per la quale risulti

S—s<e¢.

Si pone subito la questione di individuare classi di funzioni integrabili; i seguenti
due teoremi forniscono una prima risposta.

= Teorema 3.5 - Se f ¢ continua su [a,b] e g é monotona, allora I'integrale
f: fdyg esiste.

Dimostrazione - Fissato ¢ > 0, per I'uniforme continuita di f in [a,b], si pud trovare 6
tale che

172"y - f(z") <e se |2'-2"|<6.

Allora consideriamo una suddivisione D di [a,b] di ampiezza inferiore a 6; abbiamo
(supponendo g grescente):

n

S—s=) (M;—my)g(x:) - 9(zi-1)] <

i=1 .
<e) lg(zi) - g(zi-1)] = elg(b) — 9(a)] -
=1

Per I'arbitrarietd di ¢, segue 1a tesi. o

Un caso particolare di questo teorema, molto importante per le applicazioni,
si ha quando ¢ ¢ una funzione a scala. Siano dunque &;,£3,...,&, i punti di
discontinuita della funzione g e py,ps,. .., pm i rispettivi salti. Presa una qualsiasi
suddivisione di [a, b] i termini g(z;)— g(z—;) sono tutti nulli tranne quelli per cui
nell’intervallino [z;_,,z;] viene a cadere uno £ (se la suddivisione & abbastanza
fine, nessun intervallino pud contenere pidt di uno £); percid le somme superiori
S e le somme inferiori s conterranno soltanto precisamente m addendi; si ottiene,
per la continuita di f,

b m
/ fdg =" f(&)pe
a k=1

ciod I'integrale &, in questo caso, una somma finita!
Se, nelle stesse ipotesi sopra enunciate, g ha una infinitd numerabile di salti, si
ottiene

b o)
[ 1d0=3 s6om
‘4 k=1
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= Teorema 3.6 - Se f & monotona e g é (monotona e) continua, I'integrale [ : fdg
esiste.

Dimostrazione - Per la continuita di g possiamo considerare una suddivisione 2z, ..., zn)
di [a, b] per cui risulti

g(z:) ~ g(zi—1) = g(b%g(_a_) .

. Per una tale suddivisione avremo (per fissare le idee, sia f crescente):
n
S—s=Y (M; - my)g(z:) — g(zi-1)] =
i=1

= 90 =908 N0y - f(ma)] =
= S ;[f(zz) - f(@i-1)] =

1
= ~[o(®) - g(a)] [/(b) - F(a)] -
Fissato ¢ > 0 potremo prendere n abbastanza grande perché risulti $— s < €. o

Se nel teorema 3.5 f non & continua, oppure, nel teorema 3.6, g non & continua,
I’integrale pud non esistere.

Esempio 3.11 - Sull’intervallo [1,4] consideriamo le funzioni

1@=g@={31 L2l

Per una qualsiasi suddivisione di [1, 4], il termine ¢(z;)— g{z;—1) & sempre nullo
tranne che quando I’intervallino [z;_1, z;] contenga il punto 2 = 2. In questo caso
abbiamo:

§= -2 S=42.

Pertanto f non & integrabile rispetto a sé stessa.

Per P'integrale di Stiltjes valgono proprietd analoghe a quelle gia illustrate per
I'integrale di Riemann, che qui sotto elenchiamo senza dimostrazione. Supporremo
le funzioni f, f;, fy integrabili rispetto alle funzioni integratrici g, g1, g, monotone
crescenti:

b b b
a)/(01f1+62f2)dg=01/a fxdg+62/ f2dg

(linearita rispetto alla funzione integranda)

b b b
b) / fd(erg1 + e2g2) = 1 / fdg1 + ez / fdg2
a a a
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(linearitd rispetto alla funzione integratrice)

c)/abfdgz‘/acfdg+/cbfdg (a<c<b)

(additivita rispetto all’intervallo di integrazione)

b b
thhﬁlhwslh@

/abfdg‘ < /ablfldg-

Infine si pud dimostrare la seguente

Proposizione 3.7 - Sia f € C%([a,b]) e g € C({a,d]), g monotona. Vale aliora
la seguente uguaglianza:

e)

Lbf dg = /: f(2)g' (z)dz .

Si vede dunque che, nelle ipotesi enunciate, il simbolo dg si comporta esatta-
mente come il differenziale di g. La proposizione 3.7 riconduce, in tal caso, il
calcolo dell’integrale di Stieljes al calcolo di un ordinario integrale di Riemann.

Esercizi

1. Studiare la convergenza dei seguenti integrali impropri:

+ 00 +7/2 00 /¢ 2
/ sinz dz / tgz dz / -(—SlnTz)d:z
0 —xf2 0 z

+ o0 +00
/ sin(z?)dz / cos(z?)dz
0 0

v (gli ultimi due sono detti integrali di Frésnel ed intervengono nella teoria della diffrazione
delia luce).

2. Dimostrare che, se f : [¢,b] — R 2 continua in (a, b) e integrabile in senso improprio
su [a, b], allora esiste £ € (a,b) tale che

b
/a f(2)dz = (b - a)f(€) .

- f(&) viene detto valor medio di f in [a, b].

. . . .1, . 1
Per esempio, verificare che il valor medio di —= in [0, 1] ¢ 2, il valor medio di
P 7z o Vi
in{-1,+1] ¢ =.
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3. Sia f : [a,b] — R discontinua nei punti £;,£2,...,£&n ed esista I’integrale generaliz-

b
zato/ f(z)dz. Posto
L

F(z)= /:f(t)dt: /;l f(tyde+ ...+/:k f(t)dt

se &g < x < €y (K =1,2,...,n) dimostrare che:
a) F(z) & continua in [a, ].
b) F(z) & derivabile nei punti di continuita di f(z) e risulta F'(z) = f(z).
¢) Se G(z) soddisfa le proprieta a) e b), essa differisce da F per una costante.

+ o0
4." Se esiste / f(z)dz, & veroche lim f(z)=0?
a r—+00

5. Discutere, al variare del parametro reale o, la convergenza degli integrali

’ dz to g
/a (a — z)|log(a - z)|° / Zlogzye >V

6. Trovare per quali valori del parametro reale z & convergente 1’integrale

+ 00
I'(z) ::/ et ar .
0

Esso definisce una nuova funzione trascendente, detta funzione gamma di Eulero. Una
delle proprieta pidl importanti della funzione I' & (verificare!):

I'n+1)=n! nelN.
Questa funzione percid estende la definizione del fattoriale ai numeri reali (interpola il

fattoriale).

7.* Ricavare, dal criterio di Cauchy per I’esistenza del limite finito per le funzioni (Pro-
posizione 4.3.12) i seguenti criteri di convergenza per integrali impropri:

a) Sia f : (a,b] — R integrabile su [a + 6,b] V § > 0; allora I’integrale improprio
b
/ f(z)dz esiste se e solo se, Ve > 0 si pud trovare 1 = 7(¢) tale che:
a

/:” f(x)dz

b) Sia f : [a,+00) — R integrabile su ogni intervallo limitato [a,w] con w > a; allora
+ 00
I'integrale improprio / f(z)dz esiste se e solo se, Ve > 0, si pud trovare ¢ = o(¢)
a

<e VvVz',2"e(a,a+n).
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tale che:

/x f(z)da

8*. L'integrale in valor principale secondo Cauchy.

<e va'z2" € (0,4+) .

Siano I = [a,b] e ¢ € (a,b). Sia poi f : [a,¢) U (c,b] — R una funzione integrabile
sugli intervalli [a,c — 6] e [c + 6, b] per ogni 6§ > 0. Come abbiamo detto, si dira che f ¢
integrabile (in senso improprio) in [a, b] se esistono finiti i limiti

0—61 b
lim f e lim S
61—04 Jgo 02004 Joyo,
ed in tal caso si pone
b c—5 b
f= lim f+ lim f.
/a 6104 Jg 62—0+ Jet 6,

Si noti che 6; e 82 tendono a zero indipendentemente.

Un caso particolare, che trova notevoli applicazioni in molti settori dell’ Analisi matema-
tica e della teoria delle equazioni differenziali, si ha assumendo 6; = §; = § ¢ considerando
il limite

. P b
5l—l'rfr)l+(/a f+/c+6f) '

Quando questo limite esiste finito esso si chiama valor principale (secondo Cauchy)
dell’integrale di f su [a, b] e viene indicato col simbolo

p.v./abf o p.v./:f(z)dz .

Chiaramente, se f & integrabile (in senso ordinario o in senso improprio) su {a, b], I'in-
tegrale di f coincide con il suo valor principale.
Viceversa, il valor principale pud esistere finito anche in casi in cui I’integrale improprio
non esiste, come mostra il seguente esempio.
. . 1
Esempio 3.12 - Siano f(z) = P [a,0] = [-1,2].

Come abbiamo visto, f non & integrabile in senso improprio in un intorno del-
Porigine. Tuttavia, se 6 > 0, si ha:

1) 21 5 71 1 2
/ ld:lc—i~/ —dzr :/ —l-dx-}—/ ldazc—i—/ ldm =log 2
-1z 5§ T -1 § T 1z

essendo % dispari. Dunque p.v. 2, -%dz = log2.
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Appendice
CENNO ALL’ANALISI NON STANDARD

La prefazione alla prima edizione del libro “Non-standard Analysis™ dell’ame-
ricano Abraham Robinson inizia cosi:

“Nell’ autunno del 1960 mi resi conto che i concetti e i metodi della Logica Ma-
tematica contemporanea potevano fornire un’intelaiatura adatta allo sviluppo del
Calcolo Differenziale ed Integrale per mezzo di numeri infinitamente piccoli ed in-
finitamente grandi...

... La teoria risultante fu chiamata da me Analisi non—standard perché coinvolge
ed era, in parte, ispirata dai cosiddetti modelli non—standard dell’ Aritmetica la cui
esistenza era stata sottolineata per primo da T. Skolem. ...”

Ovviamente non possiamo descrivere i risultati di logica ai quali Robinson fa
riferimento.

Una domanda sorge spontanea: che ragione ¢’¢ di introdurre 1’Analisi non—
standard? E forse “pili potente” dell’Analisi moderna? (chiamiamo cosi, per in-
tenderci, quella da Weierstrass (1870) in poi).

E stato dimostrato che le due teorie sono equivalenti nel senso che ogni teorema
di Analisi non-standard ha un equivalente in Analisi moderna e viceversa. La
ragione & diversa e, forse, ¢ racchiusa in alcune frasi dell’eminente logico Kurt
Godel, inserite nella prefazione alla seconda edizione del libro di Robinson (1974),
che qui riportiamo parzialmente:

“...I' Analisi non—standard spesso semplifica in modo sostanziale le dimostrazioni,
non solo di teoremi elementari, ma anche di risultati profondi. Questo é vero, ad
esempio, ...

... Questi dati di fatto dovrebbero impedire una interpretazione sbagliata, piut-
tosto comune, dell’ analisi non—standard, vale a dire che essa sia un tipo di stra-
vaganza o di moda passeggera dei logici matematici. Niente potrebbe essere piu
lontano dalla verita. Piuttosto, ci sono buone ragioni per credere che I'analisi
non—standard, in una versione o nell’ altra, sard I analisi del futuro”.

Il nostro scopo & di illustrare brevemente le idee principali che hanno permesso
di arricchire il campo dei reali con i numeri che Leibniz chiamava “ideali”: gli
infinitesimi e gli infiniti. L’allievo ricordera che abbiamo gia parlato di infinitesimi
¢ di infiniti come di funzioni che tendono a zero o all’infinito, rispettivamente. Per
Leibniz e Robinson, come vedremo, essi sono invece numeri veri e propri; in essi
non c¢’¢ nulla di “dinamico”.

Ci si pud chiedere a questo punto, quale sia la ragione per “reinventare” numeri
infinitesimi ed infiniti dal momento che Leibniz e tutti gli studiosi del Calcolo
differenziale usavano gia tali entitd ideali.

La ragione ¢ molto semplice: non si conosceva un modo rigoroso per introdurre
quei numeri ed operare con essi; in ultima analisi, nonostante i molti successi
della teoria Leibniziana (si pensi alla meccanica dei corpi celesti), questo fatto
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significava una intrinseca limitazione alle possibilita di crescita ed espansione della
teoria stessa.

Pud essere interessante vedere come Eulero, nella sua “Opera Omnia” vol.
primo, 1748, derivi la formula di Mac Laurin per il coseno: sia n intero; dalla
formula di De Moivre ¢ da quella del binomio di Newton si ricava:

1
cosSnNT = 5{(cosm + isinz)” + (cosz — isinz)"} =

= l{(COS z)" + nisin z(cos m)""l + _n(nz— 1)

2
+ ...+ (isinz)" 4 [(cos z)® — nisin z(cos z)" "1+
n n{n —1)
2
= %{2(COS z)" — n(n ~ 1)(sinz)(cos )" 2 +...} .

(4sin z)%(cos )2+
(-isinz)(cosz)" 2 +... + (~isinz)"]} =

Sia ora z “infinitamente piccolo”; sard cos ¢ = 1,sin ¢ = z; sia poi n infinitamente
grande (cosicché n — 1 = n) in modo che nz sia di grandezza finita; posto nz = v
si ricava:

1,
sv=1—-~v
co 5 +

A quel tempo non c’era modo di giustificare tutti i passaggi, in particolare
cosz = 1, sinz = z per z infinitamente piccolo. Sotto I’incalzare delle numerose
critiche, gradualmente la teoria degli infinitesimi di Leibniz fu abbandonata per
lasciare posto all’analisi moderna, per oltre un secolo.

Arriviamo dunque a Robinson. Un aspetto estretnamente interessante emerso
dalle scoperte di logica & che sono possibili moltissime estensioni non—standard
dell’analisi moderna: Robinson elabora una di esse, che ha I'importante proprieta
di essere collegata all’analisi moderna in modo tale da poter interpretare e trasferire
ogni tipo di definizione o risultato dall’una all’altra. Non possiamo certo presentare
la costruzione originale di Robinson; ci limitiamo alla costruzione di un modello
non-standard dei numeri reali, che indicheremo con YR (da non confondere con
R*!), nel modo piu elementare possibile.

Accenneremo poi alle definizioni non—standard di continuita, di derivata ed in-
tegrale.

Costruzione di "R,

Per capire 1’idea base ritorniamo alla costruzione di Cantor dei numeri reali,
accennata nel paragrafo 4.4.3. In questa costruzione si considerano successioni
fondamentali di numeri razionali, {r,} C @, quelle’'cio¢ che soddisfano la condi-
zione di Cauchy.

Il punto chiave della costruzione di R sta nell’assegnare una relazione di equi-
valenza nell’insieme delle successioni: due di esse, {rp} e {sn}, sono ritenute
equivalenti se r, — s, — 0 per n — +oo.
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Successioni equivalenti individuano lo stesso numero reale. Come conseguenza,
le successioni seguenti, equivalenti nel senso precisato sopra, individuano lo stesso
numero reale: lo zero:

{0}, 27, {%} {%}{%} . | (A1)

D’altra parte, queste successioni risultano molto diverse tra loro per quanto
riguarda la velocita con la quale tendono a zero. La relazione di equivalenza
introdotta da Cantor non segnala tale differenza.

L’idea di Robinson & di partire da successioni di reali e di introdurre nel loro
insieme una relazione di equivalenza, in modo tale da tener conto di tale diversita.

Si potrebbe pensare di considerare come “numeri” le singole successioni oppure
di ritenerle equivalenti se differiscono solo per i valori assunti su un insieme finito di
interi. Questo modo di agire & giustificato dal fatto che, dopotutto siamo interessati
al comportamento delle successioni per n — +oco.

Per le classi di equivalenza cosi ottenute si definiscono somma e prodotto nelia
solita maniera:

[rn] + [sn] == [rn + sn]

[rn] - [sn] == [rn - sa] -

Ci si accorge perd subito che non possono valere le ordinarie regole di calcolo.
Infatti, ad esempio, [0] & I’elemento neutro della somma e le classi individuate
dalle successioni

rm =0,1,0,3,0,5,...

sn = 0,0,2,0,4,0,...

sono diverse da [0]. Tuttavia & evidente che [ry] - [sn] = [0]. Non vale quindi la
legge di annullamento del prodotto.

Occorre una relazione di equivalenza pilt “bilanciata” nel senso che non deve
identificare “troppe” successioni (come quella di Cantor) altrimenti non si esce
dal campo dei reali e al contempo non “troppo poche” altrimenti otterremmo un
insieme sicuramente pill grande di R ma nel quale non possiamo operare con le
ordinarie regole di calcolo.

11 primo passo & di operare una suddivisione dei sottoinsiemi di IN in “grandi”
e “piccoli”.

A tale scopo introduciamo una funzione m definita sui sottoinsiemi di IN con le
seguenti proprieta:

)VAC N , m(A) = 0oppure m(4) = 1;
iym(@) =0, m(N)=1;
ii1) se A C IN ¢ finito allora m(A) = 0;
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tv) se Ay, Ay,..., A sono sottoinsiemi di IN a due a due disgiunti allora
k k
m(U A ,-) = > m(A;) (proprietd di additivitd) .
J=i j=i

Una funzione come m si chiama misura finitamente additiva (per la iv)) su A(IN).
L’esistenza di m (anzi di infinite m) & una conseguenza dell’assioma di scelta
(cfr. appendice al Cap. 1).

Definizione A.1 - Sia A C IN. Diciamo che A & piccolo se m(A) = 0, che A &
grande se m(A) = 1.

Sia ora R™N I’insieme delle successioni a valori reali.
In RY introduciamo la seguente relazione di equivalenza che indichiamo con il

simbolo ~:
{rn} ~ {sn}seesolose m{i e N:r;=s;} =1
ovvero se l’insieme degli indici su cui coincidono & un sottoinsieme grande di IN.

Definizione A.2 - "R := RN /<.

L’insieme *R si chiama a volte insieme degli iperreali. 1 suoi elementi sono
classi di equivalenza (rispetio a L) di successioni a valori reali, che indicheremo
con il simbolo < - >. Useremo lettere greche per indicare iperreali; cosl, @ €*R
significa che a =< 7, > per qualche successione r, : IN — R. Introduciamo una
relazione d’ordine in *RR, che continueremo ad indicare con il simbolo <:

sea=<ry>,f=<sp>alloraa<fseesolose m{i e N:r <s;}=1

Le operazioni di somma e prodotto (indicate ancora con + e -) si definiscono
ponendo

a+Bi=<rp+8,> € a-fF:=<Typ 85> .

Proposizione A.1 - "R & un campo ordinato.

Come conseguenza, in "R valgono tutte le usuali regole di calcolo. In *R, R &
immerso in modo naturale, nel senso che "R contiene un campo ordinato completo,
che per il teorema di isomorfismo, (vedi 2.2.5), possiamo senz’altro identificare con
R.

E questo I'insieme degli elementi di *R della forma *z :=< z >, classe di
equivalenza individuata dalla successione costante r, = z,¥n € IN. Scriveremo
senz’altro R C*R e z al posto *z.

La proprieta che pit ci interessa & perd che "R & una estensione propria di R,
cioe R C*R (un allargamento nella terminologia di Robinson).

S 1 -
Siano infatti a =< -~ >ed 2z € Ry. Allora o > 0 e I'insieme

{ieN:< 2>z}

o | =



522 INTEGRALI DI FUNZIONE DI UNA VARIABILE

& vuoto oppure costituito da un insieme finito di indici e pertanto & piccolo nel
senso della definizione A.1.

Ne segue che 0 < o < z; poiché = ¢ arbitrario in Ry siha: 0 < a <
z, Yz € R4. Cid implica o ¢ R; numeri come « si chiamano infinitesimi. Pit
precisamente:

Definizione A.2 - Si dice che € €*R ¢ infinitesimo se |¢| < z,Vz € Ry. Sidice
che w €*RR @ infinito se |w| > z ¥ = € Ry.

Un esempio di infinito & < n >. Notiamo che § =< — 1 > ¢ infinitesimo e

1 . .
risulta 8 < a, dove a ¢ 'infinitesimo < - >, come facﬂmente si verifica.

Cosi pure < n? > & un infinito magglore di < n>.

Per indicare che ¢ & infinitesimo scriveremo ¢ = 0; 1’unico infinitesimo reale [
lo zero. Due numeri « e g si dicono infinitamente vicini, e si scrive a ~ g, se
a - B =~ 0. E poi facile verificare che:

exr0np=0,zeR = e+np=r0,e-yx0,e-2%0;
eErR0,e#0 = %inﬁnito;

w, v infiniti positivi,z € R,z # 0 = w + v, w -z infiniti ;
w infinito :»-3;%0.

E chiaro che *R non pud essere completo, altrimenti sarebbe isomorfo ad R;
infatti I’insieme degli infinitesimi non pud avere estremo superiore (e inferiore)
in "R, come facilmente si verifica (*). Né *R pud soddisfare la proprietd di
Archimede: infatti se z € R4 ed € = 0,6 > 0, non esiste n € IN tale che ne > 2.

I numeri di *R si possono suddividere in finiti ed infiniti.

Definizione A.3 - « €*R @ finito se 3r € Ry tale che |a| < r.

Ora, tutti i numeri finiti sono della forma 2 + ¢ con ¢ € R ed ¢ = 0; pit
precisamente vale il seguente teorema, fondamentale per lo sviluppo del calcolo
differenziale ed integrale.

m Teorema A.2 - Sia a €*R, «a finito. Allora esiste uno ed un solo numero reale

z tale che x — a = 0; z si chiama parte standard di o e si indica con st(a) oppure

°a.

(*) Sia E l'insieme degli infinitesimi. Per assurdo supponiamo che esista a €*R tale che o =
sup E. Si hanno due possibilitd: o & 0 oppure o % 0. Se o = 0, per ogni altro infinitesimo positivo
esihaa+ e~ 0e o-+e > a: contraddizione. Se o # 0 ed £ & un infinitesimo positivo si ha
a —& > nVn € E: ancora contraddizione.
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Se z € IR, I'insieme dei punti della forma z + ¢ con € = 0 si chiama con il
termine leibniziano monade (0 anche alone) di z e si indica con p(z).
Una visione suggestiva della retta iperreale *IR, potrebbe essere la seguente.

Alone di un punto
Numeri infiniti T Numer infiniti
Fig. 8.8 negativi Numeri finiti positivi

Ritorniamo ora al procedimento di estensione da R a *IR. Esso si pud applicare
a qualunque sottoinsieme di IR, estendendolo a un sottoinsieme di *R: se £ C R,
*E & definito dagli elementi o €*R tali che, se a =<rp> allora

m{teN:r;€e E}=1.

Cosl all’intervallo [a,b] corrisponde I’intervallo *{a,b] che contiene la monade
destra di a, quella sinistra di b e le monadi di tutti gli elementi di *(a,b).

IN,Z, Q si estendono a *IN,*Z,*Q. In particolare *IN & costituito dagli interi di
IN e dagli interi infiniti: questi ultimi sono rappresentati da successioni del tipo
<n>,<n?>,...

I sottoinsiemi di *R della forma *E con E C R si chiamano insiemi standard.
Certamente essi non sono i soli sottoinsiemi di *IR; ad esempio I’insieme degli
infinitesimi non & standard; non possiamo perd addentrarci pi in profondita in
questa breve introduzione.

Tramite la nozione di parte standard si possono introdurre le analoghe non stan-
dard delle nozioni topologiche del capitolo terzo.

Ad esempio, sia A C*IR, A standard.

A & aperto se per ogni a € A, a finito = u(a) C A.

A t chiuso se per ogni a € A, a finito = st(a) € A.

A & compatto se ogni a € A ¢ finito ¢ st(a) € A.

Gli enti fondamentali dell’analisi sono le funzioni ed anch’esse si possbno esten-
dere con la procedura “x”.

Infatti, f : E — R, E C R, si pud estendere in modo naturale a *f* E->*R.
Ad esempio f(z) = z? si estende a *f(a) = a2, f(z) = exp(z) si estende a
f*(a) = exp(a); come si vede la “corrispondenza” opera nello stesso modo anche
sugli elementi non reali di *A. Le funzioni ottenute in questo modo si chiamano
standard e scriveremo senz’altro f invece di *f.

Veniamo ora alle definizioni di continuita, derivata ed integrale per una funzione
standard f :*(a,b) -*R. '

Continuita : sia x €*(a,b) N R, f si dice continua in z se
flz+e)= f(z) Vex0
ovvero se st{f(z +¢)] = f(z), Ve=D0.
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Continuita uniforme: f & continua uniformemente in *(a,b) se z', 2" €*(a,b) e
ol mal = f(dl) = f(a").

Derivata. Sia z €*(a,b) N IR; il numero reale ¢ € R si dice derivatadi finx e
si scrive ¢ = f'(x) se

fate)= ) .y

ex0,
€
r+e)- fla
ovvero se st I )= J(@) =c, Ve=0.
€
Integrale. Ci limitiamo a funzioni continue in *[a,b]. Sia w €* IN\IN un intero

infinito e poniamo a; = a + —(b— «),k = 1,2,...,w. I punti aj costituiscono

w

b—a

una suddivisione infinita di [a, b], tale che o} — ag_; = ~ 0. Poniamo

b—a &
flag) .

Si osservi che S.(f) € somma di infiniti termini infinitesimi.
1l numero reale 1 si dice integrale di f in [a,b] se

Su(f)~ 1 Yw e*INAN |

ovvero se st[S,(f)] =1, Vw €*IN\N.

Come si vece I’operazione di parte standard sostituisce 1’operazione di limite
che qui non & necessaria.

Terminiamo questo flash sull’Analisi non-standard con una dimostrazione allo
scopo di dare un’idea, seppure minima, di cid che Gddel intendeva con le parole
riportate all’inizio. E la dimostrazione del teorema di Cantor-Heine: ogni funzione
continua su un compatto & uniformemente continua.

Su(f) =3 flar)(og ~ ag_1) =

k=1

Dimostrazione (non standard). Sia ' C*IR compatto e f : K —*IR continua. Se z'
e2" € Keux ~a"siaz=sta!) =st(z). Allora z € K essendo K compaito ed
essendo f continua si ha:

f@)~ @)= f(2") . a
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