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Introduzione

Questo secondo volume, che conclude il corso di Analisi matematica, si articola
in due parti distinte. La prima, che prende i capitoli 11-16, costituisce il completa-
mento della teoria svolta nel primo volume, essenziale per ogni studente di matemati-
ca, di fisica, di informatica e di ingegneria. I primi due capitoli trattano del calcolo
differenziale e integrale in pit dimensioni, con particolare attenzione al caso di due o
tre variabili.

Vengono introdotti i concetti base del calcolo: le derivate parziali con lo studio dei
massimi e minimi delle funzioni a pit variabili, I’integrale multidimensionale secon-
do Riemann, una naturale generalizzazione di quello studiato nel primo volume.

Seguono poi due capitoli nei quali si studiano le successioni e le serie di funzioni,
con particolare attenzione per le serie di potenze e per le serie di Fourier, e infine due
ulteriori capitoli con la teoria elementare delle curve e delle superfici, e le prime no-
zioni sulle forme differenziali. Insieme al corso di Analisi 1, questa prima parte, che
pud essere svolta in un semestre, da allo studente le conoscenze indispensabili per af-
frontare i corsi superiori di Analisi, e le competenze necessarie per gli studi tecnico-
scientifici.

La seconda parte, anch’essa pensata per un semestre, riprende approfondendoli al-
cuni argomenti che non era stato possibile trattare in precedenza, o che avevano avuto
uno spazio necessariamente ridotto. In primo luogo, vengono affrontate le equazioni
differenziali, gia studiate nel primo volume dal punto di vista delle tecniche di solu-
zione di quelle pit comuni nelle applicazioni, e ne viene sviluppata la teoria generale,
in particolare per quanto riguarda I'esistenza e I’unicita delle soluzioni del problema
di Cauchy. Segue poi un capitolo piuttosto breve sulle funzioni semicontinue, soprat-
tutto in vista del loro uso nella teoria dell’integrale di Lebesgue, che viene svolta nel
capitolo successivo. Infine I'ultimo capitolo introduce in maniera sintetica alcuni
spazi funzionali: spazi metrici, spazi di Banach e di Hilbert, dando un quadro teorico
unitario a nozioni, come ad esempio quella di convergenza uniforme, che erano state
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introdotte in precedenza. Pur essendo soprattutto un complemento alla teoria svolta
nei tre semestri precedenti, quest’ultima parte non manca di una sua logica e di una
sua coerenza interna.

Come sempre, ogni capitolo o gruppo di capitoli del testo & integrato da note stori-
che che riassumono le linee di sviluppo della materia svolta.
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Capitolo 11

Il calcolo differenziale in pit variabili

11.1. Derivate parziali

Quando si passa dalle funzioni di una variabile a quelle di pili variabili, solo alcuni
dei concetti e dei risultati introdotti per funzioni di una variabile trovano una loro ge-
neralizzazione immediata; altri devono essere profondamente modificati, altri infine
valgono solo in una variabile e cessano di essere veri nel caso generale. In questo ca-
pitolo esamineremo in dettaglio come si trasforma il calcolo differenziale nel passag-
gio da una a piu variabili, cercando di mettere in luce le analogie e le differenze. Per
fissare le idee, ci limiteremo spesso al caso di funzioni reali di due variabili, anche se
tutti i risultati e le definizioni possono essere facilmente estesi al caso di n variabili, al
prezzo pero di complicare ulteriormente delle formule gia abbastanza complesse.

Consideriamo una funzione f(x, y) di due variabili reali, e supponiamo di tener fis-
sata una delle due variabili, ad esempio la seconda, e di far variare solo la prima. Ot-
terremo cosi una funzione della sola variabile x; se questa & derivabile diremo che la
funzione f(x, y) ammette derivata parziale rispetto a x. Tale derivata parziale si indica
con il simbolo

I
Jx’

Si ha per la definizione di derivata:

af fx+h,y)—flx,y)

—=—(x,v)=lim
ox (x.y) B0 h

Analogamente, se si fa variare la y tenendo fissa x, si ottiene la derivata parziale ri-
spetto a y:

af

W(x, y) =}gl})

Seo, y+ k) —flx, y)
- .
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. . df I . . . o . .
Spesso invece di 9% 0 a—f si usano i simboli abbreviati f, e f,. Una definizione si-
mile vale nel caso di tre o piu variabili. Se f(x), X = (x}, x,, ..., X,,), € una funzione di
n variabili, potremo fissare tutte le variabili ad eccezione di x;, € considerare f come
funzione solo di quest’ultima. Se questa funzione & derivabile, diremo che f(x) ha de-
rivata parziale rispetto alla variabile x;. Tale derivata parziale verra indicata con uno

dei simboli

I .
So Db Lo )

Una funzione che possiede tutte le derivate parziali in un punto X, si dice derivabi-
le in X,. Se poi la funzione f ammette derivate parziali in ogni punto di un insieme E,
diremo che f¢& derivabile in E.

Nella pratica, per calcolare ad esempio la derivata parziale rispetto a x di una funzio-
ne f(x, y) di due variabili, si tratta la y come una costante, e si deriva la funzione f(x, y)
come se fosse una funzione della sola x. Analogamente, la derivata parziale rispetto a
y si calcola considerando costante la x e derivando f(x, y) come se fosse una funzione
della sola y.

Esempio 11.1 La funzione f(x, y) = ¢ & derivabile in R?, e si ha

de* o
e 2xyet”
86"\.:“' 2
v =x%e" ", O

Esempio 11.2 La funzione

x
Sy =1 +y
0 se (x,v) #(0,0)

se (x, y) #(0,0)

ammette derivate parziali in (0, 0). Infatti se teniamo fissa y = 0 e facciamo variare la
sola.x, si haf(x, 0) =0, e dunque la derivata rispetto a x in (0, 0) ¢ 0. Lo stesso vale per
la derivata rispetto a y. : 0

11 vettore che ha come componenti le derivate parziali D;f si chiama gradiente della
funzione f, e si indica con uno dei simboli

Vf. gradf o Df.

Se f& derivabile in A, il suo gradiente Vf'¢ un campo vettoriale in A (vedi cap. 4 § 3).

Esempio 11.3 La funzione f(x, y, z) = 3xz — xlogy ¢ definita nel semispazio y > 0.
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Siha
I _ I __x IJ _
8x_3z logy >y En =3x
e dunque il gradiente di f & il vettore Vf = (3z —logy, ——)yi, 3x>. 0

Le derivate parziali sono un caso particolare di derivate lungo una direzione. Con
il termine direzione intendiamo un vettore v di lunghezza || v|| = 1. Se x & un punto di
R", al variare di ¢ in R il punto x + v descrive una retta che passa per il punto x € ha
direzione determinata da v. Se x e v sono fissati, la funzione

g =f(x+1v)
& una funzione della sola variabile r. La sua derivata nel punto ¢ = 0, se esiste, si chiama
derivata della funzione f nella direzione v:

—f(x)—gm) jm SOOI (1.1]

Si vede subito che la derivata parziale rispetto alla variabile x; non ¢ altro che la de-
rivata lungo la direzione dell’asse delle x;, cio¢ lungo il vettore e; che ha le componen-
ti tutte nulle, ad eccezione della i-esima, che vale 1. Ad esempio, in due variabili la
derivata rispetto a x & la derivata lungo la direzione e, = (1, 0) dell’asse delle x; quella
rispetto a y & la derivata lungo la direzione e, = (0, 1).

Si ha pit in generale

g’(t)=%(X+rv). [11.2]

Infatti, posto x, = x + tv, risulta

g+ h)— g - St hv) = fix) _ 8f
A =1lim

h—0 h

g'(1=Jim ).

Esempio 11.4 Calcoliamo la derivata della funzione f(x, y) = x’y —e* "V lungo la

1 V3
direzione v = (2 2 ) Siha

2 3 PR V3
g(t) = f(x+5)+%i)=(x+%)<y+%)—e (2 2)
e quindi

d 3 -
9%(&y)=g’(0)=xy+%x2—(5+T)e,\ ¥ 5
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Esempio 11.5 La funzione dell’esempio 11.2 ammette in (0, 0) derivate in ogni
direzione. Sia infatti v = (v,, v,) una direzione. Si ha

I _ o flw, )= f(0,0) . vv3
5 (0,0=lim ; = lim i

Si devono ora distinguere due casi: se v; =0 la quantita a secondo membro vale

,
sempre 0, e quindi anche il limite € 0; se invece v; # 0 il limite vale —=. In conclusione:

[
0 U|=0
2 0,0~ v3
ov o v, #0 O
I

Alcuni dei teoremi dimostrati nel capitolo 8 per funzioni di una variabile si esten-
dono alle derivate parziali e a quelle lungo una direzione.
Ad esempio

Teorema 11.1 Se una funzione f: A — R ha un massimo o un minimo relativo in
un punto X, interno ad A, e se ammette in X, la derivata lungo una direzione v, allora
of

a_v(xo) =0

Dimostrazione La funzione g(t) = f(x, + tv) & definita in un intorno di r = 0, dove
ha un massimo o un minimo relativo. Di conseguenza la sua derivata in O (che per de-
finizione ¢ la derivata di f nella direzione v) si annulla. =

In particolare, se x, ¢ un punto di massimo o di minimo relativo per una funzione f,
e f¢ derivabile in x,, le sue derivate parziali sono tutte nulle; il punto x, si dice allora
stazionario. Pertanto i massimi o i minimi relativi di una funzione fin un insieme A (e
a maggior ragione quelli assoluti, che per il teorema di Weierstrass esistono se f ¢
continua e A ¢ chiuso e limitato) possono cadere:

1. sulla frontiera dA di A,

2. nei punti interni dove fnon ¢ derivabile,

3. nei punti stazionari.

Nel caso di una sola variabile, questi punti erano usualmente in numero finito, e un
confronto tra i valori della fin essi permetteva di trovare il massimo e il minimo assolu-
ti. In pit variabili questo non ¢ piu vero, dato che in genere la frontiera di A € costitui-
ta da un numero infinito di punti.

Esempio 11.6 Si calcoli il massimo e il minimo della funzione
f(x, y) = (XZ + yz _ l)e'H'-V

nel cerchio chiuso C di centro I’origine e raggio 1.
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Il cerchio C & costituito dai punti (x, y) con x> + y*> < |; la sua frontiera & la circon-
ferenza x* + y> = 1. La funzione f vale 0 in ogni punto della frontiera di C; dato che in
C essa & sempre <0, il valore massimo sara 0, assunto in tutti i punti della frontiera JC.

Per trovare il minimo, cerchiamo i punti stazionari, per i quali deve essere

fim@x+ e +y = Det T =0
L=Qy+X+y = De "V =0.

Sottraendo le due equazioni si ha 2(x — y)e' " =0, da cui x = y. Sostituendo nella
prima equazione, si ha (2x + 2x? — )e** = 0, e dunque 2x + 2x*> — 1 = 0, che ha soluzioni

V3 +1 V31
“—‘_‘2 € X——2 .

La prima di queste soluzioni da luogo al punto
partiene al cerchio A, dato che

(—@)_+<—v3;])>=2+\/§>1;

V3L V3HI
2 2

), che non ap-

—_ 3 —
la seconda conduce al punto ( \/?2 ! , [—2——1—) che appartiene ad A, essendo
2 —1\2 —_1\2
V3oL (V3zd =2-V3<l
2 2
Si ha
f( \/§2— L v32— 1 )2“ VYRR

che ¢ il valore minimo della funzione.

Si sara notato che la funzione faveva lo stesso valore in tutti i punti della frontiera,
che quindi ai fini del massimo e del minimo valevano come uno solo. Grazie a questa
circostanza abbiamo potuto dare una risposta positiva; altrimenti avremmo dovuto
considerare gli infiniti punti della frontiera, e avremmo avuto bisogno di ulteriori in-
dagini. Riprenderemo questo problema nel capitolo 15. 0

Un secondo teorema che continua a valere in piu variabili ¢ un analogo del teorema
di Lagrange. Consideriamo una funzione f(x), definita in un insieme A C R". Sia x, un
punto interno ad A, e sia v una direzione. Se /(X,, r) &€ un intorno di x, contenuto in A,
la funzione g(s) = f(xy + sv) & definita per | s | <r. Per il teorema di Lagrange in R si ha
allora:
F(xo +5v) = f(x) = g(s) — g(0) = 58"(7)

dove 7¢& un numero compreso tra 0 e s. Ricordando allora la [11.2], si ottiene:

S(xo+5v) = f(x0) = Sg_i,c(xo + V). [11.3]
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In particolare, se X, = (xp, ¥o) € se prendiamo v = (1,0)e s =x — xy (questo corrispon-
de a tener fissa y = y; e a far variare la x), otteniamo

f(x, yo) = flx0, yo) = %(é’ Yo)(x — Xo) [11.4]

con & = x, + Tcompreso tra xp € x.
Analogamente, se si fissa x = x, e si fa variare la y, si ottiene

Sf(xo, ¥) = flxo, yo) = % (xo, MY — yo) [11.5]

con 7] compreso tra yg € y.
Queste due formule saranno utili nel seguito.

Osservazione 11.1  Osserviamo che i risultati precedenti valgono solo per funzio-
ni f a valori reali, e cessano di valere se la funzione f(x) & a valori vettoriali, cioe se
manda A in R*, con k> 1.

Se indichiamo con fi(x), i = 1, 2, ...., k, le componenti di f(x), possiamo certamente
applicare a ognuna delle f; la [11.3]:

of;
fi(xg +5v) — filx) = Sa_j;(xo + 1v), [11.6]

ma i numeri 7; saranno in generale diversi tra loro, e non ci sara nessun T compreso tra
O e s, tale che

of
f(xy+sv) —f(xp) = Sa—v(xo + TV).
Se pero si pone

of
av ||’

sihadalla[11.6]

L= sup

I(x, §)

| fi(xo + sV) = fi(x) | < Ls
perognii=1,2, .., k, e quindi
|| £(xo + sv) — f(x0) || < Mss

con M = VkL. Molte volte anche questa versione pit debole del teorema di Lagrange
pud essere usata con profitto. i
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Esercizi

11.1. Calcolare le derivate parziali delle seguenti funzioni:

1. x%y? 3. x’ysenxy 5. arctg% 7. x*
2. xy7? 4. Vx*+y? 6. log(x* +y%) 8. tg(x+y?)

11.2. Calcolare le derivate delle funzioni precedenti lungo la direzione

V= (——%—, %f—) e verificare che si ha
oF
L9 =30+ £l e

. af _i
11.3. Dimostrare che A=V ov

11.4. Trovare il massimo e il minimo assoluti della funzione x(1 — x> — 4y?) nel-
Iellisse x* + 4y’ < 1.

11.2. Funzioni differenziabili

Le derivate direzionali riflettono la molteplicita delle direzioni nelle quali ci si pud
muovere a partire da un punto x ER”, in contrasto con I’unica possibilita nel caso di
una variabile. Esse pero non esauriscono completamente il passaggio da una a piu varia-
bili, nel senso che alcune proprieta valide in una variabile non si trasmettono alle fun-
zioni derivabili in pid variabili. Ad esempio, uno dei risultati che abbiamo dimostrato
nel teorema 8.1 stabiliva che una funzione derivabile in un punto x ¢ continua in x.
Questo risultato non vale in pid variabili, nemmeno se si suppone che la funzione
abbia derivata in ogni direzione.

Esempio 11.7 Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la funzione

Xy~
fey) = 2y €N # 0.0

0 se (x,y)=1(0,0) : [11.8]
ha derivate in tutte le direzioni nell’origine. D altra parte la funzione f non ¢ continua in
(0, 0). Consideriamo infatti i punti x;, = (;‘5 %) che quando k — oo tendono a (0, 0). Si ha

1
2k |
J(x = =5
1 1 2
¥R
per ogni intero positivo k.
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Se ora la funzione f fosse continua in (0, 0), essendo f(0, 0) = 0, dovrebbe esistere
un intorno / di (0, 0) tale che | f(x, y)| <% in 1. Questo ¢ assurdo, poiché prendendo k
abbastanza grande i punti x, appartengono a I, e f(X;) = %

A maggior ragione poi non esistera il piano tangente al grafico della funzione f(x, y)

nel punto (0, 0, 0). O

Ricordiamo che, nel caso di una variabile, la retta tangente al grafico della funzio-
ne y = f(x) nel punto (x,, f(xy)), di equazione y = f(xy) + f" (xo)(x — Xp), € 'unica retta
passante per il punto (x, f(xy)) per la quale la differenza tra il valore della funzione e
quello dell’ordinata corrispondente della retta tenda a zero pil velocemente di x — x:

. ) = flxy) _fl (xg)(x — x¢) N
lim =

X=X X — Xg

0.
Questa definizione si pud generalizzare al caso di pil variabili.

Definizione 11.1 Una funzione f(x) si dice differenziabile nel punto x, se é deri-
vabile in X, e se'

. J(x) — f(x¢) — (Vf(x0), X — X))
lim

XX 1% = %ol

=0 [11.9]

Segue subito dalla definizione che

Teorema 11.2  Una funzione differenziabile in x, é continua in X,. Inoltre essa é de-
rivabile in ogni direzione, e si ha

Y
L (x0) = (Vfixo) ). (1.10]

Dimostrazione Siaf differenziabile in x,. Cominciamo a dimostrare che & continua.
Si ha

J(x) — f(Xg) — (Vf(xy), x — Xg) ”

f(x)_f(xo): ||X—X()|| x—x0||+(Vf.(x0),x—x0).

Quando x = X, i due termini a secondo membro tendono a 0, e quindi f(x) — f(X,),
cosicché fé continua in X

Veniamo ora alla seconda parte del teorema. Sia v una direzione, e sia X = X, + V.
Quando r — 0, si ha x — x,, e quindi per la [11.9]

i f(xo+1v) — f(X0) — (Vf(xp), 1V) _
im =

-0 t

0.

! Ricordiamo che con (v, w) si indica il prodotto scalare tra i vettori ve w (vedicap. 3§ 1).
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Per la definizione di prodotto scalare, si ha (Vf(x,), tv) = t(Vf(x,), V), e quindi

. Jxg V) = f(Xg) .
’l% f()%fo = (Vf(x0). v).
che ¢ esattamente la [11.10]. 0

Notiamo che la [11.10] non vale se f, pur avendo derivate in ogni direzione, non &
differenziabile in xy. Ad esempio, la solita funzione [11.8] ha ambedue le derivate
parziali nulle in (0, 0), e dunque V£(0, 0) = (0, 0), mentre le derivate lungo le altre di-
rezioni sono diverse da zero; di conseguenza non puo valere la relazione [11.10].

Osservazione 11.2 A differenza delle funzioni di una variabile, il grafico di
quelle di due o piu variabili richiederebbe almeno tre dimensioni, e quindi non si pre-
sta a essere disegnato su un piano. Cosi, mentre si puo tracciare un grafico che riporta
il profilo altimetrico di una strada (cioe ’altezza sul livello del mare di ogni punto di
questa), in una carta topografica, che descrive una regione a due dimensioni, non &
possibile riprodurre I’altezza sul livello del mare dei vari luoghi. Per questo si usa il
semplice artificio di riportare le cosiddette linee di livello, cioe delle linee che si tro-
vano tutte alla stessa altezza sul livello del mare. Se si indica con f(x, y) I’altezza del
punto (x, v), le linee di livello hanno equazione f(x, v) = k. Al variare della costante
k si ottengono dunque differenti linee di livello; viaggiando su una di esse si resta sem-
pre alla stessa altezza, mentre andando in direzioni diverse si sale o si scende pill 0 meno
a seconda dell’angolo che la direzione data fa con la linea di livello da cui si era partiti.

La salita piu ripida si ha quando si va nella direzione del gradiente di f. Supponia-
mo di partire da un punto X, che supponiamo non stazionario (Vf(x,) # 0), e poniamo

v= Vfixo)
[ VAxo) ||

I vettore v ha la direzione del gradiente, e si ha

= (V.0 = [ Ftx) |

P (Xp) = (Vf(xg), V) = I f(X0) || -
Se invece si prende una qualsiasi altra direzione w, si ha
=[(Vfxg), W <[ VAxo) [ W] = | Vfixo) ]

Si ha dunque

'%(Xo) = %(Xo)l

la pendenza della funzione f nella direzione del gradiente ¢ maggiore di quella in ogni
altra direzione. e
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Sempre dalla definizione di funzione differenziabile segue che il piano di equazione

2=f(x0, ¥o) T fe(X0, Yo) (X — X¢) + fu(x0, Y0)(¥ — Yo) [(11.11]

& quello che approssima meglio il grafico z=f(x, y) in un intorno del punto (xoy, Yo,
F(x0, ¥o))- Infatti, se 2= f(xg, yo) + alx = xo) + b(y = yo) ¢ un generico piano passante per
questo punto, si ha

fim Flx, ¥) = flxg, ¥o) — a(x = xo) = by — yo) =0
(X, ¥) = (g, ¥o) (X - X0)2 + (,V - .VO)2

se e solo se f¢& differenziabile e (g, b) & il gradiente dif, cioe se a = f.(xo, Yo) € b= f,(x0, ¥o)-
Di conseguenza, la [11.11] & I’equazione del piano tangente alla superficie z=f(x, y)
nel punto (Xo, )’0, f(X(), ,V()))~

Osservazione 11.3  Come nel caso di una variabile (vedi osservazione 8.3) si puo
interpretare quanto detto finora in termini di incrementi infinitesimi delle variabili in-
dipendenti x; e della funzione f. Quando a ognuna delle variabili x; si assegna un in-
cremento infinitesimo dx;, la funzione f riceve un incremento df(x) = f(x +dx) — f(X).
Risulta allora

n
df(x) =2, D, fix)dx;. [11.12]

i=1
La quantita df(x) si dice differenziale (0 anche differenziale totale) della funzione
fnel punto x; essa & uguale alla somma dei prodotti delle derivate parziali per gli in-
crementi infinitesimi delle rispettive variabili. Oggi si preferisce evitare I'introduzio-
ne di incrementi infinitesimi, e si interpreta la relazione precedente come una relazio-
ne tra funzionali lineari su R". Noi non insisteremo oltre su questo punto, ¢ non parle-
remo di differenziale che sporadicamente, per lo piu nelle note storiche. a

Torniamo ora al rapporto tra derivabilita e differenziabilita. Come abbiamo detto,
la differenziabilita di una funzione implica la sua derivabilita in ogni direzione, men-
tre non & vero il viceversa. Si ha pero il seguente

Teorema 11.3 (del differenziale totale) Supponiamo che la funzione f(x) abbia
derivate parziali in un intorno di X, e che queste siano continue in xo. Allora f é diffe-
renziabile in X.

Dimostrazione Per semplicita, consideriamo solo il caso di due variabili. Dobbia-
mo far vedere che la quantita

f(x, ) = f(xo, ¥o) = filxo, Yo) (& — Xo) — fy(Xo, Yo)(¥ = Yo)
\/(X - -’Ct))2 +(y— ."0)2
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tende a zero quando il punto (x, y) tende a (xo, y,). Per questo, cominciamo col valuta-
re la differenza f(x, y) — f(x,, yo). Per il teorema di Lagrange (vedi la sezione preceden-
te) esistono due numeri, £ compreso tra x, € x, € 7] compreso tra y, € y, tali che

Sx, yo) = flxo, o) =fr(§’ Yo)(x — xp)
f(x» .V) —f(x’ yO) :fv(x’ 77)()’ - yO)

(x. y)

T (x, )

I

(xo. vo) (€, vo) Figura 11.1

Sommando le due equazioni membro a membro i termini f(x, y,) si cancellano, e si
ottiene

Fx, ) = f(xo, yo) = FU&, yo) (x — xo) + fu(x, MY — o)

e dunque

S, y) = f(x0, Yo) — fulxo, Yo)(x — xg) — fi(Xos Y0)(y = Yo) _
V(x—x0)*+ (v = y0)?

= (f&, yo) = f(x0, ¥0)) = ,_ 0 >+
V(x=x0)* + (v = )

AL Vix xy)z_:(;v )’
Y Y=Y

Le due frazioni a secondo membro sono ambedue minori o uguali a 1 in valore as-
soluto, e quindi il modulo della quantita a primo membro si maggiora con

| £UE, yo) = Flxo, yo) | + | i, ) = fi(xo, yo) |

Se ora facciamo tendere (x, y) a (xo, ¥o), anche i punti (&, yo) e (x, 17) tenderanno a
(xg» Yo)- Per la continuita delle derivate f, e f;, I’ultima quantita tendera anch’essa a 0,
e il teorema € dimostrato. O

Una funzione f derivabile in un insieme E e con derivate continue si dice di classe
C'in E: f € C'(E). Per il teorema precedente una funzione di classe C' & differenzia-
bile in ogni punto di E. Analogamente, una funzione che ha derivate parziali di ordine
m (vedi sotto) continue in E, si dice di classe C" in E. Per analogia, una funzione con-
tinua in E si dice di classe C°.
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Esercizi

11.5. Calcolare il gradiente Vfdelle seguenti funzioni, e verificare che siano diffe-
renziabili.

l.x+y 3. x]]? S.Ea,-jx,xj

i,j=1

2. (X, Xg) 4, ollxIl?

11.3. Derivate successive

Come nel caso di una variabile, se una funzione f & derivabile in un insieme E, si
possono derivare le derivate prime, ottenendo le derivate seconde, e poi via via le deri-
vate terze ecc. Siccome ci sono n derivate parziali, e ognuna di esse avra ancora n de-
rivate parziali, ci saranno n’ derivate seconde, n* derivate terze, e cosi via.

La derivata seconda fatta prima rispetto a x; e poi rispetto a x; si indica con uno dei
simboli

2y
Sod= DD Difi S opRUe i
Sorgono qui alcuni problemi che non si presentavano nel caso di una sola variabile.
Mettiamoci per semplicita nel caso di una funzione f(x, y) di due variabili, facciamo-
ne la derivata rispetto a x e poi deriviamo ancora rispetto a y: otterremo la derivata se-
conda f,,. Se invece invertiamo I’ordine di derivazione, avremo la derivata f,,.
Notiamo che le due derivate f,, € f,, possono essere diverse, come si vede dall’e-

sempio che segue.

Esempio 11.8 Calcoliamo le derivate seconde miste della funzione

3 3
Xy —xy
y 27 .2 ¢ Lv) # (0,
oy =1 AT e #(0.0)
0 se (x,y) =(0,0)
nell’origine.
Siha
oo S Y) =0, y) Ry —y' -
O3 = i, h =im i T Y
e quindi, derivando ancora rispetto a y, £,,(0, 0) = — 1. Analogamente, risulta f,(x, 0) = x,

e dunque f,,(0, 0) = 1 # £, (0, 0). ]
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Vale pero il seguente

Teorema 11.4 (di Schwarz) Se lua funzione f(x, y) ha derivate parziali miste in un
intorno I del punto (x, y), e queste sono continue in (x, y), allora sono uguali in questo

punto: fry(x’ )’) :f\'.\'(xs ,V)

Dimostrazione Siano h e k due numeri reali tali che il punto (x + h, y + k) sia con-
tenuto in /, e sia

A(h, k) =fx+ h,y + k) = flx+ h, y) = flx, y + k) + flx, y).

(x, y+k (£, y+k (x+h y+k
I

(x,7)|-*~-——+4—-—-(x+hn1)
(o, 1) |

|

(. ne
|

(x,y) (& y) (x+h,y

Figura 11.2

Se poniamo p(1) = f(t, y + k) — f(t, v), si ha A(h, k) = p(x + h) — p(x), e per il teore-
ma di Lagrange:

Ah, k) =p'(Oh = [f(& v+ k) = (& Mk

dove £ & compreso traxex + h.
Applicando di nuovo il teorema di Lagrange alla funzione f,(¢, 1), la quantita tra
parentesi quadre sara uguale a f, (£, M)k, con 1 compreso tra y e y + k. In conclusione

A(h, k) =f,(§, Mhk.

Analogamente, posto ¢(f) = f(x + h,t) — f(x, ), stha A(h, k) = q(y + k) — q(¥), e per il
teorema di Lagrange

A(h, k) =q' (Dk=[f(x+ h, T) — f(x, D]k = f,,(0, D)hk

dove o e Tsono compresi rispettivamente traxex + h,etrayey+k.
Si ha dunque

fuléom =f.(0, 1.
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Se ora facciamo tendere h e k a zero, sia il punto (&, n) che il punto (o, 7) tenderan-
no a (x, y). Per la continuita delle derivate miste, f,.(&, 1) tendera af, (x, y) e f,,(0, T) a
fo(x,y). Si ha dunque

f;‘.f('x’ y) =f\’_\'(x’ y)

e il teorema € dimostrato. O

Lo stesso risultato vale per funzioni di piu variabili: se le derivate D;f e D;f esisto-
no in un intorno del punto x e sono continue in X, allora sono uguali in x. Vale poi
anche un analogo del teorema per le derivate di ordine superiore; ad esempio se le de-
rivate terze D;f e D f esistono in un intorno di X € sono continue in x, sono uguali in
questo punto. Cosi se ad esempio tutte le derivate terze di una funzione esistono e
sono continue, non importa dire in che ordine le derivate vengono eseguite, ma solo
rispetto a quali variabili sono effettuate. In questo caso, quando si dice: “la derivata
terza fatta due volte rispetto a x e una rispetto a y”, non importa specificare quale deri-
vata si fa per prima, quale per seconda e quale per terza.

Esercizi

11.6. Calcolare le derivate seconde delle funzioni seguenti:

1. x®y +xy 3. e'sen(x+y) 5. xy+ 2%
2. x +senxy 4. x*|x|arctgy

11.4. Funzioni composte

Anche nel caso di funzioni di pidi variabili vale una formula per la derivata di una
funzione composta, con in piu la varieta delle situazioni derivanti dal numero delle
variabili.

Nel caso generale avremo il seguente

Teorema 11.5  Sia E C R¥, x(t) = x(1,, 1, ....t;) una funzione che manda E in F CR",
e f(x) =f(xy, x5, ....,x,) una funzione che manda F in R. Supponiamo che tutte queste
funzioni siano di classe C'.
Allora anche la funzione composta g(t) = f(x(t)) é di classe C', e si ha per ogni di-
rezione v:
% )= (Vf(X(t)), %m) [11.13]

ox; ox, ox,

d X oi dicato il vett he h ti
ove cCon —— Sl e indicato il vettore cne na come COMPONENTIL —= -y~ 5 cees .
v P NN
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In particolare, se v é la direzione dell’asse t;,

% _ EANR
a, —(Vf(x(t)), 91.-) —J; o, (x(t)) o, (t). [11.14]

Dimostrazione Siha

g(t+ hv) — g(t) = f(x(t + hv)) — f(x(t)) = fx(t) + [x(t + ~v) — xX(D)]) = f(X(1)).
_ x(t + hv) — x(t)

N

g(t+ hw) — g(t) = f(x(t) + sw) — f(x(1)) = S%(X(t) + W)

Se si pone s =||x(t + hv) = x(t)|| e w , si ottiene per la [11.3]:

con tcompreso tra 0 e t. Tenendo conto della [1 1.10], si ha allora:*
g(t+ hv) — g(t) = s(Vf(x(t) + Tw), w).

Se ora dividiamo per A, e ricordiamo la definizione di w, otteniamo

g(t+h;'1)—g(t) _ w‘_)) [11.15]

= (Vf(x(t) + Tw), h
Quando h — 0, tendono a zero anche s = || x(t + hv) — x(t)|| e 7, che & compreso tra

0 e s, mentre

x(t+ hv) — x(t)

ox
A tende a v (t)

La [11.3] segue allora passando al limite nella [11.1 5] e tenendo conto della conti-
nuita di Vf. |

Un caso interessante si ha quando k =1, ossia quando x(f) € una curva. In questo
caso g(t) & una funzione di una sola variabile, e la [1 1.14] diventa:

gn=72 %(X(t))x/’,(t) = (VAx()), x'(1). (11.16]
h=1"h .

dove x'(¢) & il vettore velocita, che ha come componenti le derivate delle componenti
di x(1):
X'(1) = (x((1), X5(2), ..., Xn(1)).

La derivata g’ si chiama anche derivata della funzione f lungo la curva x(1).

2 Osserviamo che abbiamo tacitamente supposto che s # 0, cioé che x(t + hv) —x(t) # 0. D’altra parte, la relazio-
ne seguente e la [11.5] che ne deriva valgono anche se s =0, dato che in questo caso si riducono all’identita 0 =0.
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Un caso molto frequente & quello in cui la curva x(r) & una retta passante per il pun-
to x e di direzione v:

x()=x+1tv.
In questo caso, essendo x'(¢) = v, la[11.16] diventa

g'(n= gaVL(X(t)) =(VAx+tv),v)

in accordo con la [11.2].

La[11.16] pud essere ancora derivata per ottenere g"(r), ovvero la derivata seconda
di flungo la curva x(r). A noi interessera solo il caso di una retta: x(f) = x + tv; in que-
sto caso, se le derivate seconde sono continue,’ si ha

g”(t)—zz Df(x+tv) Eva D, f(x +tv) (11.17]

i=1 =1 j=1

Osservazione 11.4 Possiamo scrivere la relazione precedente in una forma piu
concisa utilizzando la notazione matriciale.

Ricordiamo che una matrice k X n & una tabella di kn numeri disposti in k righe e
n colonne. Ad esempio la tabella

1 -2 3 0

1

5 -1 0 1
1

-3 0 ) ]

€ una matrice 3 X 4.

Gli elementi di una matrice k X n si indicano con il simbolo a;, 0 H;;, 0 un qualsiasi
simbolo con due indici, il primo che va da 1 a k, il secondo da | a n. Ad esempio,
a, 5 indica il numero che si trova nella seconda riga e nella terza colonna; nell’esem-
pio precedente si haa, ; = 0.

Se A = {a;} € una matrice k X n, e v un vettore di R", possiamo definire il vettore
w=Avdi R", le cui componenti sono

a, (i=1,2,...,k).
ly ]

Jj=1
L}
Con queste notazioni potremo scrivere la [11.17] in forma pill compatta. Se infatti
indichiamo con V>fla matrice hessiana* della funzione f, ciog la matrice n X n le cui
componenti sono le derivate seconde di f:

sz(x) = {Dij,f(x)}a

* Per il teorema del differenziale totale cid implica che le derivate D; f sono a loro volta differenziabili.
* A volte la matrice hessiana si indica anche con D*f, o pill brevemente con H.
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avremo

v Df(x 4 tv) = VIf(x + 1v)v

J=1

e dunque
g' ()= (VIf(x +1v)v.v).

In particolare, per t =0 si ha

8'(0) = (Vf(x), v) (11.18]

£'(0) = (V2 f(x)v, V), (11.19]

due formule che ci saranno utili nel seguito. o
Esercizi

11.7. Sia f: R? = R? la funzione di componenti fi(x, y) =x — y, fo(x, y) =xy — L, e

Sy

sia g(x, v) =¢"

1. Si calcoli la funzione composta F = gof.

2. Si calcolino le derivate parziali di gof a partire dalla sua espressione esplicita
calcolata sopra.

3. Si calcolino le stesse derivate usando la formula [11.14] e si verifichi che il ri-
sultato sia lo stesso.

11.8. Si faccia lo stesso con le seguenti funzioni:

LA=xXfr=2-y,g=x"—y
2. fi=x—yv,r=x+y,g=xycosy
3.fi=t+2,fr=r— 1, fi=t'—t,g=xy -z

11.5. Massimi e minimi relativi

Con I’aiuto delle formule precedenti possiamo esaminare di nuovo i massimi e i
minimi relativi di una funzione di piu variabili.

Abbiamo gia visto nel § 1 che un punto di massimo o di minimo relativo interno
deve essere un punto stazionario, cio€ un punto in cui si annulla il gradiente di f. La
dimostrazione consisteva nell’osservazione che la funzione g(r) = f(x, + tv) ha un mas-
simo o un minimo in t = 0, e quindi doveva essere g'(0) = 0.

La stessa funzione da una condizione necessaria sulle derivate seconde: se la fun-
zione f(x) ha un massimo relativo in un punto interno x,, la funzione g(¢) ha un massi-
mo relativo per r = 0, e quindi deve essere ¢g"(0) < 0. Tenuto allora conto della [11.19],
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si dovra avere
(Vf(xo)v, V) <0

per ogni direzione v. »
Analogamente, se in un punto interno X, la funzione f ha un minimo relativo, si avra
per ogni direzione v

(V3f(x0)v, v) = 0.

Una matrice A tale che (Av, v) <0 per ogni direzione v si dice definita negativa,
mentre si dice semidefinita negativa se vale solo la diseguaglianza (Av, v) <0. Analo-
gamente, A si dice definita positiva se (Av,v) > 0 per ogni direzione v, e semidefinita
positiva se (Av, v) = 0. Per quanto detto sopra, si ha il

Teorema 11.6  Se una funzione f(x) ha un massimo [minimo] relativo in un punto in-
terno X, e supponiamo che f abbia derivate seconde continue in un intorno di X,. Allora

1. Vf(xy) =0,
2. la matrice V*f(X,) & semidefinita negativa [positival.

Il teorema precedente da delle condizioni necessarie affinché un punto interno
X, sia un punto di massimo o di minimo relativo per la funzione f.

A volte interessano di pill delle condizioni sufficienti, il cui verificarsi ci garanti-
sce che il punto in esame & effettivamente un punto di massimo o di minimo relativo.

Per questo cominciamo col dimostrare un’estensione a pill variabili della formula
di Taylor arrestata alle derivate seconde:

Proposizione 11.1 (formula di Taylor) Sia f(x) una funzione di classe C* in un
aperto A C R", e sia x, un punto interno di A. Si ha allora in un intorno di Xy:

[
S(x) = f(xo) + (Vf(x0), X — Xp) + 3(V”f(xo)(x — Xo), X — Xg) + Ry(X, x0)  [11.20]
dove il resto R, & infinitesimo di ordine superiore a || x — Xo || *:

Ry(x,
lim 2 Xo) (11.21]
x> || X = x| ?

Dimostrazione Per la funzione di una variabile g(t) = f(x, + tv) vale la relazione

! l " ’ ] ” 1 ” "
g(1)=g(0) + g'(0) + 5 g"(DF = g(0) + g' ()t + 58"(0)* + 5 1°(g"(1) — 8"(0)
[11.22]
dove & un punto compreso tra O e f. Ora si ha

8(0) = f(xo),
g,(o) = (Vf(xO)’ V),
g"'(1) = (V¥f(xo + TV)V, V)
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e in particolare
8"(0)) = (Vf(x)V, V).

Introducendo questi valori nella [11.22], avremo allora
. 2o,
f(Xo + tv) = f(x0) + 1(Vf(Xo), V) + —2—(V'f(x0)v, V) TR,

dove si € posto

2
Ry = SV + T¥) = Vf(x)IV. V). (11.23]
In particolare, se prendiamo v = ”L_X—OH et=||x—xq||,avremo
X — X

1
f(x) = f(xg) + (Vf(x0), X = %) + —2‘(V2f(x0)(x — Xg), X — Xg) + Ry(X, Xg). [11.24]

Resta da dimostrare la [11.21]. Si ha dalla [11.23]:

MZL([sz(XO+ TV)_sz(XO)}“:_xO X — Xp >

l|"_"o||2 2 'XOH’HX_XOH

e dunque

Roxi x| _ 1 < ~
Ix—xol2 2 2 | Dyftxo + 7v) = Dy f(xo) |

ij=1
Quando x — X, si ha 7— 0, e quindi, poiché le derivate seconde sono continue:

R .
lim__z(x;{o)_?:(). o
xox || x = x| *

Possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema 11.7 Sia f(x) una funzione con derivate seconde continue. Se in un
punto interno X, il gradiente si annulla e la matrice hessiana e definita positiva, il
punto Xy é di minimo relativo.

Dimostrazione Tenuto conto dell’annullarsi del gradiente, dalla [11.20] divisa
per || x — x,|| % si ha

f%) —fixg) _ 1

— V2 Ry(x;
Hx X ||2 5( TXo)v, v)+_£x_0)_
0

I1x = xol|?
dove si épost0v=£x—0.
[Ix = %ol
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La funzione
| P
H(w) = ?(fo(xo)w» w)

¢ continua; siccome 1’insieme delle direzioni:
S={weR":||w||=1}

¢ chiuso e limitato, per il teorema di Weierstrass essa avra un minimo assoluto m in S.
Dato poi che per ipotesi la funzione H & positiva in S, si avra m > 0.
Avremo allora

SX) —fxg) - Ra(XiXo)
llx = xo|I? IIx = x|

Per la proposizione precedente, quando x tende a x, I’ultimo termine tende a zero.

Pertanto, preso € = nella definizione di limite, esiste un intorno I di x, tale che per
ogni x € [ risulta

Ry(x; Xo) m

Ix=xl* 2

e quindi in conclusione
m
Jx) = f(xg) = D) >0

per ogni x € /. Il punto x, € dunque un punto di minimo relativo. a

Notiamo che abbiamo dimostrato che x; € un punto di minimo relativo stretto; cio¢
che in ogni altro punto x € I risulta f{x) > f(x,).

Se invece in X, il gradiente si annulla e la matrice hessiana & definita negativa, la
funzione f ha un massimo relativo stretto, come si pud vedere adattando il ragiona-
mento precedente, o anche osservando che la matrice hessiana della funzione —f¢& de-
finita positiva.

Nelle applicazioni del teorema precedente si troveranno in primo luogo i punti sta-
zionari della funzione f(x), e poi si vedra il comportamento della matrice hessiana in
questi punti. Se X, € un punto stazionario, si hanno allora vari casi:

1. La matrice hessiana & definita positiva: il punto x, &€ di minimo relativo.
2. La matrice hessiana ¢ definita negativa: x, &€ di massimo relativo.

3. La quantita (V2f(x,)v, v) assume sia valori positivi che negativi su S: il punto
non ¢ né di massimo né di minimo relativo. In questo caso si dice che x, & un punto di
sella.

4. La matrice hessiana ¢ semidefinita (positiva o negativa), ma non definita. In
questo caso non si puo concludere nulla in generale, e bisogna esaminare in dettaglio
cosa accade in un intorno di x,.
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Le funzioni seguenti, che hanno tutte un punto stazionario nell’ origine, illustrano i
vari casi.

L. f(x, y) =x*+2)*. Si ha (V(0, O)v, v) = 20} + 403 >0, e quindi I’origine & un
punto di minimo relativo (in questo caso anche assoluto).

2. flx,y) = x* = x> = ¥’ Risulta (V3f(0, 0)v, v) = =20} — 203 <0, ¢ (0, 0) & un punto
di massimo relativo (non assoluto).

3. flx, v)=xy. Si ha (sz(O, 0)v, v) = 2v,v,, che pud prendere valori sia positivi
(quando v, e v; hanno lo stesso segno) che negativi (quando hanno segno opposto). Di
conseguenza I’origine € un punto di sella.

4. f(x,y)=x*+y*. Si ha (Vf(0, 0)v, v) = 20} = 0 e quindi la matrice V(0 0) & se-
midefinita positiva. Si vede subito che I’origine & un punto di minimo assoluto, dato
che f(0, 0) = 0 mentre f(x, y) = 0.

5. f(x,y) = x> = y*. Anche in questo caso si ha (V3f(0, O)v, v) = 203=0, ma la fun-
zione f'non ha né un massimo né un minimo relativo in (0, 0). Infatti si ha f(0, 0) =0,
flx,0)>0ef(0, y)<O.

Osservazione 11.5 In generale non & semplice determinare se la matrice hessiana
¢ definita o no in un punto x,. Nel caso di due variabili si ha

(sz(x())v» V) :fx:\v% + zf\'v\"UIUZ +f\'yv§ = vg(.fn AZ + zf\\l +f\\)

con A= ZI— La quantita tra parentesi & un polinomio di secondo grado in A, che ha due,
2

una o nessuna radice reale a seconda che il discriminante

A= f;:: - f\‘.\‘ f\ v

¢ positivo, nullo o negativo.

Nel primo caso, esso assume sia valori positivi che negativi, e quindi il punto in
esame € un punto di sella; nel secondo la matrice hessiana & semidefinita, nel terzo de-
finita. Per vedere in quest’ultimo caso se ¢ definita positiva o negativa, basta guarda-
re al segno di f,,; se f,, >0 si ha (Vf(x,) v, v) >0, e V*f(x,) & definita positiva; se in-
vece f,, <0, V?(x,) & definita negativa. o

Esempio 11.9 Cerchiamo i massimi e i minimi relativi della funzione
Flx, ¥) =207 = 2xy + 2y% — X%,
I punti stazionari della funzione f sono le soluzioni del sistema

fi=4x—2y—3x’=
fi="2x+4y=0.

Dalla seconda equazione si ricava x = 2y, che introdotto nella prima da 6y — 12)* = 0.
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Quest’ultima ha soluzioni y=0e y= 7 alle quali corrispondono rispettivamente

1
x=0ex=1.Ipunti stazionari della f sono dunque (0, 0) e 1,5 .

In corrispondenza di (0, 0) si ha

fo—fufy=1-4<0

e f..(0, 0) =2 > 0. Pertanto la matrice hessiana & definita positiva, e quindi (0, 0) & un
punto di minimo relativo.

Per quanto riguarda (l , %) si ha

Lr=fufu=1+2>0

e quindi si tratta di un punto di sella. &

A volte non ¢ necessario calcolare la matrice hessiana, perché considerazioni di tipo
diverso possono indicare che un dato punto stazionario € un punto di minimo o di mas-
simo.

Esempio 11.10 Tra tutti i parallelepipedi che hanno la somma degli spigoli fissa-
ta, trovare quello di volume massimo.

Osserviamo per prima cosa che ci si puo limitare ai parallelepipedi rettangoli, dato
che ogni parallelepipedo ha volume minore del parallelepipedo rettangolo con gli stes-
si spigoli. Se indichiamo con x, y e z le lunghezze degli spigoli, e con L la loro somma, si
trattera di trovare il massimo della funzione xvz con la condizione x+y+z=L. Da
questa si ricava z =L — x — y, e quindi si tratta di trovare il massimo della funzione
Sflx, v)=xy(L —x—y). I tre spigoli devono essere naturalmente positivi, e quindi il
massimo deve essere cercato nel triangolo x>0, y >0, x + y < L. Sul bordo di questo
triangolo la funzione f(x, y) vale 0, mentre all’interno & sempre positiva; ci sara dun-
que un massimo interno.

X Figura 11.3
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Cerchiamo i punti stazionari. Si ha f, = y(L — 2x — y) ef,=x(L—x—2y), e quindi,
scartate le soluzioni (0, 0), (0, L) e (L, 0) che sono sul bordo del triangolo, resta solo la so-

. . L L s . . R
luzione interna (?’ ?> Dato che ¢’¢ un solo punto stazionario, questo non pud essere
. : o R 5 . L
che il punto di massimo; il valore massimo & 57 che si ottiene quandox =y =z = 3
Il parallelepipedo cercato & dunque il cubo.

Questo risultato si traduce in una diseguaglianza. Infatti, per quanto abbiamo
3

dimostrato, se x, y, z sono dei numeri positivi si ha xyz < 37" ricordando allora che
L =x+y+ z, potremo concludere che

27xyz < (x +y+ 2)*,
col segno = che vale se e solose x =y =z. @]

Esercizi

11.9. Trovare i punti stazionari delle funzioni che seguono, e per ognuno dire se si
tratta di un massimo (M) o di un minimo (m) relativo, o di un punto di sella (s).

Ix—x?—)? 3.0+ x—dxy—2y° 5. x(x+y)e’ "
2. xv(x—1) 4. x(y+1—xy) 6. cos(x +y) + cos(x — y)

11.10. Tra tutti i parallelepipedi rettangoli di spigoli x, y, z e di volume assegnato
V, trovare (se esiste) quello che rende minima la quantita x> + 2y? + 372,

11.11. Tra tutti i paralellepipedi rettangoli di spigoli x, y, z e di volume assegnato
V. trovare (se esiste) quello che rende minima la quantita xy + 2xz + 2yz.

11.12. Tra tutti i rettangoli trovare (se esiste) quello che rende minima la somma

P+ % del perimetro e dell’inverso dell’ area.

11.6. Risposte agli esercizi

11.1.
79 x y
1. 3x%y%, 2x'y 4. ,
\/xz + y2 \/x2 + y2
2. 2xy?, =3x%y 5. al

R Ay
2x 2y

3. 2xysenxy + x’y’cosxy, x’senxy + xX’ycosxy 6. ———y, —2—s
y Y ) Y Y Y ) x2+y2 x2+y2
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1 2y
cos(x + v7) " cos (x + v?)

7. v T logx

.-,4\/5._.
SV TR

.= 2xy— 4(*;— + fo)

2

o

2 = 1, =
-3 senxy(\V 2y —v)+ ',;—.\".\‘C()S,\‘.\‘(2\’2.\' -V)

2V2y —x

4. >
3V + v
y+2V2x
5. - 3 3
3(x" =)
6 22—
3(x"+y7)
AT ] ~
7. 3 (2\v2xlogy — )
4\2v—1

" 3cosi(x +vY)

fxHu=v) —f(x) _ fix+sv) = f(x)
t s
1 — 0 anche s — 0, il risultato segue passando al limite.

11.3. Posto s = —1t, si ha , e siccome quando

2
11.4. — [M], — 2_ [m]
V3 3V3
11.5.
1. Vf=(,1) 3. Vf=2x 5.D.f= E("M g
2. Vf=x, 4. Vf= 2xe M i=1
11.6.
L fo=2vfo=fii=2x+1,/,=0
2. =y senxy; fi, = f,, = cosxy, —xysenxy. f,, = —x’senxy
3. fu=2e'cos(x + v): fi, =fiy = e'(cos(x + v) —sen(x + v), f, = —e'sen(x +v)
3x x| _ 28 x|y

4 fu=6lelarctgy: fo = £ = T A = T 0

5. fe=fw=la=fe=0 =20 f = fa = L= 22
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11.7.

l. (;,\'*\' -ayv+ 1 2 F‘:(I __\')(’\._“7“.+ I»F\-: _(l +.\.)e\*\’-'.\\"l

11.8.

l.F=x"+y—2;F =4x°, F.=1

2. F=(x*=y%)cos (x + ), F,=2xcos (x + y) — (x* — v} sen (x + y),
F,==2ycos(x+y)—(x*—y)sen(x+y)

3.F=212=2,F =4

11.9.

1

2. (0, 0)(s); (1, 0)(s)

I 1
3.(—1, hH(My; (-? g)(s)
4..(0, = 1)(s); (1, I)(s)

1 3
5.(0,0)(s); (5, —5)(m)

6. ((k + h)g, (k — Iz)%), (s) se k e h sono uno pari e uno dispari, (M) se sono ambe
due pari, (m) se sono ambedue dispari

11.10. % = 2y7 = 372 = V62
11.11. x =y= 2- = \}/ﬁ

11.12. 11 quadrato di lato V2



Capitolo 12

Il calcolo integrale in pit variabili

12.1. L’integrazione

Come il calcolo differenziale, anche la teoria dell’integrazione si estende a funzio-
ni di pit variabili. Per semplicita, ci limiteremo anche qui — almeno nelle dimostra-
zioni dei teoremi — al caso di due variabili. Avvertiamo comunque che i risultati val-
gono con le opportune modifiche anche per funzioni di n variabili.'

Per quanto riguarda la definizione di funzioni integrabili, non ¢’¢ grande differen-
za rispetto al caso di una variabile; il solo punto di una certa rilevanza consiste nel
fatto che mentre in una variabile gli integrali si facevano prevalentemente su un inter-
vallo, ora non c¢i sono domini di integrazione privilegiati. I pit semplici sono ovvia-
mente i rettangoli, ma spesso si devono calcolare integrali estesi a triangoli, cerchi,
ellissi, o altro.

D’altra parte ci si pud ridurre a considerare sempre I’integrale su tutto R?; infatti se
si vuole integrare una funzione limitata f(x) su un insieme E limitato, bastera porre
uguale a zero la funzione f fuori di £. La nuova funzione f*, che vale fin E e zero fuori
di E, sara limitata (perché fera limitata in E) e varra O fuori di un rettangolo (bastera
prendere un rettangolo che contiene E). In questo modo, almeno formalmente, si eli-
mina dalla definizione la considerazione dell’insieme di integrazione.

Cominciamo a dare alcune definizioni. In primo luogo, un rettangolo ¢ il prodotto
cartesiano di due intervalli [a, b) X [c, d), cioé I'insieme dei punti (x, y) € R? che
hanno la prima coordinata x in g, b) e la seconda in le.d):?

R=la.b)X[c,d)={(x,y) ER*:a<sx<b,csy<d)}.

! In particolare, dove parleremo di quadrati, rettangoli, cerchi ecc.. si dovra intendere in tre dimensioni cubi.
parallelepipedi rettangoli, sfere ecc.

* Pili in generale, un rettangolo in R" & il prodotto cartesiano [a,, b)) X [ay, bs) X ... X [a,. b,) di interval-
1t aperti a destra.
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Operiamo ora una suddivisione di [«, b) in n sottointervalli mediante i punti x, = «,
X[, X2, .oy X, -1, X, = b, € una suddivisione di [c, d) in m sottointervalli mediante i punti
Yo=Y Yooy Y- 1n Y =d. Posto Iy, =[x, -, x;) e Jy = [vi -1, Vi), il rettangolo R ver-
ra suddiviso in n X m rettangolini R, = I, X J,.

Una funzione semplice ¢ una funzione che assume un valore costante su ognuno di
questi rettangolini, e che vale O fuori di R. Se indichiamo con A, il valore che ¢ assu-
me in R,;, avremo

m

n
ox)= 2 Elhk(l’km(x)
h=1k=1
dove con @, si € indicata la funzione caratteristica di Ry;.
Per queste funzioni si definisce I’integrale:

n m n m

f(pdxa'y = 2 2 Amm(R,) = E E Awem(l,) m(J) =

h=1k=1 h=1k=1
n o m

= 2 2 At (o, = X5~ D% — Yi-1)-
h=1k=1
Veniamo ora all’integrale di una funzione generica f(x). Per non appesantire il di-
scorso, introduciamo alcuni termini:

Definizione 12.1 Chiameremo supporto di una funzione f la chiusura dell’insie-
me in cui f(x) é diversa da 0:

supp(f) = {x : f(x) # 0}.

I1 supporto di una funzione &€ ovviamente un insieme chiuso; se ¢ anche limitato
(cioe se la funzione f'vale O fuori di un insieme limitato, ad esempio di un rettangolo),
supp(f) € un insieme compatto; diremo allora che f¢ nulla fuori di un compatto, ovve-
ro che & una funzione a supporto compatto, o anche che ha supporto compatto.

Come nel caso di una variabile, indichiamo ora con ¥ la classe delle funzioni
semplici @ maggioranti, ciog tali che @(x)=f(x) per ogni xE R, e con ¥ quella
delle funzioni semplici y minoranti, cioé con y (x) < f(x).

Definizione 12.2  Diremo che una funzione f, limitata e nulla fuori di un compat-

to, é integrabile (secondo Riemann) se

sup |y dxdy=inf f(pdxdy. [12.1]

yeY" pES”

In questo caso, il valore comune si chiama integrale della funzione fe si indica con
ff(x, y)dxdv o piu in generale con ff(x)dx.

Una definizione del tutto simile, con le ovvie modifiche del caso, vale nel caso din
variabili.
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Osservazione 12.1 A volte le due quantita che compaiono a destra e a sinistra nella
[12.1] si chiamano rispettivamente integrale superiore e integrale inferiore della fun-
zione f:

ff(x)dx = inf f<pdx
oc:!
!_f(x)dx =';2p’ ft//dx

Una funzione f, limitata e con supporto compatto, sara dunque integrabile se I’integra-
le superiore & uguale all’integrale inferiore, cio¢ se risulta

0

[ fxyax = ff(x)dx.

Come abbiamo detto, se invece che I’integrale su R” vogliamo I'integrale su un in-
sieme E, bastera porre la funzione uguale a zero fuori di E; ossia prendere la funzione

. _[fx) sexeFE
‘f(pbi_{() altrimenti

Se questa funzione & integrabile, diremo che la f & integrabile su E, e porremo

[1oxax = [ rpax

Osservazione 12.2 Come per una variabile, anche per I’integrale in piu variabili
avremo che

Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f, limitata e nulla fuori
di un compatto, sia integrabile, é che per ogni € >0 esistano una funzione semplice
maggiorante @ e una minorante y tali che

f(pdxd_v —fl//dxdy <E&. o

12.2. La misura degli insiemi

Il problema di determinare se una funzione f € integrabile su un insieme E & com-
plicato dalla varieta dei possibili insiemi, e non ¢ banale nemmeno se f= 1. Questo
caso merita un’attenzione particolare, perché & legato alla misura degli insiemi.

Definizione 12.3 Un insieme limitato E si dice misurabile (secondo Peano-Jor-
dan) se la sua funzione caratteristica @ é integrabile. In questo caso definiamo misura
di E il numero

m(E) = f(p,;a’x.
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N

Ricordiamo che se ¢ ¢ integrabile, allora per ogni €>0 esistono due funzioni
semplici Y e @, con ¥ < @, < ¢, tali che

f(pa'x - fy/dx< E.

Figura 12.1

Le funzioni ¢ e ¥ provengono da una suddivisione di un rettangolo R che contiene
E. E chiaro che converra prendere @ pidi piccola possibile, e la y piu grande possibile,
compatibilmente con le diseguaglianze y < ¢, < ¢. Questo significa che si prendera
¢ =1 nei rettangoli R;, che hanno punti in comune con E, e ¢ =0 negli altri; simil-
mente converra prendere ¥ =1 nei rettangoli R;, contenuti in E e y = 0 negli altri.

Cosi facendo, I'integrale di ¢ sara la somma delle misure dei rettangoli R, che
hanno punti in comune con E, mentre |’integrale di ¢ sara la somma delle misure dei
rettangoli R;; contenuti in E. La differenza tra i due integrali sara allora la somma
delle misure dei rettangoli che hanno punti in comune con £ ma non sono contenuti in
E, cioe dei rettangoli che hanno punti in comune con la frontiera di E.

Chiamiamo ora plurirettangolo I’'unione P di un numero finito di rettangoli R,
senza punti comuni; e misura di P la somma delle misure dei rettangoli che lo com-
pongono. Avremo allora:

Proposizione 12.1 Un insieme limitato E é misurabile se e solo se per ogni €>0
esistono un plurirettangolo P contenuto in E e un plurirettangolo Q che contiene E,
tali che m(Q) — m(P) <e.

Se E e misurabile, si ha

m(E) = inf{m(Q), Q plurirettangolo, Q D E} =
= sup{m(P), P plurirettangolo, PC E}.
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Se P e Q sono due plurirettangoli, con P C EC Q, la differenza Q — P ¢ un pluriret-
tangolo che contiene JE, e risulta m(Q — P) = m(Q) — m(P). Dalla proposizione pre-
cedente si pud dunque concludere che

un insieme E é misurabile se e solo se per ogni € >0 esiste un plurirettangolo Z che
contiene la frontiera JE, con m(Z) < g,

e dunque che

un insieme E é misurabile (secondo Peano-Jordan) se e solo se la sua frontiera JE ha
misura nulla.

Osservazione 12.3 Se A e B sono due insiemi misurabili, sono misurabili anche
AUB,ANBe A— B. Infatti la frontiera di ognuno di questi tre insiemi € contenuta
nell’unione 0A U dB.

D altra parte se A e B sono misurabili, per ogni £ >0 sia dA che dB sono contenute
in due plurirettangoli P e Q, ambedue di misura minore di €, la loro unione sara conte-
nuta in P U Q, che ha misura minore di 2¢€.

Figura 12.2

Ne segue che m(dA U dB) = 0, e dunque le frontiere dei tre insiemi AUB,ANBe
A — B hanno misura nulla. 2
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Esempio 12.1 Sia g(x) una funzione positiva in [a, b] e sia
G={(x,y)ER?*:a<x<bh,0=<y<gx)}.

Se g ¢ integrabile, I’insieme G ¢ misurabile, e

b
m(G) = fg(x)dx.

Infatti per ogni £€>> 0 esistono una funzione semplice maggiorante ¢ € una mino-
rante ¥, con | @dx — | wdx < e. Gli insiemi corrispondenti di R?,

d={(x,y)ER*:a<sx<b 0<sy< @)}

VY={(x,)ER*:a<x<bh 0<y=<y(x)}
sono dei plurirettangoli, e si ha
[odx=m(@),  [ydx=mew).
D’altra parte W C G C ®, e m(®) — m(V¥) < ¢, cosicché G ¢ misurabile. Inoltre sia

b
m(G) che fg(x)dx sono contenuti tra m(¥) e m(®), e quindi

a

<m(®)-mW¥)<e

b
‘ m(G) — fg(x)dx

a

e per I’arbitrarieta di €, la misura di G risulta uguale all’integrale della funzione g.

Per I’osservazione precedente, se g e 4 sono due funzioni integrabili in [a, b), con
0= g(x) < h(x), I’insieme

E={(x,vE R’>:u<x<h, gr)ysy=h(x)}

¢ misurabile, essendo differenza dei due insiemi misurabili H e G, e la sua misura ¢
b
m(E) = f[h(X) —g(x)]dx.
a
La stessa formula vale anche se non si suppone che g e /1 siano positive. Infatti basta
ragionare sulle funzioni g + ¢ e h + ¢, con ¢ preso in modo che risultino positive, e os-
servare che I’insieme E, corrispondente non ¢ che I’insieme E traslato di ¢ verso ’al-
to, e quindi ha la stessa misura di E.
Insiemi di questo tipo si dicono normali rispetto all’asse delle y. Osserviamo che
nella definizione di insieme normale al posto di uno o piu segni < si pud scrivere <
senza che cambi nulla. Ad esempio, I’insieme

F={(x,y)ER*:a<x<b, gx)<y<h(x)}
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€ misurabile, e si ha
b
m(F)= f[/z(.\') — g(x)]dx.

a

Analogamente, si dicono normali rispetto all’asse delle v insiemi del tipo
U={(x.MER*:¢csy=sd u(y)sxsuv(y)}

con u(v) < u(v). Se i e v sono funzioni integrabili in [¢, d), I'insieme U ¢ misurabile. e
d
m(U) = J‘lzz('\‘) = u(v)]dy.

«

Esempio 12.2  Ci sono insiemi non misurabili secondo Peano-Jordan? Un primo
esempio ¢ costituito dall’insieme Q N (0. 1) dei numeri razionali compresi tra O e 1.
Infatti la sua funzione caratteristica ¢ la funzione di Dirichlet, che come abbiamo
visto nel capitolo 9 non ¢ integrabile secondo Riemann. Piu difficile ¢ trovare un in-
sieme aperto che non sia misurabile secondo Peano-Jordan. Un esempio ¢ il seguente.

Partiamo dall’insieme Q N (0, 1), che come abbiamo visto nel capitolo 4, § 8 € nu-
merabile. Sia ¢,. ¢>, ... una sua numerazione.

Fissato 0 < e<%, consideriamo la famiglia di intervalli aperti I, = (¢, — €2 *. g, +
+ €2 %), e sia A la loro unione. Essendo unione di aperti, A & aperto. Faremo vedere
che A non & misurabile, ossia che la sua funzione caratteristica ¢, non ¢ integrabile
secondo Riemann.

Sia ¢ una funzione semplice maggiorante ¢,. Poiché AD QN (0. 1), si dovra avere
o(x) = @,(x) =1 per ogni x razionale, e quindi per ogni x € (0, 1), dato che in ogni in-

tervallo cadono punti razionali. Di conseguenza f(pdxa 1, e poiché ¢y , € una mag-
giorante,

J:(p/\dx =1

Prendiamo ora un pluriintervallo chiuso P (unione di un numero finito di intervalli
chiusi) contenuto in A; si pud allora trovare un numero finito N di intervalli /; che
compongono A tali che®

PCAN=OA.

k=1

' La dimostrazione di questa asserzione nella sua forma piu generale si pud trovare nel capitolo 20. Nel
nostro caso una dimostrazione pit semplice ¢ la seguente. Se P non fosse contenuto in nessuno degli aperti
Ay. per ogni intero & si potrebbe trovare un punto x, € P che non appartiene ad A;. Poiché P ¢ compatto.
dalla x; si pud estrarre una sottosuccessione x;, convergente a un punto x, € P. Dato che x,EA, esso appar-
terra ad almeno uno degli intervalli aperti /,,. e quindi. dato che x;, — x,. si avra x;, €1, per n abbastanza
grande. In particolare, se k, >m si ha x, €A, CA, il che & assurdo, perché per costruzione x, & A;.
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Di conseguenza la misura di P, cio¢ I’integrale di ¢p, sara minore della somma
delle misure di questi intervalli, e quindi:

f(pp(lei2£2"<£E~2' =2¢.

k=1 k=1

Poiché questo vale per ogni pluriintervallo P C A, si ha

f (R\dX <2e< ]

e quindi A non & misurabile.
Per I’osservazione [ 12.3] anche I’insieme chiuso [0, 1] — A non & misurabile. 0

Esercizi

12.1. Si calcoli la misura degli insiemi seguenti:

L{(x, VER*:0=<x<],x'sy=<y’)
2.{(, VER: x| <1, |x|<y=sV2-x%)
3{(, WER x+1]|<y<2—|x|}
4. {(x, VER?*:0sysnm —l<x<cosy}

12.3. Integrabilita delle funzioni continue

Come avveniva nel caso delle funzioni di una variabile, le funzioni continue sono
integrabili. Piu precisamente, vale il seguente

Teorema 12.1 Sia f(x) una funzione continua in un rettangolo chiuso R, e sia E
un insieme misurabile contenuto in R. Allora f é integrabile in E.

Dimostrazione Dobbiamo dimostrare che la funzione fo;. ¢ integrabile.

Per il teorema di Weierstrass, la funzione f € uniformemente continua in R; pertan-
to per ogni £> 0 esiste un §>> 0 tale che se si suddivide R in rettangoli R, di diametro
minore di 8, risulta in ognuno di essi:

th - My = Supf-— lnff< E.
Rix R,

Inoltre fha in R massimo e minimo, che indicheremo con M e m.

D’altra parte I'insieme £ & misurabile, e dunque per ogni £€> 0 esiste una suddivi-
sione di R in rettangoli R, che potremo supporre di diametro minore di §, tale che la
somma delle misure di quelli che hanno almeno un punto in comune con JE sia mino-
re di €.
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Cid premesso, osserviamo che i rettangoli R, della suddivisione in questione si
possono ripartire in tre classi J, € e ¥, mettendo in J tutti quelli che sono contenuti
all’interno di E, in /% quelli che hanno almeno un punto in comune con la frontiera JE,
e infine in € tutti gli altri, cioé quelli che non hanno punti in comune né con E né con JE.

Chiameremo “interni” i rettangoli di J, “esterni” quelli di €, e “di frontiera” quel-
li di /§. Per quanto detto sopra, la somma delle misure dei rettangoli di frontiera ¢ mi-
nore di &

E m(Ry) < €.

R EN

Figura 12.3

Definiamo ora una funzione maggiorante ¢, ponendo ¢ = 0 nei rettangoli esterni,
¢ = max{M, 0} nei rettangoli di frontiera, e ¢ = M, nei rettangoli interni.

Analogamente definiamo una funzione minorante y, ponendo y = 0 nei rettangoli
esterni, ¥ = min{m, 0} in quelli di frontiera, e Y = my, in quelli interni.

Si ha evidentemente v < f@, < ¢, e inoltre

[@dxdy —[ydxdy = (max (M, 0) = min{m,0) S, m(Ry)+
Rhle R
+ 3 My — mym(Ry) < (M| + | m|)e+

R €

+&e> m(Ry) <e&(|M|+|m|+m(R)).

RLEN

E dunque verificata la condizione necessaria e sufficiente, e dunque la funzione f'¢
integrabile su E. 0

Pil in generale si pud dimostrare che una funzione f limitata in un rettangolo R ¢
integrabile se I'insieme D dei punti di discontinuita di f ha misura nulla. La dimostra-
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zione & simile a quella del teorema precedente, con D al posto della frontiera JE, e
viene lasciata per esercizio. Notiamo che nelle ipotesi del teorema precedente, 1’in-
sieme dei punti di discontinuita della funzione f¢ & contenuto in JE.

12.4. 11 calcolo degli integrali doppi

I risultati fin qui ottenuti non danno nessun metodo, al di la della definizione, per il
calcolo effettivo degli integrali doppi. Di questo problema ci interesseremo ora.

Cominciamo a vedere cosa avviene per le funzioni semplici. Consideriamo una
suddivisione del rettangolo R = I X J in rettangoli R, =1, X J,, e sia (p=2/l,,k(pRM una
funzione semplice. Se fissiamo x € /;,, 1a funzione @(x, y), considerata come funzione
della sola y, ¢ semplice e si ha

[t dy =3 Aymi.
k

L’integrale a primo membro ha dunque un valore costante per x € I, € quindi ¢ a
sua volta una funzione semplice della x. Integrando rispetto a x:

[dx [ptx y)dy =3 M) S Al =3 A mk) = 2 Ay m(Ry) = [ gdxdy
h k

hk hk
Lo stesso si puod dire se si integra prima rispetto a x e poi rispetto a y, cosicch€ in
conclusione, per le funzioni semplici vale la formula

f @dxdy = f dx f(p(x, v)dy =fdy f(p(x, v)dx.

Vogliamo dimostrare che sotto opportune ipotesi la stessa formula vale per funzio-
ni integrabili in R. Si ha il seguente

Teorema 12.2 (di riduzione, o di Fubini) Sia f(x, y) una funzione integrabile nel
rettangolo R = [a, b) X [c, d), e supponiamo che per ogni x € [a, b) la funzione f(x, y),
considerata come funzione della sola y, sia integrabile in [c, d). Allora la funzione

d
F(o = [fox, vy
¢ integrabile in [a, b), e risulta

ff(x, y)dxdy =fF(x)dx = fdxj!f(x, y)dy. [12.2]
% o A

Dimostrazione Siccome f(x, y) € integrabile in R, per ogni £> 0 esistono due fun-
zioni semplici y e ¢ tali che

ywix, y) <f(x, y) < @x, y), [12.3]
[pdxdy - [wdray<e. [12.4]
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Possiamo integrare le tre funzioni della [12.3] rispetto alla y, dato che per ipotesi
f(x, y) ¢ integrabile rispetto a questa variabile. Avremo

d d d
Y0 = [y ndy < Foo = [foo ndy < [ (x, ydy = o). [12.5]

Le due funzioni ¥ e ® sono due funzioni semplici, la prima minorante, e la secon-
da maggiorante la funzione F(x), e si ha

fb d(x)dx — f W(x)dx = [pdxdy - [y dxdy < e.

Di conseguenza, la funzione F(x) risulta integrabile in [a, b). Integrando la [12.5]
rispetto a x si ottiene

b
f !//dxdySfF(x)dx Sf @dxdy.
R a R
D’altra parte, per la [12.3] si ha anche
f wdxdy < f Sx, v)dxdy < f @dxdy
R R R

e quindi

<[ pdxdy - [ydrdy<e.

R

‘ [ s wdsas - [ Fesya
R a

Per I’arbitrarieta di € si pud concludere che il primo membro della relazione prece-
dente & zero, e quindi che vale la [12.2]. o

I teorema di Fubini ci dice che possiamo calcolare un integrale doppio eseguendo
due integrali semplici, prima rispetto alla y e poi rispetto alla x. In genere, questo cal-
colo & piu semplice del precedente, dato che si possono applicare le regole di calcolo
degli integrali di una variabile che abbiamo visto nel capitolo 9.

Prima di fare degli esempi, osserviamo che il teorema di Fubini si pu0 applicare
agli integrali

f Sflx, y)dxdy
E

quando f¢ una funzione continua, ed E & un insieme normale rispetto all’asse delle y:
E={(x,y)ER :a<x<bh, g(x)<y<h(x))

con g(x) e h(x) funzioni continue in [a, b].

Abbiamo osservato nel paragrafo precedente che I’insieme E & misurabile, e quin-
di per il teorema 12.1 la funzione f & integrabile in E, ossia che la funzione f” = fop, &
integrabile in ogni rettangolo R = [a, b] X [c, d] che contiene E.
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y = hix)

y=gx)

Figura 12.4

Se fissiamo x € [q, b), la funzione f(x, y), considerata come funzione della sola y,
vale f(x, y) se g(x)<y=<h(x) e 0 altrimenti; essa & dunque continua tranne al piu nei
punti g(x) e h(x). Per il teorema 9.4 (e I’osservazione 9.6)f ¢ integrabile rispetto a y
in [¢, d). Sono allora verificate le ipotesi del teorema di Fubini, e quindi

b d
ff*(x, v)dxdy =f dxff*(x, v)dy.
R a ¢
D’altra parte risulta

[ £ G yydxdy = [ fx, yydxdy
R E

d hix)

f f1xpdy = f fx, y)dy,

¢ gY)

e quindi avremo
b h(x)

ff(x, v)dxdy =f dxf flx, y)dy. [12.6]
E

a 8(x)

Esempio 12.3 Si calcoli I’integrale

f x?ydxdy
v

dove E ¢ la semicirconferenza di centro I’origine e raggio 1:

E={(x,y) ER*: —1=sx=<1,0sysVI—-x*}.
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L’insieme E & normale rispetto all’asse y; per il teorema di Fubini si ha

T | Vied |
fx »dxdv—fdr fxvd\ 1 f dx=%fx3(l - xM)dx =
: by
PSRN 2
ool |

Risultati simili valgono in tre o pil variabili. Ad esempio, se f(x, y, z) ¢ integrabile
nel parallelepipedo P = [a, b) X [¢, d) X [r, 5), e per ogni (x, y) ER =[a, b) X [c, d) la
funzione f(x, y, z) & integrabile rispetto a z, si ha

ff(x, v, 2)dxdydz = fdxdy ff(x, v, 2)dz. [12.7]
P R r

In particolare, se f(x, y, z) & continua in un insieme E normale rispetto all’asse z:

E={(x,y,2):(x,y) ER, glx,y) S z=<h(x, y)}

si ha
h(x, v)

ff(x v, z)dxdyd’—fdxd\ f flx, v, 2)dz. [12.8]

glx.y)

Possiamo cosi calcolare un integrale triplo calcolando un integrale semplice, se-
guito da un integrale doppio. Inutile dire che per calcolare quest’ultimo si pud usare
di nuovo il teorema di Fubini, stavolta in due variabili. Analoghi risultati valgono per
integrali in piu variabili.

Esempio 12.4 Si calcoli ’integrale
f(x+y—z)dxdydz
E
dove
E={(x,y,2):x>0,y>0,2>0,x+y+2z<2}.
L’insieme E & normale rispetto all’asse z. Infatti si ha
E={(x,y,2): (x,») ET,0<z<2 —x—y}.
con
={(,y):x>0,y>0,x+y<2}={(x,»):0<x<2,0<y<2—x}.

Avremo allora

2-x-y

[+ y—odxdyde=[dxdy [x+y—2dz.
E T 0
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L’ultimo integrale si calcola immediatamente:

(! +» —")d"“(r:+_\‘:——é-)

L’integrale doppio che resta si pud spezzare di nuovo in due integrali semplici:

2-x—v

3 )
=dety) m 5y -2
0

2 2-ux 3 5
f{4(x+y)——(x+»)'—7]dxd\ ~fdrf [4(x+y)—5(x+y)~ - 2]dy:
A 0 0
2 3 1 y=2-u

:fl:4n+2v —E(ryﬂ-\\ +-37\)—2yj| dx=

0 - V=0
=f<—x —2x? +2r)dx—<lx4—-—2-x3+x2> —-2—£+4— 2 0

: 8 3 0 3

Esercizi

12.2. Calcolare i seguenti integrali:

l. f xe'dxdy 4. farcsen vdxdy 6. fx V1 —y?dxdy
E E E

2. f yarcsenxdxdy S. fx_\'log.rydxdy 7. fx\/)_’dxdy
E E E

3. f xsen vdxdy
E

dove E ¢ il quarto del cerchio di centro I’origine e raggio 1, contenuto nel primo qua-
drante.

12.3. Calcolare gli integrali:

y . ANy ddy
l. ;[5+.V(/.xd_\ 3. f.\ Vydxdy 3 drd\

E E
X v
2. Ff7+_\,dxd; 4, Jamdxdy ;f 2y + Dlog(1 + x*)dxdy

in cui E & la porzione del piano limitata dalla parabola y = | — x? e dall’asse delle x

12.4. Calcolare gli integrali:

1. j xe'dxdy 3. f,\ cos(l — y)dxdy
E E
2. f.\' senxydxdy 4. f arcsen xdxdy
E E
1,

5

r-lsysl1-x).

"
-
I

nei quali si & posto £= {(x,y)ER?: 0



42 1l calcolo integrale in pit variabili | Cap. 12

12.5. Calcolare:
, 1
1. | (v —x7)dxdy 3. -dxdy
I I
2. [+ Dy 4. [@=yedxdy
E E

dove E={(x,)VER*: —l<sx<1,0sy=<2- Vi—x?}.

12.6. Calcolare:
Xy , .
1. f T dxdy 3. If—x—+ s dxdy 5. {.x sen vdxdy
2. flog(l + x + 2y)dxdy 4. fy arcsen xdxdy 6. f xye*dxdy
E E E

nei quali E & I'insieme delimitato dalla parabola x = yiedallerettey=0ex=1.

12.7. Calcolare:
.\' y N
l. ;].—H”—/‘*_'—‘_ dxdy 3. l.(x + wlog(l + x)dxdy 5. i xarcsen vdxdy
N
2. | (1+y)e'dxdy 4. | ——=dxdy 6. 4x* = v dxdy
/ s v

dove E ¢ il triangolo di vertici (0, 0), (1,0) e (1, 1).

12.8. Calcolare gli integrali:
1. J‘senE (x + v)dxdy 2. f(.’(2 = y?) dxdy 3. fxarcsen vdxdy
quando E ¢ il parallelogrammo di vertici (0, 0), (1,0),(1,)e(2, 1).

12.9. Calcolare

' 7 dxd\

conT={(x,y):0=x=2, \/T- L <sy=s=\V4-x}.
12.10. Calcolare:
1. f xdxdy 2. j vdxdy 3. f (*y + Ddxdy 4. f yie'dxdy
D D D D

dove D & I'insieme del semipiano y >0 delimitato dalle circonferenze di centro 1’ori-
gine e raggio | e 2, e dallerettex=0ex=1.

12.11. Calcolare i seguenti integrali:

1. f,r( v+ 2)dxdydz 2. f xy(v + 2)dxdydz 3. f( I+ yVx)dxdydz
E E E
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4, f (x + v)dxdvdz 6. f arcsenxdxdvdz
E E
dxdyd:

5. ;[ .rye‘dxdyd: J m

dove E & il tetraedro di vertici (0, 0, 0), (1, 0. 0), (0, 1,0) e (0,0, 1).

12.12. Calcolare:

. [xsen(mdxdydz 2. f 2 f" dxdvd: 3. [edxdyd:
T T

in cui T ¢ il tetraedro con vertici nei punti (0,0, 0) (0, 1, 1), 1,0, 1) e (0,0, I).

12.13. Si calcoli:
l. fxydxdydz 2. f(x + 2)log vdxdydz 3. f yve'dxdvdz
E E E

conE={(x.yv,2)ER:0=sx<1;0sy<1;0<:<3—-x+y}.

12.14. Calcolare:

1. j(x + senz)dxdydz 2. farctg (x + v)dxdydz
E E

dovesie posto E={(x,y,2)) ER :0sx<1;0sysx0szsx—y}.
12.15. Calcolare:
1. fdxdydz 2. f\log(l + v)dxdvdz
E E

conE={(x,y,2))ER :0=<x<1,0=sy<2;0<s:<6—x'—)'}.

12.5. 11 volume dei solidi

La [12.8] pud esere utile nel calcolo dei volumi degli insiemi normali. Se
={(x, 7, D ER 1 (X, y) EF, g(x, y) S < h(x, )},

ponendo f=1 nella [12.8] si trova

m(E) = f[h(x, v) — g(x, y)ldxdy.
A

Esempio 12.5 Calcolare il volume dell’insieme
={(x,», 20 ER* 1 (x,))EQ, x+ysz=sx’+)y +1},

dove Q ¢ il quadrato (0, 1) X (0, I).

43
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Si ha
m(E) = f (1+x%+ 32— x — y)dxdy.
Q

e applicando di nuovo il teorema di Fubini, quest’ultimo integrale ¢ uguale a

| | 1
202 Wdx = o, 1 3, 2
!d)b[(lﬁ-x +y —x _\)dx—z!.(l—i- 3 +y 3 _,»)d_y— T -

Abbiamo gia osservato che la [12.8] permette di ridurre un integrale triplo a un in-
tegrale semplice, seguito da uno doppio.

Si sarebbe potuto perd procedere diversamente, calcolando prima un integrale
doppio, seguito da uno semplice. Supponiamo infatti che f(x, y, z) sia integrabile nel
parallelepipedo P, e che per ogni z € [r, 5) la funzione f(x, v, 2) sia integrabile rispetto
a (x, v) nel rettangolo R. Si ha allora

ff(x, v, 2)dxdydz =fd: J.f(x. v, 2)dxdy. [12.9]
P r R
In particolare, sia f(x, v, z) una funzione continua in un insieme E misurabile e li-
mitato, e supponiamo che per ogni z I’insieme
E.={(x,y):(x,y,20) EE}

sia misurabile in R%. Si ha allora
[ #x. v odxdydz = [dz [ e, . 2yaxy. [12.10]
E r E

Anche in quest’ultima versione, il teorema di Fubini puo essere applicato con pro-
fitto al calcolo del volume dei solidi. Scrivendo infatti la relazione precedente conf =
1, abbiamo:

m(E) = [m(E.)dz (12.11]

r

dove ovviamente la misura di E. & la misura bidimensionale:
m(E.) =f¢r;(x, v, 7)dxdy

L’applicabilita della [ 12.11] dipende ovviamente dalla possibilita di calcolare I"a-
rea degli insiemi E.. Un caso in cui questo & particolarmente semplice si ha quando £
& un solido di rotazione, ottenuto ruotando una figura F del piano yz attorno all’asse z.

Sia f(z) una funzione continua non negativa, definita per r <z <s, e consideriamo
nel piano yz I'insieme

F={(v,2):r<:<s;0=y<f(2)}.
Se facciamo ruotare F attorno all’asse z, otteniamo il solido di rotazione

E={(x.v.2):r<=z<s:X>+v'<f(2)}.
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X Figura 12.5

Per z € [r, s) fissato, I’insieme E. & costituito dai punti (x, y) tali che 4y <fYz),
ed & dunque un cerchio di raggio f(z). La sua misura ¢ allora nf*(z) e quindi per la
[12.11] si ha

m(E) =1 f fA2)dz
Esempio 12.6 (Il paraboloide di rotazione) Se f(z) = Vz,0<r=<z<s,lacurva

y = f(z) (che si pud scrivere anche z = y?) & un arco di parabola. Il solido che risulta &
un tronco del paraboloide di rotazione (anticamente detto conoide parabolico).

V4
S
x=Vz
\ /
\ s
N - .
y
¥ Figura 12.6
Il suo volume &
Y N n
”ffz(Z)dz=n'fzdz=?(s2_r:). )
r r

Esempio 12.7 (L’iperboloide di rotazione) In maniera analoga, facendo ruotare
intorno all’asse z I’iperbole di equazione yz =1, con a <z <b, si ottiene il tronco di
iperboloide di rotazione (o conoide iperbolico).
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yz=1

X Figura 12.7

Il volume di questo solido &:

ofde_ (11
' z’ a b
Se poi si fa tendere b all’infinito, avremo che il volume del solido illimitato

22
<

2 2 l
Ez{('xvyaZ):Z?a;x-+y-< }

¢ uguale a z
£ a’
Altrimenti detto, il volume del solido acuto iperbolico, come lo chiamava Torricelli,
- - . 1
¢ uguale a quello del cilindro C in figura, che haraggio della base 2 € altezza a. Questo

risultato, pubblicato da Evangelista Torricelli nel 1644, fece un certo scalpore, essen-

do il primo esempio di un solido illimitato con volume finito. 8

Esempio 12.8 (La palla n-dimensionale) Indichiamo con B (dall’inglese ball)
la palla n-dimensionale di raggio 1, di cui vogliamo calcolare la misura, che indiche-
remo con @,.

Figura 12.8
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Gli ingredienti essenziali sono il teorema di Fubini da una parte, e dall’altra I’ osser-
vazione che la misura della palla n-dimensionale B, di raggio r & proporzionale a r".
Poiché per definizione m(B) = w,, si ham(B,) = @,r".

Per — 1 <1< 1 chiamiamo /, Iintersezione di B con I’iperpiano x, = ¢.

L’insieme /, & una palla (n — 1)-dimensionale di raggio V.1 — 1%, e quindi, per quan-
to si & detto, la sua misura sara

1|

m(h) =@, (1=1) % .

Per il teorema di Fubini avremo allora
n-1 n—1

1 | n—1
m(B):wn:a)n—lf(l_tz)zdt:za)l"*lj(]_tz)zdl:za)nfl
0

cos"udu

S T

dove si & fatto il cambiamento di variabili t = sen u.
Occorre ora armarsi di pazienza, e calcolare I'ultimo integrale con una serie di in-

tegrazioni per parti. Si ha

o1y
N

cos"udu = cos" 'usenu

+(n— l)j cos" " “usen’udu =
0

Sy

[T
iy

=(n— l)f cos” udu — (n — l)f cos"udu
0 0
e quindi

cosudu =L [ cos~ 2udu. [12.13]

S iy
S iy

n

Se n & pari, possiamo ripetere lo stesso procedimento fino ad arrivare all’esponen-
te 0, ottenendo

(n—=1)n-=-3)...3

— !
n(n—2)..2 -t [12.14]

T oan 2

T
cos"udu = 5

S iy

Se invece n & dispari, giungeremo all’integrale di cos u, che vale 1, e quindi*

(n— D! [12.15]

cos"udu = 0
n!!

S TRIP

Se poniamo

z se n & pari
A, =12 S¢nceP

1 senédispari

4 Ricordiamo che con il simbolo n!! si indica il prodotto n(n —2) (n—4)..., finoa 2 senepariea l sen
& dispari. Ad esempio, 6!!=6X4X2e7!!=TX5X3XI.
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avremo allora
(n—1)!"
wn:2 n” Ana)n~l'

Confrontando con la stessa relazione, scritta con n — 1 al posto di n:

(=2
w,_ = e n—10p -2
si trova
_(n=D (n=2)N 4
O = AT o A1 O 2= AA 0

Osserviamo ora che i numeri n e n — 1 sono uno pari e uno dispari, e quindi i due

. T, . . T
fattori A, e A, valgono uno e I’altro 1. Di conseguenza il loro prodotto vale 5
si ha in conclusione

Allo stesso modo, possiamo esprimere @, _, in termini di @, _ 4, € poi questo in ter-
mini di @, _e, € cosi via, finoa w,=m se n=2k & pari,0a w, =2 se n=2k+1 & di-
spari. Avremo cosi, tenendo conto del fatto che (2k)!! = 2¥k!,

k
b4
O =y [12.16]
2k +1 n./(

Qk+DI 2171

Wop +y =
Osserviamo che quando n tende all’infinito la misura della palla n-dimensionale di
raggio 1 tende a 0, un risultato a prima vista sorprendente. o

Esempio 12.9 Il centro di gravita del paraboloide di rotazione P, generato dalla
parabolay = Vz, 0 < z<b, sta sull’asse z, nel punto di coordinata

f zdxdydz

P

7 T

La misura di P & stata trovata nell’esempio 12.6:

nb?
m(P) = -

Calcoliamo ora I’integrale al numeratore. Si ha per la [12.10]:

fzdxdydz = fzdzfdxdy = fz m(P.)dz.
P 0 P 0
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Come abbiamo visto, risulta m(P.) = 7z, e quindi I’integrale in questione si riduce a

b 3
) b
fﬂz’dz =3
0
cosicché in definitiva
2
0= ?b

Si pud dunque concludere che il centro di gravita del paraboloide di rotazione di-
vide 'asse in due segmenti, di cui quello verso il vertice é doppio di quello verso la
base. o

Esercizi

12.16. Calcolare il volume dei solidi di rotazione definiti dalle funzioni seguenti:

l.v=senz, 0szsn 6. y=7~, 0<z<a
2.y=¢€, Osz=sl 7.y=zlogz, 0<z<3
3.y=logz, lsz=e 8.y=1—|z, izlsl
4. y=tgz, 0$z<% 9.y=1+Vz, 0sz<2
S.y=az, O0sz<h

12.17. Trovare il centro di gravita del tronco di paraboloide generato dalla rotazio-
nediy=Vz,cona<z<b.

12.18. Trovare il centro di gravita dell’iperboloide di rotazione, generato day = >
1 1

—<z<—
a =%

12.6. Cambiamento di variabili

Quando si passa a integrali in pil dimensioni, la formula di cambiamento di varia-
bili diventa pilt complessa e di difficile dimostrazione, dato che ora viene meno la for-
mula di integrazione per sostituzione.

Per vedere cosa succede, mettiamoci nel caso semplice di due variabili, e suppo-
niamo che f(x, y) sia una funzione integrabile a supporto compatto, e che valga il teo-
rema di Fubini:

[ e, yyaxay =[ax[ fie, vidy.
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Nell’ultimo integrale ff(x, v)dy, fissiamo la x e facciamo il cambiamento di variabile
v = @(x,v). Si hady = @.(x, v) dv, e quindi, se @.(x, v) # 0, si puo applicare la formula

19.19], e ottenere:

jf(x. y)dxdy =fdxff(x. o(x, v)) |@.(x, v)|dv.

Applicando due volte il teorema di Fubini, potremo scrivere I'ultimo integrale
prima come un integrale doppio, e poi come un integrale fatto prima rispetto a x e poi
rispetto a v:

ff(x, v)dxdy =ff(x, o(x, v)) | @.(x, v) | dxdv =fa’vff(x, o(x, v)) | @.(x, v) |dx.

Infine, nell’ultimo integrale fissiamo la v e facciamo il cambiamento di variabile
x=x(u, v). Risulta dx = x,(u, v) du, e quindi, se x,(u, v) 70, applicando di nuovo la
[9.19] troviamo

ff(x, v)dxdy =fdvff(x(u, ), @(x(u, v), v)) | @.(x(u, V), V)x,(u, v)| du. [12.18]

Le due trasformazioni successive si possono compendiare in una:

x=x(u,v)
y=@x(u,v), v) = y(u, v)
Per la formula [11.13] di derivazione delle funzioni composte, si ha
YU, v) = @ (x(u, v), v)x,(u, v)
vo(u, v) = @ (x(u, v), v)x(u, v) + @.(x(u, v), v)
e quindi

Q.(x(u, v), v)x,(u, v) = (vu(u, v) — @(x(u, v), V)x.(u, v)x,(u, v) =
=y (u, v)x(u, v) — y,(u, v)x.(u, v)

che introdotta nella [12.18] da in conclusione:
ff(x, v)dxdy =ff(x(u, V), Wu, ) | x,v. — xov, | dudv. [12.19]

La formula precedente si puo adattare agli integrali estesi a un insieme E, osser-
vando che questo corrisponde a integrare la funzione fo. Si ha allora

ff(x, v)dxdy =ff(x(u, V), y(u, ) p(x(u, v), y(u, v)) | x,y. — x.y, | dudv.
E

Osserviamo ora che @.(x(u, v), v(u, v)) vale 1 se (x(u, v), y(u, v)) € E e 0 altrimen-
ti; essa & dunque la funzione caratteristica dell’insieme F, immagine inversa di E tra-
mite la trasformazione x = x(u, v), y = y(u, v). Si ha allora

ff(x, v)dxdy =ff(x(u, V), y(u, V) | Xy — Xy, | dudv. [12.20]
E F
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Osservazione 12.4  Per giungere alla [12.19] (o alla [12.20] che & equivalente)
abbiamo fatto due successivi cambiamenti di variabili in una dimensione; prima nella
v, e poi nella x. In realtd, quella che & data ¢ la trasformazione complessiva

x=x(u,v)
y=y(u,v) [12.21]

Il

Si pone allora il problema: si pu0 trovare una funzione ¢(x, v) tale che risulti y(u, v) =
= @(x(u. v), v)? La risposta € positiva se I'equazione x = x(u, v) si puo risolvere ri-
spetto a u, cioe se risulta u = y(x, v). In questo caso, la funzione @(x.v) = y(y(x, v). v)
¢ quella che ci occorre: infatti, essendo y(x(u, ), ©) = u, si ha @(x(u, v), v) = y(u, v).

L’equazione x = x(u, v) si puo risolvere se per ogni = la funzione x(u, v), considera-
ta come funzione della sola variabile u, € monotona, ossia se si ha x,(u, v) # 0 per ogni
uew.

Questa & una delle ipotesi che avevamo fatto per applicare la [9.19]. L altra ipotesi
era @.(x, v) # 0, che essendo x,(u, v) # 0 € equivalente alla ¢.(x, v) x,(u, v) # 0, ossia a
X — xv, # 0. In conclusione, le [12.19] e [12.20] sono valide se la trasformazione
[12.21] verifica le ipotesi x, # 0 e x,v. — x.v, # 0.

Osserviamo che saremmo giunti allo stesso risultato se avessimo cominciato con il
cambiamento di variabili y = y(x, u). Questo significa che, ferma restando I'ipotesi
X — xay, # 0, la condizione v, (u, v) # 0 puo essere sostituita dalla x.(u, ) # 0.

Purtroppo perd non sempre accade che una delle funzioni x, e x, sia sempre diversa
da 0; puo darsi infatti che x, si annulli in qualche punto ¢ x. in qualche altro punto.
Quello che & certo € che esse non possono annullarsi contemporaneamente, ciog nello
stesso punto, dato che altrimenti anche x,y. — x.v, sarebbe uguale a 0.

Supponiamo ora che le derivate x, e x.. siano continue in un rettangolo chiuso R che
contiene F. E allora possibile dividere R in un numero finito di rettangoli R,. R-. ...,
Ry in ognuno dei quali almeno una delle due funzioni x, e x. & sempre diversa da
zero.” Possiamo allora scrivere la [12.20] in ognuno degli insiemi F, = F N R,:

f Slx.v)dady = f Sfx(u. v), v(u, v)) | X, v — x| dude.
E, F,

dove con E; si ¢ indicata I'immagine di F; tramite la trasformazione [12.21]. Se som-
miamo tutte queste relazioni, al secondo membro si ottiene 1'integrale esteso a F, e
quindi avremo

N
2 f fx, v)dxdy = j flx(u, ), y(u, ©)) | X,y — x| dude.
Iv

k=1 £,

¥ Questa affermazione si pud dimostrare osservando in primo luogo che la funzione x; + x.2 & positiva in
R. e dunque ha un minimo positivo, che chiamiamo 2m°. In secondo luogo, le funzioni x, e x. sono unifor-
memente continue in R, ¢ quindi esiste un 8 > 0 tale che. postow = (1, v) e W' = («/, ). se || w — w'{ | < &si
ha | x,(W) = x, (W) |[<m e |x(w) — x.(w')|<m. Dividiamo ora R in rettangoli R, di diametro minore di &, e
sia wy il centro di R,. Si deve avere x2(w,) + x2(w,) = 2m?, ¢ quindi risultera | x,(w) | = m o [x(w) | = m.
Nel primo caso, x, sara sempre diversa da 0 in R,. nel secondo lo sard x_.
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Se ora gli insiemi E; sono tutti disgiunti, cioe se il cambiamento di variabili [12.21]
¢ invertibile, la somma al primo membro da I’integrale esteso a E, e quindi si ottiene
di nuovo la [12.20], che dunque risulta valida nella sola ipotesi che 1’applicazione
[12.21] sia iniettiva e che la funzione x,y. — x.y, sia sempre diversa da zero. O

In conclusione, abbiamo dimostrato il seguente

Teorema 12.3  Sia fix, y) una funzione integrabile in un insieme E C R, e sia

{x = x(u, v)

y=y(u,v)

un’applicazione biunivoca e di classe C' (cioé derivabile e con derivata continua)
con la sua inversa, da un rettangolo R C R? in un insieme che contiene E, e tale che
X Vo — Xy, #0in R. Sia F I’'immagine inversa di E.

Si ha allora

[ e, vy = [ foxtu, 20, v, 0) 5,3~ x| dude 12.22]
E F

L’uso della formula [12.22] ¢ analogo a quello della formula corrispondente nel
caso di una variabile: si tratta di trovare una trasformazione opportuna, che renda piu
semplice I’integrale. Nel caso di integrali in piu variabili, una delle difficolta princi-
pali risiede nel dominio di integrazione; I'idea allora ¢ di operare in un certo senso a
rovescio rispetto al teorema; cio¢ di cercare un cambiamento di variabili u = u(x, y),
v =1v(x, y) che trasformi il dominio E in uno F piu semplice possibile, ad esempio un
rettangolo, e poi di prendere la trasformazione x = x(u, v), y = y(u, v) inversa della
precedente.

Esempio 12.10 Calcoliamo I’integrale
dvdy_
L 2xty
dove
E={(x,y) ER:x<y<2x, I<x+y<3}.

Cominciamo a fare il calcolo direttamentte, cioé senza usare la formula di cambia-

. . 1 3
mento delle variabili. L’insieme E & normale rispetto all’asse y, cona = 3 b= >

1
2x se—3—<xsl 1—x se%<x<%
h(x) = glx)=
3 - 1< <-§- l< <2
x se x<5 x sey <x<3
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y A

x+y=3

x+y=1

Figura 12.9

e quindi puo essere calcolato mediante il teorema di Fubini

dxdy

4 2x + \' N J‘dei
) glx

v=h(x)

dx

0g(2x +y) =

(3]
+
-
Il
i TR

Y=gy

= f [log(2x + h(x)) — log(2x + g(x))]dx

1
3

>

Possiamo calcolare piu facilmente quest’ultimo integrale spezzando I’intervallo di

1 1 3
integrazione in tre parti: (3 2)( I) (1,3

zioni g(x) e A(x) nei vari intervalli, si trova

1ol

1
2

1
3

3
3

|

f [log4x —log 3x]dx + f [log(3 + x) — log 3x]dx.

1

Il secondo integrale e lmmedxato dato che log 4x —log3x=log4 —

f[log4x —log3xjdx = —(log4 log3)=1log2 - llog3

2

f[log(2r + h(x)) — log(2x + g(x))]dx = f[log4\ —log(1+ x)]dx +

log 3. Si ha allora

). Ricordando la definizione delle fun-

53
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Gli altri due si calcolano per parti. Si ha:
flogmxdx = xlogmx —fdx =xlogmx —x
[tog (k + x)dx = (k + x) log (k + x) —[dx=(k+x)log (k +x) —x

e dunque

1o f—

[log4x —log(1+ x)]dx =xlog4x — (1+ x)log (I + x)

A YIS

.% ;
1 3 3 1 4 4 4 5
'2-10g2 ——z—loga— glog§+§log§—4log2 —310g3

19w
(SIS}

[ log (3 +x) — log 3x]dx = (3 + x) log (3 + x) — xlog 3x
1

9 9 3 9
—Elog3—510g5—4log4+10g3—7]0g3— I1log2.

Sommando i tre integrali, si ottiene in conclusione:

dxdy

= 3- .
) 2ty 4log 6log2

Lo stesso integrale si puo calcolare con un cambiamento di variabili, che trasformi
I’insieme E in un rettangolo. La trasformazione pil appropriata &:

u=x+y
y

V==
X

u
x=
I+v
uv
Y I1+v
da cui
1 u
X, = , X = e
“ 14w (1 +v)?
v u

e quindi

0

u
XyVe =X Yu = (1 4 v)Z >0.
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Si ha allora

dxdy _J' 1+v u

3 2
. f dv
J2cy ) u@+o) 40y d“d””lfd“]f(zw)(lﬂv)’

D’altra parte

1 1 |
Q+v)(1+v) 1+v 2+v

e dunque
: dv :
]fm = log(1+v) — log (2 + v) - log3 —log4 —log2 + log3 =
=2log3 —2log?2
e integrando rispetto a u si trova
J 2‘1"3 = 4log3 —6log2
come in precedenza, ma con qualche calcolo in meno. 0

Formule analoghe valgono in piu variabili. Se nell’integrale
ff(x)dx, ... dx,
E
eseguiamo il cambiamento di variabili x = x(u), u = (u,, u, ..., u,,), avremo la formula

[roodx, ... dx, =ff(x(u)) |det J(u)| du, ... du, [12.23]
E F

dove con detJ(u) si ¢ indicato il determinante della matrice jacobiana della trasfor-
mazione:

dx,(u)  ox;(u) dx,(u)
814, (9142 &un
dn(u) dn) ax,(u)
du, du, ou,
J(u) =
dx,(u)  ox,(u) o, (u)
du, du, ou,

Si vede subito come nel caso di due variabili si ritrovi la [12.22]. E evidente che
quanto piu cresce il numero delle variabili, tanto pit aumenta la complessita della for-
mula.
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Esercizi

12.19. Calcolare i seguenti integrali:

1. J'(x+y)dxd_,v 2. fxzdxdy 3. f(x2+_v)dxdy
T T T

dove T & il dominio delimitato dalle rette y + 2x = 0, y + 2x = | e dalle parabole y = x*
ev=x'+1.

12.20. Calcolare I’integrale
J'logx dxdy

3
R

dove E & ’insieme delimitato dalle rette y =x, v=2x,y+tx=2ey+2x =2,

12.21. Calcolare:
l. fdxdy 2. fydxdy 3. fxdxdy 4. fe"logydxdy
T T T T
conT={(x,y)ER :I<ye '<2;2<ye'<3}.
12.22. Si calcoli
~ 'r — >\"
Icos Xty dxdy
in cui T & il triangolo di vertici (0, 0), (1,0) e (0, 1).
12.23. Calcolare:
dxdy
1. [dxdy 2. f xdxdy ==
E E Xy

dove E & 'insieme delimitato dalle rette y = 2x e 2y = x e dalle ellissi 4x> + V' =4 e
4x* + y* =16 e contenuto nel primo quadrante:

12.24. Si calcolino gli integrali:

logy
l. ~J.a'xd_v 2. fsen (7v)dxdy 3. f&dxdy
s X
T T T
dove T¢ il dominio delimitato dai grafici delle funzioni y = logx,y=logx+ 2,y = —logx
ey=4—logx.
12.25. Calcolare: T
cosS=y
dxdy , . 5 2
axay 2. f_\"e"‘d.rdy 3. J.xy*log xydxdy 4. f — dxdy
aad T T ro X

nei quali si e posto T= {(x,y) ER*: ISx<2;2<xy<3}.
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12.26 Calcolare I’integrale
02 =0 + yyddy
D

2

conD={(x,y):x>0,y>0,0<asxy<b,0<y’—x’<1}.

12.27. Calcolare il volume del solido

E={(x,y, 20 ER : x>0,y>0, Vx +Vy<1,0<z<Vay}.

12.7. Le coordinate polari

Un caso importante del cambiamento di variabili in due o tre dimensioni & costitui-
to dal passaggio a coordinate polari.

Un punto del piano & determinato dalle sue coordinate cartesiane (x, y). Alternati-
vamente, possiamo individuare lo stesso punto assegnandone la distanza p dall’ origi-
ne degli assi e I’angolo ¢ che la retta che lo congiunge con I’origine forma con I’asse
delle ascisse, misurato in senso antiorario a partire da quest’ultimo.® Si ha ovviamen-
te p=0; per quanto riguarda ¢ ¢’¢ ampia possibilita di scelta, dato che aggiungendo
multipli di 277 non cambia nulla. A seconda dei casi conviene prendere ¢ positivo, e
quindi 0 < ¢ <2m, o considerare anche angoli negativi, e far variare @ tra —me .

(x, y)

x  Figura12.10

Una semplice occhiata alla figura mostra che si ha

X=pcosQ y=psenq. [12.24]
Reciprocamente, p e ¢ sono determinati dalle relazioni
X
p=Ve+y cosp=r=—m sen(p=L=——y— [12.25]
P e P 2+

Siha
o _ 9 _ ox _ & _
- cos @, - sen @ 20" psen @, 20 pcos @

® Si notera che p e @ sono il modulo e I’argomento del numero complesso z=x + iy.
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e quindi la formula [12.22] di cambiamento delle variabili diventa
[ree, yydxdy = [#peose, psengipdpde. [12.26]
E F

Il passaggio a coordinate polari & particolarmente utile quando il dominio di inte-

grazione E & un settore di cerchio o di corona circolare. In questo caso infatti I’insie-
me F & particolarmente semplice.

Esempio 12.11

Si calcoli ’integrale

f(-’c2 — y))dxdy
)

dove E ¢ il settore della circonferenza di raggio 1 compreso tra le semirette y =xey

= —x’
x>0.
y
y=x
—]
— E
1 X
\
y=-X

Figura 12.11

Passando in coordinate polari, si ha
f(.r —y)dxdy = J.p’l(cosz(p —sen’@)dpdp = fp3 cos2¢pdpdp
E F F

dove F & 'insieme E descritto in coordinate polari. Quando (x, y) varia in E, p varia

traO e 1, mentre ¢ varia tra —Z e T % 7S ha allora:

7(

f(x —y)dxdy = J.p‘dpJ' cos2pdp= fp‘dpisenz(p

4

FNEY

J‘p‘dp—— O

s

3

7 In questo caso conviene considerare ¢ variabile tra —7 e 7. Se avessimo preso I'angolo gtraOe 27

.. . . oo Tn . .
avremmo dovuto spezzare |'integrale rispetto a @ in due, unotraOe 7€ I"altro tra e 2. Ovviamente il
risultato finale sarebbe stato lo stesso.
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Esempio 12.12 Calcolare I’area dell’insieme

E={(x,y): x>+ <3Vx?+y> —3x}.

Figura 12.12

Per la sua figura a forma di cuore, I’insieme E (o pil esattamente la curva che lo de-
limita) si chiama cardioide. Per calcolarne I’area passiamo in coordinate polari. Si ha

m(E) = [ dxdy = [ pdpde.
E F
Per trovare I’insieme F esprimiamo in coordinate polari la diseguaglianza x* + y* <
<3Vx?+y? — 3xche definisce E. Si ha
p><3p—3pcos ¢

e dunque ¢ varia tra 0 e 27, mentre p varia tra 0 e 3(1 — cos ¢). Avremo pertanto

2 3(1 = cosg)

fpdpd(p fd(p fpdp— f(l—cowp) “do= 2f(l+cos(p 2cos @)do =

C_OSQ_ _ 2
2f( ZCosq))dqo— > o

Una immediata generalizzazione delle coordinate polari al caso di tre variabili &
costituita dalle coordinate cilindriche, date dalle relazioni

X=pcosQ
y=psen@
7=z [12.27]

In sostanza, le coordinate cilindriche si limitano a introdurre le coordinate polari
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(bidimensionali) nel piano xv, lasciando inalterata la variabile z. Di conseguenza, si ha

[fex.y. dxdvdz = [fipeose. pseng. 2 pdpded:. [12.28]
E a

Esempio 12.13 Trovare la misura dell’insieme ottenuto intersecando il cono

22 < x*+y?conil cilindro x? + y? < 2x.
Introducendo le coordinate cilindriche, I'insieme in questione ¢ determinato dalle
relazioni z* < p* e p?> < 2pcos ¢. Si ha dunque

F={(p,.p,2): —g<(p<§,()<p<2cosq), —-p<z<p}

e il volume di E diventa

2¢08¢

dfpfpdp—_%

2¢05

d‘PdePfd’— cos*pdo=

l\.)
RANTEN
Y "NW

[ dxdydz = pdpded: =
E F

[

.
e T

2 ¢ , 8
——3—:[(1—3 )ds-—9.

Veniamo ora alle coordinate polari in tre dimensioni, dette anche coordinate sferiche
Se P ¢ un punto di R*, di coordinate (x, y, z), si indica con r la distanza dall’origine:

=V 4+ 4+,

con ¥ I’angolo che il segmento OP forma con I’asse delle z, e con ¢ 1’angolo tra I’ as-
se x e il segmento OQ, proiezione di OP sul piano xy (vedi figura). Si ha allora

x=rsen tcos @
y=rsen vsen @
z=rcos ¥
La formula di cambiamento di variabili nelle coordinate polari tridimensionali si
puo ottenere dalla formula generale [12.23]. Si pud pero anche osservare che il pas-
saggio a coordinate polari si pud vedere come il risultato di due operazioni successi-
ve: la prima ¢ il passaggio a coordinate cilindriche [12.27], la seconda, che coinvolge

solo le variabili z e p, data dalle formule

z=rcos
p=rsent
=0 [12.29]

La matrice jacobiana di questa trasformazione ¢

[ rcos ¥ —rsend
send  rcos ¥
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<V

Figura 12.13
il cui determinante ¢ r. Se ora si deve calcolare I’integrale
[ fex. v, ydxdydz
E
si puo passare prima a coordinate cilindriche
f Sfx, y, 2)dxdydz =f f(pcos @, psen @, 2)pdpdpdz
E G
e quindi eseguire il cambiamento di variabili [12.29]:
ff(pcos ¢, psen @, 2)pdpdpdz = ff(rsen ¥cos @, rsen ¥sen @, rcos Yrsen Irdrd9d .
’ Si ha dunque in definitiva: '

ff(x, v, 2)dxdydz = ff(rsen Ycos @, rsen ¥sen @, rcos H)r* sen ddrddde. [12.30]
E F

Esempio 12.14 Si calcoli il volume dell’intersezione tra il cono di equazione
P4y’ <zelasferax’+y’+ 7> <2z

Espresse in coordinate sferiche, le due relazioni diventano r* sen® 9< r*cos’ e
r* <2rcos ©, ossia semplificando:

sen’¥<cos’® r<2cosd,

che danno per I’insieme F le relazioni
0<9<7 0<r<2cosd

mentre ¢ variatraO e 27.
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x2+y2+22<2z

X2+ y2<22

Figura 12.14

11 volume desiderato ¢ dunque
ﬂ.’ n

fdxdvdz = Jr sen vdrdddo = fd(pjsen 19d192tf03rﬂdr— ansen v SCO; 19 do=

L N
=3 ( 7 €08 19)

Esempio 12.15 Dato il cono

Pk

0

C={(x,y,2):0<z<1,x*+y* <z},

trovarne il momento d’inerzia rispetto all’asse delle x.
Il momento d’inerzia ¢ di un insieme E rispetto all’asse delle x & dato dall’integrale

f (y* + 2%)dxdydz.
E
Nel caso del cono C, passando a coordinate polari, si ha:
M= fr4sen 9 (sen’V¥ sen® @ + cos? »)drddde
4
dove F & determinato dalle diseguaglianze

0<rcos®<l,rPsen’® <r’cos’®
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ossia

n
<< sS9<-,0=sr< :
0=¢<2m0<9 4,0 "< o5

Risulta allora

1
cost? 2n

M= fsen z?dl?f r‘afrf(sen2 dsen’ @ + cos® W)de.
0 o 0

z
4

L’ultimo integrale si calcola facilmente:

J'(sen2 Usen’ @+ cos’ Wdo = n(sen’ ¥+ 2cos’ ) = (1 + cos? V)
0

e quindi
L’ ! L
costd 4 9
— _r sen (1 + cos™ 1) _
= nfnsenz?(l+cos 19)dz9fr 5 Of—COSSz‘,‘ do
L L
3 R 1 1\ =«
?f (4u +22> "5"('“_1_5)‘" o
0 0
Esercizi
12.28. Calcolare i seguenti integrali'
- ' o x2+y2
l. E!‘xy dxdy 2. f 2 dxd) 3. J———x2+2y2 dxdy 4. J—x4+y4 dxdy
dove E ¢ la corona circolare di centro I’origine e raggi 1 e 2.
12.29. Calcolare:
dxdy X v
1. f 3y + 4x 2. !xarctgy dxdy 3. z!‘xe dxdy 4. E!‘.xlog(l + y)dxdy

nei quali G ¢ la parte della corona circolare dell’esercizio precedente contenuta nel pri-
mo quadrante.

12.30. Si calcoli:
2.2 7 y2
e+ y?? ) A —
1 ;[(x y3)2dxdy 3. H_yzdxd» 5 ,f1+x2+y2 dxdy
2. [¥arctg (3 + y?)dxdy 4. f—ydxd 6. [x2e" > dxd
) g(x"+y y If oty 'y 7[ y

dove I ¢ il cerchio di raggio 1 con centro in 0.

12.31. Si trovi I’area dell’intersezione dei cerchi x? + y* — 2x<0e x* + y> — 2y <.
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12.8. Integrali impropri

Come nel caso di una variabile, anche per integrali multipli si puo definire I’integra-
le in senso improprio. Anche qui si hanno due casi: quando I’insieme di integrazione
non ¢ limitato, e quando la funzione da integrare non & limitata nelle vicinanze di uno o
piu punti.

A differenza perd dagli integrali unidimensionali, nel caso di integrali multipli la
varieta delle situazioni consiglia di porsi in casi piu semplici, ad esempio di funzioni
positive.

Cominciamo dal caso di integrali in insiemi non limitati. L’idea e di “tagliare’ il domi-
nio di integrazione con una sfera di raggio r, integrare su questo insieme (che ora & limi-
tato), e poi far tendere r all’infinito. Possiamo tradurre questa idea in una definizione:

Definizione 12.4  Sia f(x) una funzione definita in un insieme ECR", con f(x)=0
per ogni X € E. Supponiamo che per ogni intorno 1, dell’origine
I,={xeR":||x][<r}

la funzione f sia integrabile nell’intersezione E N 1,. Diremo che f é integrabile in senso
improprio su E se risulta

lim_ [ fxdx < +eo.
ENI,
Se cio accade, si definisce integrale su E della funzione fil valore del limite:
[foodx=1im [ fxdx. (12.31]
E TR
Osserviamo che grazie all’ipotesi f(x) = 0, la funzione
Fin= | foodx
ENI,
¢ crescente, e dunque il limite esiste sempre, ed ¢ uguale all’estremo superiore:
,HT,, f f(X)dx = sup f f(x)dx.
EN, >0 gy

Notiamo anche che se I’insieme E ¢ limitato, da un certo ryin poi siavra EC/,, e
dunque EN/, = E ; pertanto per r > ry si ha

f Sx)dx =ff(x)dx
E

ENI,
e I’integrale improprio coincide con I’integrale usuale.

Osservazione 12.5 Se si eliminasse la condizione f(x) =0, si potrebbe dare una
definizione simile alla precedente; in questo caso I’esistenza del limite non sarebbe
piu garantita, ma come per le funzioni di una variabile potremmo sempre definire in-
tegrabile una funzione per la quale il limite esiste ed ¢ finito.
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Si avrebbe perd il fenomeno spiacevole che se invece di tagliare con delle sfere fa-
cessimo la stessa cosa con dei cubi, una funzione potrebbe essere integrabile con le
sfere ma non con i cubi, o viceversa, o anche potrebbe essere integrabile con ambedue,
ma dare due diversi valori dell’integrale.

Questo non accade se la funzione & positiva. Infatti, se si considerano ad esempio
le sfere I, e i cubi

0, = {xER" : max{

x|} <t},

5 eeny

si vede facilmente che ogni sfera I, & contenuta in un cubo Q, (in effetti /, C Q,), e che
viceversa ogni cubo Q,, & contenuto in una sfera /, (e precisamente Q, C I,5,). Si ha al-
lora, dato che la funzione integranda & positiva,

[rax< [ fax §Ewafdx
, Q, Q,

[ rax <[ fax<1im [ fax
1 ey

O,
Facendo ora tendere r a +co nella prima relazione, e & a +oo nella seconda, si ottiene

lim [ fux <lim_ [ fax
Q,

r— too
I,

lim [ fax =< l_i)n)mffdx
e

h— +eo

e quindi i due limiti sono uguali. o

In maniera simile si tratta il caso in cui E & limitato, ma la funzione fnon & limitata,
ad esempio nelle vicinanze dell’origine. In questo caso si tagliera dal dominio E una
sferetta /,, si calcolera ’integrale su E — I,, e poi si fara tendere r a zero.

Definizione 12.5  Sia f(x) una funzione definita in un insieme ECR", con f(x)=0
per ogni X € E. Supponiamo che X, sia un punto di accumulazione per E, e che per
ogni intorno I, di xy la funzione f sia integrabile in E — I,. Diremo che f ¢ integrabile
in senso improprio su E se il limite

llm ~].f(x)dx— sup f f(x)dx
r>0 E-1

¢ finito. Se cio accade, si definisce integrale della funzione f il valore del limite:
[fxydx = lim [ fxax. (12.32]
E TS,

Anche qui vale quanto detto in precedenza: invece delle palle /, potremmo esclude-
re dei cubi, o un qualsiasi altra famiglia di insiemi Sy, con S, C S;per h <k, e tali che
X, Sia interno a tutti gli S, e che I’intersezione di tutti gli S, sia costituita dal solo pun-
to Xp-
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Se poi f(x) & di segno variabile, possiamo considerare le due funzioni non negative

fT(x) = max{f(x),0} = {J;)(X) sef(x)=0

se f(x)<0
) 0 se f(x) =0
[ (x) = max{=f(x), 0} = { — f(x) Zz% <0

che verificano la relazione f*(x) — f "(x) = f(x). Diremo allora che f & integrabile in
senso improprio su E se ambedue le funzioni f* ed f~ lo sono, e porremo

[fooax=[r*wdx-[ (dx.
E E E

Esempio 12.16 Calcoliamo I’integrale
J' dxdy
(x* + yH)©
dove E & I’insieme esterno al cerchio di raggio 1.

Se r>1, I'insieme E N/, & la corona circolare C,, di raggi 1 e r. Passando in coor-
dinate polari, si ha se ot # I:

dxdy pdp P [l S S-S
J.(\, +y2)a j 2o jd(p 27fjp “oa |_ ]—(X(r ).
Se invece a =1, un calcolo simile da
dxdy
) iy s> =2rlogr.

Se ora facciamo tendere r all’infinito, 1’ultimo integrale tende a +oo, come anche
quello precedente se @ <<1. Se invece a>1 si ha

lim f dxdy — ®
roed (F Y a1
e la funzione (x> + y*) *& integrabile in E. 0

Esempio 12.17 Come nel caso di una variabile, il comportamento della funzione
(x> + y*)~* & opposto al precedente se si integra nel cerchio di raggio 1. Infatti se r <1
si ha, come nell’esempio precedente:

dxdy _
@)Y -

(l_rl—;’a)

se o # 1, mentre

dxdy
,I, e 2rlogr.
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. T
Se ora si fa tendere ra 0, il lmmeel—j& sea<letoosea=l. 0

Esempio 12.18 Calcoliamo I'integrale

f e Vdxdy.

RZ

Si ha, passando in coordinate polari,

fe v Vavay =21 f pe Pdp
0

/

e con il cambiamento di variabile « = p? I'ultimo integrale diventa
"
ﬂfe"‘du =m(l—e ).
0
Se ora si fa tendere r all'infinito, I’ultima quantita tende a , e dunque

_[e”"' “Vdxdy=m
R.‘
Questa relazione ha un’interessante conseguenza. Se infatti si integra sui quadrati
Q, sitrova

Jie""': . ~":d.\'d)' — fe“:dx X J‘lef‘ldy.
e -t

'

[ due integrali che compaiono a secondo membro sono uguali, e quindi

fe' YV dxdy = ( f e ":dx)z.

o, ot
Se ora facciamo tendere t a +oo, I’integrale a primo membro tende a &, mentre il se-
condo membro ha come limite il quadrato dell’integrale improprio

+o0

f e Vdx.

—oo

Si ha dunque in conclusione:

Jerax=vx [12.33]
Se poi osserviamo che la funzione e Ve pari, otteniamo dalla relazione precedente che
0

f e Vdx= ﬁf Vdx = g 03

oo 0
Anche per gli integrali impropri in piu variabili valgono poi i criteri di integrabilita
che abbiamo visto nel capitolo 9 § 11 per gli integrali in una variabile. Lasciamo per
esercizio I’enunciato e la dimostrazione dei corrispettivi del teorema 9.7 (del confron-
to) e 9.8 (dell’assoluta integrabilita).
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Esercizi
12.32. Integrando per parti nell’integrale je""zdx calcolare fxze"‘:dx
0

12.33. Dimostrare che la funzione f(x, v, z) = (x* + y* + 2%)” “& integrabile in senso

improprio in I, = {(x, y, ) ER 1 7+ + <1} se < % mentre & integrabile in

- >
R'—Isea 2

. Calcolare gli integrali in questi casi.

12.34. Calcolare gli integrali:
] .V ) ‘ ‘ Y y
1. Jx vdxdy 3. JI—T‘— dxdy 5. J xlog (1+ v)dxdy

2. ;[Tj:\—: dxdy 4. Jr arctg ydxdy 6. |xedxdy

mee—

con E= {(.x;,y)ER2 0<x<lI,1 <_\~<—}‘7}.
12.35. Calcolare JIOg (x + 2v)dxdy dove E ¢ il triangolo di vertici (0, 0), (1, 1) e (2, 0).
k

12.36. Calcolare I'integrale
~]'10 g (v + 2x)dxdy
;
dove T ¢ il dominio delimitato dalle rette y + 2x =0, y + 2x =1 e dalle parabole y = X
ey=x>+1.
12.37. Calcolare I'integrale

f (x + log v)dxdvdz
A
in cui T & il tetraedro con vertici nei punti (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1,0, 1) e (0,0, 1).

12.38. Dire per quali valori di >0 e p>0 la funzione x *¢& integrabile in senso
improprio nell'insieme E = {(x, y) : 0<x <1, —x” <y <x"}. Per questi valori calcola-

re I’integrale f X %dxdy.
E
12.39. Dire per quali valori di >0 e p>0 la funzione z ¢ integrabile in senso
improprio nell’insieme F = {(x, v, 1) ERY: 0 <x<1,x* +y* <z}, Per questi valori

calcolare I’integrale J.: “dxdvdz.
4
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12.17. a+b)
1 a
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12.19.
8 59 28 = 13 8 B
1.5\/" 30 2. 5V2-3 3‘5(3\/5 4)
3037 27
12.20.E+~1—610g2—ﬁ10g3.
12.21.
1. 2(V2 = 1)(V3 = V2) 3. (V2 —1)V3log3— (V3 —1)V2log2
2 L 4. 1982 (1003 31002 - 2)
2 8
senl
12.22. ——.
12.23.
3n 1 14 1 1 R
1. — —3arctg— 2.l = 3. 2log”2
4 &4 3 (x/i \/17) &
12.24.
. —i—(ez—l)(e—l) 2.0 3.9log3 —4log2—6
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3 9 4 19
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Capitolo 13

Successioni e serie di funzioni

13.1. Successioni di funzioni

In molti casi, invece che numeri reali, 1 termini di una successione o di una serie
sono delle funzioni, tutte definite in un insieme E € R* e a valori in R”. Noi ci interes-
seremo qui del caso di funzioni a valori reali (n =1), con particolare riguardo per le
funzioni di una variabile (k = 1), anche se molti dei risultati che dimostreremo valgo-
no anche nel caso generale.

Abbiamo incontrato successioni di funzioni gia nel capitolo dedicato alle succes-
sioni numeriche, e nello studio della serie di Taylor di una funzione, quando ci siamo
posti il problema di trovare per quali valori di .x una certa serie, i cui termini dipende-
vano da x, era convergente.

Riprendiamo ora piu in dettaglio lo studio delle successioni e delle serie di funzio-
ni. cominciando da una definizione.

Definizione 13.1 (convergenza puntuale) Diremo che la successione di funzio-
ni f, converge puntualmente in E alla funzione f se per ogni X € E la successione nu-
merica f,(X) converge a f(X); cioé se si ha

1im £,(x) = f(%)

Analogamente, diremo che la serie di funzioni E‘f;, converge puntualmente in £ alla
funzione f'se per ogni x € E la successione delle somme parziali

5,(0X) = X filx)

k=0

converge a f(X).

Esempio 13.1 La successione

fulx) ="
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converge puntualmente in [0, 1] alla funzione
. 0 sexe|0,1
fio= [ -1

1 sex=1

Infatti i termini della successione costituiscono una progressione geometrica, che

per 0 < v <1 tende a0 ; se poi x = | tutti i termini valgono | e quindi anche il limite & 1.

-

Osserviamo che la successione x" converge puntualmente a O anche in (—1, 0],
mentre non converge perx > operx< —1.

Esempio 13.2 La successione

1
nx se=s=y<s—

n

5

. 1 2
Sulx) 2—nx se XS

2
0 se;l—<xsl

converge puntualmente in [0, 1] alla funzione 0.

3=
3

Figura 13.1

Se x =0 sihaf,(0) =0 per ogni n, e quindi anche il limite ¢ 0. Se invece x> 0, non ap-

2 .02 C . e
penan > Pl ha " < x, e quindi f,(x) = 0, e anche in questo caso il limite vale 0. =

Esercizi

13.1. Calcolare il limite delle seguenti successioni di funzioni di una variabile reale:
[L 1 X sennx o
1. fy ()= [x"+— 3. ——; 5. —(x#0 7. =
S0 ' n- n+x" nx ( ) 1+ x

2n

nx X
L7 4, ——-
1+ nx 1+ x™"

6. n'
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13.2. Dire per quali x € R convergono le seguenti serie:

o = 1) SRk
IEL’I—— 4. E

n=0 n ol n=10

'\’ )

70 S

n

3. i|.\'|”“' 6. 2sen%

n=0 n=1

13.2. La convergenza uniforme

L’esempio 13.1 mostra come una successione di funzioni continue possa conver-
gere puntualmente a una funzione discontinua. Per ovviare a questo inconveniente si
puo introdurre un tipo piu forte di convergenza, che viene detta uniforme e che mostra
evidenti analogie con la continuita uniforme.

Il fatto che la successione f, converga puntualmente in £ a f si esprime formalmen-
te dicendo che

VYXEE Ve>0Av:Vn>v |f(x)—f(x)|<se

E chiaro che il valore di v dipende, oltre che da €, anche dal punto x; al cambiare di
quest’ultimo variera anche 1'indice v a partire dal quale la differenza |f,(x) —f(x)| &
minore di €. Ad esempio, se come nell’esempio 13.1 si pone f,(x) =x", per 0 <x <1
log e
logx”
E evidente che in questo caso il numero v dipende da x, e diventa sempre pil grande
quanto piu x e vicino a 1.

Se invece ¢ possibile trovare un v che vada bene per ogni x € E. si dira che la con-
vergenza e uniforme in E. Formalmente, ci0 accade se

risulterd' x" < & quando nlog x <log &, ciog, essendo log.x <0, quando n > v =

Ve>03v:Vn>v,VXEE |f(x)—f(x)|<e

. . X n—1 . .
Esempio 13.3 La successione f,(x) = x converge uniformemente a x nell’in-

tervallo [—a. a].

Si ha infatti | f,(x) — x| =

X a R s .
" l = o€ quest’ultima quantita ¢ minore di € non appe-
¥

a R . - N
nan>v=—. Il numero v cosi trovato non dipende da x, e quindi la convergenza ¢
uniforme.

Notiamo che f, converge puntualmente a x in R, ma non uniformemente. =

'Si pud ignorare il valore assoluto. dato che si ha v >0.
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Se le funzioni f, sono limitate in E, possiamo porre la convergenza uniforme in
forma piu suggestiva, introducendo la norma:
g ll= sup|g(x)] [13.1]
XEE

Si verifica facilmente che il numero || g|| definito dalla [13.1] gode delle seguenti
proprieta, analoghe a quelle del valore assoluto in R:

|¢l|=0seesoloseg=0,
Alllg|| per ogni AER,

L {lgll=0:
2. |[2¢ll=

3. lg+nll<llg

|+ 1| #]| (diseguaglianza triangolare).

Di conseguenza la quantita || ¢ — & || esprime la distanza tra le funzioni limitate g e A.

A volte la norma di g si indica anche con || g|]... Se poi si vuole mettere in evidenza
I’insieme E, si scrivera || g ||z o anche || g || -

Avremo allora:’

Definizione 13.2 Si dice che successione f, di funzioni limitate converge unifor-
memente in E alla funzione f'se per ogni € >0 esiste un v tale che per ogni n> v risul-
allf,—fll<e

Questa definizione ¢ equivalente a quella che avevamo dato prima. Infatti per la
|<e&, allora per n> v si avra |f,(x) — f(x)|< & per

definizione di norma, se ||f, —f
ogni x € E; viceversa se questo accade, sara anche

IIf = fll=< sgglf,,(x) —fx|=<e

L’importanza della convergenza uniforme sara chiara dai risultati che dimostrere-
mo in questo e nei prossimi capitoli.
Cominciamo col provare che la convergenza uniforme conserva la continuita:

Teorema 13.1 Se una successione di funzioni continue converge uniformemente
in E a una funzione f, quest’ultima é continua in E.

Dimostrazione Sia x, un arbitrario punto di E. Faremo vedere che f¢& continua in
X0, 0ssia che per ogni £>> 0 esiste un > 0 tale che per ogni x € E, con || x — x¢ || < & si
ha | fix) — fixy) | <.

Dato £> 0, per la convergenza uniforme sappiamo che esiste un v tale che per ogni

. . . £
n>ve perognix € E si ha |f,(x) — fix)|< 3
Fissiamo oran = v + 1. Poiché f,, (X) & continua in X, esistera un 6> 0 tale che se

. . . £
XxEELe HX"X(,H<5SI ha |fv»|(x)_.fw l(x(b)I<?~

? Per maggiori dettagli si veda il capitolo 20.
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Si ha dunque, se || x — xo || <,

If(x) = f(xy) lS |f(x) —fori(x) | + !fv+l(x) _fv+l(x())| + |fv+|(x()) —f(x(,)|<
373737 ¢
La funzione f¢& quindi continua in X, e per I’arbitrarieta di x, € continua in E. ]

Un secondo risultato consiste nel passaggio al limite sotto il segno di integrale. Per
questo dimostriamo prima un lemma, che puo essere interessante anche di per sé:

Lemma 13.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f sia in-
tegrabile in un insieme E é che per ogni €> 0 esistano due funzioni h e g, integrabili
in E, con h(x) <f(x) < g(x) per ogni X € E, e tali che

[sd = [rexax <. [13.2]
E E

Dimostrazione  Sef¢ integrabile in E, la condizione [13.2] & ovviamente verifica-
tacong=h=f.

Supponiamo viceversa che esistano due funzioni s e g verificanti la [13.2]. Sicco-
me g & integrabile in E, per ogni £> 0 esistera una funzione semplice ¢, con =g @
e tale che

f(pdx — fg(pgdx <E.

Analogamente, esistera una funzione semplice ¥, con ¥ < h ¢, e tale che
fh Qpdx — fwdx< €

Siha evidentemente

y(x) < f(x) < ¢(x)

perogni x € E, e inoltre
[odx - [wax=[gdx— [gax + [gax— [hax+ [nax - [wax<3e
E E E E
e per ’osservazione 12.2 la funzione f ¢ integrabile in E. 0

Possiamo ora dimostrare il

Teorema 13.2 (Passaggio al limite sotto il segno di integrale) Se una succes-
sione f, di funzioni integrabili in un insieme limitato E converge uniformemente a una
funzione f(x), allora f é integrabile in E e si ha

ff(x)dx = lLrllfﬁ,(x)dx. (13.3]
E E
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Dimostrazione Per ogni £> 0 esiste un v tale che per ogni n> vsi ha | f,(x) — f(x)|<
< eperogni x € E, e dunque

Fu(X) — e<f(x) <f,(x) + & [13.4]

Dr’altra parte risulta
f [fu(x) + eldx — f [f.(x) — €ldx = 2em(E).
E E

e quindi, per il lemma precedente, f ¢ integrabile in E.
Integrando poi membro a membro la [13.4], si ha

[f0dx - em(E) < [fx)dx < [f,(x)dx + em(E)
E E E

per ogni n >V, da cui segue la [13.3]. ]

Se poi le funzioni f, sono derivabili, vale il seguente teorema, che dimostriamo nel
caso di una sola variabile:

Teorema 13.3  Sia f, una successione di funzioni di classe C'([a, b]) (cioé deri-
vabili e con derivate prime continue in |a, b]). Supponiamo che la successione f, con-
verga uniformemente a f, e che la successione delle derivate f, converga unifor-
memente a g in [a, b). Allora f e derivabile, e f' = g.

Dimostrazione Per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha
H) =ful@) + f fa(ndr.
Passando al limit:: per n — o< e applicando il teorema precedente, si ha
fox) = fla) + f vg(t)dt.
La funzionef(x; — fla) ¢ dunque la funzione integrale di g. Applicando di nuovo il

teorema fondamentale del calcolo integrale si conclude che f¢& derivabile, e che f' = g.
o

I due teoremi precedenti hanno una versione “continua”:

Teorema 13.4  Sia E un insieme compatto di R", F un insieme compatto e misu-
rabile di R, e f(x, y) una funzione continua in E X F. La funzione

g% = [fx, y)dy
F

e uniformemente continua in E.
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Dimostrazione Poiché il prodotto cartesiano £ X F & compatto, la funzione fri-
sulta uniformemente continua (vedi cap. 7, § 7). In particolare, per ogni £> 0 esiste
un 6> 0 tale che se ||x — X, || < & risulta |f(x, y) — f(Xy, y) | < € per ogni y € F. Inte-
grando rispetto a y, si ottiene allora:

|80 — g(x0) < [ f(x, y) = fx, Y) | dy < em(F)
F

non appena || x — Xo|| < 8. La funzione g(x) risulta pertanto uniformemente continua
inE. 8]

Osservazione 13.1 Se si toglie I’ipotesi che E sia compatto, la funzione g(x) sara
continua in ogni punto interno a E. Infatti detto X, un tale punto, esiste un intorno / di
X, la cui chiusura € contenuta in E. Si pu0 allora applicare il teorema precedente con I
al posto di E, e concludere che la restrizione di g ad 1 & continua in X,. Siccome / & un
intorno di x,, g € continua in X.

Se poi E & aperto, ogni punto € interno, € g € continua (ma in genere non unifor-
memente continua) in E. ]

Supponiamo ora che per ogni y fissato, la funzione f (considerata come funzione
della sola x) sia derivabile rispetto a una direzione v. Si ha allora:

Teorema 13.5 (Derivazione sotto il segno di integrale) Se E ¢ aperto, e la deri-
vata f(X, y) lungo la direzione v esiste ed é continua in E X F, la funzione g(x) risulta
derivabile in E nella direzione v, e si ha

. (I
2z (x)—}fﬂv (x. y)dy. [13.5]
Dimostrazione Sia x € E, sia r> 0 tale che I(x, r) CE, e sia | k| < r. Scriviamo il
rapporto incrementale della funzione g:

gx+hv)—g(x) _fixthv.y)—fix,y)
h —f h dy.

Per il teorema del valor medio, esistera un punto 7, compreso tra O e h, tale che

(x+ hv,y) — fix,
fx vi) fx.y) (x4 v, y)

Per ipotesi la funzione f, & continua in /(x, r) X F, che ¢ compatto, e dunque unifor-
memente continua. Per ogni £> 0 esiste pertanto un 5> 0 tale che se || X — x||< & si
ha |f,(X. y) — fu(x, ¥)| < & D’altra parte se | h|< & si ha||(x + v) — x||< § e dunque

(x+hv,y)—fix,y) X
fath 71) Jx.y —fxY)| = ATV Y) - Ay [<e
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Se | h|< &risulta allora:

gx+hv)—g(x) rdf _ f fxthv,y)—fxy)
h ;"av(xsy)dyl_’ h fv(X,Y) dyS
Sf T Z) —— — X y) ’dy <em(F)
i
e il teorema & dimostrato. O

Esercizi

13.3. Dire se le successioni di funzioni dell’esercizio 13.1 convergono uniforme-
mente nell’insieme di convergenza.

13.4. Dire se le seguenti successioni, che convergono puntualmente a 0 nell’inter-
vallo (0, 1), convergono uniformemente in questo intervallo:

2

sen nx sen \Vnx sen nx’

1 x 2.n7" 3.t 4. :
nx nx nx
13.5. Trovare il limite puntuale delle seguenti successioni di funzioni, e dimostrare
che la convergenza non ¢ uniforme in [0, 7]:

nx nx
1. Vsenx 2. sen"x 3. —— 4, ———
1+ nx* 1+ nx

13.3. Serie di funzioni

In linea di principio, non c’¢ nessuna differenza tra le successioni e le serie di fun-
zioni; basta applicare quello che abbiamo detto sulle successioni alle somme parziali
della serie

/(%) = D filX)

k=1

Ad esempio, la serie Efk(x) converge (puntualmente, uniformemente) se conver-
ge (puntualmente, uniformemente) la successione delle somme parziali s,(x).

Da un punto di vista pratico pero la differenza esiste ed ¢ sensibile. Spesso infatti
una successione di funzioni f,(x) & data esplicitamente, e in genere si riesce a calcola-
re anche il limite f(x), cosicché per vedere se la convergenza ¢ uniforme basta calco-
lare la norma || f, — f|| e determinare se tende a zero o no. Al contrario, molto raramen-
te si riescono a calcolare esplicitamente le somme parziali di una serie, e quasi mai si
conosce la sua somma, cosicché il problema della convergenza uniforme ¢& relativa-
mente piu facile per le successioni che per le serie.
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Per queste ultime c¢’& comunque un semplice criterio per la convergenza uniforme.
Per enunciarlo, cominciamo da una definizione.

Definizione 13.3 Diremo che la serie di funzioni limitate
2 fix)
k=1
converge totalmente in E, se converge la serie delle norme:

S fille< +eo.

k=1

Siha il seguente
Teorema 13.6 Una serie totalmente convergente in E converge uniformemente.

Dimostrazione Per ogni x € E risulta

x| <Al

e quindi per i criteri del confronto e della convergenza assoluta la serie Efk(x) con-
verge puntualmente in E. Sia f(x) la sua somma; dobbiamo dimostrare che la succes-
sione delle somme parziali s,(x) converge uniformemente a s(x).

Siha
S(X) = 5,(%) = >, filx)
k=n~+1
e dunque
ls=sll=|] 2 a0|| <X llfill=0-0,
k=n+l k=n+1

dove con 0, e 0'si sono indicate le somme parziali e la somma della serie >, || fi]l.
Poiché quest ultima serie converge, quando n — oo la quantita ¢ — o, tende a zero,
e quindi tende a zero anche || s, — s}]. 0

Esempio 13.4 La serie

oo

2 sen:z.x

n=1 n
converge uniformemente in R. Infatti si ha

1
T

n

sennx
n’

¢ quest’ultima serie converge. a
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Esercizi

13.6. Dire se le serie che seguono convergono totalmente sugli insiemi indicati a
fianco:

1S sentx, [o,ﬂ 5. 31— b [0.1]

k=0 ko0
<k . 11

2. Eke"‘“ [—2, —1] 6. EX“, [?, 5]
k=0 k=0 ~
ad kx oo

3. Ek_rl 1 _:ek.\ [1,3] 7. E(\f’9k+.\"‘ -35, [-2,2]
k=1 k-0

4.3 x(1-x)% 0,1
k=0

13.4. Le serie di potenze

Tra le serie di funzioni un posto particolare spetta alle serie di potenze; cioe alle
serie del tipo

2 an(x = xp)". [13.6]

n=10
Possiamo sempre supporre .x, = 0; infatti altrimenti basta porre v = x — x,, € ricon-
dursi alla serie Ea,,y". Considereremo dunque serie di potenze del tipo

S ape. [13.7]

n-0
Queste serie convergono almeno per x = (), dato che in questo caso tutti i termini
sono nulli tranne il primo a,. Ci sono delle serie di potenze, come ad esempio
S n'x"
n=0
che convergono solo per x = 0. Infatti il termine generico (nx)" non tende a zero per
x # 0, e dunque viene meno la condizione necessaria per la convergenza.
Si ha per0 il seguente

Teorema 13.7  Se la serie |13.7] converge in un punto y # 0, allora converge to-
talmente in I(0, p) per ogni p<l|y|.

Dimostrazione Poiché la serie
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¢ convergente, dovra verificare la condizione necessaria

lima,y" =0

n— oo

e quindi la successione a,y" sara limitata:
| a”.\'" | s M

Si avra allora per | x|<p

ant®l o = a7 = |a,,.v"|(—” ) SM(—” ) |
) =M
p

Poiché per ipotesi —— < 1. la serie 3| | «,X" ||, ) € maggiorata da una serie geometrica

N

diragione minore di 1, e quindi converge. ri

Una conseguenza di questo teorema & che se chiamiamo r I’estremo superiore dei
valori di x per i quali la serie converge, avremo che essa convergera per | x| <r, ciog
per x €1(0, r), e non convergera per | x|> r.* Il numero r si chiama raggio di conver-
genza della serie Ea,,x".

Se p<r la serie converge totalmente. e dunque uniformemente, in 1(0, p); di con-
seguenza la sua somma f(x) & una funzione continua in /(0, p). Poiché p & un numero
arbitrario minore di r, la somma f(x) sara continua in /(0,r).

Si puo dire di piu. Infatti

Teorema 13.8 La funzione f(x) ha derivate di qualsiasi ordine continue in 1(0, r).

Dimostrazione Ragioniamo come nel teorema precedente, relativamente alla serie
delle derivate

> nax" !, [13.8]

n=1

omeglio alla serie

> na,x", [13.9]

n=1

che si ottiene da questa moltiplicando per x, e che converge per gli stessi x.
Siaora p<r, e sia y un numero reale con p <y <r. Per la definizione di raggio di
convergenza, la serie Ea,,y" converge, e dunque esistera un M tale che

lany"| <M

In genere non si puo dire nulla sulla convergenza della serie per x = *r, e il comportamento della seric in
questi punti si dovra decidere caso per caso.
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D’altra parte

|lna,,x"u,(o,,,,=n|a,,np"=n|a,,y"|(ﬁ) sm(i) |

|yl

Per il criterio della radice, la serie a secondo membro converge (si ricordi che Vn
tende a 1). Di conseguenza la serie [13.9] converge totalmente, e cosi anche la serie
[13.8]. Per il teorema 13.3 la funzione f ha derivata prima continua in /(0, p), e per
I’arbitrarieta di p in /(0, r).

Con lo stesso ragionamento, a partire dalla serie [13.8], si dimostra che fha deriva-
ta seconda, terza ecc. continua in /(0, r). 0

In particolare si ha

(k) — N _ —k+ n—k _ X" k
) 'gkn(n I)...(n—k+1a,x ;12-1\ (n—k)' .
Se nella relazione precedente si pone x = 0, tutti i termini della serie si annullano,
tranne quello per n =k, che vale k!a,. Si ha allora

f(k)(o) = kla,

e di conseguenza

=3 L
ne

Pertanto se la funzione f{x) ¢ la somma di una serie di potenze, allora & sviluppabi-
le in serie di Taylor, e questa coincide con la serie di potenze di partenza. In altre pa-
role, le serie di potenze sono le serie di Taylor delle funzioni sviluppabili.

In particolare, alle serie di Taylor si applicano i risultati di questo capitolo; se la
serie di Taylor di una funzione f(x) converge a fin un intorno /(x,, r) del punto inizia-
le xo — € nel capitolo 10 abbiamo visto sotto quali condizioni cid accade — la conver-
genza ¢ totale (e quindi uniforme) in ogni intervallo chiuso contenuto in /.

Il teorema precedente puo talvolta essere applicato per trovare la somma di alcune
serie di potenze.

Esempio 13.5 Trovare la somma della serie

oo ka—l
“k-Dr
oo 2k

. . X 2 .
La serie di potenze EF ha come somma e*. Si ha allora

Zk-l

D(e¥) = 2xe* —EDk, iZk 0

k=0
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e quindi
oo x2k -1

(k—1)!

3
X

= Xxe . O
k=1

Laricerca del raggio di convergenza puo essere facilitata dal seguente

Teorema 13.9 Sia
> ax" [13.10]
una serie di potenze, e supponiamo che esista il limite
fim Ve ] =L
Allora

1. se L= +oo la serie converge solo per x =0,

2.se L =0, la serie converge per ogni x €R,

3.5 0<L< +oo, sihar=%.

Dimostrazione Applichiamo alla serie [13.10] il criterio della radice. Si ha
limV|a,x"| =|x| lim V]a,| =|x|L.

Se L =0, il limite & sempre 0, e la serie converge per ogni x. Se invece L = +oo il li-
mite & +oo per ogni x # 0, e la serie converge solo per x = 0. Infine, se 0 <L < +oo, la
serie converge se | x| L <1, e non converge se | x| L > 1; di conseguenza il raggio di con-

vergenzae . 0

Esempio 13.6 Trovare il raggio di convergenza della serie

oo x"
2n+l'

n=0

. 1 o
Siha a =0 , € quindi
L=1limVa, =1.

. 1 . . . .
Risulta dunque r = A =1.Per x =1 lanostra serie diventa la serie armonica, che di-

verge; per x = — | si ha la serie

SYGs
E n+1

n=0

che converge.
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Esercizi

13.7. Si trovi il raggio di convergenza della serie Ea,,x", quando a, vale:
1

1,7 5. log(n+1)
n —1
2.2;1 6. =
o N
3. 18 7. n
4. (Wn —1)" 8. n!"! ([n] indica la parte intera di n)

13.8. Siano Ea,,x” e Eb,,x" due serie di potenze, con raggio di convergenzare p.
DImostrare che il raggio di convergenza della serie E(a,, + b,)x" & maggiore o ugua-
le del minimo tra r e p. Puo essere maggiore del massimo tra re p?

13.9. Nella situazione dell’esercizio precedente, dimostrare che delle due serie
E(a,, +b,)x"e E(a,, — b,)x" almeno una ha raggio di convergenza uguale a min{r, p}

13.10. Calcolare la somma delle seguenti serie di potenze:

< 1\, 2n ~ ___]_ n w__ﬁ+l
L > (= 1)'nx 2.2(1 n)x 3.*2n(n+1)

n=1 n=1

13.5.* Approssimazione delle funzioni continue

La serie di Taylor costituisce tra I’altro un potente strumento di approssimazione:
ad esempio le tavole delle funzioni trascendenti (esponenziale, logaritmo, funzioni
trigonometriche) sono costruite tutte per mezzo dei loro sviluppi in serie di Taylor.
D’altra parte non ¢ difficile immaginare quanto possa essere vantaggioso nei calcoli
approssimare funzioni a volte molto complesse con un polinomio (il polinomio di
Taylor) che le approssimi a meno di un errore arbitrariamente dato.

Purtroppo perod non tutte le funzioni sono sviluppabili in serie di Taylor, e anzi si
puo dire che tra le funzioni continue quelle analitiche, cio¢ sviluppabili in serie di
Taylor, sono una netta minoranza.

Se pero si rinuncia a esprimere la funzione come somma di una serie, € ci si accontenta
di approssimarla uniformemente con polinomi, questo ¢ possibile non appena la funzio-
ne in questione sia continua, condizione peraltro necessaria per poter essere il limite
uniforme di una successione di polinomi. Per la precisione, dimostreremo il seguente

Teorema 13.10 (Weierstrass) Sia f(x) una funzione continua in un aperto A CR.
Esiste una successione P, di polinomi tale che per ogni compatto K C A risulta

klim P(x) =f(x) wuniformemente per x € K. [13.11]
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o in forma equivalente
klim||fw Pillw k= 0. [13.12]

Volendo, si puo imporre ai polinomi P, di avere coefficienti razionali.

Osservazione 13.2  Prima di addentrarci nella dimostrazione del teorema. osser-
viamo la differenza tra questo tipo di approssimazione e la serie di Taylor. In ambe-
due i casi la funzione data viene approssimata da polinomi, che per le funzioni svilup-
pabili non sono altro che le somme parziali della serie di Taylor. Mentre pero in que-
st'ultimo caso P ¢ un polinomio di grado &, e il passaggio da un polinomio al successivo
avviene semplicemente aggiungendo un termine di grado k + 1, nel teorema di Weier-
strass il polinomio P, pud avere un grado qualsiasi (anche se si pud supporre che il
suo grado cresca con k) ma soprattutto il passaggio da un polinomio al successivo av-
viene modificando tutti i termini, anche quelli di grado inferiore.

La dimostrazione del teorema di Weierstrass verra fatta in vari passi. Cominciamo
a dimostrare un lemma che ha anche una certa importanza di per sé:

Lemma 13.2  Sia g(x) una funzione continua a supporto compatto. Posto

&) = f ( )d\ [13.13]

siha
klim||gk—g||m:(). [13.14]
E——

Dimostrazione Osserviamo in primo luogo che Ia funzione g(x) € continua e nulla
fuori di un compatto. e dunque uniformemente continua. Di conseguenza. fissato £>()
esisterd un 6> 0 tale che se | x — z|<8siha]g(x) — g(2)|<e

D’altra parte, ricordando la [12.33]:

e “dy=\Vrm
avremo
1 © ) y
glv) —glv) = —= f e’ [g<x+ ;) - z(x)]d\
vrm oY,
e quindi

| .
|g(x) — g | = —= +'7(‘)—g(.\‘) dy =

<

e

g
" 8
0,3}
)

| ( \> | y
=——]e" + | —glo)ldv+—=]e “glx+]—gx)|dv+
Vv £ k \/EL k
[ ¥
+——= e "|glxt+ ] —glx)|dy [13.15]
VI s k
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Valutiamo ora i tre integrali a secondo membro della [13.15], cominciando dal se-

condo. Se | v|< kési ha ik} < 6, e quindi ‘ g(x + %) — g(x)

3 < g, dacui

l ‘5:’ ( v) e T
— e Vglxt+t g jdv<——= |e dy<T Ydy = €.
\/E_;[; k Vr ,,(J; Vr J;

Maggioriamo ora gli altri due termini. Chiamato M il massimo di | g(x)|, si ha per il
primo integrale:

| fe ' ( v) M M
— | e x+—g)ldys——= | e dy=—= y <
v L el k) | = T [ e
oM 1T MO M
<=2 [yevay< ye Vdy =
N w ) kvr 170 P wevm

e la stessa maggiorazione vale per il terzo. In conclusione,

. = — +
Ifge =gl Ve
Se ora si prende k, in modo che PN <& sihal|g—g]|<2eperogni k>ky e
quindi la [13.14]. koov 7 0

Se nella [13.13] si esegue il cambiamento di variabile y = k(; — x) si ottiene la for-
mula

k'
s == [e M s [13.16]
Vo

nella quale in realta I'integrale € esteso a un intervallo [—L, L] che contiene il suppor-
to di g. Dalla [13.16] si vede che le funzioni g, sono infinitamente derivabili; € infatti
possibile applicare ripetutamente il teorema 13.5 di derivazione sotto il segno di inte-
grale.

L’idea che ci permette di dimostrare il teorema ¢ di approssimare la g; (e quindi la
g) sviluppando per mezzo della formula di Taylor la funzione e KU G giunge cosi
a un secondo lemma.

Lemma 13.3  Sia g(x) una funzione continua e nulla per | x|> L. Per ogni €>0
esiste un polinomio P(x) tale che

sup |g(x)—P(x)|<e [13.17]
(-1.1]

. . . . £ .
Dimostrazione Per il lemma precedente, esiste un k tale che || g, _8H<§2 di
conseguenza ¢ sufficiente dimostrare che esiste un polinomio P(x) tale che

£
sup [gk(x)—P(.r)|<E. [13.18]
[-L. 1]
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Posto t = k*(x — 2)*. dallo sviluppo di Taylor per ¢ ' si ha

EEREl 2\—(_”]‘-’(‘_-)— +Ry

(_l)IVW IkZN'Z(xV:)ZNil
(N+1)!

RN:€_

e v& un punto compreso tra () e k*(x — 2)°. Dato che a noi interessano solo i punti x € [— L, L|
e che nella [13.16] I'integrale & esteso all’intervallo | —L, L], si ha | x — z| <2L e quindi

Avremo allora
-1V" , ko f
() = 2( ) f (x = 28z + —= [ Rug(2)dz = Py() + 0(x)
l =() I \/E L

dove Py(x) € un polinomio di grado 2N, come si puo vedere facilmente sviluppando
(x—2)* con la formula [ 1.19] della potenza del binomio.

Valutiamo ora il termine o(x) = g;(x) — Py(x). Tenendo conto della maggiorazione
per Ry, si ha

ko QKL f
o= =" [ls@le:
e posto M =sup | g].

k_QkL™ M QKL

loW = =N Vi N+

Quando N tende all’infinito, quest’ultima quantita tende a zero, e quindi per N ab-
bastanza grande si avra

€
o) | = [gi(x) = Puo) [ < 5
da cui segue immediatamente la [13.18], e di qui il lemma. =

Osservazione 13.3 Nel lemma precedente si pud supporre che il polinomio P
che verifica la [13.17] sia a coefficienti razionali. Infatti per ogni polinomio P(x) si
puo trovare un polinomio Q(x) a coefficienti razionali, tale che

sup | P(x) — Q)| <e [13.19]
|-L. L]

¢ dunque

sup |g(x) — Q(x)|<2e
e
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Dimostriamo la [13.19]. Sia

Px)=a,x" +a, x" "+.. +ax+a,

n-
un polinomio di grado m. Fissato > 0. siano ry. ry. .... r,, dei numeri razionali tali che
lag—re|<8perk=0.1....m. Sihaperx&|—L.L]|:
IP(‘) - Q(\)|$ l”m Iy ‘l"ﬂli + '(l,,, [ H-\.V' ! +..+ lal -n ”\+ |(’0 - r(!| =
SSL"+L" "L

£
L'+ T L+

Bastera allora prendere 6 = peravere la [13.19].

Possiamo ora passare alla dimostrazione del teorema di Weierstrass. Se A ¢ un
aperto di R, poniamo per k intero

AA.:{.\'EA sd(x, ()A)>%}m‘_k-k)

e sia’

(lk(,x) = ([(.\'. A‘)

1 . .
Risulta di(x) =0se vE A e di(x) > 7S & A. cosicché se poniamo

o) = max {1l — 2kd(x). 0}
| ,
siha gx)=1inA e @x)=0sedx. A= % In particolare, ¢, ha supporto com-

patto contenuto in A.
Ci0 posto. sia f(x) una funzione continua in A. La funzione

Slx) = fL)@p(x)
L . 1 1 . S
¢ continua, nulla fuori dell'intervallo [, = [—k a k+ T} e coincide con f(x) in A

Per il lemma precedente. preso € = —, si puo trovare un polinomio P, (che si puo sup-

k
porre a coefficienti razionali) tale che
: 1
suplfilx) — P | < T
1.
Dato poi che f, = fin A, C [ —k, k]. avremo in particolare

. 1
sup | filx) = Px) | < e
A

La successione P, ¢ quella cercata. Infatti, se K € un compatto contenuto in A, risultera
K C A, per k abbastanza grande (precisamente per i k tali che KC [—k, k] e d(K, dA) >

* Ricordiamo che la distanza di un punto x da un insieme £ ¢ 'estremo inferiore delle distanze di v dai punti
diEdix E)=int{{x— .- EE}.
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> %). Ma allora per questi & si ha
, . 1
supfix) = R0 | = sup [flx) = P [<
K A,

e quindi la [13.12].

13.6. Risposte agli esercizi

13.1.

x|
0
0 |
C0selx|<1,=selx|=1,1se|x|>1
2
0
. 0sex<0, 1 sex=0,nonconverge se x>0
. 0selx|<1,1sex=1,nonconverge altrimenti

NovE W =

13.2.

I.0=sx<2 Jox<—lelO<xy S x#I,—1 7. —1=x
2. x>0 4. |x|<1 Lx=0

o))

13.3.

1. si 3.1 5. no 7. no
2. no 4. no 6. no

13.4.

1. no 2. no REES 4. no 5. si 6.

13.5.
1. se x& (0, m), 0 se x =0 o x = m; la funzione limite non & continua.
T T ) .. N .
.0sex= 5 | sex= ~2—; la funzione limite non € continua.
1

===
. 4’3
4. 0se x=0, 1 se x # 0; la funzione limite non ¢ continua.

o

(9%}

.0

13.6.

1. si 3. si 5. si 7. si
2. s8] i

EEN
=
o
o)
z

si

91
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13.7.
1.1 4. +oo 7.1
1
2. = 5 .
> 1 8.0
8 I
3.3 6. Iselal<l.a’sela|>1
13.8.
Se | x| <min{r, p} ambedue le serie convergono, e quindi converge anche la loro
somma. Il raggio di convergenza puo anche essere +oo; ad esempio se b, = —a,.
13.9.

I due raggi sono ambedue = min{r, p}. Se ambedue fossero maggiori, essendo
(au + bn) + (g, — bn) (a, + bn) —(a,— I)n)
a,= 3 e b,= 2

a,x"che > b,x" avrebbero raggio di convergenza maggiore di min{r, p}.
1 n t=}

, per Iesercizio precedente sia

13.10.
X

I. _(1_.\‘3)2

2. —log(l—x)+ﬁ 3. (1-xlog(1—x) +x



Capitolo 14

Serie di Fourier

14.1. Funzioni periodiche

Uno dei motivi principali che spingono a studiare gl sviluppi in serie risiede nel
fatto che esse permettono di esprimere funzioni complicate come somme di serie di
funzioni semplici; in molti casi dallo studio di queste ultime si puo risalire a proprieta
delle prime. Ad esempio, negli sviluppi in serie di Taylor, che abbiamo trattato nei ca-
pitoli 10 e 13, le funzioni di base erano le pit semplici possibile: le potenze.

Uno dei pit importanti risultati relativi alle serie di potenze, il fatto che la somma
di una tale serie sia una funzione infinitamente derivabile, costituisce anche il limite
principale degli sviluppi di Taylor. Infatti, proprio a causa di questo teorema, si po-
tranno sviluppare in serie di potenze solo funzioni infinitamente derivabili, peraltro
nemmeno tutte, come abbiamo visto nel capitolo 10. Pertanto, se vogliamo sviluppare
funzioni non tanto regolari, che pure hanno un loro ruolo in molti problemi dell’anali-
si — ad esempio funzioni continue o anche con qualche discontinuita — dovremo ab-
bandonare gli sviluppi di Taylor, e prendere in esame sviluppi in serie di funzioni di-
verse dalle potenze.

Tra questi, i pit importanti sono gli sviluppi in serie di Fourier, nei quali si usano
come funzioni di base i seni e i coseni, pit precisamente le funzioni sen kx e cos kx.
Come abbiamo visto, il seno e il coseno sono funzioni periodiche, con periodo 27, e
quindi essi potranno essere usati per sviluppare funzioni con lo stesso periodo. In gene-

. . . S . C 2rn
rale, se si vuole sviluppare una funzione di periodo T, si useranno le funzioni senTk.\'

27 . . . - . L .
€ cos Tkx, che hanno periodo T. Prima di cominciare lo studio delle serie di Fourier,
esamineremo brevemente le funzioni periodiche.

Definizione 14.1 Una funzione f: R — R si dice periodica di periodo T se per
ogni x € R si ha

fx+T1) = fx).
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E evidente che se una funzione ha periodo 7. avra anche periodo 27, 3T, come pure
—T, = 2T, e cosi via, come d"altra parte potrebbe avere anche un periodo pit piccolo,

T T . S . N . o
come >0 5~ A volte, quando si parla di periodo di una funzione si intende il piu picco-

lo periodo positivo: se si ha a che fare con una classe di funzioni. si prende come pe-
riodo il pit piccolo periodo positivo comune a tutte. Cosi ad esempio, le funzioni
cos kv hanno periodo 27, che ¢ il pit piccolo periodo comune.

Una funzione periodica di periodo T sard completamente nota una volta che sia co-
nosciuta in un intervallo [a. a + T) di ampiezza T: viceversa, ogni funzione f(x) defi-
nita in [a. a + T) potra essere prolungata fuori di tale intervallo a una funzione perio-
dica di periodo T, che chiameremo f*(x). Analiticamente:

fix)=flx—kTysexEla+kT.a+ kT+T).

In generale, anche se f(x) & regolare. la funzione prolungata f* avra un salto nei
puntia,a * T,a * 2T, ecc., di ampiezza
s=lim f(x)—lim  f(x).
N—oal x= (a1

Ad esempio, se si prolunga fuori dell’intervallo [ —, 7) la funzione x, si otterra la
funzione “"a dente di sega”. Se invece si prolunga la funzione caratteristica dell’interval-

n T . . . . L
lo [——2- —2~] si ottiene la cosiddetta “onda quadra”. Queste funzioni giocano un ruolo

importante in elettronica. I loro grafici sono riportati in figura.

= I -
|

i
|
|
-n -n/2 n/2

Figura 14.1

Definizione 14.2  Una funzione f(x) si dice continua a tratti in un intervallo |a, b)
se é continua in |a, b) tranne al piiv in un numero finito di punti £, &, ..., &y, nei quali
esistono finiti il limite destro e sinistro:

A& +0)=lim f(x)
NG,
fi&i= 0= lim S0 [14.1]
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Una funzione continua a tratti si dira regolare a tratti in |a, b) se é derivabile in
la. b), eccetto che nei punti &, &. ..., Ey (in cui non é continua), ed eventualmente in
altri punti 0y, Na. ..., Ny, sempre in numero finito, e se la derivata f' é continua (dove
esiste) e limitata.

Infine una funzione definita in R si dira continua a tratti |regolare a tratti] se é
continua a tratti [regolare a tratti] in ogni intervallo (a, b) C R.

Una funzione fcontinua a tratti ¢ limitata e ha al pitt un numero finito di punti di di-
scontinuitd, e dunque ¢ integrabile, in ogni intervallo [a, b) (vedi osservazione 9.6).
Se poi f¢ periodica di periodo T, si ha

arl i
[ = iy [14.2]
a 0
per ogni « € R. Infatti si ha
et :

J.f(t)df = fl:f(f)dt -l-uf;(t)dt —ff(z)dt
a 0 T 4]

e facendo la sostituzione r = u + T nel secondo integrale, questo si cancella con il terzo,
dato che f(u + T) = f(u).
Come abbiamo detto. le piu semplici funzioni periodiche sono il seno e il coseno. o
pit in generale le funzioni
2r

2r
acos = (v - E) e asen T ). [14.3]

Il numero positivo « si chiama ampiezza dell’oscillazione, e rappresenta il massimo

. . 2mx—&) . 2ré | -
della funzione, il numero — chama fuse, mentre ¢ lo spostamento di fase.
. o 2n . o . .
Infine v=— ¢ la frequenza e w= ——la pulsazione dell’oscillazione. Tutti questi ter-

T
mini sono presi dall’elettrotecnica.
A volte & pit comodo unire le due funzioni [ 14.3] nella funzione periodica complessa

T

a(,m)! Vo) — A()l(llx" I 144]

dove A =ae ' si chiama ampiezza complessa: le funzioni [14.3] non sono che la
parte reale e la parte immaginaria della [14.4].

Piu in generale, possiamo sommare un certo numero di funzioni [14.3], ottenendo
le somme'

S,(x) = —‘% + 2 (ajcoskwx + by senkwx) [14.5]
k-1

" Notiamo che abbiamo preso tutti gli spostamenti di fase nulli. Questo non riduce la generalita. dato
che a causa delle formule di somma dei seni e coseni I'introduzione di spostamenti di fase darebbe luogo a
somme dello stesso tipo.
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L 2r . . . . Lo
di periodo T = o Con somme di questo tipo cercheremo di approssimare arbitrarie

funzioni periodiche di periodo 7.
A volte sara anche comodo considerare somme complesse

0,(x) = X, Age™ (14.6]

k=—-n

che se si prende A; = A_, = a, — ib, siriduce alla [14.5].

Esercizi

14.1. Dire se le seguenti funzioni sono periodiche, e in caso affermativo trovarne il

minimo periodo:

l. tgx 5. [x] 9. D(x) (la funzione di Dirichlet)
2.sen(x+1) 6. {x} 10. {2x—%}

3. cosx? 7. sen’x —cos’x 11. sen’x

4. cos(3x—2) 8. em%

14.2. Dimostrare che se f(x) ha periodo T, f(kx + h) ha periodo %

. . - T
14.3. Dimostrare che se f(x) ha periodo minimo T e g(x) ha periodo minimo §, con 3
razionale, allora f(x) + g(x) & una funzione periodica.

14.4. Dimostrare che se fha due periodi S e T, ha anche periodi kS + mT, con ke m

interi relativi.

14.5. Dimostrare che se una funzione & periodica con periodi piccoli a piacere, ed ¢
continua in 0, allora ¢ costante.

. . . e T
14.6.* Dimostrare che se una funzione continua f(x) ha due periodi S e T, con 3
irrazionale, allora f'¢ costante.

14.7.* Dimostrare che la [14.5] si puo scrivere nella forma %Q +2ck cos w(kx — &,).
k=1
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14.2. Sviluppi in serie di Fourier

Per semplicita supporremo d’ora in poi che le funzioni in esame siano periodiche
di periodo 27, cosa che semplifica le formule, dato che in questo caso risulta = 1. Si puo

. . ) 2
passare al caso generale osservando che se g(x) ha periodo T, la funzione f(x) = g( Tr)

ha periodo 27; i risultati ottenuti per la f si potranno tradurre in analoghi teoremi per
la g con un semplice cambiamento di variabili.

Supponiamo dunque che f(x) sia una funzione periodica di periodo 27, e poniamo-
ci il problema di approssimarla con somme del tipo [14.5], o meglio di scriverla in
forma di serie:

flx) = “7" + > (aycoskx + by senkr). [14.7)
k-1

I primo problema che si presenta ¢ allora il seguente: come dobbiamo prendere i coef-
ficienti ¢, ¢ b, in modo che possa sussistere la [ 14.7]? La risposta ci viene dalle relazioni

7 0 sek#m
fcos kxcosmxdx=ym sek=m+0
4 2r sck=m=0(
T
fcos kxsenmxdy =0 [14.8]
-n
4 0 sck#Fmosek=m=0
f coskvsenmxdy =
A T osek=m#0

Moltiplichiamo allora membro a membro la [14.7] per sen mx e integriamo suppo-
nendo di poter scambiare le operazioni di serie e di integrale:” si ha allora

oo

T T e (e
. ay
ff (x)senmxdx = 7fsen mxdx +E< J.ak cos kvsenmxdx + f by senkxsen m,\'d_\')
- “-n k-1\ 1 r
Per le [14.8], degli integrali a secondo membro sopravvive solo quello con k = m,
che vale m, mentre tutti gli altri si annullano: si ha allora

f_ f(x)senmxdy = mb,,.

n

Analogamente. moltiplicando per cos mx e integrando. troveremo

T
f flx)cosmxdx = na,,.

Vs

- Ricordiamo che questo ¢ possibile ad esempio se la serie [14.7] converge uniformemente.
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Notiamo che, sempre a causa delle [14.8], la formula precedente vale anche per
m = 0.% In definitiva, si ha

l n

a, = T £f(.x) cos mxdx [14.9]
l n

bu=— j f(x) sen mxdx. [14.10]

£l

[ coefficienti a,, € b,, si chiamano coefficienti di Fourier della funzione f(x). Osser-
viamo che, dato che tutte le funzioni hanno periodo 27, si possono calcolare i coeffi-
cienti integrando in [0, 27) o in un qualsiasi intervallo [a, a + 27).

Osservazione 14.1 Se la funzione f da sviluppare ¢ una funzione pari, la funzio-
ne f(x) sen mx sard dispari, e dunque gli integrali [ 14.10] saranno tutti nulli. Pertanto il
suo sviluppo di Fourier conterra soli coseni. Analogamente, se f(x) & dispari, saranno
dispari le funzioni f(x)cosmx, e quindi si annulleranno tutti gli integrali [14.9], e f(x)
si sviluppera in serie di soli seni. )

Esempio 14.1 Calcoliamo i coefficienti di Fourier della funzione f*(x), estensio-
ne periodica della restrizione della funzione x all’intervallo [ — 7, 7).
La funzione f* & dispari, e quindi a,, = 0, mentre

1 f 2 f
b, =— J.f”(x) senmxdx = — fx sen mxdx
T n
-7 0
e integrando per parti
2 2
b,=——cosmr=(—1)"""—=, o
m m

Esercizi

14.8. Trovare i coefficienti di Fourier delle seguenti funzioni, se ¢ il caso prolunga-
te periodicamente fuori di [— 7, 7):

9]
&

1. cosx 3. x(1+cosx)

2. xcosx 4. ¢

14.9. Se si prolunga periodicamente la restrizione della funzione x cos x all’inter-
vallo [0, 27), si ottiene una funzione periodica. Calcolarne i coefficienti di Fourier.

.. . . . .a
* Questo ¢ il motivo perché nella [14.7] abbiamo scritto % € non d.
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14.3. Convergenza delle serie di Fourier

Nella sezione precedente abbiamo trovato la forma dei coefficienti a; e b, della
serie di Fourier di una funzione f(x), periodica di periodo 2r. Dimostreremo ora che
sotto opportune ipotesi la serie cosi ottenuta rappresenta effettivamente la funzione f.
Per far questo, cominciamo col provare alcuni lemmi. che ci saranno utili nel seguito.

Lemma 14.1  Si hu |
sen (n + )
i-i-cos,\‘+c0s2_v-l—...+c0sn.\'= —— [14.11]
2 v
2sen=

2

o . o .
Dimostrazione  Pern=0la|l14.11] siriduce all'identita 377 Supponiamo ora

che valga per n — 1. e dimostriamola per n. Si ha

1
sen (n 5 Al

l -
—+cosy+tcos2y+ ... +cosny = I +cosny =
I con —
2sen?

g I + 2 . . -"
sen|n D) Al cosayvsen B

N
2sen5
Ora risulta

v
+ 2cosny sen—o— =

u'«

2 2

| y v
sen( 1— = |v+ 2cosnvsens = senny COs 3 = cosnysen

\ y 1
=Sennvceos=- +cosnuvsen=-=sen|n+ 7 |v
ot e 1)

da cui segue immediatamente la [14.11] per n.

Lemma 14.2 (diseguaglianza di Bessel) Sia F(v) una funZione integrabile e pe-
riodica di periodo 2w, e siano a; e by i suoi coefficienti di Fourier. St ha

4 +E(a(+b‘ '—”f|f<\)| 2. (14.12)

Dimostrazione  Siconsideri la somma parziale
(l n
0
S,(x) =5+ (aycos kx + bysenkx)
Y |
della serie di Fourier della funzione F. Si ha evidentemente

g
[1F0 =S, Fde=0
n
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e dunque
J. | F(x)|?dx= 2f F(x)S,(x)dx —J. [S,(x)| dx.
Vs - -

Per valutare il primo integrale a secondo membro occorre ricordare le espressioni
[14.9] e [14.10] per i coefficienti. Si ha

Vd T n g n T
f F(x)S,(x)dx = %Qf F(x)dx +E ay f F(x)coskxdx +2 b, f F(x)senkxdx =
n -

-1 x k=t n
a2
) hl ki
=ma|—=+ a; + by) .
5 E(A P)

Analogamente, tenendo conto delle [14.9], si trova

f [S,(x)|dx = 71'(%6 + > (af + bf))
- ko1
e quindi

L ) RS

— f [F(A\')I'd.\'zilz2 + (ai + b}).

T n ko
La [14.12] segue immediatamente passando al limite per n — oo, 8]
Dalla diseguaglianza di Bessel segue che la serie a primo membro della [14.12] ¢

convergente, e dunque il suo termine generico ¢ infinitesimo. Si ha allora, per ogni
funzione F(x) integrabile in [ —, 7):

e
lim | F(x)cosnxdx =0 [14.13]
b
e
lim f F(x)sennxdy = 0. [14.14]
-

Possiamo ora dimostrare i teoremi sulla convergenza delle serie di Fourier. Nel
primo si tratterd della convergenza puntuale.

Teorema 14.1  Sia f(x) una funzione periodica di periodo 2w e regolare a tratti.

La sua serie di Fourier

gy - .
- +2 (a;coskx + bysenkx)
= k-l
converge puntualmente a f(x) nei punti in cui f'é continua, mentre nei punti di discon-

tinuita converge alla semisomma dei limiti destro e sinistro:

flx+0)+ f(x—0)
3 .

<
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Dimostrazione Osserviamo che nei punti in cui f'¢ continua si ha

X+0)+fx-0
flx );f(\ ) _ fx),

e quindi la tesi del teorema si pud enunciare nella forma:

dg

flx+0) + f(x—0)
5 .

+E (acoskx + b,senkx) = >

ko1

[14.15]

Per dimostrare la [ 14.15] cominciamo a manipolare le somme parziali S, della serie
di Fourier. Ricordando le espressioni [14.9] e [14.10] per i coetficienti ¢, e by, si ha

I Ve
S,,(x)—; f (u){I +E(c0skucosl\r+senkusenkr)}du—

k=1

(e
f (u)[ <I-Ecosl\(u—x)}a'u—llr f/(\ +t)[ +2coskt}dr
- n

dove nell’ultimo passaggio si ¢ fatto il cambiamento di variabili u — x = te si € tenu-
to conto della [ 14.2]. Ricordando orala [14.11] si ottiene

1
. +=
- sen (n > )t
S, (x)= ;J;rf(\ +1) —21— dr.
sens
Draltra parte sempre dalla [14.11], e dal fatto che le funzioni che vi intervengono

sono funzioni pari, segue

1

sen(n+§)r 0 sen(n+%)t

lfﬁi 11=lf~;dr=lf l+ﬁj‘ kt pdt =

T t ¢ T t T 2 < COoS dat =
0 2 Seni T 2 sen-2— 0 k=1

1 | sen kt
_2+n2 k|

k=1

0

Si ha quindi

~ v 0 Y
Sn(_‘,)_fmm;fu 0) _ }l? S+ =flx=0) Sen<n+ % ); i

- 2sen§

lf BChal) —f(H-O) sen(n+i>tdt
T 2

Zseni
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che ponendo

[ flx+1D)—flx+0)

—r=t<0
1
Zsenf
Gt:x)=4¢ 0 r=0 [14.16]
flx+n—flx+0) 0<r<r
2senL
| 2
si scrive pil brevemente
o a0 =0y 1\
S,(x) > = n_VJ;G(I..\)scn n+ > tdt =
:lfﬂo‘(r ‘)seni‘osnta’r+lf(‘(t' ) cos+ senntdt (14.17]
ﬂ'i’t LX) S 2(,. ”7”1.,\ .2.e nrdar. .

Per x fissato, prendiamo in esame la funzione r = G(; x). A parte il punto t = 0. essa
€ continua in tutti i punti in cui € continua la f(x + 1), cio¢ in tutto | — 7, 7). con ’ecce-
zione dei punti 1, = & — x, dove & sono i punti di discontinuita della f, nei quali ha un
salto. Per quanto riguarda il punto r = 0, se ci si limita a un intorno in cui non cadono
punti singolari di f(x + 1) diversi da x, si puo applicare il teorema di Cauchy 8.7:

flx+n—f(x—0) _ f(x+v)

2 senL cos—z—y
2 2
dove v & un punto compreso tra 0 e 1. Dato che per ipotesi f* € limitata, anche la fun-
zione G(r; x) sara limitata in un intorno di 0, e dunque, dato che ha al massimo un nu-
mero finito di salti, in tutto [ — 7, 7).
Per I'osservazione 9.6, la funzione G(r; x) ¢ integrabile rispetto a t in [ — 7, ), e quin-

- .. t ..
di lo sono anche le funzioni G(z; x) sen%e G(r;x)cosz. Passando al limite nella [14.17]

e applicando allorale [14.13] e [ 14.14] si ottiene la [14.15].

Esempio 14.2 Abbiamo gia calcolato i coefficienti di Fourier della funzione f*,
estensione periodica della restrizione della funzione x all’intervallo | —x, 7). Si ha

a; = 0 (dato che la funzione & dispari) e by = (—1)" "' e Per il teorema precedente si
ha allora, per —t<x <,

. (=D
x=ffn=2> —/\)— sen kx [14.18]
k=1
mentre per x = 7 tutti i termini sono 0, e quindi la serie di Fourier converge a 0, che ¢
la semisomma dei limiti destro e sinistro della f*.
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Prendiamo ad esempio x =

5 Allora sen kx vale 0 se k & pari, ¢ nella serie sopravvi-
vono solo i termini con k =25 + 1:

een(s—l—é)
_‘22 2s+1

1 . . e o
D’altra parte sen(.s' + i)n’vale 1 se s e parie —1 se s e dispari. Si ha quindi

un risultato dovuto a Leibniz (vedi le Notizie storiche del cap. 6.)

Esempio 14.3 Se nella [14.18] scriviamo x — A al posto di x, otteniamo

«—n )“1
fle—A)= 2 senk(x — A) =
k=1
(‘l)kdl
= 22 —k—(—-coskxsenk/l+ senkxcoskA)
k=1

I coefficienti di Fourier della funzionef“(x — A) sono dunque
1\ -1 k+1
ay=0, a= 2(—k1—) senkA, b= Z%COS kA.

[14.19]
Questa relazione ci sara utile nel seguito

Esempio 14.4 [’onda quadra ¢ la funzione Q(x) ottenuta prolungando periodica-

mente la funzione caratteristica dell’intervallo [ > 2] Si tratta di una funzione pari,

e quindi i coefficienti b; sono tutti nulli. Si ha inoltre

ao=-7l;fa'r= |

|7 1 Py g = ispari
ak—;fcmkrdt —senk\ =Hsen~2£= ( I) k dispari

T
0

|
oln

k pari
A parte «ay, gli unici termini non nulli sono pertanto quelli conk=2s+1,s=1,2
.., e quindi lo sviluppo in serie di Fourier della funzione Q(x) ¢

1, 2 cos(2s +1)x
Q=3 +2 3 (—iy SRl

=]
T& 25+ 1



104 Serie di Fourier | Cap. 14

Supponiamo ora che oltre a essere regolare a tratti, la funzione f'sia anche continua.
In questo caso la sua serie di Fourier converge uniformemente, come vedremo nel pros-
simo teorema. Prima perd dimostriamo un lemma relativo al calcolo integrale.

Lemma 14.3 Se F(x) é una funzione regolare a tratti e continua, risulta

b
fF’(x)dx = F(b) — F(a).

Dimostrazione  Siano 1, < 1, <... < 1,1 punti dell’intervallo (a,b) in cui F non ¢
derivabile. Si ha

b m . b
fF'dx = fF'dx + f F'dce+ ...+ fF'dx.
a a n Ny
D’altra parte, per il teorema fondamentale del calcolo integrale
Mo
[Frax=Fa,. = 0) = Fan+0)= Fn, ) = F(ma),
,,h

I'ultimo passaggio grazie alla continuita di F. Sommando gli integrali, tutti questi ter-
mini si elidono a coppie, tranne il primo e I’ultimo; si ottiene allora F(b) — F(a). e il
lemma ¢ dimostrato. C

Veniamo ora al

Teorema 14.2  Se f(x) é una funzione regolare a tratti e continua, la serie di Fou-
rier converge totalmente, e quindi uniformemente, alla funzione f.

Dimostrazione Per il teorema precedente, la serie di Fourier converge puntual-
mente a f(x), e dunque si deve solo dimostrare che essa converge totalmente, cioe che
converge la somma delle norme. Siccome si ha

[|aycoskx + bysenkx||<|a;|+|b]

bastera dimostrare che le serie | a,| e | b;| sono convergenti.
La funzione F(x) = f(x)cos kx & regolare a tratti e continua; possiamo allora appli-
care il lemma precedente, e concludere che

T (e n

[ Frax=—k] s senkeds + [ coskxdx = Fm) — F(=m) =0

n - n

dato che, essendo F di periodo 27, si ha F(m) = F(—m). Se si indicano con o e B, i
coefficienti di Fourier di f”, si ha allora

kbk = oy.
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D’altra parte per la funzione f' vale la diseguaglianza di Bessel
- R D ] r .y R
% g+ P =— f Lf" o) |Pdx,
k=1 T n
e quindi in particolare la serieEaf, ¢ convergente. Ora si ha, ricordando la diseguaglian-

za2lab|<a’ + b,
I_1 | N

e quindi la serie | ;| converge.
Analogamente, partendo dalla funzione F(x) = f(x) sen kx si ottiene la relazione

ka, = — B, e ragionando come sopra la convergenza della serie 2| agl. o

Esempio 14.5 Se si prolunga periodicamente la restrizione della funzione x- al-
I'intervallo [ —, m), si ottiene una funzione g(x) pari e continua. La sua serie di Fou-
rier € una serie di soli cosenti, i cui coefficienti si calcolano facilmente integrando per

parti. Si ha, per —r<sxsm

glx)y=x= +42 k coskx

e la convergenza ¢ uniforme. In particolare, se si pone x = 0 si ottiene

Questi due ultimi risultati sono dovuti a Eulero.

— 7, 7). € con-

tinua e pari, ¢ si sviluppa in serie di soli coseni. Sihaay= 7. e

0 se k ¢ pari

? s
ag= ;')l’\ coskvdy =14 ,:,t: se k& dispari

equindi.per|.\'|€ﬂ
A cos(2s+ )y
f(‘)_‘_ e 25+

0

Se si pone x = (. si ottiene allora

s I T .
x L?
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Osservazione 14.2 Sc F(x) ¢ regolare a tratti e continua, la diseguaglianza di
Bessel diventa un’uguaglianza. Basta infatti passare al limite per n — oo nella relazione

lr 2 n
s a 5 s
f [ S, ()] dy = n(% + D (ai + h;))
n = k=1
e osservare che. dato che per il teorema precedente la successione S, tende a F uniforme-
mente, I'integrale a primo membro tende all’integrale di F2. Otteniamo cosi I"identita
di Parseval:

T
(U” +E(UL + bY) )'—' f|F(.\')|3d.\‘

Si pud dimostrare, ma noi non lo faremo. che I'identita di Parseval vale per ogni

funzione F integrabile. -

Torniamo ora al caso generale di una funzione regolare a tratti, ma non continua. In
questo caso, come abbiamo detto pia volte, la serie di Fourier non pud convergere
uniformemente, a causa delle discontinuita della f. Ma cosa si puo dire nei tratti in cui
feé continua? La risposta € che in questi intervalli la convergenza € uniforme.

Prima di trattare il caso generale, occupiamoci della funzione f*(x), ottenuta pro-
lungando periodicamente la restrizione all’intervallo [— 7, 7) della funzione x. Come
abbiamo visto. si ha

" S (=D
(x)= 22T5en kx.
Lot

Dimostreremo che la serie a secondo membro converge uniformemente in ogni inter-
vallo chiuso [—p, p], con 0 <p < 7. Indicando con

A “1
S.(0)= 72 senky

k-
la successione delle somme parziali, avremo per m > n
m )A
‘Sm(\) 511(‘)-? 2 Senk\

n

o . . X
Moltiplicando ambedue i membri per cos 5 € osservando che

. 1
2sen kxcos—,:— =sen (k + —21—)\ + sen (k - 5)\

otteniamo

i i Y m (_l)kll m A+| I
(5,,,“‘5,,)(‘055—: 2 g sen /x-l- 2 ————sen k—E X

k=n~1
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Se poniamo k = i + 1 nella seconda somma, questa diventa

m | h
(=" 1y
2 Tl sen(h+ 2)\,

h=n

Riscrivendo ora k al posto di /i, avremo infine

X - " ! 1 1)
(S,,,—S,,)Cos-‘—th-)-kSen mt e EV (s Loy
2

2 m n+1 2

m

! | 1 1
_ k-1 _ . . "
+k E (—1) (—k k+l)sen(k+ 2).\.

n~1

Possiamo ora maggiorare il secondo membro. Si ha

x| 1 " I I 1 1 | 2
~S,|cosT<—+ + —— ==+ -— =
|Sm Sn[cosz m n+l E (k k+l> m n+l m+n+l n+l’

k=ntl

¢ quindi. dato che se | x| < p si ha cos = = cos

1] =
o<

pa

os 2 n+1
cos

I S/u(-“) - S,,(X) | =

Yye|—p.pl

Quando passiamo al limite per m — oo, per il teorema 14.1 §,,(x) tende a f(x) in
[=p, pl, e quindi

) = S,0)|= VX E|[=p,pl.

P n+l
085

L ultima quantita & minore di € non appenan+1>v=

S € quindi la successio-
ne S, converge a funiformemente in [—p. p|. €cos’s

In maniera simile si dimostra che la serie di Fourier della funzione f*(x + 7 — &), i
cui coefficienti abbiamo trovato nella [14.19], converge uniformemente in ogni inter-
vallo chiuso in cui la funzione & continua. Questa funzione ha un salto nel punto & (e
ovviamente in tutti i punti che distano da & un multiplo di 27), ¢ in questi punti il va-
lore del saltoe —27.

Possiamo ora dimostrare il

Teorema 14.3  La serie di Fourier di una funzione f(x) regolare a tratti converge
uniformemente in ogni intervallo chiuso in cui fé continua.

Dimostrazione  Siano &, &. ..., €y i punti di discontinuita della f, e siano §,, 0,
.... Oy i relativi salti. La funzione

' S5 . o . Oy .
F(x) = flx) + 2—;_;“(.\— +rn—-&)+ 2—7}.)‘”(1‘ +r—&)+ .+ 2—;1”@ +r—&y)

¢ regolare a tratti e continua, cosicché la sua serie di Fourier converge uniformemente.
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Ma allora la serie di Fourier della funzione f(x), che si ottiene come somma di quella
della F che & uniformemente convergente, e di quelle delle funzioni —ﬁj”(x +rx—&),

i=1,2,.... N, che convergono uniformemente in ogni intervallo chiuso che non con-
tiene nessuno dei punti &, convergera uniformemente in ogni intervallo chiuso in cui
fe continua. &

14.4.* Una funzione continua che non e derivabile in nessun punto

Le serie di Fourier permettono anche di costruire una funzione continua che non ¢
derivabile in nessun punto. L esempio che riportiamo e dovuto a Weierstrass.

Sia a un intero dispari, e sia b un numero positivo e minore di 1. Consideriamo la
funzione

flx)= E b"cos (a"x). [14.20]
n=0

Siccome « & intero, la serie [14.20] & una serie di Fourier;?* inoltre, poiché 0 <bh <1,
la serie 2 b" converge, e dunque la serie data ¢ totalmente convergente. Ne segue che la
funzione f(x) € continua in R, e la serie [ 14.20] ¢ la serie di Fourier della funzione f(x).
Facciamo ora vedere che, se si scelgono opportunamente ¢ e b, la funzione f(x) non
¢ derivabile in nessun punto. Per questo osserviamo in primo luogo che si pud suppor-

re x = (. dato che f(x) = f(—x). Valutiamo ora il rapporto incrementale

et ) — flx -
%—fm = %E b*{cos(a"(x + h)) —cos(d"x)} =R, + S,

n=0
dove si € posto

m— 1

R, = m 2 b"{cos(a"(x + h)) — cos(a"x)}

n=0

| =
S, = -172 b"{cos (a"(x + h)) — cos(a"x)}.

n=m

Cominciamo col valutare R,,. Poiché [cosx — cos v |<|x — v|, risulta:

lll*l mpn __ mypnm
R < “l,,:ab 1 a"b
m| ab
ab—1 ab — 1

n=10

non appena ab > 1.
Veniamo ora a S,,. Fissato v =0, osserviamo che si pud scrivere «”x = m(a,, + &,,).

Lo . I 1
dove @, & un intero non negativo, e -3 <&, < 5-

* Siha b, =0, mentre ¢, =0 sc k non ¢ una potenza di a. e a;, = b" se k = d".
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Posto ora

l - élﬂ
hl" = ,r al" *

risultaa”(x + h,,) =d" "d"(x + h,,) = ma" ""(a, + 1), e dunque, tenuto conto che a ¢ di-
spari,
cos(a"(x+ h,))=(—1)*"1
D’altra parte, osservando che sen(a¢" "rma,) =0, si trova:

cos(a"x)=cos(a" "n(a, +&,)) =cos(a" "ma,)cos(a" " nE,) =
=(=1)%cos(a" "nt,).

Ne segue:

Y P B
( lh) S b1+ cos(a" "rE,)).

n=m

SI" =

Poiché tutti i termini sono positivi, la serie a secondo membro ¢ maggiore del
p g8
. . . . 1 |-
rimo termine, e dunque di ", in quanto, essendo ——=<¢,, < =, si ha cos(né,,) =0.
p q q 2 " 2 "
In definitiva:

bm zambm
= = —

|Sm|/rm/ 3

zambm alnbln

N 3r .
e cioe se ub > 1+ —, ri-

Se f)ra scegliamo ¢ e b in modo tale che iz > prame >
sultera:
b—1 3 n
ab—1—=
f—_—(.\' + h"’) _f(x) mym m
> — > —_— =
hm |Sm| |Rm| 37[(1 b ab—1 (((lb) .

Quando ora si fa tendere m all’infinito, A, tende a zero, mentre il modulo del rap-
porto incrementale tende all’infinito, e dunque la funzione f(x) non potra essere deri-
vabile. t1

14.5. Notizie storiche

Gli sviluppi delle funzioni in serie di potenze accompagnano il calcolo differenzia-
le fin dal suo inizio, e in alcuni casi lo precedono. Abbiamo gia visto come Mercator
utilizzasse la serie geometrica per ottenere la quadratura dell’iperbole, e come in que-
gli stessi anni Newton fosse riuscito a sviluppare praticamente tutte le funzioni ele-
mentari, ivi comprese le funzioni trigonometriche e le loro inverse. Nell’opera di
Newton le serie di potenze occupano un ruolo di assoluta preminenza, pari se non ad-
dirittura superiore alle flussioni, e solo piu tardi, almeno in Inghilterra, la loro posi-
zione si ridimensionera ed esse diventeranno una parte, importante ma non determi-
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nante, del calcolo infinitesimale. In effetti, una volta che si accetti come soluzione di
un problema una serie i cui coefficienti vengono calcolati uno dopo I’altro, senza
preoccuparsi della convergenza, ci si riduce essenzialmente a lavorare con polinomi,
per i quali le operazioni di derivazione e di integrazione possono essere definite alge-
bricamente, e quindi perdono molta della loro importanza.

Nel diciottesimo secolo gli sviluppi in serie vengono usati sistematicamente — in
particolare quando, cosa che accade nella maggior parte dei casi significativi, non &
possibile dare una soluzione esplicita — e si rivelano uno strumento utilissimo per af-
frontare problemi altrimenti di difficile se non impossibile soluzione.

Inutile dire che in tutto il Settecento non si trova nessuna ricerca sistematica sulla
convergenza non solo delle serie di funzioni, ma anche di quelle numeriche; e quando
si parla di convergenza di una serie, lo si fa molte volte intendendo la velocita con cui
il termine generico tende a zero. E in questo senso che Eulero parla di serie piu o
meno convergenti, e dice che integrando le serie di potenze (o quelle trigonometri-

k+1

k+1°
erano mancate certamente voci che mettevano in guardia contro I’uso acritico delle
serie, ma i successi ottenuti stavano a provare che questi profeti di sventura erano de-
stinati alla sconfitta.

Il Cours d’Analyse di Cauchy dice una parola definitiva sulla convergenza delle
serie numeriche e delle serie di potenze, per le quali Cauchy dimostra tutti i risultati
pit importanti dei capitoli 6 e 13, anche per le serie di numeri complessi. Da questo
punto di vista c¢’¢ ben poco da segnalare dopo Cauchy, se non il bel teorema di Abel,
che estende il teorema 13.7 e dimostra che una serie di potenze che converge in un
punto y > 0 converge uniformemente in [0. v], e quindi la sua somma & continua anche
in y, e alcuni criteri di convergenza (criteri di Raabe) che possono essere usati quando
il criterio della radice viene meno.

Naturalmente non ci vuole molto ad accorgersi che, nonostante I’opinione contra-
ria di Lagrange, non tutte le funzioni possono essere sviluppate in serie (nemmeno con

I’eccezione di alcuni punti singolari), e che non sempre la serie di Taylor converge alla
1

funzione d’origine. Lo stesso Cauchy da I’esempio della funzione e ©(vedi cap. 10§ 8)
e riconosce I'importanza delle funzioni analitiche, cioé sviluppabili in serie, in parti-
colare nel campo complesso. Lo studio di tali funzioni, iniziato dallo stesso Cauchy e
proseguito da Riemann e da Weierstrass sara uno dei principali campi di ricerca del
diciannovesimo secolo, un settore ancora vivo e fecondo ai nostri giorni.

Se le questioni di convergenza delle serie di potenze si possono considerare chiuse
con I’opera di Cauchy, ben altrimenti vanno le cose per le serie di Fourier. Al contra-
rio, il problema della convergenza di queste serie ha accompagnato e talvolta deter-
minato gli sviluppi del calcolo integrale nell’Ottocento, per non parlare della questio-
ne dei fondamenti: basti pensare che dai problemi posti dalla convergenza delle serie
di Fourier hanno avuto origine da una parte le riflessioni di Riemann sull’integrazione,
che hanno condotto alla definizione dell’integrale che porta il suo nome, e dall’altra

che) si aumenta la convergenza, dato che integrando il termine x* si ottiene Non
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le ricerche di Cantor sui numeri reali, che hanno portato alla loro definizione median-
te le successioni di Cauchy (vedi cap. 6 § 4). Sempre dalle serie di Fourier hanno
preso inizio le ricerche sulla topologia della retta. nonché lo studio dei numeri trasfi-
niti. In particolare, per quanto riguarda il calcolo integrale, si assiste a una specie di
reazione a catena, in cui ogni generalizzazione del concetto di integrale, permettendo
di calcolare i coefficienti di Fourier di nuove classi di funzioni prima non integrabili,
pone il problema della convergenza delle relative serie di Fourier. e viceversa ogni ri-
cerca sul comportamento di queste serie pone delicati problemi di calcolo integrale ¢
di teoria della misura.

Le serie trigonometriche appaiono gia verso la meta del xvii secolo: ad esempio in
una memoria del 1748, dedicata ai movimenti di Giove e di Saturno, Eulero sviluppa la
funzione (1 — gcost) *in serie di coseni; uno sviluppo che trova conveniente perché dopo

senkt

k

le integrazioni che deve effettuare, i termini cos kt diventano , aumentando cosi
la "convergenza”.

Piu interessante ¢ senza dubbio la memoria Sur les cordes vibrantes, che nel 1753
Daniel Bernoulli dedica al problema del moto di una corda tesa e fissa alle estremita, che
viene pizzicata e lasciata vibrare. Supponiamo che la corda sia di lunghezza 7, e che gli
estremi siano fissati nei punti dell’asse delle x di ascissa 0 e 7. Ad ogni istante 1 la
forma della corda ¢ data dal grafico di una funzione u(x, 1), che ¢ soluzione dell’equa-
zione alle derivate parziali

d%u ,0%u

or " ok

detta equazione delle onde, in cui v & una costante, che dipende dal materiale e dalla
tensione della corda.

Di questa corda, oltre che la posizione degli estremi, si potra assegnare la forma

e .., O .
iniziale u(x, 0) = uy(x) e la velocita iniziale gl:—(x, 0)= zvo(x).5 La condizione vy(x) =0

[14.21]

corrisponde alla corda “pizzicata”. che viene lasciata andare con velocita iniziale
nulla. Se invece si pone u,(x) = 0 si ha il caso della corda percossa, che parte con una
certa velocita dalla posizione di riposo; grosso modo ¢ quello che accade per la chitar-
ra e il clavicembalo (corda pizzicata) e per il pianoforte (corda percossa).

Tipiche soluzioni della [14.21] sono le funzioni senkx cos kvt, sen kx sen kvt, cos kx
sen kvt e cos kxcos kvt; ricordando pero che la corda e fissata alle estremita, e cioe che
si ha u(0, 1) = u(m, 1) = 0 per ogni ¢, si vede che solo le prime due funzioni danno una
soluzione del problema. Se poi, come era il caso del problema trattato da Bernoulli, si
suppone che la corda sia pizzicata, I'unica soluzione ¢ la prima, o pil in generale la
funzione

u(x, t) =2b‘ sen kxcos kvt. [14.22]

k=1
* Si noti I"analogia con le equaczioni differenziali ordinaric: anche 1i unequazione del secondo ordine
richiedeva due condizioni iniziali, e bisognava assegnare il valore della funzione e della derivata al tempo
1 =0. La differenza ¢ che nelle equazioni ordinarie u, ¢ v, erano due numeri reali, qui sono due funzioni.
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I1 problema delle corde vibranti venne studiato sistematicamente attorno alla meta
del Settecento, e D’ Alembert trovo per I’equazione [14.21] la soluzione

u(x, t)=flx+ovt) + glx — vr) [14.23]

con f e g funzioni arbitrarie. Purtroppo questa soluzione non verifica le condizioni
u(0, 1) = u(m, t) = 0, e quindi non risolve il problema, per il quale Bernoulli sosteneva
che la [14.22] fosse la soluzione piu generale possibile.

Questa affermazione fu contestata da Eulero, che obiettava che se ciod fosse vero,
ponendo 7 = 0 nella [14.22] si otterrebbe la posizione iniziale della corda:

uy(x) =Ebk sen kx
k=1
e quindi qualsiasi funzione uy(x), nulla agli estremi, sarebbe esprimibile come somma
di una serie di seni. Questo gli sembrava impossibile, perché si sarebbero potute svi-
luppare anche funzioni non regolari (“discontinue” le chiamava Eulero) come ad
esempio quella che dava la posizione iniziale della corda pizzicata:

ug(x) = a(g -

La possibilita che la somma di funzioni regolari come le funzioni trigonometriche
desse luogo a una funzione irregolare sembrava escludere — secondo Eulero — che la
[14.22] potesse esprimere la soluzione piu generale dell’equazione [14.21].

La discussione su questo punto non era andata al di la di queste affermazioni di
principio, anche perché, mancando uno studio sulla convergenza delle serie, e in ge-
nerale delle serie di funzioni diverse dalle serie di potenze, si tendeva a modellare il
comportamento delle serie di funzioni su queste ultime, per le quali in effetti I’ obie-
zione di Eulero sarebbe stata giustificata.

E solo con I’opera di Fourier Théorie analytique de la chaleur che i problemi di
convergenza per le serie trigonometriche vengono posti nella giusta prospettiva, e si
trovano serie trigonometriche che convergono anche a funzioni discontinue. Il volume
¢ dedicato allo studio dell’evoluzione della temperatura u(x, y, z, t) in un corpo a contat-
to con sorgenti di calore. Fourier trova che essa ¢ regolata dall’ equazione del calore:

u (alu u azu)
o

a N Ttz

nel caso di un corpo tridimensionale, ovvero

per una lamina bidimensionale.
In particolare Fourier studia lo stato stazionario della temperatura in una lamina

b3 o . . T
3] X [0, +eo) il cui lato inferiore [_E’ —] sia a temperatura co-

iana infinit G
piana infinita | == >
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stante T mentre i lati infiniti sono a temperatura 0. Nello stato stazionario la tem-
peratura « non dipende da ¢, e quindi & funzione solo di x e y, e verifica I’equazione

u N du
(9)(2 (9.\’2

Questa equazione ha tra le sue soluzioni le funzioni e

=0

™ ¢cos hx, che si annullano
sui lati infiniti (cme per|x|= ”) se h e dispari. Una soluzione della [14.25] ¢ dunque
data dalla serie

> ee 3 M eos (2k — 1)x. [14.26]

k=1
Diversamente da Daniel Bernoulli, Fourier non si limita ad affermare che la (14.26)
rappresenta la soluzione piu generale dell’equazione [14.25], ma si pone esplicita-
mente il problema di determinare i valori dei coefficienti ¢; in modo che per y =0 la

. T
temperatura u assuma il valore assegnato e

E(Ac0§(2k~l)x— : |x|$§ (14.27]
k=1

o piu in generale di determinare i coefficienti a; € b; in modo che la serie

L +2(akcoskx+ bk sen kx) [14.28]

k=1
converga a una funzione data f(x).

La determinazione dei coefficienti g, e b, ¢ piuttosto laboriosa, e solo alla fine di
lunghi calcoli Fourier giunge alle formule [14.9] e [14.10]:

1, = lﬂ: ff(.\‘)cos kxdx, b, = in, ff(X) sen kxdx
g o

che noi abbiamo trovato con una semplice integrazione. Piu semplice risulta invece il
calcolo dei coefficienti ¢, nella [14.27]. Fourier ottiene la serie

SR DAY
22 ——cos (2k — 1)x. (14.29]

la cui convergenza ¢ dimostrata in maniera quasi impeccabile, o che potrebbe diven-
tare tale con minimi cambiamenti; cosa questa ancora pill notevole se pensiamo che,
benché pubblicato nel 1822, e quindi dopo il Cours d’analyse di Cauchy, il volume di
Fourier era stato scritto molto prima, almeno nelle linee essenziali. In effetti una pri-
ma memoria viene inviata all’[stituto di Francia nel 1807, ed estratti de!l’opera ven-
gono pubblicati nel 1808 e nel 1816.

Posto

m

‘m(x) 2 ~1 3 COS (2k - l)x
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Fourier nota che

R _ 1 sen2mx
¥im= ;_:.( 1) sen(2k — Iy ===
e dunque
sen mt
.‘/u(-\) - )’,,,(0) f cost

Se ora si fa tendere m all’infinito, y,,(0) tende alla serie di Leibniz

iL

4

i

I\)"
b

mentre 1’integrale tende a zero, come si pud verificare facilmente integrando per

parti:
f sen 2mt 1 ( cos2mt )
—dt=—— | ——
cost 2m cost

0

v X
sentcos2 mt
+ f drt.

3
cost

0

In realta, invece di fermarsi a questo punto, Fourier continua a integrare per parti,

esprimendo |'integrale con una serie:
1 IR
— | sen2mt| ——
4m= cost

f sen 2mt di = 1 [cos2mt ‘+
cost 2m cost 0
l 1 "
(2 ) (cos ZmI( cost) )

0
un’operazione inutile e dubbia, dato che la convergenza della serie cosi ottenuta &
tutta da dimostrare.
Ma a parte questioni di convergenza, quello che piu interessa € che Fourier osserva

RY

0

v

0

.. . T .
esplicitamente che la serie [ 14.29] converge non solo per | x| < 5 ma per ogni valore

n n Ir <
—4 per 5<|x|<—2—, e cosi via: la somma delle

serie trigonometriche puo essere una funzione discontinua.

Naturalmente, nel volume di Fourier non c’¢ traccia di uno studio della convergenza
delle serie trigonometriche generali, per le quali Fourier si limita ad affermare che esse
“sono sempre convergenti, ... benché rappresentino le ordinate di linee discontinue™.

L’opera di Fourier lascia dunque aperto il problema di individuare sotto quali ipo-
tesi una funzione periodica f{x) & sviluppabile in serie di seni e coseni. Si noti che, di-
versamente dalle serie di potenze, qui la continuita non sembra giocare un ruolo rile-
vante: essa non € né necessaria, come si € appena visto, né sufficiente, come fara ve-
dere piu tardi Paul du Bois-Raymond (1831-1889), che costruisce una funzione
continua la cui serie di Fourier diverge per x = 0.

Preliminare allo studio della convergenza € un altro problema: che senso dare agli
integrali che danno i coefficienti quando f(x) non ¢ continua?

Infine — ma questo problema si porra solo quando verranno individuati con preci-

di x, e la somma & O per |x|= Ex
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sione i diversi tipi di convergenza, in particolare quando verra riconosciuta la rilevanza
della convergenza uniforme — in che modo la serie di Fourier converge alla funzione f?

Cominciamo dalla questione dei coefficienti. Come abbiamo avuto gia occasione
di dire, fin dalla fondazione del calcolo infinitesimale I'integrazione non era vista
come un’operazione a s¢ stante, ma come ’operazione inversa della derivazione, sal-
vo riconoscere che I'integrazione risolveva tra gli altri il problema del calcolo delle
aree. In particolare, I’integrale definito di una funzione era visto come la differenza
tra i valori di una primitiva agli estremi dell’intervallo di integrazione.

Quando Fourier scrive il suo lavoro. questo panorama non & ancora cambiato.® Di
piu, egli si trova a dover integrare funzioni discontinue, per le quali non si poteva in-
vocare 'esistenza di una primitiva, e quindi la definizione usuale diveniva inefficace.

Per ovviare a queste difficolta, Fourier fa un passo indietro, addirittura alla situazio-
ne precedente il calcolo. L’integrale di una funzione discontinua - ci dice — non ¢ altro
che I’area della regione compresa tra il grafico della funzione e 1"asse delle ascisse.
contata positivamente o negativamente a scconda del segno di f.

Cosa poi sia quest’area, e come si possa calcolare, Fourier non tenta nemmeno di
spiegarlo, contentandosi di dare un significato intuitivo agli integrali di cui ha biso-
gno per calcolare i coefficienti. Egli ha comunque il merito di aver posto con chiarez-
za il problema del calcolo degli integrali di funzioni discontinue. e di averne suggeri-
to la soluzione in una definizione dell’integrale indipendente dalla derivata.

Come abbiamo visto, circa allo stesso tempo Cauchy stava elaborando la sua siste-
mazione dei fondamenti del calcolo, tra i quali figurava una definizione autonoma
dell’integrale, anche se limitata alle funzioni continue. Sulla strada aperta da Cauchy
st muoveranno le successive generalizzazioni dell integrale, tra cui quella di Riemann
che abbiamo studiato nel capitolo 9, originata per I'appunto dall’esigenza di estende-
re I'integrale almeno fino a comprendervi le funzioni discontinue sviluppabili in serie
di Fourier.

La definizione di Riemann apre immediatamente il problema di individuare, tra le
funzioni integrabili, quelle la cui serie di Fourier converge, e di stabilire il tipo di con-
vergenza.

[ primi risultati in questa direzione sono piuttosto contraddittori. Nel piu volte cita-
to Cours d’analyse, Cauchy dimostra che se una serie di funzioni continue converge
in un intervallo, la somma € una funzione continua. Cauchy non specifica con preci-
sione a quale tipo di convergenza faccia appello, e d’altra parte I'introduzione esplici-
ta della convergenza uniforme ¢ nettamente posteriore al Cours d’analyse. Ma la
mancanza di una definizione formale della convergenza uniforme — e di un termine
per designarla — non significa che essa non possa essere usata nelle dimostrazioni, e
con ogni probabilitd quando Cauchy parla di convergenza (e di continuitd) in un inter-
vallo intende riferirsi proprio a quella che oggi accompagniamo con I'aggettivo
“uniforme”. In ogni caso, il risultato di Cauchy. anche letto in termini di convergenza

 Ricordiamo che, come abbiamo gia detto. I'opera di Fourier viene compiuta prima della pubblicazio-
ne delle lezioni di Cauchy sul calcolo integrale.
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uniforme, non ¢ di nessun aiuto nello studio delle serie di Fourier, dove in genere la
funzione da sviluppare & per I’appunto discontinua.

I risultato di Cauchy & considerato erroneo da Abel,’ che legge le ipotesi del teore-
ma nel senso della convergenza puntuale, e avanza come esempio la serie

sen2x  sen3x  sendx
2 3 4

senx —

la cui somiglianza con la serie di Fourier [14.29] & evidente. Non si trattava certamente
di una serie nuova, dato che gia nel 1760 era stata studiata da Eulero, che aveva dimostra-

X . . s
to che la sua somma era Sessasi poteva trovare anche nel Traité du calcul différen-

tiel et du calcul intégral di Sylvestre Frangois Lacroix (1765-1843), un testo conosciu-
tissimo, e certamente ben noto a Cauchy. Molti anni dopo, nel 1853, tornando sulla
questione Cauchy sosterra che la serie proposta da Abel “non converge per tutti gli x™.

Questi sviluppi sono peraltro estranei alla teoria delle serie trigonometriche, che
come abbiamo detto pil volte riguarda soprattutto gli sviluppi di funzioni non conti-
nue, per le quali la convergenza uniforme & fuori questione.

Nel 1829, la questione della convergenza puntuale, stavolta definita esplicitamen-
te come tale, vienc avviata a soluzione da Dirichlet, che dimostra la convergenza
delle serie di Fourier in ipotesi simili a quelle del teorema [14.1]. Piu precisamente,
Dirichlet dimostra che una condizione sufficiente affinché una funzione f(x) sia svi-
luppabile in serie di Fourier & che sia continua a tratti e abbia al pit un numero finito
di massimi e minimi relativi, ossia che sia monotona a tratti.

Il lavoro di Dirichlet ¢ ripreso da Riemann, che da una parte lo estende eliminando
alcune restrizioni dovute alla mancanza di una definizione abbastanza generale di in-
tegrale® (& in questa occasione che Riemann introduce la sua definizione di funzioni
integrabili), e dall’altra dimostra nuovi importanti risultati.

Non possiamo qui entrare nei dettagli dei contributi di Riemann e dei matematici
successivi alla teoria delle serie di Fourier, né soffermarci sulle loro applicazioni ad
altri campi della matematica, in particolare alla teoria dei numeri e alle equazioni dif-
ferenziali sia ordinarie che alle derivate parziali. Citeremo solo un risultato, dovuto a
Riemann, che mostra il carattere anche locale degli sviluppi di Fourier.

A prima vista, le serie di Fourier hanno un comportamento “globale”; i coefficien-
ti a, e b, sono dati da integrali estesi a tutto I’intervallo di periodicita, e due funzioni
che coincidono in un intervallo I avranno in generale serie di Fourier diversissime,
anche se su / hanno la stessa somma. In contrasto, le serie di potenze hanno un carat-
tere eminentemente locale: due funzioni analitiche (cioe sviluppabili in serie di Tay-
lor) che coincidono in un intervallo anche piccolissimo, hanno tutte le derivate uguali
in ogni punto interno, e quindi coincidono nell’insieme di convergenza.

7 Molto diplomaticamente, Abel scrive che a suo avviso “il teorema di Cauchy ammette delle eccezioni™.
¥ Ricordiamo che la definizione di Cauchy riguardava le sole funzioni continue.
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Riprendiamo ora per un momento la dimostrazione del teorema 14.1. Dalla [14.17]:
+0) + f(x —
S,(x) _fxt0) 2f(x 0) fG(t x)sen (n + )tdt

segue che la serie di Fourier di f(x) converge se e solo se I'integrale a secondo mem-
bro tende a 0 per n — oo.
Preso ora un arbitrario r > (), poniamo

=[S0 el

0 se|t|<r

La funzione G (t; x) € integrabile rispetto a f, e dunque risulta
F I
lim fc.(r; X)sen (n + —)tdr =0.
n—» oo 2
n
Di conseguenza, si avra

lim G(t x)sen(n-l— l)rdt* lim G(t x)sen(nJr )tdt
nmo e ne e -

Ricordando la definizione della funzione G(r; x), possiamo concludere che la con-
vergenza della serie di Fourier in un punto x dipende solo dai valori della fin un intor-
no I(x, r) di raggio arbitrariamente piccolo; due funzioni che coincidono in un inter-
vallo [ avranno in genere serie di Fourier diversissime, ma avranno lo stesso compor-
tamento quanto alla convergenza o meno nei punti interni di /: la convergenza di una
di esse implica quella dell’altra.

Il lavoro di Riemann & del 1854; nel frattempo Weierstrass e i suoi collaboratori
avevano messo in evidenza il ruolo fondamentale della convergenza uniforme nella
continuita della funzione limite, rendendo esplicito un concetto che era gia stato usato,
senza peraltro riconoscerne e apprezzarne appieno I’importanza, da Abel nei suoi
studi sulle serie di potenze, € poi da vari matematici successivi.

Sotto I’influenza di Riemann, e soprattutto di Weierstrass, la nozione di convergen-
za uniforme viene approfondita e generalizzata, soprattutto in Germania e in Italia.

Citeremo solo i lavori di Cesare Arzela (1847-1912), che dimostra tra I’altro che
affinché una successione f,(x) di funzioni continue converga su un compatto K a una
funzione continua f(x) & necessario e sufficiente che la convergenza sia quasi unifor-
me: ossia che f,(x) converga puntualmente a f(x), e che per ogni €> 0 e per ogni N esista
un N’ > N tale che

sup inf |f,(0) —flo|<e

YEK N<n<N
e quelli di Giulio Ascoli (1843-1896) che dimostra il teorema 20.9 sulla compattezza
dell’insieme {4 un risultato poi generalizzato dallo stesso Arzela, e che oggi e ricor-
dato come teorema di Ascoli-Arzela (vedi piu avanti, esercizio 20.20).

Lo stesso Weierstrass dimostra il teorema di approssimazione di funzioni continue
con polinomi (teorema 13.10) e da I’esempio, che abbiamo visto nel § 14.4, di una
funzione continua mai derivabile.
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Lo studio delle serie di Fourier riceve un ulteriore impulso dall’introduzione del-
I'integrale di Lebesgue (vedi cap. 18), sia per i potenti teoremi di convergenza dimo-
strati nel § 18.5 (teorema di B. Levi, lemma di Fatou, teorema della convergenza do-
minata), sia perché moltissime funzioni non integrabili secondo Riemann risultano
ora sommabili, e quindi si pone per esse il problema della convergenza delle relative
serie di Fourier.

Una menzione particolare meritano le funzioni di quadrato sommabile in un inter-
vallo [a, b], che costituiscono uno spazio di Hilbert (che si indica con L) conil prodot-
to scalare

b

(f.¢) = f Sflogldx

a

a cui corrisponde la norma

b |
( f lf(x)|2(1x)3. [14.30]

Per le funzioni f di L*, periodiche di periodo 27, non & difficile dimostrare che la
loro serie di Fourier converge a f nella norma [ 14.30]. Molto piu difficile & invece di-
mostrare che la serie di Fourier converge a f(.x) quasi ovunque; questo problema. che &
restato aperto per molto tempo, ¢ stato risolto positivamente da Lennart Carleson nel
1966.

14.6. Risposte agli esercizi

14.1.

l. & 5. no 9. Ogni numero razionale ¢ un periodo
1

2. 2x 6. 1 10. >

3. no 1. r 1.

4. % 8. 4

. ) T . .
14.2. Si ha_f(k(x + I) + h) =flkx+h+T)=flkx+ h)

14.3. Se —Z = E, con la frazione % ridotta ai minimi termini, si ha pS=¢T, e dun-

que sia fche g sono periodiche di periodo pS = gT.

14.4. Si ha f(x + kS + mT) = f(x + kS) = f(x).
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14.5. Per la continuita in 0, dato £ > 0 esiste un > 0 tale che se | v|< §si ha|f(y) —
—f(0)|< &. D’altra parte fha un periodo T, con 0 <T < §; se x € R, sia k un intero tale
che |x — kT|< 8. Si ha allora |fix — kT) — f(0)|< &, e siccome f(x — kT) = f(x), si ha
anche | f(x) — f(0)| < €. Per arbitrarieta di &, f(x) = f(0).

14.6. Se o & un numero irrazionale, per ogni £> 0 esistono due interi p e g tali che

T NS
3> avremo dunque due interi tali che

|gT —pS|< €S. Siccome | gT —pS| & un periodo di f, essa ammette periodi piccoli a
piacere, e dunque per I’esercizio precedente € costante.

|ga— p|< e (vedi esercizio 3.17). Preso a=

14.7. Si ha cos aXkx — &) = cos kwx cos W&, + senkwx sen w&, , e dunque bastera pren-
dere ¢, e & in modo che risulti ¢, cos W&, = a; e ¢, sen W&, = by.

14.8.
1. a, =1, tutti gli altri coefficienti sono nulli.
1 (_l)k+12
2. b|=——2‘,bk=7:l—‘,ak=0.
3 1 1
3. b‘=5,bk:(—l)k+‘2(k2_l +I),ak=0.
1yt
4. a0=l,ak=Osek=25,ak=(—-%2—sek=2s+l;b,(=0.
en_efn elr_eﬂr
Sa= v T TR s
2
l4.9.a,:ﬁ,ak=0,b|=—l bk=

bX K1



Capitolo 15

Curve e superfici

15.1. Curve in R”

Abbiamo gia introdotto le curve nel capitolo 4, a cui rinviamo per la definizione e
la terminologia. In questo capitolo studieremo piu in dettaglio le principali proprieta
delle curve, avvalendoci degli strumenti del calcolo differenziale e integrale.

Come abbiamo detto, una curva in R" & una applicazione ydi un intervallo [a, b] in
R". L’equazione

X = N1
si chiama equazione parametrica della curva y. Ad esempio

x=cost,y=sent; 0st<2nm
& I’equazione parametrica in R* della circonferenza di raggio | con centro nell’origi-
ne, mentre

x=1+ty=2-3t
¢ I’equazione parametrica della retta che passa per i punti (1, 2) (perr=0)e (2, —1)
(per t=1), o in altri termini della retta di equazione cartesiana y =5 — 3x.

Se pensiamo alla variabile f come al tempo, il vettore y(t) rappresenta la posizione

al tempo ¢ di un punto mobile nello spazio R". Fissiamo ora un istante f, ¢ un secondo

istante t. Nel tempo ¢ — ¢, che intercorre tra t, e t, il punto mobile si sposta da y(t,) a
y(1); la sua velocita media (vettoriale) sara allora data dal rapporto incrementale
() — (1)
t—t,
Facciamo ora tendere 1 a ¢, ; se le componenti ¥,(1), 15(1), ..., ¥,(#) della curva ysono
funzioni derivabili in 1, il limite dara la velocita vettoriale (o il vettore velocita) del
punto mobile all’istante f,:

V(o) = ¥'(19) = lim 1O = ¥t) [15.1]

-1, f_f()
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Se ¥'(t5) # 0," laretta

X = Y(t) + 7' (1)1 — 1) [15.2]

¢ tangente alla curva nel punto y(#,). Infatti, come nel caso di una funzione, la rela-
zione

oY) =Yty — vl — 1)
lim =

131, t— 1ty

0

vale se e solo se v=9'(1)).

Perché dunque esista la retta tangente alla curva yin in punto ¥(t,) non basta che
esista la derivata y'(¢,), ma occorre anche che essa sia diversa da zero. Si capisce allo-
ra la ragione della definizione seguente:

Definizione 15.1 Una curva y: [a, b] = R" si dice regolare se I'applicazione y
ha derivata continua, che non si annulla in nessun punto di (a, b).

La curva ysidice invece regolare a tratti se é continua e si puo dividere I'interval-
lo [a, b] in un numero finito di intervalli, in ognuno dei quali yé regolare.

Esempio 15.1 Se f(x) ¢ una funzione di classe C'in|a.b].* lacurva piana di equa-

xX(H)=t
{,\'(f) =f(t)
¢ regolare. Infatti il vettore velocita (1, f' (7)) non si annulla mai, dato che ha prima
componente uguale a 1. Il sostegno di questa curva e il grafico della funzione f.

Viceversa, una curva piana regolare si puo sempre scrivere localmente come grafi-
co di una funzione. Pili precisamente, se y¢& una curva regolare in R?, per ogni punto
1y € [a, b] esiste un intorno / di ¢, tale che il sostegno della restrizione di y a I ¢ grafico
di una funzione y = f(x), o x = g(y).

Infatti, siccome yeé regolare, almeno una delle derivate x'(¢,) o y'(t,) & diversa da
zero. Supponiamo ad esempio che sia x'(#y) > 0; siccome x'(f) & continua, ci sara un
intorno / di 1, in cui x'(r) > 0. La funzione x(r) & allora strettamente crescente in /, e
dunque invertibile; detta 7(x) la sua inversa, il sostegno della restrizione di ya / ¢ il
grafico della funzione f(x) = ¥(1(x)). Allo stesso modo, se y'(#y) # 0, si puo ricavare ¢
in funzione di v, il sostegno della restrizione di ya I ¢ grafico di una funzione x = g(v).

U

zioni

" Questo significa che almeno una delle componenti di ¥’(1,) & diversa da zero. In caso contrario, il
punto y(1y) + ¥'(1,)(r — 1) non descrive nessuna retta, ma rimane fisso in y(1,).
* Cioe derivabile e con derivata continua.
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Se si suppone solo che la curva sia di classe C', senza supporre che la derivata y'(r)
sia diversa da zero, il sostegno della curva puo avere dei punti angolosi. Ad esempio.
la curva di equazione

x=r
,
y=t-
ha velocita y'(r) = (3%, 2t), che si annulla per ¢ = 0, corrispondente all’origine.
11 sostegno della curva ha effettivamente una cuspide nell’origine; infatti eliminan-
2

do 1 dalle equazioni precedenti si hat = Vx.e dunque y = x*. Il sostegno della curva &
2

dunque il grafico della funzione x%, che ha I'andamento in figura.

Figura 15.1

Ci si puo convincere della necessita della condizione di non annullamento della ve-
locita osservando che un punto che si muova con velocita non nulla non pud cambiare
bruscamente la direzione della velocita senza che questa sia discontinua; se invece a
un certo istante del moto la velocita si annulla, il mobile pu0 ripartire in una direzione
qualsiasi senza discontinuita nella velocita.

Nel caso di una curva piana di componenti (x(t), y(t)), I’equazione [15.2] della retta
tangente nel punto (x(f,), v(#,)) diventa

x =x(ty) + x' (1)t — 1y)

¥ = ¥(to) + ¥ (1)t = 1) [15.3]
Dall’ultima equazione® si pud ricavare il valore 1 — t,:
¥ = ¥(t)
I=thy=="5
yi(ty)

* Naturalmente, se v'(1y) # 0. Se invece y’(1y) = 0 si ricava 1 — t, dalla prima equazione; infatti in questo
caso non pud essere anche x”(1y) = 0, dato che la curva ¢ regolare. In ogni caso si otticne 'equazione [15.4].
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che sostituito nella prima da
V()X — x(1) = X" (1) (¥ — ¥(1p))- [15.4]

Quest’ultima ¢ I’equazione della retta tangente in forma cartesiana.

Esempio 15.2 Calcoliamo la retta tangente alla curva y di equazioni

x=t—%ent
y=1—cost [15.5]

n
nel punto (7— 1, l).

Verifichiamo in primo luogo che il punto dato sia sulla curva, cioe corrisponda a qual-

. . .. T
che valore di 1. Deve essere y(t) =1 — cost, =1, da cui cost, =0 e quindi #, = 5t k.

s T T .
D’altra parte x(t)) =1, — sent, = > +hkr—1= 51 da cui k = 0. Il punto dato sta dun-
. - T
que sulla curva, e corrisponde al valore 1, = X
Sihax'(r)=1-cost, y'(1) =sent t, e quindi

x’(t())z l, ’V’(f())= 1.

y=x+2-m/2
2L -/ _
|
[
1+
| |
\ [
L |
o n 2n
Figura 15.2
. s . N T .
Di conseguenza I’equazione della tangente ¢ x — 5 +1=y—1, ossia
b
yEx— 5 +2

<

La curva [15.5] si chiama cicloide. Essa ¢ la curva descritta da un punto su una cir-
conferenza di raggio | che rotola su una retta, e ha la forma in figura. o

Esempio 15.3 Supponiamo che due osservatori descrivano il moto di una stessa
particella, usando due orologi diversi. Indichiamo con ¢ il tempo segnato dal primo
orologio, e con r quello segnato dal secondo. In generale i due orologi non saranno
sincronizzati, e quindi ¢ e r saranno diversi, ma non in maniera arbitraria: ad ogni
tempo t segnato dal primo orologio corrispondera uno e un solo tempo r = p(t) segna-
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to dal secondo; la funzione p(t) sara invertibile, e se supponiamo che gli orologi non
facciano sbalzi, sara di classe C'.

I1 primo osservatore descrivera il moto mediante la curva oraria (1), a<t=<b, il se-
condo mediante la curva oraria ¥(r), c <r=<d.

Le due curve saranno ovviamente collegate tra loro; infatti la posizione della parti-
cella che il primo osservatore misura quando il suo orologio segna il tempo ¢ sara la
stessa di quella misurata dal secondo osservatore quando il secondo orologio da il
tempo r = p(t). Si ha allora

(1) = y(p()

e conversamente, dato che la funzione p() ¢ invertibile:

y(r)=o(p '(r).

Dato che descrivono lo stesso fenomeno, diremo che le curve ye @ sono equivalenti.
0

Pill in generale, daremo la seguente definizione:

Definizione 15.2 Due curve regolari ¢ : [a,b] > R" e y: |c, d] = R" si diranno
equivalenti se esiste una funzione p : a, b} = [c¢, d] di classe C', surgettiva, e con de-
rivata sempre diversa da zero, tale che

o) = y(p(1).

Due curve equivalenti hanno evidentemente lo stesso sostegno; inoltre se p’ >0 la
funzione p(r) & crescente, e quindi p(¢) = a e p(d) = b, cosicché il primo estremo di ¢
¢ anche primo estremo di %, e cosi il secondo estremo. Se invece p’ < Orisulta p(¢) = b,
p(d) = a e i due estremi si scambiano. Nel primo caso si dira che le curve ye ¢ hanno
lo stesso verso, nel secondo che hanno verso opposto.

Se la curva ¢ e regolare, il vettore

Q'(1)
o'l
che ha la stessa direzione della velocita e lunghezza 1, si chiama versore tangente alla
curva ¢. Si ha il seguente

) = T4(1) =

Teorema 15.1 Se due curve @ e ysono equivalenti e hanno lo stesso verso (ossia
se @(t) = y(p(1)) con p'(1) > 0) i versori tangenti coincidono:
To(1) = TAp(1)).
Dimostrazione Si ha @'(t)=y (p)p'(t) e || @' ) || =7 (p(t)||p’ (1) dato che
p'(1) > 0; pertanto
P __yYemp' ) _ yEen)

T, (1) = = —— = = 1 p(1)). =
"= ol remip® el ™
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Esercizi

15.1. Trovare I’equazione della retta tangente alle curve seguenti, nei punti indica-
ti a lato.

l. x=cost, y=1—t, (L

2.x=¢, y=t+1 (1,0)
1

3. x=sentcost, Y= ent’ 0, 1)

4. x=1* y=1, (1, 1)

5.x=log(l+1), y=2—1 (0,0)

6. x=tgt, y=cos2t, (1,0)

7. x=1—arctgt, y=1-1r%, (l—-},O)

15.2. Lunghezza di una curva

Consideriamo un punto mobile su una retta con velocita v(t) = x’(¢), e poniamoci il
problema di calcolare lo spazio percorso dal punto in un intervallo di tempo [a, b].

Si potrebbe rispondere che lo spazio si ottiene integrando la velocita. Bisogna perd
intenderci su cosa intendiamo per “spazio percorso” dal mobile. Infatti si ha

b

fx'(t)dt =x(b) — x(a);

a
in altre parole, integrando la velocita si ottiene lo spostamento del punto, ossia la dif-
ferenza tra la posizione finale e quella iniziale. Questa differenza puo essere anche
nulla, come accade se la posizione finale € uguale a quella iniziale.

Cio e dovuto al fatto che la velocita di un punto su una retta € positiva se il punto si
muove verso destra, e negativa se si muove verso sinistra; corrispondentemente lo
spazio percorso & contato col segno + verso destra, e col segno — verso sinistra. Se
invece si vuole sapere quanta strada ha percorso il mobile, indipendentemente dal suo
segno, si deve integrare non la velocita, ma il suo valore assoluto:

b
flx’(t)|dt

Considerazioni analoghe valgono nel caso di un punto mobile su una curva di R";
se si integra la velocita vettoriale, si ottiene lo spostamento:

b
[7 @dt=yb) - v
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che puo anche essere nullo, quando la traiettoria del mobile € una curva chiusa. Se in-
vece si vuole calcolare il cammino effettivamente percorso, si dovra integrare non la
velocita vettoriale, ma la velocita scalare, cioe la norma della velocita vettoriale:

b b
L=[lly 0lldr= [Vyim + yn*+ .+ a7

In generale, daremo la seguente

Definizione 15.3 Sia y(1), a<t<b, una curva di classe C'. Chiameremo lun-
ghezza di yil numero

b
Loy ={1ly o]l [15.6]

Come abbiamo detto, si ha il seguente

Teorema 15.2 La lunghezza di una curva é sempre maggiore o uguale della
norma dello spostamento, cioé della distanza tra gli estremi della curva:

=[] yb) = v@]|]. [15.7]

b
’ f Y (dt

Dimostrazione Se lo spostamento & nullo, non c¢’¢ nulla da dimostrare. Supponia-
mo dunque che il terzo termine della [15.7] sia positivo.
Per un qualsiasi vettore u si ha:

b b b
(fy'(r)dt,u)=f(y'(t),u)dtsf||y'(z)||||u||dz={|u|lL.

b
L=[lly wldr=

b
In particolare, prendendo u =f Y’ (1)dt, si ottiene

a

da cui segue subito la [15.7]. C

2
=

L

b b
f Y (dt f Y (ndt

Esempio 15.4 Il segmento y che congiunge i punti X, e X, ha equazioni parametri-
che x = x, +#(x, — X,), 0=t <1. Si ha allora ¥’ (1) = X, — X, e quindi la sua lunghezza ¢

|
[y ollde=1%=xl.
0

La lunghezza di un segmento, come si poteva prevedere, ¢ uguale alla distanza trai
suoi estremi. o

Esempio 15.5 Abbiamo gia incontrato la parabola semicubica, di equazioni

x=r
R
y=r
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Sia a >0, e consideriamo la parte che si ottiene facendo variare ¢ tra O e a; la sua
lunghezza &

L= f\/9r4 Y 4ldr = fr\/912 Fadt
b b
e facendo il cambiamento di variabili 1> = u:

a’ 3 |a* 3
L= [VOuT ddu= == Ou+4y| === (9a> +4)) — 8. O
2/ 27 . 27

Esempio 15.6 (Lunghezza dei grafici) Se la curva in esame ¢ il grafico di una
funzione y = f{x) (ossia se ha equazione x =, y = f(¢)) la sua lunghezza ¢

b
L=[Vi+rwid
che cambiando # in x si puod anche scrivere

b
L=[Vi+fmidr [15.8]

Ad esempio, calcoliamo la lunghezza della parabola di equazione y = %xz, con
0=x=<1.Siha

|
L= f VI1+x?dx
0
Abbiamo gia visto questo integrale negli esercizi del capitolo 9 § 9; si ha
f\/ | +x2dx=—21—<x\/ 1+ x? + log(x + \/l+x2)>

e quindi

L=—;—(x\/l+x2+log(x+\/l+x2))

%(\/f+log(l+\/§)). o

1

0
Esempio 15.7 (Lunghezza in coordinate polari) A volte una curva piana ¢ data

in coordinate polari:

p=pn ast<p
0= (1)

che corrispondono alle equazioni parametriche

x = p(t)cos (1) a<i<b
y=p(t)sen ¢(t)

In questo caso si ha

x'(t) = p'(t) cos (t) — p(t) sen ¢(1) @' (1)
y'(1) = p'()sen (1) + p(t)cos 1) @' (1)
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e quindi
(O (0= p (1) + P (1)

Avremo allora

b
L= f\/p’(r)z + pA(n @' (1) dt.

A volte poi si puo prendere come ¢ lo stesso angolo ¢. In questo caso si ha una
curva di equazione p= p(¢), ¢, < @< ¢, ed essendo ¢’ =1 I’equazione precedente

diventa

@,
L=[Vp'(pr + p(p)do. [15.9]

Po

Figura 15.3

Calcoliamo ad esempio la lunghezza della cardioide (vedi figura), di equazione

p=(+cosg),0<¢p=<2m Siha

2r 2r 2
L=f\/sen2(p+(] +cosgo)2d(p=f\/2+2c05(pd(p=\/§f
0 0 0

cos%}d(p

da cui, con il cambiamento di variabili 2u = @,

2

1 n
L=———||cosuldu=v cosudu=V72.
Lo

o iy

Teorema 15.3 Due curve equivalenti o e yhanno la stessa lunghezza.
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Dimostrazione Sia o(t) = y(p(1)), con p'(t) # 0. Supponiamo, per fissare le idee,
che sia p’ > 0. Allora si ha

llo" W=7 (pan|lp'@) [15.10]

e quindi
d d
Loy =1l llar= [11y (paonllp'nar

Nell’integrale a secondo membro si puo fare il cambiamento di variabili p(t) = u.
Poiché p(r) & crescente, si ha p(¢) = a e p(d) = b, e dunque.

d b
)= [ 11y (punlp'@de = [ | 7w [|du = Ly

Se invece risulta p’ <0, al secondo membro della [15.10] ¢’& un segno —; d’altra
parte in questo caso risulta p(c) = b ¢ p(d) = u, e quindi anche gli estremi di integrazio-
ne si scambiano. Si ha allora

d o
Loy =~ {11y (punllp'(dr = [|ly (w||du = Liy)
¢ b
e il teorema ¢ dimostrato anche in questo caso. )

Se in una circonferenza inscriviamo un poligono regolare, il perimetro di quest”ulti-
mo ¢ sempre minore della lunghezza della circonferenza, e approssima sempre meglio
quest’ultima via via che aumenta il numero dei lati. Si potrebbe in effetti definire la lun-
ghezza della circonferenza come il limite dei perimetri dei poligoni regolari inscritti.

Faremo vedere ora che lo stesso vale per una qualsiasi curva: la sua lunghezza si
puo ottenere approssimandola con delle spezzate con vertici sul suo sostegno.

Per questo, cominciamo col definire con precisione una spezzata inscritta.

Sia ¢ : [a. b} — R" una curva di classe C'. Dividiamo I'intervallo |, b] in un nu-
mero finito di sottointervalli, mediante i punti ty = a <1, <t, <...<ty=b. Se uniamo
i punti corrispondenti ¥(t), y(t,), ..., Y(ty), otteniamo una spezzata X con i vertici sul
sostegno della curva y. La lunghezza di questa spezzata, data dalla somma delle lun-
ghezze dei suoi lati, sard minore della lunghezza della curva. Si ha infatti per la
[15.7]:

e = v, I)II=H [vwar|| < [llywlla

e quindi

N PO b
L ==y, pII=X [llymlld= {11y wlldr.
oo a

i=1
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D’altra parte, come vedremo fra un momento, se prendiamo i punti ¢; molto vicini
tra loro, potremo far diventare la lunghezza della spezzata vicina quanto si vuole a
quella della curva.

Alla dimostrazione di quest’ultimo risultato premettiamo il seguente

Lemma 15.1 Sia v(¢) una funzione continua nell’intervallo [¢, f] a valori in R”,
e sia Tun qualsiasi punto di [a, B] . Risulta allora

W 8 8
[ v = [|Ivylldr =2 [ || v() = v(o)||a1. (15.11]
Dimostrazione Siha
B B B
V(B - ) = [ v(odr = vndi = [ [v(n) = v(D)ldr

e quindi per la diseguaglianza triangolare

J@v( tdt

o

+

<

5
+[1Iviy = veo| .
. [15.12]

B
[ v = v

a

fv(t)dt

[04

Iv@ll(B- o=

D’altra parte, sempre per la diseguaglianza triangolare, risulta || v(7) || = || v() || —
— || v(t) = v(1) ], e quindi, integrando:

B B
v llB— o= [1lvllde=[ || vy = v(o) || ar
a a
che confrontata con la [15.12] da immediatamente la [15.11]. O
Possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema 15.4 La lunghezza di una curva regolare yé l’estremo superiore delle
lunghezze delle spezzate con i vertici sul suo sostegno.

Dimostrazione Siccome abbiamo gia visto che ogni spezzata ha lunghezza infe-
riore a quella della curva, si trattera di far vedere che si possono trovare delle spezza-
te di lunghezza vicina quanto si vuole a quella della curva.

Osserviamo per questo che la funzione y'() & continua nell’intervallo chiuso [a, b],
e dunque uniformemente continua. Di conseguenza, comunque fissato £> 0, esiste un
8> 0 tale che se te t sono due punti di [a, b], con |t — 7| <, siha||y' (1) — Y (D]|<e.

Dividiamo ora [a, b] in subintervalli mediante i punti ty=a<t;<..<ty=b, in
modo tale che tutti gli intervalli [t; _ |, t;] abbiano ampiezza minore di 8. Per il lemma
precedente,con @ =1;_;e f=1;,siha

[|y(t) = vt;i- )| =

’ [rwar||=[llyolla=2[llyo-7y@lla
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dove ¢ un punto dell’intervallo [7; -, t;]. La distanza ¢t — 7¢& minore dell’ampiezza di
questo intervallo, e dunque di 6, e quindi risulta || ¥’ (1) — 7' (1) || < &, e di conseguenza

7 = v oll= [y o llde =220, -1, ).

Sommando per i da 1 a N, al primo membro si ottiene la lunghezza della spezzata,
mentre a secondo membro la somma degli integrali da la lunghezza della curva, e
quella dei termini residui da 2&(h — a). In conclusione, abbiamo trovato una spezzata
con i vertici sul sostegno della curva, la cui lunghezza ¢ maggiore di

b
[l olidi-2e6-a.

Anche I'estremo superiore delle lunghezze di queste spezzate € allora maggiore
della stessa quantita, e per 'arbitrarieta di €, € maggiore o uguale della lunghezza
della curva. Giacché avevamo gia dimostrato la diseguaglianza opposta, si ha I’'ugua-
glianza e il teorema ¢ dimostrato. O

Invece di calcolare la lunghezza di una curva y. possiamo prenderne in considera-
zione solo una parte, ad esempio quella compresa tra il primo estremo a € un punto
y(1) sulla curva. La lunghezza s(¢) di questa porzione & ovviamente funzione di t, e si
ha per definizione

sty =[1ly wllar.

Al variare di ¢ nell’intervallo [a, b] in cui ¢ definita la curva ¥, la funzione s(t) va-
riera nell’intervallo [0, L]; se y¢& regolare, s(¢) € una funzione strettamente crescente,
dato che

s' =y n]/>o0. [15.13]

Chiamiamo (s) I'inversa della funzione s(t) ; essa manda [0, L] in [a, b], e si ha
L -

SO, Ny asyl|

Se si pone ora y(s) = y(t(s)), lacurva yw e equivalente alla ¥, e ha lo stesso verso. Si
ha inoltre

t'(s)=

y'(1(s)) |
ly'(esn |’

in particolare || w’'(s)|| = 1, e la velocita vettoriale coincide con il versore tangente.

v (s)=y as)r'(s) =

Osservazione 15.1 Nel caso in cui la curva ye il grafico di una funzione y(x), la
[15.13] diventa

S =VI+y3ix). [15.14]
[
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La quantita s si chiama ascissa curvilinea. In una curva parametrizzata mediante

I’ascissa curvilinea la lunghezza non ¢ altro che I’integrale fds. Lo stesso simbolo fds

74 14
si puo usare per denotare la lunghezza di una qualsiasi curva 7; infatti per la [15.13] si

hads=||y (]|dt. e siritrovala [15.6].
L’origine di questa notazione risiede nel fatto che la lunghezza del segmento infi-
nitesimo tra i punti y(¢) e ¥(r + dt) & data da

ds= ||yt +dn =y || =ldy|l=ly' 0]|dr.
Piu in generale si puo definire I'integrale curvilineo di una funzione f:

b
[ s = [reronlly @l ar [15.15)
Y a

In particolare, se y € una curva in R?, di componenti (x(t), y(1)), e f € una funzione
di due variabili, si ha

b
ff(x, v)ds = ff(x(t), Y)W/ ()2 + v/ (1) dt
Y a

mentre in tre variabili avremo

b
[ fey.2ds = [ ooy, s, 2o)WVa' 07+ 307 + 2/ (07 de
Y a
Come nel caso della lunghezza, se ye o sono equivalenti, allora

ffds = ffds.
Y o
La dimostrazione & lasciata per esercizio.

Esempio 15.8 Calcoliamo I’integrale
[Vi+3+yds
14

dove y & I'arco di parabola di equazionix =1,y =1>,0st<I.
Sihads=V1+ 4 dt, e dunque

1
f\/l+3x2+yds=f(l+4t3)dr=—z—.
b4 0 h

[m]

Esercizi

15.2. Calcolare la lunghezza delle seguenti curve:

1. x=t—sent, y=1—cost, 0=<r=2n(cicloide)
2.x=¢'—1, y=e'+1, 0=sr=<|
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3. x=arccost, y=logt, > =r=<|

T

4. x=sent—tcost, y=tsent+cost, 0S1S3

: T

5. x=sent—tcost. .\'=tsent+cost+7. OSIS?

N /4

6. x =cos"t, y=-costsent, 0=t $§

7. x=arcsent, y=Ilog(l+1). 0=sr=<l|
8. x cos 2t os't en't Tt
LX=—, ¥Y=cCO0S8't, I=sen't, - =1
4 : 2 2

9. x=3r2+10r, v=41>+51, —1=r=<|

15.3. Calcolare le lunghezze delle seguenti curve, espresse come grafici di funzioni:

1. y=logcosx, ()<xs§

2. v=logux, is.\‘si
: 4 3
3. v=x% Aasx<bh
4. v= e +2€ ‘, a < x < p (catenaria)
X Sa
3. ¥= 2a —x’ Os"sT

7.y=2-2Vx, Isx<4

3

5 1
8. y=x", Oﬁxiz
9. y=VI—ux 0sxs<|
10. y=x+e', 0=<x=<log2

15.4. Calcolare la lunghezza delle curve seguenti, date in forma polare:

l.p=sengp, O0s¢snr

[}

. p=¢, O=s¢= —;— (spirale quadratica)

3.p=¢, 0 < @< 4 (spirale cubica)
4. p=e®, Oseo=nr
S.p=0, 0= ¢=<2m(spirale di Archimede)

15.5. Calcolare i seguenti integrali curvilinei:

1. fxds, dove y¢ la parabola di equazione y = x?, 0 s x <2
4
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2. f\/l — yds, dove ye la semicirconferenza x =cost, y=sent,0<t<nx
Y

.v ’; bl ﬂ
3.f ———ds, con }/=:x=c05't,y=cos"tsent,0$t$§
y X“+y"
ds a8
4'!_‘,":0"}'_')‘_’“ —t,z\t\5
s. J\x3+y3ds,con y=:p=¢,0<@<2r

Y

6. J.yzds, cony=:y=e¢" 0<x<log2
Y

]

. fyds,con y=:x=t—sent,y=1—cost,0st<2nm
Y

8. f\/zds,con y=:x=cost,y=sent,z=1,0<t<n

Y

e
B

X
: ~[—1—-|_-—yjds’°°“ y=:x=cost,y=sent,0<t<=

[\

15.3.* Intermezzo: ruote quadrate

Quando una ruota rotola su una strada pianeggiante, il suo centro (a cui ¢ fissato il
veicolo di cui la ruota fa parte) si muove su una retta parallela al terreno. Questo ov-
viamente dipende dal fatto che le ruote sono circolari, e che ogni punto della circonfe-
renza ¢ equidistante dal centro.

Se invece le ruote sono quadrate, il veicolo sobbalza e il viaggio diventa alquanto
scomodo. Le ruote quadrate non sono adatte a una strada pianeggiante, o se si vuole
una strada pianeggiante non ¢ adatta a ruote quadrate.

Ma c’¢ una strada sulla quale un veicolo a ruote quadrate si muove senza sobbalza-
re? La risposta & positiva, € non ¢ nemmeno tanto difficile da trovare.

Sia 2L il lato della ruota, e supponiamo che il profilo cercato sia dato dalla curva di
equazione y = y(x). Mettiamo gli assi come in figura, in modo che y sia massima per
x=0; la curva risultera allora simmetrica rispetto all’asse delle y, e incontrera I’asse
delle x nei punti *.x,.

Quando la ruota ¢ tangente alla curva nel punto B, dopo aver ruotato lungo 1’arco
AB di lunghezza s, risulta FB = s, e quindi BG = L — s. Se si indica con a/1’angolo che
la tangente in B forma con I'asse delle x, I’altezza del centro O della ruota &

h=CB+BD+ OH=y+ (L—s)sena+ Lcosc.

D’altra parte si hatg o =y’, e quindi

’

y 1

—F— , oSO =vF—F—,

sen X =
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Figura 15.4
per cui
Y L
h=y+(L-ys) +

Vi+y? Vity?
Noi vogliamo che 4 sia costante, cioe che A’ = 0. Derivando I’equazione preceden-
te e ricordando la [15.14], avremo

_3
h/ =y"(1 +y!2) 2[(L _ S) _ L)'l] =0

e quindi

Derivando ancora rispetto a x, e utilizzando di nuovo la [15.14] otteniamo I’equa-
zione differenziale

1
" _ + 12
y I 1+ y's,

ovvero, ponendo u = y’,
1
u' = 7 V1t .
Quest’ultima & un’equazione a variabili separabili, e integrata da

log(u+\/1+u2)=a—%.
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La costante a si determina osservando che u(0) = y’(0) =0; si ha allora ¢ =0, e
quindi

logu+V1+u?) = ——L"—,

ossia
u=y =% = _senh> [15.16]

dove abbiamo posto:*
e'+e! e't+e’

senht = T; cosht = 3

La[15.16] si integra immediatamente, e si ha

X
L

==

e te

y(x)=c—L 3

= ¢ — Lcosh %

Per determinare la costante ¢ osserviamo che quando y =0 I’angolo o sara i%, €
quindi y'(x) =tg = * 1. Questo avverra nei punti * x,,, con senh% =1, cio€ con
xo=Llog(1+V?2).
In questi punti si ha cosh% =V/2, e quindi ¢ = LV?2. La soluzione & dunque
y(x) = L(\/f —cosh %)

per | x|<xy,=Llog(l+ V2), mentre per x fuori di questo intervallo & la stessa funzio-
ne, prolungata periodicamente.
In conclusione, il profilo della strada € formato da una successione di archi di cate-
. . . . , .
naria, che agli estremi formano un angolo di 7 con I’asse delle ascisse.

Esercizi

15.6. Risolvere lo stesso problema nel caso in cui le ruote siano poligoni regolari di
n lati.
15.7. Verificare le seguenti relazioni:

1. Dcoshx =senhx 4. cosh’x + senh’x = cosh 2x
2. Dsenhx = coshx 5. 2senhxcoshx = senh2x
3. cosh’x —senh’x =1

+0Osserviamo che senhr & I'inversa della funzione log(u+V1+ u?).



154 | Superfici 137

15.4. Superfici

Considerazioni analoghe a quelle fatte per le curve valgono per le superfici, con i
cambiamenti del caso.

Come le curve erano oggetti unidimensionali, cioe applicazioni di un intervallo in
R", cosi le superfici sono oggetti bidimensionali, dunque applicazioni di un insieme
K CR?in R". Per evitare troppe complicazioni, considereremo solo superfici in R*.
Inoltre ci limiteremo alle superfici semplici (cioé che non si intersecano) e connesse
(grosso modo, fatte di un solo pezzo).

Definizione 15.4  Si dice superficie regolare un’applicazione @(u, ) di un insieme
ki . . . . . . . N
K C R, chiusura di un aperto limitato e connesso, in R?, con le seguenti proprieta:

1. @ édiclasse C' (cioé ha derivate parziali continue) in K;
2. La restrizione di @ a K' (I’interno di K) é iniettiva;

3. @ verifica la condizione [15.17] che vedremo pin avanti.

L’immagine (K) é un insieme di R*, che si chiama sostegno della superficie.

Osservazione 15.2 Come abbiamo detto. vogliamo evitare che la superficie sia
costituita da due parti staccate, o congiunte da una curva, come in figura.

Figura 15.5

Per questo abbiamo supposto che I'insieme di partenza K sia la chiusura del suo in-
terno (K = K').> e che I"insieme K’ sia connesso, ciog non sia I'unione di due aperti di-
sgiunti, ambedue non vuoti. Quest’ultima ipotesi garantisce che la superficie (o me-
glio, il suo sostegno) non sia composta di due pezzi staccati; la prima che non sia fatta

di due parti congiunte da una curva. o

¥ Notiamo che per ogni insieme chiuso K si ha K'C K: infatti K & un insieme chiuso che contiene K'. ¢
quindi contiene anche la sua chiusura (vedi teorema 3.7).
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Nella definizione di superficie regolare, abbiamo lasciato una proprieta ancora da
determinare. Per farlo, ci guidera I’analogia con le curve. Prima perd introduciamo il
concetto di prodotto vettoriale, mediante il quale la proprieta in questione trova una
formulazione concisa.

Definizione 15.5 Siano r = (r|, ry, r3) € 8 = (8, $2, $3) due vettori di R*. Definia-
mo prodotto vettoriale o prodotto esterno il vettore
FAS = (Fr>S3 = IS F3S) — FiS3, I'1S2 — Fasy).

Si vede subito dalla definizione che rAns = —sAr. Ad esempio, ser=(1, —1,0) e
s=(2,0, I)siharas=(—1, —1,2),esar=(1l, I, =2). In particolare, rar =0, e
pit in generale (Ar) Ar = Ar Ar = 0. Cosi due vettori paralleli, cioé¢ uno multiplo del-
I’altro. hanno prodotto vettoriale uguale a zero.

Viceversa, se il prodotto vettoriale rAs e zero, i due vettori sono paralleli, o in
altre parole esiste un numero A tale che r = As. Infatti se r As = 0 si devono annullare
tutte e tre le componenti, e dunque in particolare deve essere

rsS>="nrs, € s =rs;.
Dividendo la prima per s,s, e la seconda per s,s3, si trova immediatamente che

r_r_n

s S sy
detto A il valore comune delle tre frazioni, si ha allora
r=As), rh=As., ri=As,
e quindi r = 1s.°
Osservazione 15.3 Dalle definizioni di prodotto vettoriale e di prodotto scalare
segue facilmente che
(ras,t)=(sAat,r)=(tAr,s)
In particolare, si ha

(ras,r)=(rar,s)=0
(ras,s)=(sas,r)=0

e quindi il prodotto vettoriale r As ¢ ortogonale siaarcheas. C

Torniamo ora alle superfici. Una delle proprieta delle curve regolari era I’esistenza di
una retta tangente; analogamente per le superfici regolari si richiedera quella del piano
tangente. Per questo, consideriamo un punto w, = (uy, 7y) internoa K, e siaw(f),a<t<»b
una curva regolare passante per wy, cioe tale che per qualche t, € (g, b) risulti w(zy) = w,,

® Osserviamo che nella dimostrazione precedente abbiamo supposto che s, s, e s, fossero diverse da
zero. I casi in cui una o piit componenti si annullano si dovranno trattare separatamente, ma portano allo
stesso risultato.
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L applicazione composta y(1) = @(w(1)) = @(u(1), v(1)) & una curva in RY, che passa
per il punto X, = ¥(fy) = @(W,).

w
a t b

Figura 15.6

Per quanto abbiamo visto, la retta y(1,) + ¥’ (19)(t — 1) & tangente al sostegno della
curva yin x,,. Si ha
Y (10) = @ (Wo)u'(1y) + @(W)V' (1)
dove come al solito abbiamo posto per brevita

99 99
©®, = ’w, e ¢.= E
Di conseguenza, il vettore ¥'(ty), che da la direzione della retta tangente, &€ combi-
nazione lineare di due vettori, r = @,(w,) e s = @.(W,), che dipendono solo dalla su-
perficie ¢ e dal punto w,, ma non dalla curva w(r). Quando facciamo variare questa
curva, il vettore y'(1y) descrive dunque un piano, purché i vettori r e s siano linear-
mente indipendenti. cioé non siano paralleli. Questo significa che si deve avere

O(Wo) A @.(Wy) # 0. [15.17]
Se quest’ultima condizione ¢ soddisfatta in ogni punto w, interno a K, la superficie

o si dira regolare.

Esempio 15.9 La superficie di equazioni

o
Il

Senucos v
y=senusentv
I=CosT

con0=su=sme O<v=2m e lasfera di raggio | espressa in coordinate polari (vedi
cap. 12§ 7). Si ha:

_ ( dx dv dz

N

u

) = (COSUCOST, COSUSENT, —seni)

_(x v &
T\ v v

) =(—senusenv, senucosv, )
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e dunque
O A Q. =senu(senucosv, Senu senv, cos u).
Nei punti interni di K = [0. 7] X [0, 27] si ha allora
[| @A @.||=|senu|=senu>0

e dunque si tratta di una superficie regolare. i

Esempio 15.10 (Grafici di funzioni) Se f(x, v) ¢ una funzione di due variabili di
classe C', il suo grafico & una superficie regolare. In questo caso infatti possiamo sce-
gliere come parametri le stesse coordinate x e y. Se allora indichiamo con ¢ I’applica-
zione di componenti

X=X
y=y
I=fx,y)

siha @, = (1,0,1). ¢, = (0, 1, f,), e quindi ¢, A ¢, = (—f., =f,, ). Di conseguenza

longll=VI+fI+f>0

e pertanto @ € una superficie regolare.

Come abbiamo visto, i vettori ¢, ¢ @, sono tangenti alla superficie ¢. Ne segue che
il vettore ¢, A @, che & ortogonale ad ambedue, ¢ anche ortogonale al piano tangente,
e dunque alla superficie ¢. Se dividiamo per la sua norma, troviamo il versore norma-
le a ¢
y=Pun@:
o n ol

Esempio 15.11 Troviamo il versore normale alla superficie di equazioni para-
metriche

x=u+v
yY=u-v
t=ul+ 7l
Si ha
@, = (11,20, . =(l, —1,20)
e dunque

QA Q.= 20+ 2u. 2u —2v, —2).
Si ha pertanto

Qutov,u—v, —1) _(u+v,u“v,—])

V: 3 2 - kl k]
Val(u+v) + (u —v) + 1] V14 2u + 20"
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Se la superficie ¢ grafico di una funzione f(x, v), scegliendo come parametri x e v si
ha (vedi esempio 15.10)

(pl' A (P\' = (—.fr* —f_‘\*’ ])’
Honoll=VI+£I+11=VI+[[Vf]]"
e quindi
(—fo —f. 1)
Ve e
ViV

Si notera che la terza componente di v & sempre positiva, e quindi il versore norma-

[15.18]

le punta verso I’alto.

Esempio 15.12 Calcoliamo il versore normale al paraboloide di rotazione, di
equazione z = x> + y%. Risulta f, = 2x, f, = 2v, | Vf|* = 4(x* + %) e quindi

_ (—2x, =2y, 1)
VIFad+43)

v

]

Esercizi

15.8. Trovare il versore normale alle seguenti superfici:

-

Xy

2a

[9]

2 2

1.
2.x=wr+ v v=ur—viz=uv (u,v)#(0,0)

-~
I

15.5. Area di una superficie
Analogamente a quanto si & fatto per le curve, si puo definire I’area di una superficie.

Definizione 15.6 Se ¢ : K — R* ¢ una superficie regolare, definiamo area di ¢ il
numero

A = [l @.n 0. dudo. [15.19]
K

Osservazione 15.4 Non tenteremo di giustificare questa definizione come abbia-
mo fatto per le curve, anche perché in questo caso le cose sono notevolmente piu deli-
cate. Osserveremo solo che se r e s sono due vettori di R, il loro prodotto vettoriale &
un vettore la cui lunghezza || r As|| da I’area del parallelogramma di latir e s.

Ad esempio, se r = (acos y, aseny, 0) e s=(bcos @, bsen @, 0) (sono ambedue
vettori sul piano xy ), il parallelogramma che essi formano ha base b e altezza h=a
|sen (y— )|, e quindi la sua area & ab|sen(y— @)|.

D’altra parte si haras = (0, 0, absen (y — ¢)), e dunque || r As|| = ab|sen(y— @)|.
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Se ora (u, v) € un punto di K, e X = ¢(u, v), al quadratino infinitesimo di lati du e dv
in K corrispondera un parallelogrammo infinitesimo di lati @, du e ¢, dv sul piano tan-
gente alla superficie nel punto x. L’area di questo parallelogrammo infinitesimo, che
pud essere assimilato a una porzione infinitesima della superficie, vale || ¢, A ¢. || dudv;
il suo integrale da I’area della superficie ¢. a

Esempio 15.13 Calcoliamo I’area della sfera di raggio 1. Come abbiamo visto
nell’esempio 15.9, si ha

[|@.r.]|=senu

e quindi I’area della sfera sara

.4 2 4
fsen udu fdv = 27tfsen udu =4m. 0
0 0 0

Esempio 15.14 (Area dei grafici) Se la superficie € data come grafico della fun-
zione z = f(x, v), si ha dall’esempio 15.10:

lonoll=Vi++1=Vi+]V/IP,

Di conseguenza, se le coordinate (x, y) variano nell’insieme E C R?, I’area della su-
perficie sara data dall’integrale

jvl + || Vf]|? dxdy.
E

Ad esempio I’area della porzione di paraboloide z = x> + y* che si proietta sul cer-
chio C, di equazione x> + y* <1 & data dall’integrale

f\/ 1+4x>+4y* dxdy.
P

Il calcolo ¢ semplice se si passa in coordinate polari:

f\/l +4x3+4y3dxd_v=flp\/ 1 +4p2dpjj;119= 27tflp\/ 1+ 4p°dp =
C 0

J! V1 +4sds —< ;—l)

0

Esempio 15.15 (Area delle superfici di rotazione) Nel piano x: consideriamo
la curva di equazione x = f(z), a < 7 < b, dove f(z) & una funzione positiva di classe C',
e indichiamo con X la superficie ottenuta ruotando questa curva attorno all’asse z.

L’equazione di X assume una forma particolarmente semplice in coordinate cilin-
driche; si ha infatti

x=f(z)cos ¥
y=f(z)sen ¥
1=z
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da cui

.= (f'(z)cos ¥, f'(z)sen ¥, 1)
@y =(—flz)sen ¥, f(z)cos ¥, 0)

e quindi
Q. A Qy=(—flz)cos B, —f(z)sen ¥, f(2)f" (2))
Si ha allora

[ @-A@sll = fOVI+£1(2)?

el’areadi X e

b 2r b o
A®) = [fVI+f (2P dz [do=2x [ foV1+f (2 dz.
a 0 a

z

Figura 15.7

Ad esempio il paraboloide di equazione z = x* + y?, si pud ottenere ruotando attor-
no all’asse z la curva di equazione x = \/z. Se facciamo variare z tra O e 1, otteniamo
una porzione del paraboloide, la cui area &

3
\ 1 \ n(Sz—l)
27[]% /|+—dz=nj\/4z+1dz=—.
0 4Z 0 6

Ritroviamo cosi il risultato dell’esempio precedente. o
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Come per le curve, si puo definire I’integrale di una funzione f(x, y, z) sulla super-

ficie ¢

[fdo=[fipw. )l 9. ¢.||dudo.
K

®
In particolare, se f=1 si ritrova I’area della superficie ¢:

A(p) =fdo.
K

Esercizi

15.9. Calcolare I’area delle seguenti porzioni di superficie:

X = Uv
Liy=u+v
Z=u—uv,

in cui K ¢ la parte del cerchio unitario contenuta nel primo quadrante.

2

xX=u
2.4y=7"
2=V2uv,
nel cerchio K di raggio 2.
x=logu
3.yy=logv
i=u,
conlsvs=se e iSuSi
4 3

x=2bcosu
4. {y=bsenu

=7,

con0<z=<ux.

15.10. Si calcolino le aree delle seguenti superfici cartesiane:

1. z=x+y? 0sx<I,0<y=<]

2. 2=\ 2xy, O<x<I,0<y<|

3. z=x—y?, xX+y?<l]

4. z=y+logx, Isx=s2,Ilsy=s2

5 z=arctg—i, ¥ +y?<2,x=0,y<0
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15.11. Si calcoli I’area della frontiera degli insiemi seguenti:

ILE={(x,v.)) ER : V¥ +y? <z V2 -2 -y,
2.E={(x.v.2) ER 1 ¥ +y’<=z<\V2—x' =y}, yv=0}.

3E={(xy.)ER :1+:s\V ¥+ =\VT—z).

4. L intersezione di due palle di R* di raggio 2, con i centri a distanza 3.

15.12. Si calcoli I’area delle seguenti superfici di rotazione:

1. fz)=log(z+V*—1), Isz<2

2. fr=2V1I-2, 0<z=<I (ellissoide)
3. flz)=senz, O0<:-<nr
4‘1'(5):2 Os;s%
5.f()=1+VI—2%, —l=-<1

15.13. Si calcoli I’area della superficie ottenuta facendo ruotare la cicloide, di equa-
zione x = a(t —sent), y = a(l — cost), (0 <t=2m), attorno all’asse x.

15.14. *Si calcoli I’area della superficie ottenuta facendo ruotare la cicloide attor-
no al suo asse, cioe attorno alla retta x = 7.

15.15. Si calcoli I'area della superficie ottenuta facendo ruotare la semicirconfe-
renza x’ + z7 = 2x, x < | attorno all’asse z.

15.16. Si calcoli I'area della superficie ottenuta facendo ruotare attorno all asse 2
r’ (a<r), contenuta nel

la porzione della circonferenza di equazione (x —a)* +z° =

semipiano x = 0.

15.17. Calcolare i seguenti integrali superficiali:

1. fza’o: dove X ¢ il grafico della funzione z = xy sull’insieme

z
K={(x,») ER: X’ +y’<1,0<y=<\3x}

1+sen)

T
=cosv, 0= VSu,Osusg,

2.}{
[

145

vido, dove I ¢ il grafico della funzione 2z = x? + y? sull’ellisse x> + 4y’ < 4.

do, dove X ¢ la porzione di superficie di equazioni x =ucosv, y =1,
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15.6. Il teorema delle funzioni implicite

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto curve descritte mediante un’equazione pa-
rametrica, o anche come grafici di funzioni. C’¢& perd anche un terzo modo per dare
una curva in R% mediante un’equazione F(x, y) = 0. Ad esempio, la circonferenza di
centro I’origine e raggio 1 puo essere descritta, oltre che con le equazioni parametri-
che x = cost, y = sent, per mezzo dell’equazione x* + y?> — 1 = 0. Similmente, I’ellisse

. . - ] .
di centro I’origine e semiassi | e 5 ha equazione x> + 4y* =1,

Questa rappresentazione delle curve € stata introdotta da Descartes (Cartesio), e
I’equazione F(x, y) =0 si chiama equazione cartesiana della curva. Quest’ultima, o
meglio il suo sostegno, sara I’insieme dei punti (x, y) le cui coordinate verificano I’e-
quazione data, o in altre parole I’insieme Z degli zeri di F:

Z={(x,y)ER*: F(x,y)=0}.

Da un punto di vista locale, questo nuovo modo di concepire le curve non introdu-
ce grandi cambiamenti. Nel § 1 abbiamo mostrato come una curva regolare si possa
sempre scrivere localmente come grafico di una funzione; vedremo ora che, sotto op-
portune ipotesi, lo stesso si pud fare se la curva & data mediante un’equazione carte-
siana. Si ha infatti

Teorema 15.5 (delle funzioni implicite) Sia F(x, y) una funzione definita in un
aperto A CR? e di classe C'(A). Sia x, = (xg, ¥o) un punto di A, tale che

oF
F(x0,y0) =0, e E(xo’ yo) # 0.

Esistono allora un intorno U di xy e un intorno V di y, tali che per ogni x € U esiste
uno e un soloy = f(x) € V per cui risulta F(x, y) = 0.

La funzione f: U —= V cosi definita é di classe C'(U), e si ha

F(x, f(x)

Fo(x. f00) [15.20]

Indicando con Z I’insieme degli zeri di F, il teorema asserisce che se (xg, yo) € un
punto di Zin cui la derivata F, ¢ diversa da zero, allora esiste un rettangoloR = U X V
con centro in (xg, o) tale che I’insieme Z N R & grafico di una funzione y = f(x) di clas-
se C', e la cui derivata & data dalla [15.20].

fx)=

Dimostrazione  Supponiamo ad esempio che sia F,(xy, yo) > 0. Poiché F, & conti-
nua, esistera un rettangolo chiuso WX V con centro in (x, yo) nel quale la derivata F,
si mantiene positiva.

Poniamo V= (y, — h, yo + h). Per ogni x € W, la funzione F(x, y), considerata come
funzione della sola y, ha derivata positiva, e dunque & strettamente crescente. In parti-
colare, ¢ strettamente crescente la funzione F(xy, y), € poiché F(x,, y;) = 0, si avra

F(xo,yo+h)>0 e F(xo, vo—h)<O0. [15.21]
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+ 4+ 4+

Figura 15.8

Consideriamo ora le funzioni (della sola x ) F(x, vy + h) e F(x, vy — h). Queste sono
due funzioni continue in W, e dunque dalle [15.21] e dal teorema della permanenza del
segno si deduce che esiste un intorno U di x tale che F(x, yo + h)>0e F(x, yy— h) <0
perognix € U.

Poiché, come abbiamo osservato, per ogni x € U la funzione continua F(x, y) &
strettamente crescente in y, e poiché F(x, vy — h) <0e F(x, yy + h) >0, si puo conclu-
dere che esiste uno e un solo v € (v, — h, v, + h) tale che F(x, y) = 0. La prima parte del
teorema ¢ quindi dimostrata.

Resta da provare la [15.20]. Per questo, siano x e x; due punti di U, e consideriamo
la funzione

G(1) = F(x; + tx — x)), flx)) + 1(f(x) — f(x)))).
Si ha
G(0) = F(x;, f(x;)) =0
G(1) = F(x, flx)) =0
e dunque, per il teorema di Rolle esiste un Tcompreso tra O e 1, tale che G'(7) = 0.
Posto allora £ = x, + T(x — x)) e N = f(x,) + T(f(x) — f(x))), risulta
F(& m(x —x)) + F(& m(f(x) = f(x)) =0

da cui
fO—flx) K& M
- =- . 15.22
X — xl E(é, n) [ ]
Dalla relazione precedente segue in primo luogo che’
. maxg| Rl
| feo = fon | < =G F o lx =l

7Si ricordi che F, > 0 nel rettangolo chiuso W X V. dunque anche in R, ¢ quindi il suo minimo in R & po-
sitivo.
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e quindi la funzione f(x) ¢ continua. Quando x tende a x,, f(x) tende allora a f(x,), e
dunque & — x, e n — f(x,). Per la continuita delle derivate di F avremo allora

f(X) —f(-’\'l) _ F\‘(Xl’f(xl))
X

- X F\-(Xl»f(xﬂ)

ela[15.20] & dimostrata. O

frxn= le

11 vettore velocita, che come si & detto & tangente alla curva, ¢ dato da

1 o= (1 - B )
v—(th»_@’ RuJUD)

Si vede facilmente che questo vettore & ortogonale al gradiente di F:

(VR f)), o) = B 1 = F =0,

di conseguenza il vettore VF & ortogonale alla curva.

Osservazione 15.5 Se invece in un intorno del punto (xy, y,) € diversa da zero la de-
rivata %x_ I’insieme Z sara grafico di una funzione x = g(y). Si ha inoltre I’analoga della
[15.20]:

_F@»,y)
F (g, »)’

Potremo cosi concludere che se risulta

F(x0,y0) =0 e VF(x,y0) #0

gm=

allora esiste un rettangolo R centrato in (x,, v,) tale che ZMN R ¢ grafico di una funzio-
ne di classe C'. Gli eventuali punti singolari di Z saranno pertanto da cercare tra i
punti (x, y) in cui si ha
F(x,y)=0 e VF(x,y)=0 8]
Un risultato analogo vale per le superfici in R*. Se F(x, y, z) & una funzione di clas-
se C' e in un punto Xy = (xo, Yo, Zo) risulta
F(xp, Y0, 20) =0 e  Fixp, ¥0,20) # 0
allora in un intorno del punto x, I’insieme degli zeri di F & grafico di una funzione z =
f(x, y), e si ha:
¥ Foy fla,y)  of Fo(x, y, f(x, y))
Sy, Sy . 15.23
x N Ty YT TRy ) 15231

La dimostrazione, del tutto analoga a quella del teorema precedente, viene lasciata
per esercizio.
Anche in questo caso, il gradiente VF(x, y, f(x, v)) &€ ortogonale alla superficie.
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Il teorema delle funzioni implicite (ad esempio in RY) si pud anche esprimere di-
cendo che se le variabili (x, v, 2) sono legate dall’equazione F(x, v, z) = 0, allora sotto
opportune ipotesi una di esse, ad esempio la z, si puo scrivere localmente in funzione
delle altre due. Pertanto la relazione F(x, v, ) = 0 determina una delle variabili come
funzione implicita delle altre due. Di qui il nome del teorema, che in [talia viene a
volte attribuito al matematico pisano Ulisse Dini.

Supponiamo ora che le variabili (x, v, z) siano legate da due relazioni:

F(x,y,2)=0
Gx,y,2)=0

E naturale aspettarsi in questo caso che due delle variabili si possano esprimere per
mezzo della terza; ad esempio

y=¢x) e z=wy(x).
Per vedere sotto quali condizioni cio ¢ effettivamente possibile, supponiamo che
X, = (Xg, Yo, Zo) Sia un punto tale che
F(xO) =0 e G(X()) =0.

Supponiamo inoltre che F.(x,) # 0. In questo caso, in un intorno W di x,, I'insieme
Z; degli zeri della F sara grafico di una funzione z = f(x, v), e saranno verificate le
[15.23].

Un punto di Z, N W apparterra a Z; (I'insieme degli zeri di G) se e solo se
G(x, v, fix, v)) = 0. La funzione

D(x, v) =G(x, y, f(x,¥))

¢ definita in un intorno di (x¢, ), € risulta @(x,, vy) = 0.
Possiamo applicare a @(x, y) il teorema delle funzioni implicite. Se la derivata

F,
D = G»\ + G'f\ = G_\‘ - G'F
¢ diversa da zero nel punto (x, ), la y si puod scrivere localmente come funzione di
X1y = @(x). In corrispondenza si ha
2= flx, y) = flx, (x)) = y(x).
In conclusione, se sono verificate le ipotesi

F(XO) =0
F(xp) #0
Fi(x0) G(xp) — Fi(x0) G(X¢) # 0

¢ possibile esprimere localmente v e  in funzione di x.

Osserviamo che la seconda ipotesi ¢ superflua. Infatti se la terza relazione ¢ verifi-
cata, non puo essere contemporaneamente F.(xy) = 0 e G.(x,) = 0. Se allora F'. & ugua-
le a zero, e quindi G. ¢ diversa da zero, si procedera allo stesso modo, ricavando la
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z=g(x, y) mediante la funzione G e poi inserendo questa funzione nell’equazione
F(x,y,2)=0.

Se poi ricordiamo che F,G, — F,G, & la prima componente del prodotto vettoriale
VF(x0) A VG(x,), potremo dire che se VF(x,) A VG(x,) ha la prima componente non
nulla, le variabili y e z si possono esprimere localmente in funzione di x. Analoga-
mente, se la seconda componente di VF(x,) A VG(x,) € diversa da zero, si potranno
esprimere localmente x e z come funzioni di y; se poi & diversa da zero la terza com-
ponente, x € y si scriveranno localmente in funzione di z. In conclusione, se risulta

VF(x0) AVG(x9) # 0 [15.24]

due delle variabili si potranno esprimere localmente in funzione della terza.

Larelazione [15.24] esprime il fatto che i due vettori VF(x,) e VG(x,) non hanno la
stessa direzione. Essa implica in primo luogo che nessuno dei due vettori ¢ nullo, e
quindi le due equazioni F(x, y, z) =0 e G(x, y, z) = 0 individuano in un intorno di x,
due superfici regolari, che passano per il punto X,. In secondo luogo, ricordando che
VF(x,) e VG(x,) sono perpendicolari alle superfici nel punto xg, la [15.24] dice che le
perpendicolari alle due superfici hanno direzioni diverse, ossia che le superfici F =0
e G =0 non sono tangenti. Possiamo allora dire che se due superfici regolari passano
per un punto, e non sono tangenti, allora in un intorno del punto la loro intersezione ¢
una curva regolare.

15.7. Massimi e minimi vincolati

Possiamo ora riprendere il problema di determinare il massimo e il minimo di una
funzione di piu variabili, che avevamo affrontato nel capitolo 11 relativamente ai
massimi e minimi relativi interni. Li avevamo dimostrato che se x,& un punto di mas-
simo o di minimo relativo interno per la funzione f, e se quest’ultima & derivabile in
X, allora quest’ultimo & necessariamente un punto stazionario: Vf(xy) = 0.

Di conseguenza avevamo osservato che i punti di massimo o di minimo della fun-
zione fin un insieme A possono cadere

1. nei punti interni dove fnon ¢ derivabile,

2. nei punti stazionari,

3. sulla frontiera dA di A.

Per condurre a termine la ricerca dei massimi e dei minimi resta da studiare il com-

portamento della funzione f sulla frontiera di A. Piu in generale, affronteremo il pro-
blema dei massimi e minimi vincolati in R? e in R®.

Esempio 15.16 Proviamo a calcolare il massimo e il minimo della funzione

flx,y) = 2+ 2y2 —4xy+2x
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nel rettangolo
R={(x,y):0=sx=2,0sy=<3}.
Calcoliamo in primo luogo i punti stazionari della funzione f. Si hanno le equazioni
fi=2x—4y+2=0, fi=4y—4x=0.

Dalla seconda relazione si ricava subito x =y, che introdotto nella prima da —2x +
+ 2 =0, e quindi il solo punto stazionario ¢ (1,1), che ¢ interno a R. Si ha

AL, =1

Siccome la funzione f ¢ sempre derivabile, resta solo da studiarla sulla frontiera.

0 B Figura 15.9

Sul lato OA sihax=0,0<y=<3, e f(0, y) =2y La derivata 4y di quest’ultima si
annulla solo per y =0, che & un estremo dell’intervallo.

Analogamente su BC sihax=2,0<y<3,ef(2,y)=2y"—8y+8. La derivata di
questa funzione & 4y — 8, che si annulla per v = 2, interno all’intervallo [0,3]. Risulta

f(2,2)=0.
Veniamo ora ai latiACe OB.SuOBsihay=0,0<x<2,ef(x,0)= ¥+ 2x, lacui
derivata 2x + 2 si annulla per x = — 1, esterno a [0, 2]. Su ACsihay=3,0<x<2,e

f(x, 3) =x*—10x + 18. La sua derivata & 2x — 10, che si annulla per x =5, anch’esso
esterno a [0, 2]. ,
Infine, restano da calcolare i valori di f sui vertici del rettangolo. Si ha

F0.0)=0, £(0,3)=18, f(2,3)=2, f(2,0)=8

Confrontando tutti i valori trovati, possiamo concludere che il massimo della fun-
zione ¢ 18, assunto nel vertice (0, 3) del rettangolo, mentre il minimo & 0, assunto nei
punti (2, 2) e (0, 0). o

Nell’esempio precedente abbiamo approfittato del fatto che I’insieme in cui voleva-
mo trovare il massimo era un rettangolo, e quindi abbiamo potuto calcolare esplicita-
mente la funzione fsui suoi lati. In generale, le cose sono un po’ pit complicate.
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Supponiamo ad esempio che la frontiera del nostro insieme A sia il sostegno di una
curva regolare a tratti, ossia che sia composta di un numero finito di curve regolari. Ri-
servandoci di considerare a parte gli eventuali punti singolari di dA (i vertici del rettan-
golo nell’esempio precedente) possiamo limitarci al sostegno di una curva regolare.

Sia dunque x : [«. b] = R* una curva regolare, e sia G il suo sostegno. Consideria-
mo una funzione f(x, v) definita in un aperto che contiene G, e poniamoci il problema
di determinare i punti di massimo e di minimo relativo della restrizione difa G.

Dato che quando ¢ varia tra a e b il punto x(1) = (x(1), v(1)) descrive il sostegno G, il
nostro problema € equivalente a trovare i punti di massimo e di minimo relativi in [a, b]
della funzione

F(1) = f(x(1), y(1)).

A loro volta, questi si troveranno tra i punti in cui la derivata F’ si annulla. Ricor-
dando quanto abbiamo visto nel capitolo 11, § 4, si dovra avere

(Vf(x(1)), x' (1)) =0 [15.25]

cosicché potremo concludere che

Teorema 15.6 Affinché la restrizione della funzione f(x) al sostegno G della
curva X(1) abbia un massimo o un minimo relativo in un punto x, di G, é necessario
che il gradiente della funzione in quel punto sia ortogonale alla curva.

Figura 15.10

Un punto del vincolo G nel quale il gradiente della funzione f sia ortogonale a G si
chiama punto stazionario vincolato di f. 11 teorema precedente stabilisce che i punti di
massimo e di minimo relativo vincolato sono punti stazionari vincolati.

Esempio 15.17 Consideriamo la funzione f(x, v) = x + y ristretta alla circonfe-
renza di centro nell’origine e raggio 1.
La circonferenza in questione ¢ il sostegno della curva di equazioni

x=cost, v=sent, 0=r<2m
Siha F(r) =f(cost, sent) = cost + sent. e quindi
F'(t) = —sent + cost

“he si annull: ert=£et=5—”
che si annulla p 1 e
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Verifichiamo che questi due punti sono punti stazionari vincolati della funzione f.
Siha VA(x,y) = (1, 1),x'(t) = (—sent, cost), e quindi

(Vf(—sent, cost)) = —sent + cost

che si annulla nei punti z e §_7£ ]
4" 4

Lo stesso risultato vale se f¢ una funzione di tre variabili e G ¢ il sostegno di una
curva in R, o pill in generale se f & una funzione di n variabili e G ¢ il sostegno di una
curvain R".

Vediamo ora cosa succede se G ¢ il sostegno di una superficie ¢, di equazioni
x=x(u,v), y=y(u,v)ez=z(u, v). Anche in questo caso, si trattera di trovare i mas-
simi e i minimi relativi della funzione composta

F(u,v) = flx(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Se la funzione F ha un punto di massimo o di minimo relativo interno, il suo gradien-
te si deve annullare, e cio¢ deve essere

% =fxtft =L e)=0 % =fx iyt =V 9) =0.

Se ricordiamo che i vettori ¢, e ¢, determinano il piano tangente alla superficie,
possiamo concludere anche in questo caso che in un punto di massimo o di minimo re-
lativo interno della restrizione della funzione f al sostegno G di una superficie regola-
re, il gradiente di f¢ perpendicolare alla superficie; in altre parole, i punti di massimo
o di minimo relativo vincolato, interni alla superficie, sono punti stazionari vincolati.

Possiamo ora riassumere la discussione precedente. Con il termine generico di vin-
colo intendiamo il sostegno G di una superficie di R*, o di una curva in R? o in R*. Di-
remo inoltre che la funzione f ha un massimo o un minimo relativo vincolato in un
punto x, di G se la sua restrizione a G ha un massimo o un minimo relativo in x,. Ab-
biamo allora

Teorema 15.7 Sia G un vincolo, e sia f una funzione di classe C' in un aperto
contenente G. Se f ha un punto di massimo o di minimo relativo vincolato in un punto
X interno a G, allora X, é un punto stazionario vincolato, cioé il gradiente di f in X, é
ortogonale a G.

I1 teorema precedente ha una valenza piu teorica che strumentale. Nella pratica in-
fatti la ricerca dei punti di massimo e di minimo vincolati (ad esempio al sostegno G
di una curva) si effettua calcolando la funzione composta

F(1) = f(x(1))

e cercando i massimi e minimi relativi di questa funzione. Lo stesso vale per le superfici.
Quando pero il vincolo ¢ dato non mediante le sue equazioni parametriche, ma in
forma cartesiana, il teorema 15.7 si puo riscrivere in una forma adatta alle applicazioni.
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Per fissare le idee, supponiamo di voler trovare i punti di massimo o di minimo
della funzione di due variabili f(x, v) sulla curva di equazione cartesiana g(x, v) = 0. I
teorema precedente ci dice che il gradiente di f ¢ ortogonale alla curva. Poiché. come
abbiamo visto, anche il vettore Vg € ortogonale alla curva, in un punto (x, v) di massi-
mo o di minimo relativo vincolato Vf sara proporzionale a Vg, e quindi ci sard un nu-
mero reale A tale che

Vi(x, v)+ AVe(x, v) = 0.

Dato poi che (x, v) deve stare sulla curva, si deve avere g(x, y) = 0, cosicché in con-
clusione i punti di massimo o di minimo relativo vincolato dovranno esserc ricercati
tra le soluzioni del sistema

flx, vy + Ag(xov)=0
£l )+ Ag () =0
glx,v) =0, [15.26]

un sistema di tre equazioni nelle tre incognite x, v e A.
Se poniamo H(x, v, 1) = f(x, v) + Ag(x, ¥), e osserviamo che Hy(x, v, 1) = g(x, y), ab-
biamo il seguente

Teorema 15.8 (dei moltiplicatori di Lagrange) Supponiamo che il vincolo G
sia dato come insieme degli zeri di una funzione g(x. v) di classe C', e sia f(x. v) una
funzione di classe C' in un aperto contenente G. I punti di massimo e minimo relativo
vincolati di f interni a G sono soluzioni del sistema [15.26], ossia sono punti stazio-
nari liberi della funzione H(x, v, A) = f(x, v) + Ag(x, v).

Lo stesso risultato vale per i massimi e i minimi relativi di una funzione f(x, v, 2).
quando il vincolo ¢ una superficie di equazione g(x, v, 2) = 0. In questo caso si ha un
sistema di quattro equazioni

flxov. )+ Agx, v, 2)=0
flx v, )+ Agdx, v, 2) =0
Sy )+ Ag(x vy, 2)=0
glx,y.2)=0,
nelle quattro incognite x, y, 2 ¢ A. Se poi si cercano i massimi e i minimi vincolati a
una curva di equazioni cartesiane g(x, v. z) =0 e h(x, y, 2) =0, si ha il sistema di cin-
que equazioni
fle v, o)+ Agdx, v, o)+ ph(x, vy, 2) =0
flxove )+ Ag(x, v 2) + ph(x v 2) =0
S v, )+ Ag(x, v, D)+ ph(x, v, 2) =0
gx, ¥, 2)=0
hix,y,2)=0,

nelle cinque incognite x, v, 2, A e .
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Esempio 15.18 Una scatola a forma di parallelepipedo rettangolo senza coper-
chio ha una superficie di area 12. Trovare le lunghezze degli spigoli in modo che il
suo volume sia massimo.

Siano x e y i lati della base, e 7 I’altezza. Si tratta di massimizzare la funzione

flx.y, ) =xvz

sulla superficie di equazione
xy+2xz+2yz=12

e con le condizionix>0,yv>0e > 0.

Il corrispondente sistema di quattro equazioni in quattro incognite &

v+ Ay +22)=0
x2+Ax+27)=0
xv+2A4x+v)=0
xy+2xz+2vz=12

Sottraendo le prime due equazioni si ottiene (x —yv)(z + A1) =0, e quindiox =y o
A= —z. Quest’ultima alternativa non & possibile; infatti sostituendola nella prima
equazione questa diventa —2z> = 0, e dunque z = 0, in contrasto con la condizione 7 > 0.

Si deve avere allora x = v, e quindi le ultime tre equazioni diventano

xz2+ Ax+242=0

X2+ 4 =0
4o =12
Dalla seconda equazione otteniamo x = —4A (la soluzione x = 0 deve essere scarta-

ta dato che x > 0)), e introducendo questo valore nelle altre due si ha

{41(; +A)=2Az

4Mz =) =-3
che sommate danno 84z =2Az — 3 e quindi Az = —%.
Infine, introducendo questo valore nella prima equazione, otteniamo 44° = 1, e dun-
que A= i%. La soluzione A = % deve essere scartata, perché darebbe x = —2; resta
dunque A= —l, dacuix=y=2ez=1.Queste sono in effetti le lunghezze degli spi-

2
goli che danno come massimo volume 4. i
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Esercizi

15.18. Si trovino i punti stazionari vincolati delle funzioni che seguono, sui vinco-
li indicati a fianco.

L2843y =
Xty arctg(x —v) =ux

5

XT— Iog(.\‘l +y)=yv

[ R S

15.19. Si trovi il massimo e il minimo delle funzioni che seguono, sulla circonfe-
renza unitaria x> + y> =1.

1. x+2v 3.t 5. x*y", (k e n interi positivi)

2. 0x|%+ ] v]* (a>0) 4. #e' + e

15.20. Trovare il massimo e il minimo delle funzioni che seguono, nel quadrato
0=10.1]X[0, 1].

Iox" =y +xy 3. 2y —x -y

2. x4+ v —xy 4. 2x — 3log(l +x+ 3y)

15.21. Trovare il massimo e il minimo delle funzioni che seguono, nel quadrato

[x]+]v|=2.
L (x—=1*(y+2) 3. (y+ et
2.+ oy? 4. x>+ 3xv+y

15.22. Trovare, se esistono, il massimo e il minimo delle funzioni che seguono, sui
vincoli indicati a fianco.

X 5 x—y

. . = x- .=, ) = "> Ly >

] Ty y=x 4 Py xy=1,x>0,y>0
x+1 — . ,

2. \——; x=Vy+1 5.x+v+e™ AP+ yi=1
y+1 - - :
x+1 5 5

3. ——; y=((—1) cy=2t vy=3x%x=
IR y=(x-—1) 6. y—2x7; v x-, x=0

15.23. Trovare (se esiste) il massimo valore del volume di un parallelepipedo ret-
tangolo, di cui sia assegnata la superficie laterale X.

15.24. Trovare (se esiste) il volume massimo di una piramide retta a base quadrata,
della quale sia assegnata la superficie laterale X.
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15.25. Trovare (se esistono) il valore massimo e minimo della somma della super-
ficie laterale e di una base di un cilindro retto, il cui volume sia V.

15.26. Trovare il massimo e il minimo (se esistono) delle funzioni seguenti, nei do-
mini D indicati:

l. xy, D= {(.x, v):0sysx+ 2 L300+ 5_\>3S8}

%

D= {(X9,\‘) :.X?O’.)rg_l}

3. %, D={(y):x=0,y=1,xy<1}
4. xhy? = 3x, D={(x,y):x=0,y=1,xy<1}
5. (1+X+vet Y, D={(ny:|x|=1,|v|<1)
6. (x— 1)+ (y—17% D={(x,y):x=0,0=y<4~2x}
7. 267 =3y + 2x, D={(xy):x*+y <1}
8. —ILCL D={(x,y): x> +y'<4)

Vit +y? - :
9. x* =7, D={(x,y): 2x*+V'<1}
10. x2+y7, D={(x,v): |[x]?+|y]’s1}

15.27. Trovare la minima distanza tra la retta x = —3 e la parabola x*> + 2xy + y> +
+4y=0.

15.28. Determinare i massimi e i minimi relativi dell’ordinata y sulle curve di
equazione:
1.y =2xy+2x* = 2x=0 3.xt+y—y=0

2. xX°+ 2y —xy+y=5

15.8. Risposte agli esercizi

15.1.
l.x=1 4. 3x—-D=2(yv—1) 7. 4x—y=4—r
2.x=y+I1 5.2x=y

3.y= 6. y+4x=4
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15.2.
1. 8
I . —_—
2. Z{2e\/l+4e' +log(Re +VI+4e’)—2V5 —log(2+ V5))
3. log(2 + V3)
/4
4. Iy
5.V2m+4V2 -8
T
6. 5
7. 2log(1+ \V2)
8. V10
9. v’ﬁ+%log(4+ V17)
15.3.
I. log(2+V3)
5 3
i S =
27 +log >
3 3 +VI1+4p
3. L{zm T ab? — 24\ 1+ 4a® + log 22 Lﬂ}
4 20+ V1 +4a-
e[)__e—h__(,«l+e a
4. 3
5. a(2+\V3log(2+V3))
(5" —4%)
6. 27
7. —%+ log(2+VS5)—V2 —log(1+V2)
Ve
5 3 2 3
+(3)-6)
| VS
2 /5 V2
9. 4Iog(\5 +2)+ 3
10. 201 +Vv2)log(5V2 +3V5 =6 -2V 10) + 2(VI0 — VS +1)
15.4.
. n 4.V2(e" 1)
(5% — 4% s | T
2. Y 5. 71\/l+47r+710g(27r+\/l+47r)
205 8l

5 —?log.?
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15.5.
I 72 32
l.ﬁ(l7 -1 4.m+6log2 7.T
3 3

(1+4m)’ (1+4m) —1
2 7 7
2.2 5. 3 8. >

3 3
7 52422 T
3.3 6. 9. 7

15.6. Se 2L ¢ il lato del poligono regolare di n lati. si ha

T /g
L xtg— 1+ sen—
= 1-cosZcosh—=2 | e x :Lcotgﬁlog "
\ T “no L o n
sen— cos—
n n
15.7.
e\' + eﬁ\' 6,.\ _ e*.\‘
1.D 3 = >
()\ _ €~\‘ er +e X
2.D > = 3
3 (e\_*_(,-.\)l_(e;v_e \)Z:(€2\+€'2\+2)2_((,2K+() 3\_2)2:1
o 4 4 4 4
(e.\+€*\')3 ((’\—(’ \‘)2 B (("2‘ +€~'?_\ +2)1 (e’:"‘l'(’ 2\__2)2 B el\ +e—2\
S 4 * 3 =7
s (e.\ _ e*.\‘)(e.\‘+€- \) _ (’-‘ e RAY
o 2 2
15.8.
-y, —x. 1 x.—y, —22)
1. V:(,—’:——{_ 2. U:—(/—;
VI+a? +37 Vol + 37+ 42
15.9.
3
T 5 Sl o4 AT
l.—]—2-(6 8) 2. 16\V2nm 3. 12+Iog2 4. 2b(l+3\/§)
15.10.
301 9-3V3+V2 3V3
|.\F+—|oo(\/§+\/§) 4, ——— +V2lo
2 T ylog 2 88 V3 +2vZ-2v6
42 3 @ -
n TVE LNV /2 /
2.3 5. 2v5+4log(\3+vz)
3
3, m-D

6
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15.11.
3
I aVZ2VZ - 1) 3, m@+§(52—1)

Pyt 2 - v2)+£—% 4. 4n

m,a

T s

2. 2

(5

15.12.
1. 2r(\3 log (2 +V3) — 2) 4 L(i+_31_>

3203 T 760
1 .
2 2 1-——1o (2+v3>
( 3 e )

3.2m(\V2 +log(1+V2))

W

L2n(m+2)

641’

15.13. 3

15.14. 87:(12(71—%)
15.15.2n(m— 2).
15.16. 47r (a arccos — % +Vr - a? )

15.17.

3.(xv2— Iog2 log2).

15.19.

\/gm——\/_
2 M=2 "f, —lsea<2.M=1.m=2"

a
lseqa=2

| Cap. 15
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a S\ 2
eNm=e N
R
e\

3

9l

1o

.M
4. M Tm= 2eﬁ v

5 M= k é n _
U T k+an k+n) "

ke n & dispari, m = 0 se k e n sono ambedue pari.

il
)

[ETE}

- k 12\ " ’2' se almeno uno dei due numeri
k+n k+n/

15.20.

5 1
l.M—Z.m——l 3.M—1~.m——l
2. M=1.m=0 4. M=0,m= —3log4
15.21.
1. M=18, m=0

2. M=max(da.4). m=0sex=0:M=4, m=4ase x<()

41 57
4. M= AT
15.22.
1 1
1. M=3.m= )
V5 . . =
M = ————— il minimo non esiste (inf = ().
10 —4V5
sy NS AS
h 10—4\5 " 10 +4\/5
4. M=—I: m= ——]:
2\2 2\ 2

5.M=Vve+\V2:m=Ve —\2

6. M =1, il minimo non esiste (inf = —o0)

15.23. Non esiste (I'estremo superiore € +oo).

3

15.24. M =322

3

ENEN)

,l,
5

1 R

15.25. sup = +oo,m = 33
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15.26.

l. M=l:m=—-7—:
V25

~
2. M= \/g il minimo non esiste (inf = 0)

3. M=1;m=0

oo 23
4. M=0,m= 4\/4
5. M=etm=0
6. M=10;m=0
7 M=4;m=—3-—%~
— —-2V2
8. M=N3:m=l—2_\-:—
V5
9. M=-;—;m=—]
. _
i V33 -1 2 )
10 M=a (1 +4a), |a= = cm=—1
‘ ’( 16 \33+l
15.27.2
15.28.

. M=1+V2.m=1-V2
5

2.M—1.m~—z

3IM=1,m=0



Capitolo 16

Forme differenziali

16.1. Il lavoro di una forza

Sappiamo dalla fisica che se un corpo si muove da un punto x; a un punto X. sotto
I"azione di una forza costante F, questa compie un lavoro pari al prodotto scalare
della forza per lo spostamento:

/\:(F. x:—X|).

Supponiamo ora che la forza non sia costante, ma cambi a seconda del punto x al
quale ¢ applicata, in altre parole di avere a che fare con un campo di forze F(x) (vedi
cap. 4 § 3). e che il corpo si muova lungo una curva data. Qual’¢ in questo caso il la-
voro compiuto dal campo F?

Per rispondere a questa domanda. sia x = y(1). ¢ <t < b, I'equazione parametrica
della curva; dividiamo Iintervallo [a, b] in N parti uguali mediante i punti 1, = «a, 15,
s Ina Iy, 1 = b, e congiungiamo 1 punti corrispondenti sulla curva x; = y(1)). X = y(1).
<oes Xy 41 = Yty + 1) in modo da formare una spezzata. Come abbiamo visto nel capitolo
precedente, quando il numero di punti cresce questa spezzata approssima sempre me-
glio la curva y.

Se la forza F fosse costante in ogni segmento [X,, X, . ) della spezzata, il lavoro

compiuto nello spostamento da x; a x; .| sarebbe (F(x,), x;,. | — x,), e il lavoro totale
N
A= (F(X). X, — X,). [16.1]

izl

In realta, F non & costante; se pero F(x) varia con continuita, e se i segmenti [X;, X, , )
sono tutti abbastanza piccoli. la forza F variera poco. e la [16.1] dara una buona ap-
prossimazione del lavoro effettivamente compiuto, tanto migliore quanto piu grande
¢ il numero N degli intervalli. Potremo dunque pensare che il lavoro L compiuto dal
campo di forze sia il limite della [16.1] quando N — oo.
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Per vedere cosa succede, scriviamo la [16.1] per mezzo della rappresentazione pa-

rametrica della curva. Si ha

(FumxH4—XJ=(Wym»,ﬂn+1r—ﬂu»=<meoxfy%nm>=
= [(Fyup). v e = [ By, v (e +

+ [ (Fepe) = ey, y (e

e quindi sommando

N [

A= [E, 7 i+ f(F(y(r))—My(z)) ¥ (D)t =

=1 =1,

—f(F(y(r» ¥ (1)dt +2 f(F(y T T [16.2]
i=1q,

Il campo vettoriale F ¢ stato supposto continuo; siccome anche ¥(¢) € una funzione
continua, la funzione composta F(y(f)) € continua. Dato poi che essa & definita nel-
I’intervallo chiuso [a, b], per il teorema 7.10 F(y(z)) risulta uniformemente continua.
Di conseguenza, per ogni £€>> 0 esiste un §> 0 tale che se |t — s|< Sallora || F(y(1)) —
-F(ys) || <e

Prendendo il numero N abbastanza grande, potremo fare in modo che tutti gli inter-
valli ¢, t;, ,] abbiano ampiezza minore di 8. Si ha allora

I|F(y(1)) — F(pn) || <e

per ogni t compreso trat; e t;, |, cosicché

Jo® @) = Foron. v @nar |< [I[FGn = Fan Il y o llar<e [l v o) |

e quindi in conclusione

N I,
E f 7' ) |d = eL(y)

Nl
> [ = . v apdr | <

i=1r1

dove L(p) ¢ la lunghezza della curva y(vedi cap. 15).
Di qui si vede che quando il numero dei lati della spezzata tende all’infinito e la
lunghezza dei lati tende a zero, la quantita A tende all’integrale

b
¢ =[ ey, v (0. [16.3]

Questo integrale da il lavoro richiesto.
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Osservazione 16.1 E consuetudine scrivere I"integrale [16.3] nella forma piu
semplice e pill suggestiva:

v = [(F(x).dx) = [Fdx+ Fady + Fud, [16.4]
s 7

La ragione di questa notazione ¢ la seguente. Supponiamo che il corpo si muova da
un punto X = (x, v, 2) a un punto infinitamente vicino X + dx = (x + dx, y + dv, 2 + dz).
Siccome in questo spostamento infinitesimo la forza puo essere considerata costante,
il lavoro relativo ¢ dato dal prodotto scalare di quest’ultima per lo spostamento, e
quindi da (F(x), dx).

Se poi i punti x e x + dx stanno sulla curva y, cio¢ se X = y(t) e X + dx = y(1 + dt), si
ha dx = y'(1)dt. e quindi il lavoro elementare €

(F(y(1). y' (0)dt.

Sommando tutti questi lavori infinitesimi. ossia integrando traa e b, si ottiene il la-
voro totale [ 16.3]. 0

Esercizi

16.1. Dimostrare che se un corpo percorre una curva ¥ sotto I’azione di una forza
costante I, risulta ¥ = (F, x, — x,), dove x, = ¥(«) e X, = y(b) sono rispettivamente il
primo estremo e il secondo estremo della curva 7.

16.2. Calcolare il lavoro del campo di forze F(x, v, 2) = (—y, x. 0) lungo la circon-
ferenza di equazioni x =cost.y=sent,z=1,0<s1<2m.

16.2. Forme differenziali

Quanto abbiamo visto nella precedente sezione puo essere generalizzato a un qual-
siasi campo vettoriale in R". Cominciamo con una definizione, che generalizza e pre-
cisa quella di lavoro di una forza:

Definizione 16.1 Sia A un aperto di R", e siano a,(x), a>(x), ..., a,(x) delle fun-
Zioni continue in A. Chiamiamo forma differenziale I'espressione

w= ia,(x)a’x,.

i-1
Le funzioni a,, a>. ..., a, si chiamano componenti della forma w. Infine, se y: [a, b] 5 A
€ una curva regolare, definiamo

by

Jo=[3 @y, viwyar. [16.5]
14

ai=l
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Osservazione 16.2 L’integrale di una forma differenziale si puo definire anche
se la curva ye regolare a tratti. Bastera usare la [16.5] in ogni intervallo in cui y¢& rego-
lare, e poi sommare i termini ottenuti. a

Esempio 16.1 Il differenziale di una funzione

df(x) _2 a

i=1
¢ una forma differenziale.
Calcoliamo l’imegrale di df su una curva 7. Si ha dalla definizione

b on

fdf fE . (Y(f))y,(t)dt

ai=1
Per eseguire il calcolo consideriamo la funzione composta G(r) = f(¥(1)), e calcolia-
mone la derivata. Risulta:

G'(= %(y(r))y,-’(r)
j=1
e quindi
b
f df= f G'(ndi = G(b) — Gla) = fiyh)) — f(1(@)). [16.6]

La formuld precedente vale anche se ye¢ regolare a tratti. Infatti sommando i vari
integrali, i termini intermedi si elidono, e resta solo f(y(b)) — f(y(a)).

Osservazione 16.3 In due variabili, invece di a, e a, si scrive di solito M(x, y) e
N(x, v), e di conseguenza

w=M(x, y)dx + N(x, y)dy.

Analogamente, le componenti di una forma @ in R* si indicano usualmente con
X(x,y,2), Y(x,y,2) e Z(x, y, 2), per cui la forma differenziale relativa diventa

0= X(x,y,z2)dx+ Y(x, v, 2)dv + Z(x, vy, 2)dz. -

Esempio 16.2 Calcoliamo I'integrale

f xydx — xdy
Y
dove ye la circonferenza unitaria di centro I’origine.
Le equazioni parametriche di ysono x =cost, y =sent, (0 <t =<2n), e dunque

2
fxydx —xdy = f(cos tsent(—sent) — costrcost)dt =
y 0
2n

= —j(senzrcost+cos2t)dt= -r o
0
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Osservazione 16.4 Se indichiamo con V(x) il campo vettoriale di componenti
ay(X), d>(X), ..., a,(X), ¢ poniamo dx = (dx,, dx-. ..., dx,), potremo scrivere la forma @
in maniera pit concisa:

o= (V(x), dx).

In particolare, si ha

b

[o=[ V). o' tpr. [16.7]
[0} a
Se ora ricordiamo che il versore tangente T alla curva ¢ ¢ dato da
(1) = 7(;),(1)
o' @l

potremo scrivere

b
Jo= [ wolle'mlldr = [(V. vrds. [16.8]
¢ a % -

o
Abbiamo visto nel capitolo precedente che I'integrale curvilineo di una funzione f
lungo due curve equivalenti ¢ lo stesso. Per quanto riguarda le forme differenziali, si
ha
Teorema 16.1 Se ¢ e ysono due curve equivalenti, risulta
[o=[o
® 7
se ye ¢ hanno lo stesso verso, e
[0 -0
® Y
se hanno verso opposto.

Dimostrazione Siano ¢ : [a.b] > R"e y:[c.d] > R". esiap: [a, b] = [c, d] tale
che @(t) = y(p(1)). Perla [16.7] si ha:

b b
o=V ¢ = [(Veripam. v (pap' (.
[ a a

Facciamo nell’ultimo integrale il cambiamento di variabile p(r) = u. Se le curve
hanno lo stesso verso, cioe se p’ >0, si ha p(a) = ¢ e p(b) = d, e quindi

b d
[oVerpam, v (pionp e = [ (Vira), v (w)du = [
a ¢ Y
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Se invece le curve hanno verso opposto si ha p’ <0 e dunque gli estremi si scam-
biano, e risulta

b I
J.(V()/(p(t)))’ J/'(P(t)))p’(t)dr:f(V(}’(u)), Y (u))du = —fco. 0
a d Y

Esercizi

16.3. Calcolare gli integrali delle seguenti forme differenziali lungo la semicircon-
ferenza di equazioni x =cosf,v=sent,0<t<mm

1. vx’dx + xdy 3. yle'dx — xydy
2. arcsen ydx + ydy 4. xV1—ydx+ xdy

16.4. Calcolare gli integrali lungo il segmento che ha come primo estremo (1, 0) e
come secondo estremo (2, 2) delle seguenti forme differenziali:

1. ydx — x\Vydy 3. xlogvdx — yarctg xdy
2. vdx+ e dy 4. xsenydx + ysenxdy

16.5. Calcolare I’integrale della forma y\Vxdx — xe'dy lungo i seguenti cammini
orientati:

1. Il segmento di estremi (0, 0) e (1, 1).

2. L’arco di parabola y = Vx che vada (0,0)a(l, 1).
3. La spezzata di vertici (0, 0), (0, 1) e (1,1).

4. La spezzata di vertici (0, 0), (1, 0) e (1, I).

16.6. Integrare la forma xydx + yzdy — zdz lungo la poligonale di vertici (0, 0, 0).
(1,0,0), (1, 1,0), (1, 1, ).

16.7. Integrare la forma differenziale
zdx | xdy
I+x 1+y
lungo il segmento di estremi (0, 0,0)e (1, 1, 1).

—xdz

16.3. Forme esatte

La relazione

[dr= fony) = fonay)
Y
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che abbiamo visto nella sezione precedente, ricorda il teorema fondamentale del cal-
colo integrale:

b
ff' (W)dy = fib) — fla).

In effetti, ricordando che per le funzioni di una variabile si ha df = f' (x)dx, il teore-
ma fondamentale si puo scrivere nella forma
b
[dr=ro) = far:
a
a parole: 1'integrale del differenziale di una funzione su un intervallo ¢ uguale alla
differenza dei valori della funzione stessa agli estremi. Similmente, I'integrale su una
curva ydel differenziale di una funzione & uguale alla differenza tra il valore della
funzione nel secondo estremo della curva e quello nel primo estremo.
In particolare, esso non dipende dalla curva ¥, ma solo dagli estremi: se due curve
7, ¢ 7> hanno ordinatamente gli stessi estremi (cioe se il primo estremo di ¥ coincide
col primo estremo di 7. e il secondo col secondo). I'integrale di df su ¥, € uguale a
quello su 7. Se poi y¢ chiusa, I'integrale di df su y vale zero.

n
Definizione 16.2  Una forma differenziale o= Ea,-d.\‘,-, definita in un aperto A CR",
n-1

si dice esatta se ¢ il differenziale di qualche funzione; in altre parole, se esiste una
funzione f: A = Rdi classe C' tale che w= df, o piti esplicitamente se

Cdfx)
alx) = ox, (k=1,2,...n). [16.9]
Se w ¢ esatta, il campo vettoriale V(x) = (a,(x). a>(X). .... 4,(x)) si dice conservati-

vo. la funzione f(x) si chiama primitiva della forma . o anche funzione potenziale del
campo V.

Come abbiamo detto, se @ ¢ una forma esatta, il suo integrale fa)e lo stesso per tutte
le curve yche hanno gli stessi estremi. 7

Piu precisamente, dati due punti x; e x> di R", consideriamo la classe T'(x,. x,) di
tutte le curve regolari a tratti. con sostegno in A, e che hanno come primo estremo x, €
come secondo estremo X,. Se @ ¢ esatta in A, presi comunque due punti X; e x>diA e
due curve ¥, € 3 di I'(x), X»), risulta

[0 [
7 Y:
Questa relazione caratterizza le forme esatte. Si ha infatti
n

Teorema 16.2 Sia w= E a;dx; una forma differenziale continua' in un aperto
i1

" Questo significa che tutte le componenti ¢, sono funzioni continue in A.
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connesso A. Se comunque si prendano due punti X, e X, di A e due curve ¥, e ¥ di
I'(x,, X»), si ha

fo-Jo
Y 7
allora w e esatta.

Dimostrazione Fissiamo un punto X, in A, e definiamo la funzione
fx)= f w
Y

dove y& una qualsiasi curva della classe I'(x,, x). La funzione f'¢ ben definita; infatti
per ipotesi il valore dell’integrale ¢ lo stesso qualsiasi sia la curva ysulla quale si inte-
gra, e quindi, essendo fissato il primo estremo X, esso dipende solo da x.

Faremo vedere che f(x) & una primitiva della forma w, ossiacheperk=1,2, ... n
si ha

ai(x) =%(X)-

Indichiamo con e, = (0,0, ..., 0, 1,0, ..., 0) la direzione dell’asse delle x, e sia x un
punto di A. Poiché A & aperto, esistera un intorno /(x, r) tutto contenuto in A. Se | h| < r,
il segmento di estremi X e X + he; & tutto contenuto in A.

Figura 16.1

Si ha per definizione f(x + he;) = fw, dove o ¢ una qualsiasi curva regolare a tratti

[e2
che congiunge X, con X + he,. Se prendiamo

_ y(1) ast<sb
o) {x-l-(r—b)hek b<t<b+]1
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e osserviamo che perh <r<bh +1 siha

h sei=k

/:I Y =
0i = hoy {0 sei#k

avremo
bl
(X + hey) :fw:f“H'f"k(x + (t — byhey)hd!
o 7 b
e quindi
bl

=J.uA(x + (t — b)hey)dr.
b

fx+ hey) — f(x)
h

Possiamo ora applicare il lemma 9.1 della media integrale. Esistera allora un nu-
mero & compreso trab e b + 1, tale che

S(x + hey) — f(x)

Y = a(x + (&= b)he).

Quando /i — 0, il punto x + (& — b)he, tende a x, e dunque per la continuita di ¢, ri-
sulta

, x4 .
dfix) —lim J(x + hey) — f(x)
ox, 0 h

= d(X).

Abbiamo cosi dimostrato la relazione [16.9], e quindi la forma w ¢ esatta. =
I teorema precedente si puo enunciare in maniera leggermente diversa.

Teorema 16.3  Siu w una forma differenziale continua in un aperto connesso A.
Condizione necessaria e sufficiente affinché @ sia esatta é che per ogni curva chiusa
Y. regolare a tratti e con sostegno in A risulti

fwzo. [16.10]
Y

Dimostrazione  Abbiamo gid osservato che se w ¢ esatta il suo integrale lungo
una qualunque curva chiusa & zero. Dimostriamo allora il viceversa.
Supponiamo dunque che per ogni curva ychiusa. risulti

fwzo
Y

e siano x, e x> due puntidiA.e 3, : [a. b] > Ae y» : [c. d] > A due curve della classe
T'(x,. x»), cioe tali che

nla)=x,. %nb)=x;
) =X, pld)=x;
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Introduciamo ora una curva % : [b, b+ 1] — A, equivalente a ;, ma con verso op-
posto, definendo
Y1) = P(d + (1t = b)(c — d)).
Lacurva y: [a. b+ 1] — A, definita da

[ = Yty seast<bh
"= B seb=st<bh+1

¢ chiusa e regolare a tratti. e quindi risulta per ipotesi fw: 0.

D altra parte 7
Osz=fw+fw=fw—fw
Y 1 7 i 7.

dato che y; e 7, hanno verso opposto. In conclusione gli integrali di @ sulle due curve
7, € > sono uguali. cosicché w verifica le ipotesi del teorema precedente, e dunque ¢
esatta.

Osservazione 16.5 Il teorema precedente resta valido se si suppone che la [16.10]
valga solo per le curve y semplici. o addirittura per le poligonali.

Omettiamo la dimostrazione. piuttosto laboriosa.

[ teoremi precedenti sono molto precisi, in quanto danno delle condizioni necessa-
rie e sufficienti, ma sono piuttosto difficili da applicare. In effetti. per dimostrare che
una forma € csatta bisognerebbe verificare che il suo integrale su una qualsiasi curva
chiusa ¢ nullo, e quindi bisognerebbe fare infinite verifiche. Sorge dunque il proble-
ma di dare delle condizioni pit agevoli.

Teorema 16.4 Condizione necessaria affinché una forma differenziale

W :2 ai(x)dy;
(o1

i
di classe C'in A sia esatta é che risulti
da;(x) _ day(x)

axy ax;

[16.11]
per tutti gli x EA e per tutti gliindiciie kda l an.

Dimostrazione  Se w=df'si haa; = f, . ¢ quindi per il teorema di Schwarz 11.4 si ha

du; d df J d duy

_ -

a-rk_()T'kTri_a_)"iTrk_axi. -

Una forma wche verifica la relazione [16.11] si dice chiusa. Cosi il teorema prece-
dente si puo enunciare brevemente dicendo che ogni forma esatta € chiusa.
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I viceversa non & vero in generale. Ad esempio la forma differenziale

vdx xdy
X2+ _vz X2+ _\'2

¢ chiusa, come si pud verificare facilmente. ma non esatta. Infatti se la integriamo
sulla circonferenza ydi equazioni x = cost, ¥ = sent, otteniamo

2
fw= f(senzt +cos’ndt =2nm
Y 0
mentre se w fosse esatta, questo integrale dovrebbe valere zero.
La ragione di questo risultato sta nel fatto che la forma win questione non & defini-
ta in tutto il piano, ma in R* — {0}, e la circonferenza ycirconda I’ origine.
Per trovare una condizione sufficiente, cominciamo da una definizione.

Definizione 16.3  Un insieme A si dice stellato (rispetto a un suo punto x,) se per

ogni XE A il segmento di estremi X, ¢ X é tutto contenuto in A.
La figura mostra un insieme stellato.

Xo

Figura 16.2
Negli insiemi stellati la condizione [16.11] & sufficiente. Si ha infatti

Teorema 16.5 Se A ¢ un aperto stellato di R", ogni forma chiusa definita in A é
esatta.

Dimostrazione Supponiamo per fissare le idee che A sia stellato rispetto all’ori-
gine. In questo caso, se X €E A, il segmento di equazione Y1) =1x, 0 <t =<1 che unisce
x all’origine & tutto contenuto in A. Definiamo

f(x) =fw=f ﬁ: a(tx)x;dr.
Y

0i=1
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Faremo vedere che f(x) ¢ una primitiva della forma w, che dunque risulta esatta.
Ricordando il teorema 13.5 di derivazione sotto il segno di integrale, avremo

. -
i :f 2 %(a,-(tx).\‘, )dr.

0i=1 7"k

La derivata ha una forma diversa a seconda che siai =k o i # k. Risulta

9 a;:i(tx)t.\‘, sei#+k
g @) =4 ¢

o —a—‘(rx)txk+ak(tx) sei=k
ox;

Quando si fa la somma per i da I a n si ottiene allora

&S d 5 o, !
E a—\,k(a,(rx)x,) —‘g a—\_k(tx)r.\,- + a,(1x).

i=1
Se ora si tiene conto del fatto che w & chiusa, cioé che sono verificate le [16.11], si
ottiene

. | n
of zf( I—g%(rx)txi + ak(tx)>dt.

o 0 \i-
Poniamo ora
g(t) = ta,(tx);

risulta

g'(1) = ay(1x) +Et%(1x)x,

i=1

e dunque in conclusione

(9x k

cosicché df = w.

F |
———(X) = fg'(r)dt =g(1) —g(0) = a(x)
0

In fisica, un campo vettoriale V le cui componenti verificano le relazioni [16.11] si
dice irrotazionale. Ricordando che se w ¢ esatta il corrispondente campo vettoriale si
dice conservativo, avremo che

ogni campo conservativo é irrotazionale, e viceversa ogni campo irrotazionale in un
aperto stellato é conservativo. 0
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Esercizi

16.8. Dire se le forme seguenti sono esatte nel loro insieme di definizione, e in caso
affermativo trovare una primitiva:

2. (Vy = 2xv)dy + - .x'3>d)'
PAY

3. (vcosx —xysenx —seny)dy + (xcosx —xcosy + Ddy

2xy” 2y
— = 5—5 A - + - 5 0
TR dx T dy

5. xdv — vdx
6. xdv + vdx

7. l(:osi(dx - idy)
¥ B ¥

g vdx —2 xdy
.y

16.9. Dimostrare che se A € un insieme connesso € @ € una forma esatta in A, due
primitive di w differiscono per una costante.

16.4. La formula di Gauss-Green

Nel § | abbiamo definito I'integrale di una forma w su una curva yin R". Ci in-
teresseremo ora del caso particolare in cui il sostegno di ye la frontiera di un insieme
ECR’.

Piti precisamente, sia y: [«. b] = R* una curva semplice e chiusa, il cui sostegno &
frontiera di un insieme E. Diremo che y ¢ orientata positivamente se percorrendola
nel senso delle r crescenti il dominio E resta sempre alla sinistra (vedi figura).’

Siccome le curve ye @(t) = y(a + b — t) hanno versi opposti (vedi cap. 15§ 1), se y
¢ orientata positivamente, ¢ sara orientata negativamente; per sottolineare questo
fatto scriveremo 0" E al posto di ye d E invece di ¢.

- Questa definizione ¢ un po” imprecisa, dato che non € chiaro cosa vuol dire che £ sta a sinistra. Si pud
far meglio definendo dapprima la normale esterna a JE. come il versore normale, orientato come nella fi-
cura dall'interno verso I'esterno di £. Ci0 fatto. si dira che y ¢ orientata positivamente se 1'angolo tra la

. T
normale esterna e il versore tangente ¢ 5
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Figura 16.3

Si ha il seguente

Teorema 16.6  Se w= M(x, y)dx + N(x, y)dy é una forma differenziale di classe C',
si ha

fw f(aN aM)drd\ [16.12]

La [16.12] prende il nome di formula di Gauss-Green. Noi dimostreremo separata-
mente le due formule

fM(x y)a’r—-f—dxdv [16.13]
J'E
fN(r V)dy = fa—dxdy [16.14]
JdE

sommando le quali segue immediatamente la [16.12].

Dimostrazione Per semplificare i calcoli faremo I’ipotesi che il dominio E sia
normale rispetto all’asse delle y:
E={(x,y)ER :asx<b, a(x)<y<P(x)}.

In questo caso, osservando che dx = 0 sui segmenti verticali di JE, si ha (vedi figura):
b b
[ MCe yydx = [ M(x, eepdx = [ Mx, Booydx
J'E a a

D’altra parte
a(\)aM(x \) ‘ T.\‘D aM(X, y)

M, a0) = M(x, By =[ F5a 5o dy
Bix) - a(x) b
e dunque
b B(ri
fM(x v)dx = fdxf ——dv—— f%w xdy
JE a alx) ' E

che dimostra la [16.13].
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Bix)

alx)

o |—— — —
obF----

Figura 16.4

La dimostrazione della [16.14] & piu complicata. Si ha in questo caso

Bb) Bla)
fN(\ v)dy —fN(\ a(x))o’ (x)dx +f N(b, v)dy —fN(\ B(x) B’ (x)dx —f N(a, v)dy.
JE athy ala)

[16.15]
Poniamo ora

v

F(x,¥) fN(r 1dt.

ay)

Siha

IF(x, )
o

= N(x, y),
e quindi
ey =4 _JF
N(x, a(x))a'(x) = i F(x, aux)) PN (x, o(x)),

da cui segue

b b
[N, atenor odx = Fib, atby) = Fla, ta)) — | %(,\», a(x))dx.
Analogamente

/2
X BB (x) = F(\ B(x)) — &—‘_(.\'. B(x))

da cui

b

fN(x BL)B () = Fib, Bb)) ~ Fla, ,B(u))—f& (x, Bx))dx.
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D altra parte

by Beby

(1
f N([’n")d)‘:f ¢ (&: \)d\ = F(b, B(h)) — F(b, a(h))
uth) ah) .
B /511:)71:
f N(a._\‘)zl_\'=J. (—gi—\—)l = F(a, Ba)) — Fla. ala)).
ata) olay N

Quando si introducono tutte queste relazioni nella [ 16.15], molti termini si sempli-
ficano, lasciando

b . .
IF OF
an V)dy = f(‘a—‘( BLo) = - (. a(x)))d

JFE a

Valutiamo ora I'ultimo integrale. Si ha

v (B G R

oY) vy

OF OF ““’a 2R y) R on
(x, a(x))

e quindi in conclusione:

b Py
J.N(.\'. yv)dy = ~[(/\

JE a ol

N oN
E t[_\ = ;[7 d,\’d.\ .

La[16.14] ¢ cosi dimostrata.

Della formula di Gauss-Green possiamo dare una formulazione differente. piu
adatta alle applicazioni alla fisica.

Ricordiamo che se y: [a, b] — R” & una curva piana regolare. di componenti (x(1).
¥(1)), il versore tangente a y¢ dato da

B ‘}/’ _( \Ar .“/ )
[P VAR ER SRR VNI

(vedi cap. 15 §1). Se poniamo allora

V! __'\.r
v:(r:,—r.):( — —— ) [16.16]
VAT VT 4y

risulta (1, v) = 0, e dunque v & un versore normale al sostegno di y. Si vede facilmente
che se y= d"E (cioé se ye orientata positivamente), il versore normale definito dalla
[16.6] & diretto verso I'esterno di E.

Ci0 posto, si ha

fMdrjM y(r))y.(t)dt—fM(y(t))W‘—Hy,(r)!ldz er,ds ~ [Mvuas
JE oF
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dove nell’ultimo integrale abbiamo scritto semplicemente JE perché 1'integrale cur-
vilineo non dipende dall’orientazione.” Analogamente

J.Nd_\' = va,(I.\'.

JE JE

Le[16.13]e[16.14] diventano allora

f%\—duﬁ - vaad\ [16.17]
1A Il
f%d.w[}' = [ Nvids. [16.18]
E a Jl.

Se ora V(x) € un campo vettoriale in R, p()niumo
Vi N Vs . 8\/,,
ERPTS &\,,
In particolare. nel caso di un campo vettoriale V= (V,, V,) in R?si ha

N, v
dx  dv’

divV =

[16.19]

divV=

Ci0 posto, se scriviamo N = V| nella [16.18], M =V, nella [16.17], e sommiamo,
otteniamo

f div Vdxdy = [ (Viv, + Vavads = [ (V. vids. [16.20]
JE JE

La formula [16.20] prende il nome di teorema della divergenza. L' integrale a secon-
do membro si chiama flusso del vettore V attraverso dE. Si pud dunque affermare che

l'integrale su E della divergenza di un campo vettoriale V é uguale al flusso di 'V at-
traverso JE.

Il teorema della divergenza vale anche in tre o pit dimensioni. In particolare. in tre
dimensioni, esso segue dalle formule

f—d\d\d” = J..}"VI(IO'

2z

o o
;[(9\ dxdyd: J.fvde

3

[ gf;d.\-dyd: = [fvido
E

~ JE

* Naturalmente ¢d non significa che si & perduta la dipendenza dall’orientazione, ma semplicemente
che quest’ultima ¢ stata inglobata nel segno del versore tangente 7. ¢ di conseguenza in quello di v.
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dove v,, v, e v; sono le componenti del versore normale esterno a dE. Se si scrive la
prima delle relazioni precedenti con f= V|, la seconda con f=V,, laterzaconf=V;, e
si somma membro a membro, si ottiene 1"analogo tridimensionale della [16.20]:

[ div Vdxdydz= [ (V. vdo. (16.21]
I JE

Noi dimostreremo le tre relazioni precedenti solo nel caso in cui I'insieme E sia
normale rispetto a tutti e tre gli assi, come avviene ad esempio se £ ¢ un cubo o una
sfera. Ad esempio, se E & normale rispetto all’asse delle z, si ha

E={(x,y,0)E R*: (x, VEH, alx, v)<z=<f(x,¥)}.

In questo caso risulta
. Bl vy e
f %dxd,w/: = fd.xd)' J. 'gf‘: dz= f [f(x, v, Blx, ) — flx, v, odx, v)]dxdy.
E T H ay) H
Valutiamo ora il primo integrale a secondo membro. Ricordando I’espressione [ 15.18]
del versore normale, avremo

[ &_‘___{32 VIH[[VBIP dxdy = [ fx, v, 9 pvido
i VI+|| VB 5

dove Sg ¢ la superficie di equazione z = B(x, v).
Il secondo integrale & del tutto simile a questo. con la differenza che il versore nor-
male esterno stavolta punta verso il basso, e quindi su S, si avra

—1
Vi+]|Ve|?

Risulta allora

ff(x. v, Blx, y))dxdy =
H

S, v, odx, v))

Sy, oy, y)dxdy = | —————==\ 1 +|| V| dxdy = — | f(x, y, 2)vido.
iff i VI+||Vaol]? !

RN

D’altra parte sulla superficie laterale di JF si ha v; =0, e dunque in conclusione

f%dxd_\'d: = J‘f(x. v, Z)vido + ff(.\'. y.oO)wdo= ff(.\', ¥, )Vido.

E 7Y Sy S, JE

che ¢ la terza delle equazioni che volevamo dimostrare. In maniera analoga la prima
equazione si dimostra sfruttando il fatto che £ ¢ normale rispetto all’asse delle x, e la

seconda tenendo conto che E ¢ normale rispetto all’asse y.

16.5.* Applicazioni della formula di Gauss-Green

Una prima applicazione della formula appena dimostrata riguarda il calcolo dell’a-
rea di una figura piana.
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Infatti, se nella [16.12] si prende M = 0 e N = x si ottiene

f xdv = f dxdy = m(E). [16.22]
Analogamente, prendendo M =y e N = () avremo

[ ydx = =[dxdy = -m(E), (16.23]
JE E
Infine, prendendo M = ~';; eN= ~;~ Sitrova
1
m(E) =5 [xdy = ydx. [16.24]
2()’[‘.‘

Queste tre formule possono servire per il calcolo della misura di E. Esse sono par-
ticolarmente adatte quando 1'insieme E di cui si vuole calcolare 1’area ¢ dato come
I"insieme racchiuso da una curva.

Esempio 16.3 Calcoliamo ad esempio I’ area racchiusa dalla cicloide, di equazio-
ni parametriche

X=t—sent
{r (O0=r=2nm)
yv=1-—cost

e dall’asse delle x.
In questo caso conviene usare la [16.22]. Avremo allora
2 2r 2
m(E) = fxd_v = —f(t —sent)sentdt =fsen31dt —flsen tdt=n+2n=3nm 0
JE 0 0 0

Esempio 16.4 Quando la curva ¢ data in coordinate polari: p= p(¢), & conve-
niente usare la [16.24]. Si ha infatti

x=p(@)cos @
v=pl@)sen @

da cui

dx=(p'cos@p— psen@)dy
dy=(p'sen@+ pcosp)do

Con qualche calcolo si ottiene allora

xdv—vdx=[pcos@(p’ sen @+ pcos @)+ psen @(p’' cos ¢ — psen @)ldo =
= p’(sen’ @ + cos’ P)do = p*de.

Nel caso della cardioide, che come abbiamo visto ha equazione p=1+cos ¢, (0=
< @ =<2m). |I'area della regione racchiusa sara
2r

) 3
%f(l+2cos<p+cos-(p)d<p=3ﬂ. o
<0
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Come seconda applicazione della formula di Gauss-Green, riprendiamo il proble-
ma delle forme esatte in R*. Abbiamo visto nel § 16.3 che una condizione necessaria
affinché la forma

w=M(x, y)dx + N(x. v)dv

definita in un dominio A sia esatta e che verifichi la condizione [16.11], che in questo
caso diventa:

am_ov
A o’

Questa condizione diventa anche sufficiente se il dominio A soddisfa alcune condi-
zioni geometriche, ad esempio se ¢ stellato. Grazie alla formula di Gauss-Green, pos-
siamo migliorare questo risultato.

. . o . . RN .
Definizione 16.4 Diciamo che un insieme connesso A C R~ ¢ semplicemente con-
nesso se per ogni curva semplice e chiusa ycon sostegno contenuto in A, quest’ultimo
e la frontiera di un insieme limitato tutto contenuto in A.

RS . . o . . .
Teorema 16.7 Se A CR- é semplicemente connesso, ogni forma chiusa definita
in A ¢ esatta.

Dimostrazione  Sia yuna curva semplice e chiusa con sostegno contenuto in A. Per
definizione, il sostegno di y¢ bordo di un insieme aperto E contenuto in A. Per la for-
mula di Gauss-Green risulta

o= f(%% - %)dxdy =0
JE E : -

perché per ipotesi la forma @ e chiusa.
D altra parte si ha
Jo==]w
¥ aE

a seconda che ysia orientata positivamente o negativamente. In ogni caso risulta

fw=()
7

per ogni curva semplice e chiusa ycon sostegno contenuto in A. Per il teorema 16.3 ¢
I’osservazione 16.5, la forma w & esatta. -

Dato che s1 pud dimostrare che un aperto stellato ¢ semplicemente connesso (un ri-
sultato intuitivo ma di dimostrazione difficile), mentre ¢ facile trovare degli insiemi
semplicemente connessi che non sono stellati, il teorema precedente migliora effetti-
vamente il teorema 16.5.
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16.6. La formula di Stokes

In tre dimensioni esiste un’analoga della formula di Gauss-Green, che prende il
nome di formula di Stokes.
Consideriamo una superficie regolare £ C R*, di equazioni x = ¢(u, v), ossia

x=x(u,v)
y=yvu.v)y (uv)eEK
z=Z(u.v)

Sia A un aperto contenuto in K e sia y: [a, b] = K una curva semplice ¢ chiusa, di
equazioni parametriche

u=u(r)
v =o(l)
con sostegno la frontiera di A. L’insieme S = ¢(A) ¢ una superficie regolare S ; le sue

equazioni saranno le stesse di X, con (1, ) € A. Chiamiamo bordo di S I'immagine
della frontiera dA di A:

v
a t b

Figura 16.5

dS = @(dA).
Lacurval’ = ¢ o ydi equazioni parametriche

= x(u(r). v(t))
= v(u(r), v(r))
2= (), v(r))

-

ha come sostegno dS ; se y& orientata positivamente diremo che I' & il bordo di S orien-
tato positivamente.
Consideriamo ora un campo vettoriale V(x. v, z), di componenti
X(x.ov. 2. Yoy, 2), Zx.y.2),

e chiamiamo rotore di V il vettore

[16.25]
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Osservazione 16.6 1l termine rotore spiega la denominazione di “campo irrota-
zionale™ per un campo vettoriale V che verificale [16.11]; in questo caso infatti il ro-
tore di V si annulla.

Formalmente, se si indica con V il vettore

(o a2 9
V‘(‘a??f-* 79‘)

si ha, ricordando la definizione di prodotto vettoriale (vedi definizione 15.5):
rotV=VaV.

Questa espressione puo servire per ricordare la [16.25] senza sforzi di memoria.

Siamo ora pronti per enunciare il teorema di Stokes.

Teorema 16.8 Supponiamo che S sia una superficie di classe C°. Si ha allora

[tV vido = Xdx + vdy + zdz [16.26]
S 'S
dove
v — (pll /\ (pl' — I
loun ol l@.ng.ll
¢ il versore normale a S.

(_“llzl‘ - :H.\‘I" :ll'rl' - '\‘ll:'?‘ "‘ll.vl' - .VII:Z')

Dimostrazione Scriviamo esplicitamente il primo membro della [16.26]:
f(rotV, v)d()'=f{(Z\, = Y)VuZe = Zuye) T (X — Z)(Z,x0 — x,2.) +
S A
1
(Y, = Xy = vex) b {|g, A @[ dudz
ouno.ll
dove le funzioni Z,, Y. ecc. sono calcolate nel punto di coordinate (x(u, v), yv(u, v).
A(u.v)).
Poniamo ora
w=Xx,+Yv,+Zz)du+ (Xx.+ Yv.+ Zz)dv = M(u, v)du + N(u, v)dv.

Con un po’ di calcoli noiosi ma semplici, si ottiene che la quantita sotto il segno di
integrale a secondo membro dell’espressione precedente (una volta semplificato il
fattore ||, A @..|| che compare a moltiplicare e a dividere) & uguale a

N _ oM
ou v’
Applicando il teorema di Gauss-Green si deduce quindi che

f(rot V, vido = f .
S

J°A
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D’altra parte

b
f [ :»f {(Xx, + Yy, + Zz)u' + (Xx.+ Yy, + Zz )0 Ydr =
J'A a

»
=j {(X(x +x.0)+ Vv +yo')+ Zou +z.07))de =deX + Ydvy + Zd:
a 72N

da cui segue la [16.26]. i
Osservazione 16.7 Ricordando la [16.8]. la [16.26] si pu0 scrivere nella forma

f(rmv. v)do:f(v, Dds [16.27]

N AN

dove come al solito abbiamo indicato con Til versore tangente alla curva d°S. In fisi-
ca, I'ultimo integrale prende il nome di circuitazione del campo vettoriale V, mentre
il primo ¢ il flusso del vettore rot V attraverso la superficie S. Si ha allora:

il flusso di rot 'V attraverso una superficie S é uguale alla circuitazione di 'V lungo

aJ°S. o

Come applicazione del teorema di Stokes possiamo dimostrare 1’analogo tridimen-
sionale del teorema 16.7. Diremo che un aperto A C R* & semplicemente connesso se
ogni curva semplice e chiusa con sostegno contenuto in A € bordo di una superficie §
con sostegno in A. Si ha allora

Teorema 16.9 Se¢ A CR" ¢ semplicemente connesso, ogni forma chiusa definita in
A e esatta.

In termini diversi, in un aperto semplicemente connesso ogni campo irrotazionale
e conservativo.

Dimostrazione  Sia y una curva semplice e chiusa, e sia S la superficie corrispon-

dente. Siccome rot V = 0, il primo membro della [16.26] & nullo, e quindi fw 0. Peril
teorema 16.3, la forma @ = Xdx + Ydv + Zdz ¢ esatta. 14

16.7. Risposte agli esercizi

16.1. Si ha
b b
¥= f(F, Y (D))dt= (F, fy’(t)dr) =(F, y(b) — y(a))

16.2. 21
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16.3
3r 4 2 T
l. e 2. =2 3 73 4, 5
16.4.
32V2 7 3
I. l——lg— 3. Elog2+—4——2drctg2—2log5
2, 1 17 o
2. l+3(e e) 4. 3 Scos2 + n sen2 —4sinl
16.5.
3 5 2
l.*"s— 2.5—6‘ 3.; 4. 1—e¢
16.6 1L
6. —5
3
16.7.5—2]0g2
16.8.
1 y? X
I T AR 7 ey
2. x\y —x¥y 5. Non ¢ esatta 8.%

3. xycosx—xseny+y 6.xy

16.9. Siano f e g due primitive di w. Si ha df = dg = ®, e quindi d(f— g) = 0. Siano
ora X, e x due punti di A, e sia yuna curva con sostegno in A, che unisce X, con X.

Posto h = f — g, si ha h(x) — h(x,) =fdh =0, e quindi A, cioe f — g, € costante.
Y



Capitolo 17

Equazioni differenziali

17.1. Introduzione

Abbiamo gia introdotto le equazioni differenziali nel capitolo 10, e ne abbiamo ri-
solte alcune delle pit semplici: le equazioni a variabili separabili, le equazioni lineari
del primo ordine e quelle del secondo ordine a coefficienti costanti.

Riprenderemo ora il tema da un punto di vista pi ampio per due aspetti: da una
parte affronteremo il problema dell’esistenza e dell’unicita di soluzioni delle equa-
zioni differenziali di ordine arbitrario, un problema che non avevamo nemmeno sfio-
rato; dall’altra ritorneremo sulla questione dell’integrazione esplicita di alcune equa-
zioni differenziali, in particolare di quelle lineari. Studieremo infine alcune equazioni
particolarmente interessanti, in quanto provengono dalla modellizzazione di fenome-
ni fisici e biologici.

In generale un’equazione differenziale di ordine n ¢ un’equazione che lega tra loro
la variabile t, una funzione incognita u(z) e le sue derivate fino all’ordine n. Noi con-
sidereremo solo equazioni del tipo

u‘“’=f(r, u’u'““,u‘“*“) “71]

in cui la derivata di ordine massimo appare isolata al primo membro. Piu in generale,
si possono considerare sistemi di n equazioni differenziali in n incognite; un sistema
del primo ordine &

i = filt, g s )
u’z :fz(f, Uy, Uy ooy u")
uy = fo(t, uy, Uy, ooy uty)
che si puo scrivere in forma vettoriale:
u' =f(z, )

doveu= (M|, Uy, ..., M,,) ef= (fl’fZ’ »fn)
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Osservazione 17.1 Un’equazione (o anche un sistema) di ordine n>1: si puo ri-
condurre a un sistema del primo ordine, ponendo u, = u, us=u', uz=u", ..., u,=u" " ".

Si ha allora il sistema del primo ordine

U= uy

wy, = flt, uy, Us ... lty)

che ¢ equivalente alla [17.1]. Di conseguenza, i risultati dimostrati per sistemi del
primo ordine si estendono automaticamente alle equazioni e ai sistemi di ordine arbi-

trario.

17.2. Alcune equazioni speciali

Prima di affrontare il problema dell esistenza e unicita delle soluzioni di equazioni
differenziali generali, esaminiamo alcuni tipi di equazioni, per lo piu del primo ordi-
ne, per le quali ¢ possibile trovare soluzioni esplicite.

Abbiamo gia incontrato alcune di queste equazioni nel capitolo 10, dove abbiamo
trattato le equazioni lineari e quelle a variabili separabili. Ripartiamo da queste ultime
per ampliare il numero delle equazioni risolubili esplicitamente.

Ricordiamo che un’equazione del primo ordine a variabili separabili € un’equazio-
ne del tipo

w' (1) = f(u(t))g(t). [17.2]
dividendo per f(u) e integrando, si trova

Zu)=0G(t) + ¢

dove Z(1) & una primitiva di f(T) e G(1) di g(r). Se poi la funzione Z(u) ¢ invertibile, si

ha la soluzione esplicita
wn =27 "(G(@)+¢) [17.3]
Esempio 17.1 (Capitale e interessi) Se depositiamo in banca un capitale u, al

tasso annuo di interesse p computato continuamente, I’andamento «(r) del capitale ¢
governato dall’equazione

u' (1) = pu(r).
la cui soluzione, tenendo conto che u(0) = uy, &

u(r) = uye™
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Supponiamo ora di ritirare continuamente una certa rendita, in modo che se non vi
fossero interessi il capitale diminuirebbe con velocita b.' In questo caso 1’andamento
del capitale rispondera all’equazione

u'(H)y=pu(t)—b

che & a variabili separabili.” Dividendo per pu — b e integrando, si trova
1
—log(pu—b)=t+c,
» g(p
e quindi
u(t)y = %(Ce”’ +b)

La costante C deve essere determinata dalla condizione u(0) = uy; risulta C = puy — b,
e quindi

u(t)=<u0*—§-)e”’+§. [17.4]

Si possono dare tre casi.

b <puy. 11 prelievo ¢ inferiore agli interessi maturati, e quindi il capitale aumenta
col tempo, anche se meno velocemente di quanto avveniva nel caso senza prelievo.

Tutto si svolge come se si fosse partiti da un capitale iniziale u, — ;, remunerato al-

. s . . b
I’interesse p, pill un capitale fisso ; non remunerato.

b > pu,. Se si preleva pil degli interessi maturati, il capitale diminuisce, e si estin-
gue in un tempo T che puo essere calcolato ponendo u(T) = 0 nella [17.4]:
1 b

T=—logT——. 17.5
p gb_!’“o [ |

. . . b
b = puy. In questo caso il capitale rimane costante, sempre uguale a u, = ;7—

Da notare che il capitale u, e/o il prelievo b possono anche essere negativi. Ad
esempio, se uy = 0 e b <0 abbiamo un cosiddetto piano di accumulo: a un capitale ini-
ziale u, si aggiungono dei versamenti periodici di entita b. Cosi se si parte da un ca-
pitale di 20 000 euro e poi si fanno continuamente dei versamenti per 3000 euro all’an-

' Se il capitale u & espresso in euro e il tempo 7 in anni, il valore di b viene espresso in euro all’anno; ad
esempio potrebbe essere 3000 euro all’anno. Osserviamo che nella pratica sia i prelievi che il computo
degli interessi si fanno periodicamente, in genere ogni anno; qui invece stiamo supponendo che gli uni e gli
altri avvengano continuamente. Il modello continuo sara tanto piu vicino al vero quanto pit fitti sono i pre-
lievi e il calcolo degli interessi.

? Se si vuole, I’equazione & anche lineare, e si pud trattare come tale. Ovviamente, il risultato & lo stesso.
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no, e se I'interesse annuo ¢ del 5%, I"andamento nel tempo ¢ quello di un capitale di
3000

20000 + 005 80000 euro remunerato al 5%, dal quale bisogna togliere una somma

00
005 60000 euro.

Se poi sia u, che b sono negativi, siamo in presenza di un prestito che viene rim-
borsato con versamenti regolari. Naturalmente, affinché i versamenti siano sufficien-
ti a estinguere il prestito, occorre che sia pu, > b, che tenendo conto del segno di 1, e
di b equivale a |b|> p|uy|: i versamenti effettuati devono essere maggiori del capita-
le preso in prestito moltiplicato per I’interesse. Se questo avviene, il prestito si estin-
gue dopo un tempo T dato dalla [17.5].

Ad esempio, se si sono presi in prestito 100000 euro all’interesse annuo del 10%
(p=0.1), versando 12 000 euro annui, il debito si estinguera in

12000

T= l()logm = l()log(»xlx annit.

fissa pari a

A volte poi pu0 essere interessante sapere quanto si deve versare per estinguere un
certo prestito u, in un certo numero 7 di anni. In questo caso si pone u(7T) =0 nella
[17.4] e siricava b:

e/:l’
b= pu”m.

Ad esempio, se si vuole estinguere il prestito di 100000 euro al 10% in 10 anni, si
dovra pagare una rata di

b =10000 ¢ =15800
e—1

euro all’anno.
Naturalmente, al netto di spese e altri oneri. C

Esempio 17.2 A volte la funzione Z(u) non ¢ invertibile, mentre lo & una sua op-
portuna restrizione. In questo caso la condizione iniziale pud essere utile, oltre che
per determinare il valore della costante ¢, anche per invertire la funzione Z. Conside-
riamo ad esempio |I’equazione

, tte

u = T .
u

Sihaw'u' =1+ ¢, e integrando

|
—ur==r+e +c
4ll 21 € c

da cui

u(t)y==* \4/2r3 +4de'+4c.
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La costante ¢, e anche la scelta del segno + o — dipendono dalla condizione inizia-
le. Ad esempio, se per t = 0 si ha «(0) = 2, avremo la condizione

2=+\4+4dc
e quindi si dovra prendere ¢ = 3 e il segno + (ricordiamo che la radice € sempre posi-
tiva); se invece u(0) = —1.dovra essere — 1= *\'4 + 4¢, ¢ dunque ¢ = — 7 s dovra
prendere il segno —.

Alcune equazioni si possono ricondurre a quelle a variabili separabili.

1. Le equazioni omogenee.

Si chiama omogenea un’equazione del tipo

u' =I(—[;~)

. u , . . .
In questo caso, se si pone R haw=rzt 1’ =:+ 1" e l'equazione diventa
' =fz) -z

che ¢ a variabili separabili.
Esempio 17.3 Risolvere I’equazione differenziale

'

Wi+
u=—-—

tl

L equazione proposta si puo scrivere nella torma

, u\ u
w=—] +—+1
! !

¢ ponendo « = 7t diventa
1=l —=2 41
Separando le variabili. si ha

Z 1

1+
e quindi, integrando:
arctgz = log| 1|+ c. [17.6]
Da questa si ricava immediatamente
s=1g(log|t]|+ ¢)
e infine

u=ztr=rtg(log|t|+c).
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Se poi si ha la condizione iniziale u(ty) = uy, si pu0 ricavare la costante c dalla relazio-
. uy . u

ne precedente, o meglio dalla (17.6). Essendo z(1)) = t_O si trova c = arctgt—o —log|t].
0 0

Inutile dire che deve essere 1, # ).

2. Anche le equazioni del tipo

u' =f(pt+qu+tr)

con p, g e r costanti, si riconducono a variabili separabili, introducendo la nuova fun-
zione incognita y = pt + qu + r, grazie alla quale I’equazione diventa

v =p+agfly)

che & a variabili separabili.

Esempio 17.4 Risolvere I’equazione:
w'=@+u—1)7>~
Con la sostituzione y =t + u — 1, si ottiene I’equazione a variabili separabili
v =1+ _\'2
la cui soluzione & arctgy = + ¢, ossia y = tg (¢ + ¢) da cui in conclusione

u=tg(t+c)y+1—1t 0

3. Moto in un campo stazionario

Un campo di forze si dice stazionario se la forza f dipende dal punto ma non dal
tempo. Nel caso unidimensionale, che ci interessa qui, detta u la posizione, si ha f'= f{u).
I1 moto di un punto di massa m soggetto a un tale campo di forze & governato dall’e-
quazione del secondo ordine

mu" = f(u).

Queste equazioni possono essere ridotte a equazioni del primo ordine a variabili

[N

separabili moltiplicando ambo i membri per «” e integrando. Se si osserva che u'u” ¢

. 1 .
la derivata di iu’z, si ha

mu/l___zv(u)_’.c “77]
dove V(u) & una primitiva di f(«). Quest’ultima equazione ¢ a variabili separabili.
Osservazione 17.2 La [17.7] ha un’interessante interpretazione fisica. Se f(u) &

un campo di forze stazionario, la sua primitiva V() (che ¢ definita a meno di una co-
stante) si chiama potenziale, mentre —V(u) ¢ I’energia potenziale. D’altra parte, la
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R I L . .
quantita SmuT e I’energia cinetica posseduta da un corpo di massa m che si muove

N 1 , .
con velocita «'; la somma ;mu'2 — V(u) rappresenta |’energia totale del corpo.

La [17.7] esprime dunque la legge di conservazione dell’energia: durante il moto
in un campo stazionario I’energia di un corpo rimane costante.

Osserviamo che il principio di conservazione dell’energia vale anche per il moto in
pit dimensioni, governato dal sistema
mu” = f(u) [17.8]
purché il campo di forze f sia conservativo, ossia sia il gradiente di un potenziale:*
f=Vv.

Infatti in questo caso, moltiplicando scalarmente ambo i membri della [17.8] per
u’(1), si ottiene

m(u'(), u"(1)) = (f(u(r)), u'(1).

D’altra parte si ha

d ’ ’
27 V@) = (V). u'(n) = (fu(n)), u'())
d 5
il ’ 2_»n ’ "
gl PP =2 @, um),

e quindi I'equazione precedente diventa

d ,p_~d

m717||u [l —Zdr V(u(r))

ossia
%m||u'||2=V(u')+<~ [17.9]

che esprime come in precedenza la conservazione dell’energia.

Esempio 17.5 (L.a caduta di un grave in un campo gravitazionale) Un corpo di
massa m, posto a distanza r dal centro della Terra, viene attratto verso il centro della
Terra con una forza data dalla legge di Newton:

f= —k mM

dove M & la massa della Terra e k ¢ la costante di gravitazione universale.

* Abbiamo visto nel capitolo precedente quali condizioni deve verificare il campo di forze f affinché
¢id accada.
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Se al tempo ¢ = 0 il grave viene lasciato cadere da un punto a distanza r, con velo-
citd iniziale nulla. il moto si svolgera tutto lungo la retta che congiunge i centri dei
due corpi, secondo I'equazione differenziale

. kM

3.

2
L. ; kM L.
Una primitiva della funzione a secondo membro V(r) = - ¢ quindi avremo

r2

r'-=

24M
r *

La costante ¢ si determina osservando che il grave parte con velocita nulla, e cioé che

. . 2kM . L
quando r = rysiha r’ = 0. Di conseguenza ¢ = ————, Osservando che la distanza dimi-
nuisce, € quindi r' <0, otteniamo I'equazione

y= g Lo L
N r

ro

a variabili separabili, che si puo integrare facilmente.

Ricordando che r(0) = r,, avremo allora

’
NV2kMt=Nrro(ry—r) + ryVr, arctg Lr_'

kM ro—r .
che postog=—7eu= 2~ diventa:
"o ro
28 _ e —
\/’r—‘f=\'u(l—u)+arcsen\/u. [17.10]
0

Confrontiamo questa soluzione con la formula classica della caduta libera dei
gravi, nel caso in cui u € piccolo, e cioe quando r, — r, lo spazio percorso dal corpo in

caduta libera, & piccolo rispetto a ry,.
3

. - | Z
Ricordando che VI —u =1— 314 earcsenz=z+ 3 avremo

[2g — 1 — | -
=\ — — + + — = /Yy — — /
N t=vVull 2u Vull 3 H 2Vu 6u\u

e quindi, elevando al quadrato e indicando con s = ur, = r, — r lo spazio percorso:

da cui infine

[ I gr’
S~§gf (I+—15—r—0—)
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.onclusi : e it <nazio di _1 e .
In conclusione, il grave percorre piu spazio di quello | = 5"‘,, che percorrerebbe

con un’accelerazione costante, uguale all’accelerazione iniziale. Cid era peraltro pre-
vedibile, dato che via via che il grave si avvicina alla terra la forza attrattiva aumenta.

0
Veniamo ora alle equazioni lineari
' = a(Du+ b(1) [17.11]
per le quali nel capitolo 10 § 5 abbiamo trovato la soluzione generale:
u(t) = e’“”(c +fb(t)e "“”clt) [17.12]

dove A(t) e una primitiva del coefficiente a(r).

Esempio 17.6 (La pressione atmosferica) Supponiamo che I’aria atmosferica
ubbidisca alla legge di Boyle-Mariotte: PV = RT, dove P, V e T rappresentano il volu-
me, la pressione e la temperatura assoluta, e la costante R pu0 essere determinata mi-

PV,
surando la pressione P e il volume Vj, a una data temperatura Tj: R = OT % La legge di

Boyle-Mariotte si pud anche scrivere utilizzando il peso specifico D invece del volu-
me; essendo la massa d’aria sempre la stessa, il peso specifico € inversamente propor-
zionale al volume, e pertanto

_ b, P P

P, T k()F'

Supponiamo ora che la temperatura vari con I'altezza dal suolo, e che I’aria sia in
equilibrio. La differenza di pressione P(x,) — P(x) tra le altezze x, e x > x, sara allora
uguale al peso dell’aria che occupa la colonna di base | compresa tra x, e x:

P(s)

P(x))— P \)—fD(?)d\ I\(, T()I.s,

e quindi per il teorema fondamentule del calcolo integrale

P(x)
P'(x)= —ko 3
T(x)"
- . . _ _ ko . Lo
Questa ¢ un’equazione lineare,conb=0eu = — T la cui soluzione ¢
[ dh
k '[11/!)

P(.\') = P()()

L’andamento della pressione dipende dalla variazione della temperatura con I'altez-
za. In genere si suppone che la temperatura abbia un andamento lineare: T= T, — ¥x,
nel qual caso si ha

k 1, — Oy
< log = Ty— O«
P(x) = Pye PRI = P')( ; T, )
0
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4. L’equazione di Bernoulli

A un’equazione lineare si riconduce I’equazione di Bernoulli:

u' =a(tu + b(t)u” [17.13]}
R .
ponendou=y"" % Sihau = — vy ®y’, e quindila[17.13) diventa
Lo itay e
v =ay + by

—a”
e semplificando
y' == ama(y + (1= o)b(1)

che ¢ un’equazione lineare. Una volta risolta quest’ultima, la soluzione della [17.13]
1

sarau=y' "¢

Esempio 17.7 L’equazione

' u 3
U =—+ucost
2t

¢ un’equazione di Bernoulli con o= 3. Con la trasformazione u = -\/T otteniamo I’e-
. . y
quazione lineare /

v
y = —‘7— 2cost

la cui soluzione si trovaconla[17.12]:

)>(1)=-—L;-286nt—2cosr

1] !

La soluzione dell’equazione di Bernoulli ¢ allora

Esercizi

17.1. Verificare che I’equazione u' ="~ itaen) puo essere ridotta a variabili se-
parabili con la trasformazione u = t’z.

17.2. Risolvere le equazioni seguenti:
,
u+t u u u
I.u’=—t—— 2. u’=r+? 3ou=[———
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17.3. 1l problema di Cauchy

Negli esempi finora esaminati. la soluzione di un’equazione differenziale del
primo ordine dipendeva da una costante arbitraria ¢, che poteva essere determinata
mediante una condizione iniziale u(ty) = u,.

In altre parole, mentre un’equazione differenziale del primo ordine ammette infini-
te soluzioni (corrispondenti ai possibili valori della costante ¢), una sola tra queste as-
sume, in un punto dato ¢, il valore assegnato u,,.

Cosi il problema naturale per le equazioni del primo ordine ¢ il cosiddetto proble-
ma di Cauchy: trovare una soluzione dell’equazione difterenziale u’” = f(1, u) che in un
punto dato #, assuma il valore assegnato u,,.

Si ha il seguente teorema

Teorema 17.1 Supponiamo che la funzione f(t, u) sia continua insieme alla sua
derivata rispetto a u in una regione A del piano (1, u), e sia (ty, uy) un punto interno ad A.
Esiste allora un intorno K1, ry) di ty tale che il problema di Cauchy

w' =flt, u)
w(ty) = uy [17.14]

ha una e una sola soluzione in I(ty, ry).
Prima di dare la dimostrazione, facciamo qualche osservazione:

1. 11 fatto che la soluzione del problema di Cauchy sia unica ha come conseguenza
che i grafici di due soluzioni diverse u; e u, dell’equazione differenziale u’ = f(t, u)
del primo ordine non possono incontrarsi.

Infatti, se essi si incontrassero in un punto (¢, i), allora sia i, che u, sarebbero so-
luzioni del problema di Cauchy [17.14], in contraddizione col teorema precedente,
che vuole che tale problema abbia una sola soluzione.

Questo fatto giustifica il procedimento usato nel capitolo 10, e ripreso nel para-
grafo precedente, per I'integrazione delle equazioni a variabili separabili. dove
avevamo diviso per f(u) senza preoccuparci dell’eventualita che potesse essere
fu) =0. La ragione di ci0 sta nel fatto che se 4 € uno zero della funzione f(u) (cioe
se f(h) =0), la funzione costante u(t) = h ¢ soluzione dell’equazione, e quindi, per
quanto appena detto, nessun’altra soluzione puo assumere il valore h.

In conclusione, se u(r) & una soluzione dell’equazione u’ = f(u)g(r), allora o si ha
u(t) = h, dove h ¢ uno zero della funzione f, oppure f(u(t)) non si annulla mai. Di
conseguenza, per trovare le soluzioni non costanti, si puo tranquillamente dividere
per flu).
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2. Osserviamo infine che se si toglie 'ipotesi dell’esistenza della derivata parziale,*

%, puo venir meno I'unicita della soluzione. Ad esempio il problema di Cauchy

u'(r)= 3’
u(0)=20

5

ha soluzione u = (), e anche u = +*. La funzione f{(t, 1) = 3" non & derivabile nel punto 0.

Veniamo ora alla dimostrazione del teorema di Cauchy. Per questo, osserviamo in
primo luogo che una soluzione del problema di Cauchy [17.14] & anche soluzione del-
I'equazione integrale

u(t) = uy, +J~f(.s'. u(s))ds [17.15]

che si ottiene semplicemente integrando la relazione u'(s) = f(s, u(s)) tra t, e 1, ¢ impo-
nendo la condizione iniziale u(ty) = u,.

Viceversa, e questa ¢ I’osservazione piu importante, se u(t) ¢ una soluzione conti-
nua dell’equazione [17.15], allora u(t) € automaticamente derivabile, e risolve il pro-
blema di Cauchy [17.14].

Infatti per la [17.15] u(t) — u, ¢ la funzione integrale di f(s, u(s)), che & continua
perché composta delle funzioni continue f(s, u) e u(s). Ma allora u(r) € derivabile, ¢ si
ha u' (1) = f(1, u(r)). Inoltre, sempre dalla | 17.15], risulta u(ty) = u,, € quindi u(r) & solu-
zione del problema di Cauchy [17.14].

In conclusione, per risolvere il problema [17.14] bastera trovare una soluzione
continua dell’equazione integrale [ 17.15]. Noi dimostreremo che questa equazione ha
una e una sola soluzione in un opportuno intorno di #,.

Per ipotesi, (1, tty) € un punto interno ad A; pertanto esistera un rettangolo chiuso
R=1[ty—r, ty+ r] X|u,— p, uy + p] contenuto in A. Indichiamo con M il massimo di
|f(t.w)| e con L il massimo di |f,(¢, «)| in R: massimi che esistono perche fe la sua de-
rivata f, sono per ipotesi funzioni continue.

M
sione di funzioni u,(f) ponendo

Poniamo ora ry = min(r, ﬂ), e per |1 — t,| < ry definiamo per ricorrenza una succes-

ug(H)=uy

1
(1) =ty +ff(s. 1 (5))ds. (17.16]
1y
Facciamo vedere per induzione che per |1 — t,]| < ry si ha | (1) — 1y| < p. Questa re-
lazione & vera per k = 0; se la supponiamo vera per k avremo che se | s — t,| < ry il punto

* Si veda comunque I'osservazione 17.3.



17.3 | 1 problema di Cauchy 199

(5. 1,(s)) appartiene a R. e dunque si avra | f(s. u,(s))| < M. Di conseguenza

[ (1) = uy| < sMli—1|<p

J‘|f(s. u(s) | ds
o

e quindi la stessa relazione vale per k + 1. Per il principio di induzione, essa vale per

ogni k.
Sempre per induzione si dimostra che per ogni t € I(t,. ry) risulta
L Y=gl
[1(1) — 1y .(t)lsMT. [17.17]
La[17.17] vale per k = 1. Infatti si ha
[, (1) — uy| < f|f(.s'. ) |ds | < M|t —1,].
Supponiamo ora che sia vera per A ¢ dimostriamola per £ + 1. Si ha
14
1y (1) = 1y(t) :J. [fCs, 1 ($)) — flsoug 1 (8)]ds
i
e dunque
[ 4 (1) — (1) | = f|f(.\'. wi(8)) = fls, ug 1(8)) I(l.s' . [17.18]

D" altra parte per il teorema di Lagrange
s, i () = fUs, 1y -1 (8)) = fils. E)ag(s) — uy - ((s))

dove & & compreso tra i (s) e u; - (s). Poiché abbiamo dimostrato che ambedue questi
punti sono compresi tra u, — p e u, + p. anche & sard compreso in questo intervallo. e
quindi [f(s, )| < L. Si ha allora

Lfs, ty(s) — fis g (SN <S L ugls) =y ((5)] [17.19]

uy

Ug+p

Uo

Up—p

n t totrg to+r t

Figura 17.1



200 Equazioni differenziali | Cap. 17

¢ quindi, avendo supposto vera la [17.17] per k:
. L[5 —t5]*
[f(s, wl(s) = flso e ()] MT—

Introducendo quest’ultima diseguaglianza nella [17.18], si ha

Lk"_fov !

=M=

LY ¢
[ (1) — uk(t)|SMF flx —ty]*ds
'H
che ¢ esattamente la [17.17] per k + 1. Per induzione, la [17.17] € completamente di-
mostrata.
Dalla [17.17], prendendo I’estremo superiore, segue che

k=1 .k
L I
k!

||“k“"k—|||/u.,.n,)§M [17.20]

La serie a secondo membro converge, e quindi converge anche la serie delle norme

2 | | Up = Uy - ”IM,, e

k1

Di conseguenza, la serie di funzioni

z[l‘k_”k ]
k=1

converge totalmente, e dunque uniformemente in /(z,, r,). Poiché si tratta di una serie
telescopica, la sua somma parziale ¢

2 (0 = (D] =1, (1) — g

k=1

e quindi la successione u, convergera uniformemente in /(ty, ry) a una funzione u(r).
Siccome tutte le 1, sono continue, anche u(t) sara continua. Inoltre, essendo tutte le u,
comprese tra u, — p e iy + p, anche la u(r) sard compresa nello stesso intervallo.

Passiamo ora al limite nella [17.16]. Il primo membro u, . (¢) tende a u(r). Quanto
al secondo membro, osserviamo che la successione f(s. u,(s)) tende uniformemente a
fis, u(s)), dato che si ha [f(s, u(s)) — f(s, u(s))|< L|uy(s) — u(s)|. Ma allora si pud
passare al limite sotto il segno di integrale, e quindi il secondo membro della [17.16]
tende a

iy + ff(s. u(s))ds

Iy

¢ in conclusione la funzione u(t) € soluzione della [17.15].

Resta da dimostrare che questa soluzione € unica. Siano per questo u(t) ¢ v(t) due
soluzioni del problema di Cauchy [17.14] in I(t, ry), € poniamo

ty =sup{TE [ty ty + ro) s u(t) =v(r)in [1,, 7]}.
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Osserviamo che I’insieme a secondo membro non ¢ vuoto, perché contiene almeno
il punto 1. Si ha dunque 1, <1, <1ty + rye u(t)) =v(t)).

Supponiamo ora per assurdo che siat) <t,+ ry. Si ha pert>1;:
u(ty = u(ty) +J£f(s. u(s))ds
1,
v(t) = v(t)) +Jlf(s, v(s))ds
1
e quindi
u(t) —v(r) =f/ LfGs, u(s)) = f(s. v(s))]ds
8
da cui segue

[u(ty —ov(t)| = ' J.!f(s, u(s)) — f(s, v(s)) |ds | < L‘ f lu(s) — v(s)|ds

. . 1 . :
Sia ora r, un numero reale minore di 2 e tale che r, + r, <1y + ry. Dalla diseguaglian-
za precedente, prendendo I’estremo superiore in /(¢,, ry) si ha
||“ - v “I(/‘.m <Lr “ u— ZVHI(I\.I'J

ed essendo Lr) <1 questo ¢ possibile solo se u = v in I(t,, ry). Si ha dunque u(f) = v(t) in
[t,. 1, + r]. e questo contraddice la definizione di #,. Risulta pertanto ¢, =1ty + ry, €
quindi u(t) = v(t) per ogni t € [t, t, + ry).

In maniera analoga, posto

t=inf{¥ € (tg— ro. to] : u(@) =v(t) in [ 8, 1]}

si dimostra che 1, = 1, — ry, e quindi u(t) = v(t) per ogni t € (1, — ry, ty]. e quindi in con-
clusione wu(t) = v(t) in I(1,. ry). z

Osservazione 17.3 Osserviamo che I'ipotesi dell’esistenza e della continuita
della derivata parziale f, ci € servita solo per dimostrare la (17.19). Di conseguenza.
essa puod essere sostituita con I’ipotesi piu generale che la funzione f sia localmente li-
pschitziana rispetto a u. cioe che per ogni rettangolo chiuso R = [ty — r. to + r] X [uy — p,
uy + p] contenuto in A esista una costante L (che in generale dipende dal rettangolo R,
quindi dai valori iniziali 1, e u, e dai raggi r ¢ p) tale che

[f(e.w) = fir, o) |< Llu—v|
perognit € [ty —r.tg+trleogniu, v € luy— p, uy+ pl.

Questa ipotesi & pill generale; infatti ad esempio la funzione f(¢, u) = | u| la verifica
con L =1 (per la diseguaglianza triangolare si ha || u|—| ¢ || < |u — v |), ma non & deri-
vabile. a
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Osservazione 17.4 |l teorema precedente si pud estendere a sistemi di n equazio-
ni differenziali in n funzioni incognite:
uy = filt, uy, s, . ity,)
us = folt, uy, Us, ...y lt,,)
Uy = follsuy, sy s uy)
o pit brevemente in forma vettoriale:
u'(1) = f(z, u(r)) [17.21]

Se la funzione (¢, u) & continua in un aperto A di R" ~ ' e se verifica I"analoga della
[17.19]:

1, u) =, v)||<L||u
allora il problema di Cauchy
u’ =f(r,u)
U(I(,) =uy

ha soluzione unica in un intorno di (#,. u,y). La dimostrazione ¢ analoga a quella del
teorema precedente, e viene lasciata per esercizio. -

Osservazione 17.5 Come abbiamo visto nell’osservazione 17.1, un’equazione di
ordine n:

u"m =fucu ")
¢ equivalente al sistema

Uy = U
Uy = U

uy = flt,uy, sy oo uy)

Per quest’ultimo, il problema di Cauchy consiste nell’assegnare i valori delle fun-
zioni uy, u,, ..., u, al tempo t; cio significa che per I’equazione corrispondente di or-
dine n si dovranno assegnare i valori della funzione u e delle sue derivate fino all’or-
dine n — 1. Nel caso delle equazioni del secondo ordine, si assegneranno dunque la

funzione u e la sua derivata u’ al tempo 1, -
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17.4. Prolungamento delle soluzioni

Il teorema 17.1 dimostrato nella sezione precedente ci garantisce I’esistenza loca-
le. cioe in un intorno del punto iniziale 7., della soluzione del problema di Cauchy

u' = f(r.u)
u(ty) = uy [17.22]

In molti casi pero interessa avere una soluzione globale, ossia definita nel piu
grande intervallo (a, b) possibile: si tratta allora di prolungare al massimo la soluzio-
ne ottenuta per mezzo del teorema 17.1. Si parla in questo caso di una soluzione mas-
simale.

Il metodo migliore per eseguire questo prolungamento ¢ di incollare due soluzioni.,
o piu precisamente di usare il seguente teorema.

Proposizione 17.1 Siano v(1) e w(t) due soluzioni dell’equazione differenziale
u' = f(t, u) definite rispettivamente negli intervalli aperti (a, b) e (¢, d), e supponiamo
che nell’intersezione (a, b) N (¢, d) risulti v(t) = w(r).

Allora la funzione

_Jv(t) in(a,b)
“(,)_{n'(r) in(c,d)

¢ soluzione della stessa equazione in (a, b) U (¢, d).

Dimostrazione La funzione u(r) € ben definita. perché se r appartiene sia ad (a, b)
che a (c.d) sthav(r) =w(1).

Siaorat € (. b)U (¢, d). Se t € (a, b), esistera un intorno I di  tutto contenuto in
(a. b), e quindi u(r) = v(r) in I. Ora se due funzioni coincidono in /, anche le loro deri-
vate saranno uguali, e quindi

u'(r)=v'(1)=flt, v(r)) = flr. u(1)).

La funzione « & dunque soluzione in (a, b). In maniera analoga si dimostra che u ¢

soluzione in (¢, d), e dunque in (a, b) U (¢, d). 0

Il risultato precedente non richiede nessuna ipotesi sulla funzione f{(t. u). Se pero
questa funzione verifica le ipotesi del teorema 17.1, cioe se ¢ continua insieme alla
sua derivata rispetto a u,” & sufficiente supporre che le due soluzioni siano uguali in
un solo punto. Pil precisamente, abbiamo

Proposizione 17.2  Supponiamo che la funzione f(t, u) sia continua e localmente
lipschitziana rispetto a u, e siano v(t) e w(t) due soluzioni dell’equazione differenziale
u' = f(t. u), definite nell’intervallo aperto (@, B). Se esiste un punto t, tale che v(t,) =
=w(ty), allora v(t) = w(t) in (at, B).

* In realtd. qui come in seguito, basta che sia localmente lipschitziana rispetto a u.
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Dimostrazione Se E I'insieme dei punti di (¢,, §) in cui v # w. Supponiamo per as-
surdo che E non sia vuoto, e sia 1, il suo estremo inferiore. Si ha 1, <1,<f, e v(ty) =
w(ty); infatti questo & vero per ipotesi se #, = t,, mentre se f, > t, segue dal fatto che v(r)
=w(t) pert, <t <tyedallacontinuita dive w.

Per il teorema 17.1, il problema di Cauchy

u' =f(t, u)
u(ty) = v(ty)
ha soluzione unica in un intorno di #y. Ma v € w sono soluzioni, e quindi deve essere
v(t) = w(¢) in un intorno di t,, contro la definizione di #,.
Si ha allora v(r) = w(r) in (¢;, §). In maniera analoga si dimostrache v =w in (a, t,).
[}

Osservazione 17.6 Lo stesso risultato vale per i sistemi del primo ordine: se u(r)
e v(t) sono due soluzioni di un sistema del primo ordine verificante le ipotesi del teo-
rema 17.1, e se per qualche 1 si ha u(ry) = v(,), allora u(r) = v(¢) per ogni t € (a, b) N
N{(c,d).

Tradotto per le equazioni di ordine superiore, il risultato precedente dice che se
u(t) e v(t) sono soluzioni dell’equazione [ 17.1] di ordine n (sempre verificante le ipote-
si del teorema 17.1), e se per qualche #, risulta u(ty) = v(ty), u’(ty) =V (to), ... "~ (1) =
=" (1,), allora u(t) = v(t) per ogni t € (a, b) N (¢, d). Ad esempio per le equazioni
del secondo ordine, se u(ty) = v(1y) e u'(t;) = v'(1,), allora u(t) = v(¢) per ogni t € (a, b) N
N(c,d). o

Possiamo ora dimostrare 1’esistenza di una soluzione massimale.

Definizione 17.1 Siano u, e u, due soluzioni dell’equazione u' =f(t, u) negli in-
tervalli I, = (a,, b)) e I, = (a», b,) rispettivamente. Diremo che u, é un prolungamento
diuyselyClyeseinl, sihau,=u,.

Una soluzione u si dira massimale se non ammette nessun prolungamento.

Teorema 17.2 Ogni soluzione uy dell’equazione u' = f(t, u), con f(t, u) continua
e localmente lipschitziana rispetto a u, ammette un prolungamento massimale.

Dimostrazione Sia U I’insieme di tutti i prolungamenti di uy. Ogni v € U & defi-
nita in un intervallo I, = (a., b.) che contiene /,,, € coincide con u in I, . Per la propo-
sizione precedente, due prolungamenti v e w coincideranno in I.N [,

Se poniamo

a=infa, b=supb,
vEU vEU

per ogni t € (a, b) esiste una v € AU tale che t € /... Per tale ¢ poniamo u(r) = v(t).
La funzione u & ben definita; infatti se ¢ appartiene anche a &, si ha v(r) = w(1). e
quindi il valore di u(#) non dipende dalla funzione v scelta.
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La funzione u & soluzione dell’equazione u’ =f(t, u) in (a, b). Infatti per ogni t € (u, b)
esiste una v € U tale che r € /... Si ha allora ¥ = v in un intorno di ¢, e quindi

w' () =v'(1) = f(1, v(r)) = f(t, u(1)).
Infine. poiché tutte le funzioni sono uguali a u, in /,, sard anche u=u, in I, , ¢

quindi « € un prolungamento di u,. Che poi sia massimale, segue immediatamente
dalla definizione di u. (l

Il teorema precedente (che tra I'altro vale anche nell’ipotesi che f(z, u) sia solo con-
tinua) non ci dice nulla sull’intervallo (a, b) in cui la soluzione massimale ¢ definita, e
in generale questo € un problema piuttosto delicato. Lasciando da parte la situazione
generale, noi tratteremo un caso particolare, ma di un certo interesse.

Supporremo che la funzione f(t, 1) sia definita per ¢ in un intervallo / = (a, b) (che
puo essere anche una semiretta o tutta la retta) e per ogni u € R.

Teorema 17.3  Sia f(t, u) una funzione definita in A = I X R, continua e localmen-
te lipschitziana rispetto a u. Supponiamo che esista una costante K tale che

Lfit )| < K+ |u)) [17.23]

in I X R. Allora ogni soluzione massimale dell’equazione u' = f(t, u) é definita in
tutto I.

Dimostrazione Nel teorema 17.1 abbiamo dimostrato che se (t,. ug) EAe R=[t, — r.
to + r] X [uy — p, uy + p] C A, esiste una soluzione del problema di Cauchy

{u' =f(t, u)

u(ty) = uy

M

Nel nostro caso, dato che A =7 X R, il numero p si puo prendere ad arbitrio; se po-
niamo p =1+ |uy| si ha|u|<|ug|+p =14 2]|u,| in 1y — p, uy + pl, € quindi

in I(ty, ry), dove r, = min{r, ﬂ] e M & il massimo di | (1, u)| in R.

[fa )| < KA+ |u) < 2K+ | uy))

cosicché nel teorema di Cauchy 17.1 si puo prendere

. p . 1
Fo=minyr, —— ¢ =MINYF, =5 (.
’ { 2K(l+|“n|)} { 2K}

Ci0 premesso, sia v una soluzione massimale, definita in un intervallo (a, B), e sup-

. . . . 1
poniamo per assurdo che sia $<b. Prendiamo un numero positivo r < Sx eun punto
to tale che

a<ty—r<ty<B<ty+r<b.
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Si ha allora ry = r. e il problema di Cauchy

{ ' =fr, u)

u(1y) = v(ty)

ha soluzione z(¢) in (1, — r, ty + r), con t, + r> . Ma allora la funzione

) @y —rtytr)

¢ un prolungamento di v, contro I"ipotesi che ¢ sia massimale. -
Osservazione 17.7 La condizione [17.23] si pud indebolire; bastera infatti sup-
porre che per ogni intervallo aperto J CJ C [ esista una costante K(J) tale che
fi. )| < KU1 +]u]) inJXR.
Infatti per il teorema precedente, ogni soluzione massimale € definita in tutto J, e
quindi in tutto / = («. b). dato che J € un arbitrario intervallo contenuto in /.
Risultati simili valgono per i sistemi del primo ordine di n equazioni in n incognite.
In particolare la maggiorazione
[[£ce, wy ]| < K(J)(1+]]ul]) [17.24]
vale per i sistemi lineari
u'(r) = A(Hu(r) + b(r)

con i coefficienti a;(1) (le componenti della matrice A(t)) e il termine noto b(r) conti-
nui in un intervallo I = (a, b).

Infatti, se J = (¢, d) con |¢, d] C1, i coefficienti ¢ il termine noto sono limitati in
lc, d] per il teorema di Weierstrass, e quindi vale la [17.24]. Pertanto le soluzioni
massimali sono definite in tutto /.

Infine, ricordando che un’equazione di ordine superiore ¢ equivalente a un sistema
del primo ordine, lo stesso risultato vale per le equazioni lineari a coefficienti continui.

17.5. Le equazioni lineari

Si chiama lineuare un’equazione differenziale del tipo
" +a, (" "+ L a(Du F al(Hu = f(1). [17.25]

dove ay. . ....a, e fsono funzioni continue in un intervallo / = (a, b). Abbiamo ap-
pena visto che il problema di Cauchy per questa equazione ha soluzione unica, che si
puo prolungare a tutto I’intervallo /.
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La ragione dell’appellativo “lineare” per queste equazioni ¢ presto detta. Se si pone
Py =" +a, (D" "+ +a (e +at)e [17.26]
si ha per ogni coppia A, ¢ di numeri reali:
P(D)(Av + pw) = AP(D)v + uP(D)w.

In altre parole. I"applicazione che a ogni funzione v di classe C"(/) fa corrisponde-
re la funzione P(D)v e lineare.
Come conseguenza, il nucleo di questa applicazione

Vo={vel'U):P(D)c =0}

¢ un sottospazio vettoriale di C"(/); se infatti v e w appartengono a Vj, cioe sono solu-
zioni dell’equazione omogenea

P(Dyu=u"+a, \(Hu" "+ . +a '+ alHu=0, [17.27]
anche Av + pw & soluzione della stessa equazione.
Teorema 17.4 Lo spazio V, ha dimensione n.

Dimostrazione Dobbiamo far vedere che possiamo trovare n soluzioni linear-

mente indipendenti, e che ogni altra soluzione ¢ una combinazione lineare di queste.
Per questo fissiamo un punto t, € [ e risolviamo gli n problemi di Cauchy:

P(Dyu, =0 P(D)u,=0 P(D)u,=0
u,(ty) =1 u>(ty) =0 u,(ty) =0
u(ty) =0 u(ty) =1 u,(ty) =0

Hl|” - “(’0) =0 ll‘z” “(f()) =0 ll(,,” I)(f()) =1

Siano ora ¢, ¢, ..., ¢, dei numeri reali tali che u(t) = cyu,(t) + ... + ¢,u, (1) =0. Le
derivate di qualsiasi ordine della funzione u, che vale identicamente zero, sono an-
ch’esse tutte nulle in /, e in particolare in r,. D’altra parte per la definizione di u si ha
u(ty) = ¢, tt' (tg) = €3y ..oy u” ~(1y) = ¢,,, € quindi deve essere ¢, = ¢, = ... = ¢, = 0. Le fun-
zioni iy, us, ..., u, sono dunque linearmente indipendenti.

Facciamo ora vedere che ogni altra soluzione u(t) dell’equazione P(D)u =0 & una
combinazione lineare delle n soluzioni u,, .... u,. Per questo, poniamo

(1) = ultyu, (1) + 1 (tus() + ...+ u™ D, (1).

La funzione (1) ¢ soluzione dell’equazione P(D)v = (. e inoltre. ricordando la de-
finizione delle funzioni u, ..., u,, si ha

(1) = ulty), v () =u'(ty), ... " V) =u" V).
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Di conseguenza, u(t) e v(r) sono soluzioni dello stesso problema di Cauchy; per
I'unicita della soluzione, deve essere « = v, e quindi u(7) si scrive come una combina-
zione lineare delle soluzioni u, ..., u,. O

Veniamo ora all’equazione non omogenea [17.25], e siano v e w due sue soluzioni.
Posto u = v — w, si ha

P(D)u=PD)v—w)=PD)yw—PD)w=f—f=0

e quindi v — w & soluzione dell’equazione omogenea [17.27]. Viceversa, se w ¢ una
soluzione dell’equazione non omogenea e u dell’equazione omogenea, la loro somma
v =u + w e soluzione dell’equazione non omogenea. Di conseguenza, fissata una so-
luzione particolare dell’equazione non omogenea [17.25], tutte le altre si ottengono
aggiungendo a questa le soluzioni dell’equazione omogenea [17.27].

17.6. Equazioni lineari a coefficienti costanti

Quando dalle equazioni del primo ordine si passa a quelle di ordine superiore, solo
in qualche caso si riesce a dare una soluzione esplicita. Uno di questi e quello delle
equazioni lineari a coefficienti costanti, cioe delle equazioni del tipo

PDYu=u"+a, " "+ . +au+awu=f1), [17.28]
in particolare quando 1'equazione &€ omogenea:
PDw=u"+a, " V+. . +au+au=0. [17.29]

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che le soluzioni di quest’ultima equazione
formano uno spazio vettoriale di dimensione n, ¢ quindi si possono ottenere tutte
come combinazioni lineari di n di loro linearmente indipendenti; la soluzione genera-
le della [17.28! si ottiene poi aggiungendo una sua soluzione particolare alla soluzio-
ne generale della [17.29].

Il problema della soluzione della [17.28] si spezza dunque in due: trovare la solu-
zione generale dell’omogenea associata, e una soluzione particolare dell’equazione
non omogenea. In genere, quest’ultimo problema ¢ piu difficile del primo.

Cominciamo dall’equazione omogenea. Per questa osserviamo che risulta

Dkeu — Akem
e dunque®

P(D)e =2 aDret = 91'2 a A= eMP(A).

k=0 k=0

® Nel nostro caso, sihaa, = 1.
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Di conseguenza, se A & una radice dell’equazione caratteristica P(1) =0, la fun-

zione e & una soluzione dell’equazione omogenea P(D)u = 0

Noi sappiamo che I'equazione P(A) =0, di grado n, ha n radici 4, A5, ..., 4,. Se
queste sono tutte distinte, si pud dimostrare che le soluzioni corrispondenti e*', ¢,
e*' sono linearmente indipendenti. ¢ quindi la soluzione generale dell equazione

omogenea sard

u(r) = ¢t + e + L+ et [17.30]

Esempio 17.8 Consideriamo I’equazione
u"+3u —4u=0.

L’equazione caratteristica & A>+ 34 — 4 = 0, che ha soluzioni | e —4. La soluzione

generale dell’equazione sara allora

u(ty=ce'+ e M.

Esempio 17.9 Prendiamo in esame I'equazione
W —u' =0.

L’equazione caratteristica &€ A* — A = 0. che ha soluzioni —1, 0 e I. La soluzione
dell’equazione differenziale sara allora

ll(f) - ('l(’_l + (&) + ('36’1

dato che " =1.

Resta da considerare il caso in cui I'equazione P(A) = 0 abbia radici multiple.
Per questo cominciamo dalla relazione

DMtu) = tD*u + kD* ' [17.31]

che si dimostra facilmente per induzione, dalla quale segue

P(D)(tu) —2 a,DMtuy = 12 akl) u +E kac L D lu=tP(Dyu+ P (Dyu. [17.32]

k=0 k=0

In particolare, se u = ¢*', si ha
P(D)(te*') = tP(D)e* + P'(D)e* = tP(A)e* + P'(A)e™.
Se ora A & una radice doppia dell’equazione P(A) = 0, risulta P'(1) = 0 e quindi

P(D)(te*) =0
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Abbiamo cosi trovato due soluzioni dell’equazione P(D)u = 0, et
Analogamente, dato che risulta

P(D)(t*u) = tP(D)(tu) + P'(D)(tu) = 2P(D)u + 2tP'(D)u + P"(D)u [17.33]
si ha

P(D)(r?e™) = 2 P(A)e" + 2tP" (A)e* + P (A)e! [17.34]
e quindi, se A & una radice tripla, le tre funzioni

eM.otet, et

sono soluzioni dell’equazione P(D)u = 0.
In generale, si dimostra che se A ¢ una radice di ordine m dell’equazione caratteri-
stica P(A) =0, le funzioni
6/1', I‘é’h. 126’)'1, N Iell

sono soluzioni dell’equazione differenziale P(D)u = 0.

Tutte queste soluzioni sono linearmente indipendenti.

In conclusione, per ogni radice A dell’equazione caratteristica P(A) = 0 abbiamo
trovato un numero di soluzioni indipendenti uguale alla molteplicita di A. Poiché la
somma delle molteplicita delle radici ¢ uguale al grado n dell’equazione, avremo n
soluzioni linearmente indipendenti.

Esempio 17.10 Risolviamo I'equazione

u' =2u +1=0.

L equazione caratteristica & A>— 21+ 1 = 0, che ha la radice doppia A =1. La solu-
zione sara allora

u(t)y = cye' + cyte' = (¢, + cat)e'.
|

Esempio 17.11 Prendiamo ora in esame I’equazione
u" —u"=0.
Siha
PA=1-1=0
che haradici 1 (semplice) e 0 (doppia). La soluzione sara pertanto
u(ty=ce' +c,+cit. -
Le equazioni omogenee a coefficienti costanti P(D)u = 0 sono cosi completamente
risolte, o meglio sono ricondotte alla soluzione dell’equazione algebrica P(4)= 0.

C’¢ pero un punto debole: se una delle radici di quest’ultima equazione & complessa.
la corrispondente soluzione ¢”' sara anch’essa complessa.
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Per ovviare a questo inconveniente (se partiamo da un’equazione a coetficienti
reali vorremmo ottenere soluzioni reali), osserviamo che siccome P(4) ¢ un polino-
mio a coefficienti reali. se 1 = a+ iwe una radice, lo & anche A = a — i@, con la stes-
sa molteplicita. A queste radici corrispondono le soluzioni

e’_l’ =e"(cos Wt + isen wt)
et = e™(cos wt — i sen wt).

Ma allora saranno soluzioni anche le funzioni reali
e“coswr ¢ e senwt
che sono combinazioni lineari delle precedenti. Se poi le radici A e A hanno moltepli-
cita p, avremo le soluzioni
fe*coswt e t'e“cos wt

conk=1,2,....p—1.Anche queste soluzioni sono tutte linearmente indipendenti.
Si ha dunque in conclusione:

1. Per ogni radice reale A, di molteplicita m, dell’equazione P(1) = 0, avremo le so-
luzioni

u(r) = el’, ,()).I. tlelr‘ N leﬂ.l;
in totale m soluzioni linearmente indipendenti.
2. Per ogni coppia di radici complesse o + iwe o — iw, di molteplicita p, avremo le
soluzioni

ar |

coswt, ..., t" " e*coswt

sen i, ..., t" " 'e®senwr,

e cos wt, te

e“senwt, re™

per un totale di 2p soluzioni linearmente indipendenti.

In totale, abbiamo trovato tante soluzioni linearmente indipendenti quante sono le
radici dell’equazione caratteristica P(41) = (), ognuna contata con la sua molteplicita:
in totale n soluzioni linearmente indipendenti.

L’equazione omogenea [17.29] e cosi completamente risolta, una volta che si siano
trovate le radici dell’equazione caratteristica P(A) = 0.

Esempio 17.12 L’equazione
u" +u' =0

si riduce all’equazione algebrica A* + A = 0, che ha soluzioni 0 e i, tutte semplici. Si
ha allora la soluzione

u(t) =c¢, + cysent + ¢3cost. -

Esempio 17.13 Consideriamo ora I’equazione

' —4u' +5=0.



212 Equazioni differenziali | Cap. 17

Il polinomio A’ — 44 + 5 ha radici complesse 2 + i e 2 — i. Si ha dunque la soluzione

u(t) =c,e¥sent+ cre¥ cost. o

Veniamo ora all’equazione non omogenea
PDYu=u"~+a,_u" "+ .. +au +awu=f1).

Per quest’ultima non esistono metodi di soluzione se non in casi particolari. Il prin-
cipale di questi & quando il secondo membro e del tipo

f(t) = H(t)e™ cos Bt + K(r)e® sen B,
dove H e K sono dei polinomi.

In questo caso si pud procedere come abbiamo fatto nel capitolo 10, cercando una
soluzione del tipo

v(t) = t"[M(t)e® cos Bt + N(t)e™ sen Bt

con M e N polinomi di grado uguale al massimo trai gradidi He K,econk=0se a+if§
non ¢ radice dell’equazione caratteristica P(1) = 0, mentre se o+ if3 & soluzione di
P(A) =0, k & la sua molteplicita.

Notiamo che uno o ambedue i coefficienti ace B, possono essere 0 (nell’ultimo caso
f(r) si riduce a un polinomio), e che i polinomi H e K possono essere di grado 0, cioe
delle costanti.

Naturalmente, se il secondo membro ¢ la somma di due o piu di queste funzioni, si
risolvera I’equazione per ognuna di esse, e poi si sommeranno le soluzioni.

Esempio 17.14 Consideriamo I'equazione
W —u =t+1.
L’equazione caratteristica P(A) = A* — 1 =0 ha radici 0, | e —1, e quindi I'equa-
zione omogenea
u"—u' =0

ha soluzione ¢, + ¢,¢' + ¢3¢~ " Il secondo membro ha A = 0, che & soluzione dell’equa-
zione caratteristica, di molteplicita 1. Cercheremo quindi una soluzione particolare
della forma v(r) = t(at + b) = ar* + bt.

Sihav' =2at+b,v"=2aev"=0,equindi v"—v' = —2at—b=1t+1. Avremo
1 . .
dunque a = 5 b= —1, e pertanto la soluzione generale dell’equazione proposta
sara

. 1
u(t)y =c, +ce' +cie ' = 512 —1.

Quando il secondo membro non ¢ il prodotto di un polinomio per una funzione
esponenziale (e/o una funzione trigonometrica) non c’¢ un metodo generale di solu-
zione. A volte, specie per le equazioni di secondo ordine (o comunque di ordine
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basso) puo essere utile il metodo di variazione della costante, che nel capitolo 10 ab-
biamo sperimentato con successo per le equazioni del primo ordine.

Esempio 17.15 Risolviamo I’equazione

1
a7 -

1+ e

U —u=

L’equazione caratteristica & A> — 1 =0, che ha soluzioni A= = 1. La soluzione del-
I’equazione omogenea & pertanto c e’ + ce .

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa, della forma
v=c(De' + (e .

Si ha

v =ce' —ce '+ cle + che

La chiave del metodo sta nell’ osservazione che noi abbiamo due funzioni a nostra
disposizione, ¢,(f) e c,(t) per risolvere una sola equazione. Possiamo allora imporre
una condizione supplementare, e precisamente

cle'+ che " =0. [17.35)

Cosi facendo, abbiamo v’ = ¢ e’ — c,e . € nella derivata seconda v” compariranno
solo le derivate prime delle funzioni ¢, e ¢,, e non le derivate seconde:

V') =ce' + e+ cle — che

Introducendo le espressioni di v e v" (e quando c’¢, anche v") nell’equazione. otte-
niamo

cle' — et =

Questa equazione con la [17.35] costituisce un sistema di due equazioni in due in-
cognite, da cui si ricava facilmente

1 e’

Integrando, si trova
1 e'dt 1 du | 1 1
ar Ef F(l+e¥) Ef (1 +u?) 5[(7 - ﬁ?)d" N

1{1 1,
—_ — _ + 1 .
) (u + arctg u) 3 (e arctge')

1 e'dr 1 du

1 = ctae!
2 _3 1 + & Y - 2 arctgu = ) arctge.
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In conclusione, la soluzione dell’equazione proposta ¢

1
u(t)=c,e’+cze"—%—f(e”re”)arctge’. C

Nel caso di un’equazione del terzo ordine, si avranno tre funzioni arbitrarie, e si
potranno imporre due condizioni supplementari, in modo da giungere a un sistema
con le sole derivate prime.

Esempio 17.16 Risolviamo I’equazione

1

" ”
Ut =07
1+¢

La soluzione dell’omogenea associata & ¢ ;e ' + ¢, + ¢3; cerchiamo dunque una so-
luzione
v(t) = c(t)e” "+ cr(t)t + c3(1).
Sihav' = —cje™" + ¢y + cle '+ ¢3t + ¢3 da cui, ponendo
cle "+ cit+ce3=0

"—¢fe” "+ ¢}, e ponendo ancora

siottiene v" =c,e”
—cle”'+¢5=0

avremo v = —ce '+ cle”.

Inserendo le derivate trovate nell’equazione di partenza, si ottiene

Dalle altre equazioni si ricava poi ¢; = ¢; = , e quindi

e’ dt
Ll—fﬂ7d1‘, (2—(3—f1+e,.

Si ha allora

b
[+

¢ =log(l+e¢, c=c;=t—log(l+e¢")
e quindi la soluzione dell’equazione proposta ¢
u(t)y=ce "+ceitteyte log(l+e)+(1+ 0 —log(l+e')).

Si notera che se al secondo membro si ha una funzione f(#), il calcolo esplicito dei
coefficienti dipende dall’integrazione di f(z) e di f(¢)e’, che si puo fare esplicitamente
solo di rado. In ogni caso il metodo della variazione delle costanti permette di ridurre
I’equazione differenziale alle quadrature, ciog al calcolo di alcuni integrali. C
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Esercizi
17.3. Dimostrare che se a # b, le funzioni ¢*' ed ¢” sono linearmente indipendenti.
17.4. Dimostrare che e* sen fBr ed e* cos fBr sono linearmente indipendenti.

17.5. Integrare le seguenti equazioni differenziali:

1. u"—3u" =10sent 5. " —¢ =xsenx+cosxy
20" —uw —2u=t—1+¢ 6. V' +4y=tgt
30"+ 2u = 3u=te’ Ty =y ey ey =y =
4. V' +vy=r—cost 8. u'+u= 5
. . I+ sen-t

17.7.* Soluzioni numeriche

Nella maggior parte dei casi. ¢ impossibile risolvere esplicitamente un’equazione
differenziale, e si deve ricorrere a soluzioni approssimate. Naturalmente, non sara
possibile trovare la soluzione generale dell’equazione, ma si dovra affrontare il pro-
blema di Cauchy

u' (1) =f(r. u(t))
ll(fo)zll() [1736]

che ha soluzione unica.

Da un punto di vista numerico, si tratta di fissare dei punti 1, t5, ..., ¢,, e di calcola-
re in corrispondenza di essi dei valori uy, us. ..., u,, che approssimino nel modo mi-
gliore 1 valori u(t)), u(t-), ..., u(t,) assunti dalla soluzione nei punti dati. Se i punti #;,
f>. ..., 1, sono abbastanza fitti, i valori trovati permetteranno di costruire un grafico ap-
prossimato della soluzione u(r).

Naturalmente sarebbe auspicabile avere una stima dell’errore che si commette. in
modo da poterlo limitare entro limiti stabiliti. Questo perd ¢ piuttosto complicato, e
noi ci limiteremo a un algoritmo molto primitivo, che consiste nel prendere i punti
f). ..., 1, equispaziati, fissando a priori il passo d.

Il punto di partenza di ogni soluzione numerica ¢ il fatto che I'equazione differen-
ziale «’ = f(t, u) ci permette di calcolare il valore della derivata prima conoscendo
quello della funzione.

Cominciamo dal punto #,; si ha u(1y) = uy e quindi u’(ty) = (14, uy). Di conseguenza
la retta tangente nel punto (#,, u(t,)) ha equazione

=gy + flty, ug)(t — ty).
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Fissiamo ora un passo d, e nell’intervallo (¢, 7, + d) approssimiamo la nostra solu-
zione con la tangente; troveremo allora un valore approssimato

uy = ug + f(tg, up)d

relativo al punto #, = t, + d.

Da questo valore possiamo ripartire per calcolare la funzione « nel punto t, = t, + 2d,
e cosi di seguito. In generale, se u, ¢ il valore della funzione nel punto t, = ¢, + kd, si
avra dall’equazione

u' () = fty, ui)
e dunque, approssimando la soluzione con la tangente:
Uy 1 = g+ df(ty, wy). [17.37]

La[17.37] & una relazione ricorsiva dalla quale, conoscendo uy, si ricavano succes-
sivamente i valori u;, u,, e cosi via. Si ottengono cosi i valori della soluzione pert > ¢,
se d>0, e quelli perr<tysed<0.

Il limite di questo metodo sta nel fatto che gli errori commessi si possono compor-
re in maniera non lineare.

Supponiamo infatti che la soluzione sia convessa, cioe che stia sempre sopra la tan-
gente, e che la funzione f{t, u) sia crescente con u. Dopo il primo passo troveremo un
valore #; minore di quello vero. Siccome la funzione f¢ crescente, questo ci fornisce
un valore della derivata prima in ¢, pil piccolo del dovuto.

Quando andiamo ad applicare di nuovo il metodo nell’intervallo (¢;, 1,), otterremo
un valore u, minore del vero per due ragioni: la prima e, come in precedenza, che la
tangente sta sotto il grafico; la seconda ¢ che abbiamo preso la derivata, e dunque la
pendenza della tangente, minore del dovuto. Di nuovo questo errore si ripercuote am-
plificato nel terzo intervallo, e cosi via.

Naturalmente, quella che abbiamo descritto ¢ la situazione peggiore; comunque bi-
sognera prendere il passo abbastanza piccolo, in modo da tenere I’errore sotto con-
trollo.”

Un’approssimazione migliore si ottiene calcolando anche la derivata seconda. Ve-
diamo come si pu0 fare con un esempio.

Consideriamo il problema di Cauchy

t
1+ u(r) [17.38]
u(0)=20

u'(n)=

Se deriviamo I’equazione, otteniamo

u'(t) = su'(1)

t
L+ut)  (1+u)

7 In realtd, una politica migliore consiste nel prendere un passo variabile, piti grande allinizio e poi via
via sempre pil piccolo.
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e ricavando u’ dall’equazione (17.38):

] 1

+u(t) (1+u@)

Il"(t) —

Dalla conoscenza della soluzione u in un punto, possiamo quindi ricavare oltre alla
derivata prima anche la derivata seconda.®

Possiamo allora approssimare la soluzione, invece che con la retta tangente, con il
polinomio di Taylor di ordine 2:

1 )
u(t) + u' (1)(t — to) + 5"”(10)0 — 1)

dove u'(ty) e u"(ty) si possono ricavare nel modo detto dall’equazione differenziale.
Se si prende 1 =t, = t, + d si ottiene un valore approssimato u,, dal quale si puo0 ri-
partire per ottenere u,, € cosl via.
Il programma che segue permette di calcolare la soluzione del problema di Cauchy
[17.38], con ambedue i metodi descritti, e di confrontare i valori ottenuti con quelli
della soluzione esplicita

uy=\Vi+r —1.

Con minimi cambiamenti, pud essere usato per una qualsiasi equazione differen-
ziale del primo ordine.

10 REM Soluzione del problema di Cauchy u'=t/(1+u), u(0) =0.
20 DEF FNF(S,W) =S/(1+W)
30 DEF FNG(S,W) =1/(1+W) —S*S/((1L+W) * (1 +W) * (1+W))

40 INPUT “Punto iniziale: “; A

50 INPUT “Valore iniziale: “; Z

60 REM Chiede se si vuole la soluzione per t>t {0} o per
t<t {o}.

70 INPUT “Avanti o indietro? a/i “; AS

80 REM Passo

90 P=.01: IF A$="1i” THEN P= —P

100 K=0: H=0: U=2: V=72: T=A

110 REM I risultati vengono scritti ogni 10 passi.

120 REM L‘ultima é la soluzione esplicita.

130 IF K MOD 10<>0 THEN 150

140 H=H+1: PRINT T;” ™“;U;” ™; V;” “; SQR(T*T—A*A+
+(zZz+1)*x(2+1)) -1

150 REM Primo metodo: u(t {n+1}) =u(t_{n}) +u'(t_{n})d.

160 U=U+FNF(T,U) =P

170 REM Secondo metodo: u(t {n+1}) =u(t_{n}) +u'(t_{n})d+
+u"(t_{n})a*2/2.

# Volendo, si pud proseguire, ottenendo la derivata terza, quarta ecc.
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180 V=V+ FNF(T,V) *P+ FNG(T,V) *P*P/2
190 K=K+1

200 T=T+P

210 IF H<10 THEN 130 ELSE H=0

220 REM Chiede se si vuole proseguire.
230 INPUT “Ancora? s/n “, RS

240 IF RS ="s” THEN 130

250 END

17.8. Notizie storiche

Il problema dell’integrazione delle equazioni ditferenziali si presenta fin dalle ori-
gini come uno tra i pit importanti del calcolo infinitesimale. In effetti, uno dei primi
problemi risolti con il calcolo differenziale fu quello proposto a DESCARTES da FLORI-
MOND DE BAUNE (1601-1652): trovare una curva la cui sottotangente sia costante.

Nella figura il segmento AT si chiama sortotangente alla curva y = f(x). Si tratta
dunque di trovare la curva per la quale il segmento AT abbia sempre la stessa lunghez-
za, qualsiasi sia il punto B sulla curva.

Per impostare il problema, siano x, e vy, = f(xo) le coordinate di B. La tangente BT
ha equazione v = f(x,) + f'(xo)(x — x). e quindi I’ascissa t del punto T & data dall’e-
quazione f(x,) + f"(xp)(t — xo) = 0, da cui

r=x ftxo).
()
B
B
/
T AT A

Figura 17.2
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Di conseguenza, la lunghezza del segmento AT ¢ data da

Sflxo)
S "(xp)”

Il problema di De Baune richiede che questa quantita abbia sempre lo stesso valore
(che chiameremo per semplicita k ') per ogni punto x,, e conduce quindi all’equazio-
ne differenziale f'(x) = k f(x), la cui soluzione & f(x) = Ce*"; la curva con sottotangen-
te costante € I’esponenziale.

Piu in generale, il problema delle tangenti si poteva enunciare nel linguaggio del
calcolo differenziale nella forma: data la relazione tra le variabili x e v. trovare quel-
la tra i loro differenziali; in formule, dedurre dall’equazione di una curva

F(x,y)=0

quella della sua tangente. Il problema veniva risolto differenziando I'equazione, e ot-
tenendo pertanto I'equazione differenziale:

OF(r,y) . F,y) ,
pe dx + X dv=0
e di qui ricavando la derivata
dF(x, y)
o ﬂ —_ (9,\‘
Y T Ay T Ry [17.39]
(2‘.

e dunque la tangente alla curva.

Il problema inverso delle tangenti consisteva allora nel percorrere la strada all’in-
dietro: data una relazione tra le coordinate di una curva e i loro differenziali, trovare
la curva, e corrispondeva pertanto all’integrazione dell’equazione [17.39], o piu suc-
cintamente

Vo= ). [17.40]

Questo problema si afferma subito come il problema principale del calcolo infini-
tesimale. Da una parte infatti esso contiene come caso particolare quello dell’integra-
zione, che consiste nel risolvere I'equazione

).’ :f(x):

dall’altra esso ¢ di gran lunga piu generale, e consente di affrontare la maggior parte
dei problemi geometrici e fisici del tempo, in particolare quelli della nascente mecca-
nica razionale. Tra questi. hanno particolare interesse quelli della curva catenaria e
della brachistocrona, che dovevano rappresentare due tra i piu eclatanti successi del
nuovo calcolo.

La catenaria & la curva formata da una catena appesa ai due estremi. Il problema
della sua forma era stato affrontato ma non risolto da GALILEO, che in un primo momen-
to aveva creduto che si trattasse di una parabola, per poi accorgersi che cosi non era.
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Figura 17.3

e e

In realta la curva catenaria ha equazione y = A coshpx = A —— uma formula
che LEIBNIZ e i fratelli JAKOB (1654-1705) e JOHANN BERNOULLI trovano con 1’aiuto
del calcolo infinitesimale. Di questo suo successo su Galileo, Leibniz si avvarra per
tentare di diffondere, per la verita almeno all’inizio senza troppo successo, il calcolo
differenziale in Italia.

Ancora pill famoso & il problema della curva brachistocrona, o di tempo minimo,
dal greco ,0- ~~006~, minimo, e 5668~ tempo.

Supponiamo di avere due punti A e B, il primo pit in alto del secondo, ma non sulla
stessa verticale, e tracciamo una curva che li unisca. Da A facciamo cadere un grave
cha giunga in B scivolando senza attrito lungo questa curva, sotto I’azione della forza
di gravita; il tempo che esso impiega per andare da A a B dipende ovviamente dalla
forma della curva.

A

B  Figural7.4

Poniamoci ora il seguente problema: tra tutte le curve che uniscono A e B, qual &
quella che rende minimo il tempo di caduta? A prima vista, si potrebbe pensare alla
retta che unisce i due punti. Con un po’ di riflessione si conclude pero che la retta mi-
nimizza lo spazio percorso, ma non il tempo; infatti per diminuire il tempo di caduta,
conviene partire quasi verticalmente in modo da acquistare subito velocita, anche al
prezzo di percorrere uno spazio pil lungo.

Il problema non era nuovo, e gia GALILEO lo aveva preso in considerazione, conget-
turando che la curva di tempo minimo fosse un arco di cerchio. Nel 1696, esso venne
riproposto da JOHANN BERNOULLI sotto forma di una sfida ai matematici. Nessuno riu-
scira a risolverlo senza il calcolo infinitesimale, mentre ne danno una soluzione i BER-
NOULLI, LEIBNIZ, NEWTON, il marchese DE L’HOPITAL (1661-1704), tutti ardenti fauto-
ri della nuova analisi. -

La curva che da il minimo tempo di caduta & una cicloide rovesciata, una curva de-
scritta da un punto di un cerchio che rotola senza strisciare. Ancora una volta, questa
curva era stata introdotta da GALILEO; TORRICELLI, DESCARTES, GILLES PERSONNE DE
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0 n 2n Figura 17.5

ROBERVAL (1602-1675), e soprattutto PascaL I’avevano studiata mezzo secolo prima,
trovandone 1’area, la tangente, il baricentro e una serie di altre proprieta.

Ma i piu grandi successi del nuovo calcolo vengono dalle applicazioni alla dinami-
ca. Nel 1687 NEWTON pubblica i Philosophiae naturalis principia mathematica, nei
quali viene risolto il problema delle orbite dei pianeti e vengono poste le basi della di-
namica moderna.

Se nei Principia il ruolo del calcolo infinitesimale era tutto sommato piuttosto se-
condario, le leggi su cui si basava la meccanica newtoniana, in particolare la seconda
legge del moto f = ma applicata al moto di un punto materiale, si prestavano a un’im-
mediata formalizzazione in termini del calcolo infinitesimale. Infatti I’accelerazione
¢ la derivata seconda dello spazio rispetto al tempo, e quindi se la forza fdipende dalla
posizione e dalla velocita del punto, la determinazione del suo moto si riduce all’inte-
grazione di un sistema di equazioni differenziali, che cosi acquistano una posizione
dominante, non solo come problema matematico, ma anche e soprattutto come mezzo
di indagine fisica.

Lo stesso NEWTON, combinando genialmente il calcolo infinitesimale e gli sviluppi
in serie, porta la teoria delle equazioni differenziali a un grado di compiutezza desti-
nato a restare insuperato per molto tempo.

In primo luogo, data un’equazione differenziale

X =f(t, x)

Newton sviluppa in serie la funzione f, ordinando lo sviluppo secondo le potenze
ascendentidixet:

f=a+bt+cx+dP+etx+ i+
A questo punto, egli cerca la soluzione x(¢) sotto forma di una serie:
x(t)=o+ Bt+yr+ ..

con a = x(0). Inserita questa soluzione nell’equazione precedente, si uguagliano ter-
mine a termine i coefficienti delle varie potenze della ¢, ottenendo uno dopo I’altro i
coefficienti incogniti 3, yecc.

Ad esempio, supponiamo di voler risolvere il problema di De Baune, ossia I’equa-
zione differenziale

X=ax

con la condizione iniziale x(0) = 1.
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o
N
o

Posto allora
) =1+pt+y’+6+ ..
si ha
M =B+2p+367+ ...
¢ quindi
BA2p+386 +. . =a(l+ P+ pn+ '+ ..).

Eguagliando i coefficienti delle potenze uguali, si trova facilmente

B=a 2y=af=d> 36=ay=—=

3

a
5
<

e cosi via. e quindi si arriva alla soluzione

x(n=1+at+ %azﬁ + %a“r‘ + ...
che corrisponde ai primi termini della serie di Taylor della funzione ¢'.

In questo modo viene risolto il problema piu importante del nuovo calcolo, le
equazioni differenziali, anche se la soluzione non ¢ data in forma esplicita, ma sotto
forma di una serie, i cui coefficienti si possono calcolare 1'uno dopo I'altro, e talvolta.
come nel caso precedente, esprimere tutti in un’unica formula.

In ogni caso, la soluzione newtoniana ¢ soggetta alle stesse critiche che si facevano
per I’integrazione: & allo stesso tempo un metodo totale e insoddisfacente. Totale, per-
ché con questo metodo si possono risolvere tutte le equazioni differenziali, nessuna
esclusa, e quindi non lascia spazio a ulteriori ricerche e miglioramenti. Insoddisfa-
cente, perché solo in rari casi si riesce a risalire dalla serie alla forma esplicita della
soluzione.

Sta di fatto che in Inghilterra, dove I'influenza di Newton era enorme, non si regi-
strano progressi rilevanti nella teoria per tutto il xviii secolo e oltre.

Ben diversa ¢ la situazione sul continente. Qui gli sviluppi in serie, benché cono-
sciuti, non rivestono quel ruolo preponderante che invece assumono nella teoria new-
toniana; in mancanza di una trattazione generale e completa, che peraltro ancor oggi
in parte manca, si affrontano classi particolari di equazioni, la cui soluzione viene ri-
condotta alle quadrature, ossia all'integrazione di funzioni note.

Si assiste cosi in primo luogo alla soluzione di equazioni a variabili separabili, e di
qui a tutta una serie di studi miranti a ricondurre a queste ultime (mediante opportune
sostituzioni) classi sempre pil vaste di equazioni.

Nello studio di queste trasformazioni si distinguono i BERNOULLL, EULERO, gli ita-
liani GABRIELE MANFREDI (1681-1761) e JACOPO RICCATI (1676-1754), e piu tardi La-
GRANGE e ALEXIS CLAIRAUT (1713-1765). In particolare, a EULERO € dovuta la solu-
zione generale delle equazioni lineari a coefficienti costanti.
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Il Settecento ¢ tutto dedicato all’integrazione esplicita delle equazioni differenzia-
li, 0 quanto meno alla ricerca di soluzioni espresse sotto forma di integrali.

E solo agli inizi dell’Ottocento, anche a causa dell’esaurirsi del programma di ri-
cerca di soluzioni esplicite, che si afferma un altro punto di vista: non piu |'integra-
zione di questa o quella equazione, sulla strada di una complessita sempre crescente.
ma al contrario la dimostrazione dell esistenza di soluzioni nel caso generale.

Questo cambiamento di prospettiva & dovuto a CAUCHY. che tra I"altro introduce il
problema di valori iniziali che ha preso il suo nome, ¢ dimostra |"esistenza e I'unicita
di una soluzione in un intorno del punto iniziale.

Da questo momento, il problema dell’esistenza si separa da quello dell’unicita, e
ambedue vengono investigati in ipotesi sempre piu generali.

Verso la fine del secolo, sorgono altri problemi, spesso originati dalle applicazio-
ni, tra cui spicca quello della stabilita.

Supponiamo di avere un sistema fisico governato dal problema di CAUCHY

{u' =flt. u)

ll([(]) = U.

La funzione f(1, «) e il dato iniziale u, sono in genere il risultato di misure, e dun-
que sono soggette a errori sperimentali. Si pone allora il problema: come si ripercuo-
teranno questi errori sul comportamento della soluzione u(t)? O anche: con che preci-
sione devo fare le misure se voglio conoscere la soluzione « con un errore massimo
determinato? Questi e simili problemi. che erano diventati cruciali nel funzionamento
di alcuni sistemi come ad esempio il regolatore di WATT per le locomotive, hanno con-
dotto al problema della stabilita. investigato tra gli altri da HENRI POINCARE (1854-
1912) e da ALEKSANDR M. LiapuNov (1857-1918). Piu recentemente, I’ attenzione si &
spostata sui comportamenti caotici. un campo oggi molto studiato.

17.9. Risposte agli esercizi
17.1.Sihaw' =pt? s+ 12 =17 'f(2). e quindi 1z’ = f(z) — pz.

17.2.

> ’ 1 1)
I, u=tlogt+ ) 2. u=t'—t7 3. u=—<l—--—)
log| ]|+ ¢ 4

17.3. Se Ae“ + ue” =0 con u+# 0. si avrebbe —30‘” Pr= —1, che & impossibile
perché a — b # 0. Si ha allora y = 0, e dunque A =0.

17.4. Se Ae™sen Bt + pe™ cos Bt = 0, dovrebbe essere Asen Bt + picos fr = 0. Se si
pone 1 = 0 si ha u =0, e quindi anche A = 0.
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17.5.
l. u=c,+ ce’ —sent+3cost
_ 1 3 01
2. u=ce '+C2€2'*'2_t+z—‘2_€t
_ |
3.u=ce'+cqe 3’—1‘[6’ !

1
4. y=c;cosx+cysenx +x ——xsenx

2

3 1

5.v=c, "+ e —Esenx+3xcosx
sen’cost—t 1

6. y=c.cos2t+czsen2t+———————2—————cos2t—5sen2t(coszt—log|cost!)

3 V3 V3 5 V3 V3
7. y=cie'+ e crcos——1+cysen——1 |+ e’ | cicos—=—1 — cssen——rt | — £ — 2t

- 2 2 2 2
cost . /2 +cost

8. cycost+crsent + 1 + sentarctg(sent)

0
2V2 g\/f—cosr



Capitolo 18

Funzioni semicontinue

18.1. Massimo e minimo limite

Come abbiamo osservato pil volte, in particolare al momento della sua definizione,
non sempre il limite di una funzione esiste. Ad esempio, la funzione segno (x) non ha
limite per x — 0, mentre sen x non ha limite per x — +oo. In queste situazioni sono tal-
volta di aiuto il limite destro e sinistro, che perd, come il limite, non sempre esistono.

. . 1 .
Naturalmente una funzione, come ad esempio cos - che non ha limite perx — 0, e

nemmeno limiti destro e sinistro, ¢ piuttosto complicata. Ciononostante, ¢ possibile
dire qualcosa anche in questi casi, introducendo un nuovo concetto, il massimo limite
(e I'analogo minimo limite), che da una parte conserva alcune delle caratteristiche
proprieta del limite, e dall’altra ricorda I'estremo superiore. col quale condivide la
prerogativa di esistere sempre.

In un certo senso, il massimo limite non ¢ altro che una localizzazione dell’estremo
superiore. Ricordiamo che quest’ultimo era stato definito nel capitolo 2, definizione 2.5
come il minimo dei maggioranti. Piu precisamente, nel caso di una funzione reale f(x)
definita in un insieme A, un maggiorante M ¢ un numero tale che f(x) <M per ogni
XE A, e l'estremo superiore sup f ¢ il minimo di questi maggioranti.

A

Come si vede, I’estremo superiore € per sua natura un concetto globale; esso ha a
che fare con i valori della funzione f in tutto I'insieme di definizione A, e non nelle vi-
cinanze di un punto x,. Al contrario, come il limite, il massimo limite dipende solo dai
valori della funzione vicino a x,, o per essere pil precisi in un intorno di x,.

Definizione 18.1 Sia f(x) una funzione reale definita in un insieme A, e sia x, un
punto di accumulazione di A. Diremo che un numero reale M é un maggiorante locale
(per x — xy) se esiste un intorno 1 di x, tale che f(x) <M per ogni x di AN 1 e diverso

da x.
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Se la funzione fnon ha maggioranti locali, diremo che il suo massimo limite é + oo,
altrimenti chiameremo massimo limite della funzione f(x) per x — x, l’estremo infe-
riore dei maggioranti locali. In ogni caso il massimo limite verra indicato con

limsup f(x).
X,

Analogamente, un numero reale m si dice un minorante locale se esiste un intorno
J di xq tale che f(x)=m per ogni x€EANJ — {x,}. Se la funzione f non ha minoranti
locali, si dira che il suo minimo limite é —eo; altrimenti si chiama minimo limite della
funzione f (per x — x,) ['estremo superiore dei minoranti locali. In ambedue i casi il
minimo limite si indica con

liminf f(x).

X,
Alcune osservazioni.
1. A differenza dell’estremo superiore, che ¢ il minimo dei maggioranti, qui dob-

biamo prendere I’estremo inferiore dei maggioranti locali, perché I’insieme dei mag-
gioranti locali pud non avere minimo.

2. Come nel caso del limite, il punto x, non viene preso in considerazione nella de-
finizione di maggiorante locale, e il valore della funzione f nel punto x, non ha alcun
effetto sul valore del massimo e del minimo limite.

3. Dato che se M ed m sono un maggiorante e un minorante locale, si ha ovviamen-
te m < M, risulta

liminf f(x) < limsup f(x).

Come vedremo piu avanti, il segno = vale se e solo se la funzione fha limite.
4.Se a>0, risulta

limsup[af(x)] = alimsup f(x)

liminf[af(x)] = aliminf f(x),

mentre se a <O0:

limsup[af(x)] = aliminf f(x)

XX, X

liminf [af(x)] = a linl)supf(x).

5. Se f{x) =< g(x) in un intorno di x, allora

limsup f(x) < limsup g(x)

Nouy, X

liminf f(x) <liminf g(x).

X,

Infatti ogni maggiorante locale della g lo € anche della f, e ogni minorante locale
della flo ¢ anche della g.
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6. Se la funzione f ha maggioranti locali, uno di questi &€ ovviamente
M,= sup  flx),
ACHx.r) - {x,)

ovvero, scrivendo per brevita A, invece di A N 1(xg. r) — {x,}.
M, = sup f(x).
A,

Viceversa, se M € un maggiorante locale, esistera un intorno /(x,, r) tale che flx) <=M
in A,, e quindi si avra M = M,. Risulta pertanto
limsup f(x) = inf M, = inf sup f(x) [18.1]
vy r0 r>0 A
Osservando che M, & una funzione crescente di r, il suo estremo inferiore coincide
col limite per r — 0. Si ha allora
limsup f(x) = lim M, = lim sup f(x) [18.2]

X, r—0 r—0 A,

Osservazione 18.1 In [talia il massimo limite e spesso indicato con maxlim. Noi
abbiamo preferito la notazione internazionale limsup perché essa indica brevemente
le operazioni che entrano nella definizione: il limite (per r — 0) dell’estremo superio-
re (in A, ) della funzione f.

Considerazioni simili valgono per il minimo limite. In questo caso la funzione

= inf f(x)
A,
¢ decrescente, e quindi si ha
Ilmmff(r) = supinf f(x) = lim inf f(x) [18.3]
r>0 A, r—0 A,

Esempio 18.1 La funzione di Dirichlet

D) 1 sexérazionale
Y)= .. .
0 sexeéirrazionale

ha massimo limite | e minimo limite 0, qualsiasi sia il punto x,. Infatti in ogni intorno
di x, cadono punti razionali, in cui D(x) =1, e punti irrazionali, in cui D(x) = 0. Si ha
alloraM,=1em,=0 perognir>0,e il risultato segue dalle [18.2] e [18.3].

Esempio 18.2 Cerchiamo il massimo limite per.x — O della funzione

flx)y=(1+x)cos %

1
Si vede subito che | non ¢ un maggiorante locale; infatti si haf( Zkﬂ) =1+ Ey >1,

. .. . . 1 . L
e in ogni intorno / di 0 cadono punti T (basta prendere Sk Minore del raggio di /).
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s

D’ altra parte un qualsiasi numero M > 1 & un maggiorante locale. Si ha infatti f(x) <1+ | x
e questa quantita & minore di M non appena | x|<M — 1. In conclusione

limsup(l +x)¢ L
msyp(1 + xcos =1,

Si noti che in questo caso I'insieme dei maggioranti locali € la semiretta (1, +o0),
che non ha minimo.
Analogamente

. 1
liminf (1 + x)cos—= —1. O
x>0 X

Dalla definizione di massimo e minimo limite possiamo ricavare una caratterizza-
zione simile a quella del capitolo 2 § 8 per I'estremo superiore e I'estremo inferiore.

Proposizione 18.1 Risultu

L =limsupf(x)

o,

se e solo se per ogni €>0

1. esiste un r> 0 tale che f(x) <L+ eperognixE€A,,

2. perognis>0c¢’éunpunto x E A, tale che f(x) > L — &.

Infatti la 1 dice che L + £ ¢ un maggiorante locale, e la 2 che L — £non lo ¢; di con-
seguenza L ¢ I’estremo inferiore dei maggioranti locali.

Analogamente, il numero reale A & il minimo limite della funzione f per x — x, se e
solo se per ogni £ >0,

3. esiste un r >0 tale che f(x) > A — e perogni xEA,,
4. per ogni s >0 c¢’¢ un punto x € A, tale che f(x) <A+ €.

Il teorema che segue lega il massimo e minimo limite col limite.

Teorema 18.1 Se per x — x, la funzione f(x) ha limite, allora il massimo e il mi-
nimo limite sono uguali al valore del limite.
Viceversa, se risulta

liminf f(x) = lim sup f(x),

R VX,

allora la funzione ha limite, e il valore di quest’ultimo coincide col valore comune del
massimo e del minimo limite.

Dimostrazione Se

lim f(x)=L

XN,

allora per ogni £> () esiste un intorno /(x, r) tale che per ogni x € A, risulta L — £ < flx)<
<L+ & Il numero L + €& dunque un maggiorante locale, mentre L — £ & un minoran-
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te locale, e dunque in particolare non ¢ un maggiorante locale. Di conseguenza L ¢ I'e-
stremo inferiore dei maggioranti locali, e dunque il massimo limite. Allo stesso modo
si dimostra che L & I’estremo superiore dei minoranti locali, e dunque il minimo limite.
Supponiamo ora che sia
liminf f(x) = limsupf(x) =L
vy,

xr—o,
Confrontando le condizioni | e 3, e ricordando che L = A, si conclude che per ogni
£> 0 esiste un intorno /(x, r) tale che per ogni x € A, risulta L — e <f(x) <L + €, e que-
sta ¢ esattamente la definizione di limite. U

Il teorema precedente vale anche se L = 4+ 0 L = —oo. La dimostrazione & lasciata
per esercizio.

Definizioni e risultati analoghi ai precedenti si possono dare quando x — *oo. In
questo caso. invece che di maggiorante locale si preferisce parlare di maggiorante de-
finitivo:

Definizione 18.2  Siu f(x) una funzione definita in un insieme A C R non limitato
superiormente. Un numero M si dice un maggiorante definitivo (per x — +o0) se esi-
ste un r> 0 tale che per ogni x € AN (r, +o0) risulta f(x) <M.

Se fnon ha maggioranti definitivi, si dira che il massimo limite é +oo; altrimenti si
chiama massimo limite della funzione f per x — +oo ['estremo inferiore dei maggio-
ranti definitivi.

Anche qui per brevita scriveremo A" invece di A N (r, +o0). Valgono anche in que-
sto caso le analoghe delle [18.2] e [18.3]:

limsup f(x) = inf sup f(x) = lim sup f(x) [18.4]
Vo 0 A v ey

liminf f(x) = supinf f(x) =

r

lim inf f(x). [18.5]
J re0 A ey
Una definizione analoga si da per il minimo limite, ¢ per il massimo e minimo limi-
te per x — —oo, per i quali valgono formule simili alle precedenti, che vengono lascia-
te al lettore.
Si ha inoltre:

Proposizione 18.2 Risulta limsup f(x) = L se e solo se per ogni €>0

v teo

1. esiste un numero rtale che f(x) < L+ g perognix €A N (r, +oo),

2. per ogni s esiste un punto x EA N (s, +oo) tale che f(x)>L — €.

Analogamente, si ha liminf f(x) = A se e solo se per ogni €>0

X — too

3. esiste un numero rtale che f(x) > A — eperogni x EA N (r, +o),
4. per ogni s esiste un punto x € A N (s, +0) tale che f(x) <A+ €.
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La dimostrazione viene lasciata per esercizio.

Osservazione 18.2 Nclla definizione di massimo e minimo limite per x — x,
entra solo la nozione di intorno di x,, € quindi basta che la funzione reale f{x) sia defi-
nita in uno spazio metrico. In particolare la definizione di massimo e minimo limite
per x — x, si applica a funzioni di pil variabili. Al contrario, il massimo e minimo li-
mite per x — *oo sono definiti solo per funzioni di una variabile. Notiamo che lo stes-
so accade per il limite.

A differenza pero del limite. che grazie alla definizione 5.2 ha senso per funzioni a
valori in spazi metrici, il massimo e minimo limite si introducono solo per funzioni
reali (cioé a valori in R), dato che nella loro definizione entra in maniera determinan-
te ’ordinamento. t

Esempio 18.3 Siha

limsup senx =1.
X tee
Infatti | & un maggiorante definitivo (addirittura € un maggiorante), mentre nessun
. . N T .. ..
numero minore di 1 lo &, dato che sen (5 + 2kn)= 1. Pertanto | ¢ il minimo (e dunque

I’estremo inferiore) dei maggioranti definitivi.

Esercizi

18.1. Dimostrare che siha L = lim supf(x) se e solo se

1. per ogni £> 0 e per ogni successione x, a valoriin A — {x,} e convergente a x, si
ha definitivamente f(x,) <L + ¢,

2. esiste una successione x, a valori in A — {x,} e convergente a x, tale che f(x,) - L.

18.2. Le operazioni algebriche

Come abbiamo fatto per il limite (vedi capitolo 5, teorema 5.1), anche per il massi-
mo e minimo limite si possono dare teoremi che ne regolano il comportamento rispet-
to alle operazioni algebriche, dando il massimo e il minimo limite della somma, del
prodotto ecc., di due funzioni.

A differenza pero del limite, in questo caso non si puo dire molto, tranne che quando
una delle due funzioni coinvolte ha limite. Il caso pit semplice € quello della somma.

Teorema 18.2  Siano f(x) e g(x) due funzioni reali, e supponiamo che sia

limsupf(x) =L, lim g(x) = a.

1
R Yoy,
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Allora
limsup| f(x) + g(x)] = L + a. | 18.6]
Dimostrazione La[18.6] ¢ conseguenza della relazione piu generale:
limsup f(x) + liminf g(x) < limsup| f(x) + g(x)] < limsup f(x) + limsupg(x)
I Vo, oy, vy, vy,
[18.7]
Si ha infatti'
flx) + il}fg(,\') < flx) + g(x) < flx) + supg(x)
A, A
e prendendo I'estremo superiore:
supfix) + i/rsfg(x) < sup[flx) + g(x)] < supflx) + supg(x).
A, . A, A, A,
Di qui, passando al limite per r — 0 segue subito la [18.7]. Se poi la funzione g ha
limite ¢, il massimo e minimo limite sono ambedue uguali ad ¢, e quindi si ha
L+ a=Ilimsup[flx)+gx)|sL+a
X >,
da cui segue subito la [18.6].
In maniera analoga si dimostra che
liminf f(x) + liminf g(x) < liminf [ flx) + g(x)] < liminff(x) + limsupg(x)
vy, =N, A R O A A R
e dunque, se g ha limite,

liminf[ f(x) + g(x)] = liminf f(x) + lim g(x). 0
Nel prossimo teorema poniamo fvg(x) = max{f(x). g(x)} ¢ fAg(x) =min{f(x), g(x)}.

Teorema 18.3 Risultu

limsup fvg(x) = limsup f(x) v Iimsupg(x) [18.8]
limsup fAg(x) < limsup f(x) Alimsupg(x) |18.9]

Dimostrazione Sia L= Iipls‘up fix)yepP= lilm_)s‘up g(x). Siccome le funzioni fe g
entrano simmetricamente nell’enunciato del teorema, si puo supporre L < P, cosicché
il secondo membro della [18.8] ¢ uguale a P, e quello della [18.9] vale L.

Cominciamo dalla [18.8]. Per la proprieta 1 della proposizione [18.1], per ogni
e>0esisteunr, talechefx)sSL+esP+e€inA, eunrytalecheg(x) S P+ €inA,.
Prendendo come r il pilt piccolo tra ry e ry, in A, avremo ambedue le diseguaglianze, e
quindi sara fvg(x)< P+ gin A,. Il numero P + €¢& dunque un maggiorante locale per
fvg. e quindi

Iimsupfvg(.x') =P

' Se x, = + o bastera scrivere A" al posto di A, s¢ x, = — o, si cambierd A, in AN (—oo, —r).



232 Funzioni semicontinue | Cap. 18

D’altra parte g <fvg, € quindi P <limsup fvg(x), che insieme alla precedente da
la [18.8]. o

Veniamo ora alla [18.9]. Dalla proprieta 1 si pud dedurre che per ogni €> 0 esiste
un r > () tale che flx) <L + €in A,, e dunque a maggior ragione fAg(x) <L + €. Pertan-
to L + € ¢ un maggiorante locale per fAg, e quindi avremo la [18.9]. C

Osservazione 18.3 In genere la [18.9] & una diseguaglianza. Ad esempio, se si
prende come f(x) la funzione caratteristica dell’intervallo (0, 1) e si pone g(x) = — f(x),
si ha fAag = 0 (infatti dove f vale 1, g vale 0 e viceversa), e dunque Ii{nij frg =0,
mentre li{nﬁs(tjjpf(x) = Ii\mﬁs(t)lpg(x) =1.

Se pero una delle due funzioni, ad esempio la f, ha limite, allora vale il segno =.
Infatti per la proprieta 2, per ogni € e per ogni A, esisteunx € A, tale che g(x) >P — e =
= L — g d’altra parte esiste un r, tale che per ogni x €A, risulta f(x) > L — €. ¢ quindi
anche f(x) > L — €. Di conseguenza, si ha fag(x) > L — €, e quindi

limsup fAg(x) = L.

Confrontando quest’ultima con la [18.9], si vede che vale il segno =.

Analoghe formule valgono per il minimo limite:

liminf fvg(x) = liminf f(x) vIiminf g(x) [18.10]
liminf fAg(x) = liminf f(x) Aliminf g(x) [18.11]

Anche in questo caso, si ha I'uguaglianza nella [18.10] se una delle funzioni ha li-
mite. Le dimostrazioni vengono lasciate per esercizio.

Osservazione 18.4 Nel caso in cui le funzioni fe ¢ hanno limite, si ha

lim fvg(x)=1lm f(x)vlim g(xv) [18.12]
liln frglx)= lim J) /\‘lim‘ g(x) [18.13]

Infatti, ricordando che
li!]l)S‘upf(.\f) = li“n_l)i‘nff(.\‘) =‘_1er3 flx) limsypg(,t) = li“n_l)i\nfg(,\') :‘lij? 2(x)
otteniamo dalle [18.8] e [18.10]:
lifxls‘upfvg(x) =‘li_m f(.x‘)v‘li.)n} g = li\_rﬂi\nffvg(x)
e quindi
lims\upfvg(x) = Ii“nli\nf_f(x)vg(x) =\1Ln3 Sflx) v‘ILnI g(x)

da cui segue la[18.12]. La [18.13] si dimostra allo stesso modo. =
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Osservazione 18.5 Le relazioni precedenti si estendono a tre o piu funzioni,
sempre in numero finito. Se invece le funzioni in esame sono infinite in numero, val-
gono relazioni simili, ma sempre col <. Piu precisamente, sia f(x) una famiglia di
funzioni, dipendenti da un parametro ¢ che varia in un insieme 7, e poniamo

F(x)=supfi(x), f(x)=inf f(x).
€T el

Si ha
li\m_;s‘upF(x) = sglla lim}sr‘upf,"(.\'). [18.14]
Iimsgpf(x) < }25“_&53"»’5""’* [18.15]
liminf F(x) = sgg) liminff(v), [18.16]
R, Ju
li‘n_l)i‘?t’f(.x) s}igfli‘fgixl}fﬁ(.\‘). [18.17]

Le dimostrazioni sono semplici; ad esempio per la [18.14] basta osservare che per
ogni t € T si ha F(x) = f(x), e quindi limsupF(x) = limsupf,(x); la [18.14] segue imme-
v - X,

Xy X

diatamente prendendo I’estremo superiore al variare dir€ T.
Veniamo ora al prodotto di due funzioni.

Teorema 18.4 Supponiamo che f(x) sia una funzione limitata in un intorno di x,
e che

limsupflx)=L e limgx)=a=0.

Rl

Allora

liﬂs\upf(.\‘)g(.\') =alL. [18.18]
Dimostrazione  Se a =0 la [18.18] & una conseguenza dell’esempio 5.12; infatti
la funzione f¢ limitata in un intorno di x,. e quindi il prodotto f(x)g(x) tende a 0.
Se invece « >0, si ha f(x)g(x) = f(x)[g(x) — a] + af(x): dei due termini a secondo
membro, il primo tende a 0, e il secondo ha massimo limite uguale ad «L. La tesi segue
allora dalla [18.6]. [

Esempio 18.4 Siha

. 11
limsup cos— =7

1
o0 x+2 X 2

. 1 ) . . 1 oo
Infatti la frazione tende a =, mentre il massimo limite di cos7e 1, e il risultato

x+2 2
segue dal teorema precedente. |
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Osservazione 18.6 Se a > 0, il teorema precedente vale anche senza I’ipotesi che
f(x) sia limitata in un intorno di x,. Questa ipotesi ¢ invece essenziale se a < 0. Ad esem-

1
—— sex<0
X

pio se g(x) =xe flx) = si ha lirr})supf(.x) =0e !irr})supf(x)g(x) = + oo,

0 sex=0)

Esercizi

18.2. Dimostrare che se lim fix)=a e lim f(x)= b, allora limsup flx)=avb e
liminf x)=anb e e o

X,

18.3. Successioni

Un caso particolare, ma di notevole interesse, & quello delle successioni, che sono
funzioni definite nell’insieme N dei numeri naturali. In questo caso si pu0 parlare di
massimo e minimo limite per n — oo, e valgono ovviamente tutte le proprieta che ab-
biamo dimostrato nelle sezioni precedenti.

In particolare avremo

li'{rlsoyp a,=L

se e solo se per ogni £€>0
1. esiste un vtale che perognin>vsihaa, <L+ ¢,

2. risulta a, > L — ¢ per infiniti interi n.

La prima ¢ precisamente la I della proposizione 18.2; la seconda ¢ una riformula-
zione della 2, che tiene conto della particolare situazione. Infatti per la 2, per ogni
sc’euninteron>scona,> L — g e questo equivale a dire che quest’ultima disegua-
glianza vale per infiniti n.

Analogamente, avremo

liminfa,= A4
100

se e solo se per ogni €>0
3. esiste un vtale che perognin>vsihaa,>A1—¢,

4. risulta a, < A + € per infiniti interi n.

Esempio 18.5 Siano g, e b, due successioni, convergenti rispettivamente ad a e
b, e consideriamo la successione

a, senepari
= e
" |b, senedispari.
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Si ha
limsupc, =avb limint ¢, =anb.
n-—oo n —eo

Possiamo supporre che ¢ = b. Le relazioni precedenti si potrebbero dimostrare di-
rettamente dalla definizione, o dalle proprieta caratteristiche del massimo e minimo
limite. Noi osserveremo invece che risulta

I+ (1)
c,=b,+ 1+ (a,—b,).
2
Il primo termine a secondo membro tende a b. Il secondo ¢ il prodotto di «, — b,,
L+ . o . .
che tende ad « —h=0, e di % che ha massimo limite | € minimo limite 0.

Possiamo allora applicare la [18.18], e concludere che il suo massimo limiteea — b e
il minimo limite 0. Applicando ora la [ 18.6}], troveremo che il massimo limite di ¢, ¢
b+ (¢ — b)=aeil minimo limite b + 0= b.

Esempio 18.6 Si ha

lim (- )n I. liminf——— (—1)n 1
ms —~ = 1. = — 1.
n—»oPp II+2 luﬂw +2

. . n . n . S
Infatti la successione data vale o Pernpari.e ——— pern dispari, e si pu0 ap-
Il < <z

plicare I'esempio precedente. =
Il massimo limite ¢ particolarmente utile nello studio della convergenza delle
serie. Infatti i criteri di convergenza del capitolo 6 § 9, e in particolare quelli della ra-

dice e del rapporto, trovano la loro formulazione piu generale se espressi mediante il
massimo limite. Si ha ad esempio

Teorema 18.5 (criterio della radice) Siu Ea,, una serie a termini positivi. Se

L =limsup Va, <1

n-see

allora la serie 2 a, converge. Se invece

L =limsup Va, >1

n—oo

lu serie diverge.

. ) 1 . . .
Dimostrazione Se L<1,preso €= —5 esisteunv tale che per ogni n> vsi ha

no— l

\Y <—£
a, 2

(1LY
a, >

e quindi
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N . . . . 1+ L
Quest’ultima ¢ una serie geometrica di ragione > <1, e dunque convergente;

per il criterio del confronto convergera anche la serie Ea,,.

. P ca—_ 1 +L
Se invece L> |, per infiniti n risultera Va, >

5 >1, e quindi @, > 1. La successio-
ne a, non potra allora tendere a zero, e pertanto la serie Ea,, non sara convergente,
venendo meno la condizione necessaria. [l

Teorema 18.6 (criterio del rapporto) Siu Ea,, una serie a termini positivi. Se

limsupa"—"-: L<1

n—eo d,

lu serie Ea,, converge.

Dimostrazione Ragioniamo come nel teorema 6.10. Per la | esiste un N tale che
. L ap-y L+ S .
per ogni n = N si ha :1_< A Di qui si ricava, per ognin= N,
n
dy
ay<—xp".

Poiché p <1, la serie Zp” converge, e dunque converge anche la serie 2 a,.

Osservazione 18.7 Da notare che in questo caso, a differenza di quanto accade
nel teorema 6.10, la serie . @, pud convergere anche se

. ay 4+
limsup——

n—oo a,

>1.

Ad esempio, posto

2™ sen ¢ pari

a, =1 o
" 3" seneédispari

la seriez a, converge, essendo maggiorata dalla serie geometrica convergente E 2
mentre si ha

. dy
limsup——= +oo,

n—oo a,

Il teorema 18.5 ha conseguenze sul calcolo del raggio di convergenza di una serie
di potenze, la cui dimostrazione si basa sul criterio della radice. Si ha allora

Teorema 18.7 Siaz a,x" una serie di potenze, e sia

. n
L=limsupV]a,]|.
n —oo
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Allora, detto ril raggio di convergenza della seriez a,x", si ha
0 se L= +oo
r={-— se 0 <L < +eo

+oo se L=0.

18.4. Funzioni semicontinue

Veniamo ora a uno dei punti centrali di questo capitolo. Nelle sezioni precedenti
abbiamo visto come il concetto di limite si spezzi per cosi dire in due, dando origine a
quelli simmetrici di massimo e minimo limite. Corrispondentemente, anche il concet-
to di funzione continua, che ha evidenti legami con quello di limite, si biforca in due.

Definizione 18.3 Sia f: A — R e sia xy un punto di A. Diremo che la funzione
f(x) & semicontinua superiormente in x, se

Sflxy) = limsupf(x). [18.19]
N,
Analogamente, f si dira semicontinua inferiormente in x, se risulta
Sxy) < liminf f(x). [18.20]
X

oy

Se poi f & semicontinua superiormente (inferiormente) in ogni punto di A, diremo
semplicemente che € semicontinua superiormente (inferiormente) in A.

Per brevita scriveremo SCI e SCS invece di semicontinua inferiormente ¢ semi-
continua superiormente.

Osservazione 18.8 Abbiamo visto che una funzione ha limite se e solo se il mas-
simo e il minimo limite coincidono. In maniera analoga, una funzione f(x) € continua
in un punto x, se e solo se in x, &€ semicontinua sia superiormente che inferiormente.

Infatti se f & continua in x,, allora il suo limite ¢ f(x,). e dunque sono uguali a
f(x,) sia il massimo che il minimo limite. che coincidono con il limite. Valgono dun-
que sia la [18.19] che la [18.20], col segno =.

Viceversa, se valgono la [18.19] e la [18.20], avremo

flxy) = li\nli‘nfj(x) = Ii\r_ll’s‘upf(.\') = fl(xy)

¢ quindi il massimo e il minimo limite sono ambedue uguali a f(x,). La funzione f(x) ha
dunque limite per x — x;, e questo limite vale f(x;). -

N

Esempio 18.7 La funzione caratteristica di un insieme aperto in R" ¢ SCI; quella
di un insieme chiuso ¢ SCS.
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Sia E un insieme qualsiasi, e sia X, un punto di R". Se x, ¢ interno a E, la funzione
@i(x) vale I in un intorno di x,. e dunque ¢ continua in x,. Analogamente, se X, ¢ un
punto esterno, si ha @z(x) =0 in un intorno di x,, ed ¢ continua in x,. In ogni caso. la
funzione ¢ &€ continua nei punti interni e nei punti esterni di E.

Restano da esaminare i punti di frontiera. Se x, € JE, si ha

O<liminf @u(x)=< hm sup Qr(x)=<1.

X=X,

Se ora E ¢ aperto, non contiene i suoi punti di frontiera, e quindi @(x,) = 0, per cui
¢ verificata la [ 18.20]. Se invece E ¢ chiuso, x, € E, e ¢.(xy) =1, e vale la [18.19]. Nel
primo caso ¢, ¢ SCI, nel secondo & SCS.

Le seguenti proprieta seguono immediatamente da analoghe proprieta del massimo
e minimo limite.

1. Se f(x) ¢ SCS. af(x) e SCSse a>0e SCl se a <.

2.SefegsonoSCS, f+ ge SCS.

Segue dalla seconda delle diseguaglianze [18.7].

3.Sefe g sono SCS in x, anche fvg e fAg sono SCS in x,,.

Segue dalle [18.8] e [18.9], osservando che se fe g sono SCS si ha
llmsup/(\)vllmsupg(\ = flxy) ve(xy), v

lll’ILﬁ\upf(\)/\llm supg(x) =< flx) Ag(xy).
4. Risultati simili valgono per funzioni SCI. In particolare, se fe g sono SCI in x,,
lo sono anche f+ g, fvg e fag.

Vale inoltre un risultato analogo al teorema 7.3, la cui dimostrazione viene lasciata
per esercizio:

Teorema 18.8 Una funzione f: A — R ¢ SCS in xy € A se e solo se per ogni suc-
cessione x, a valoriin A — {x,}, e convergente a x, si ha
flxg) =limsup f(x,).
n—oc

Analogamente, f&¢ SCl in x;, se e solo se per ogni successione x, a valori in A — {.x}.
¢ convergente a x, si ha

flxg) = IiI{xLiEff(x,,).

Teorema 18.9 Se f,. t €T, ¢ una famiglia di funzioni SCI in un punto x,, allora

F(x) = supf,(x)

€T

¢ SClin x,.
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Dimostrazione  Siha fi(x) < F(x) per ogni f, e dunque

filxg) = li!ninf f(x)<liminf F(x).

- Xy, L S dR
Poiché questa relazione vale per ogni t. prendendo I'estremo superiore rispetto a ¢
siavra
F(x,) <liminf F(x)
Vo,

e pertanto F ¢ SCl in x,. o

Allo stesso modo si dimostra che I'estremo inferiore di una famiglia g,(x) di fun-
zioni SCS & SCS. In particolare. se f,(x) sono funzioni continue, F(x) = supf,(x) ¢ SCI,
e p(x) = inf fi(x) & SCS. er

1

18.5. 1l teorema di Weierstrass

Uno dei risultati principali per le funzioni continue & costituito dal teorema di
Weierstrass, che abbiamo visto nel capitolo 7:

Una funzione f continua in un insieme compatto K ha massimo e minimo.

Un risultato simile vale per le funzioni semicontinue:

Teorema 18.10 (di Weierstrass) Una funzione f semicontinua superiormente in
un insieme compatto K ha massimo; una funzione semicontinua inferiormente in K ha
minimo.

Dimostrazione Limitiamoci alla seconda parte del teorema, e sia f una funzione
SCI in un insieme compatto K. Vogliamo dimostrare che fha minimo. ossia che esiste
un punto x, € K tale che f(x,) < f(x) per ogni x EK.

Sia x, una successione minimizzante, cioe una successione in K tale che f(x,) tende
all estremo inferiore della fin K.> Poiché K & compatto, dalla successione x, si pud
estrarre una sottosuccessione x; che converge a un punto x, € K.

Essendo estratta dalla f(x,). la successione f(x; ) ha come limite inf f(K). Per la se-
micontinuita di f. tenendo conto del teorema [18.8], si ha

flxg) = li,rln_»igff(xk") =inf f(K) < f(x).

Si avra allora f(x,) = inf f(K), e pertanto x, ¢ un punto di minimo. 0

Il teorema precedente si potrebbe dimostrare con lo stesso metodo del teorema 7.9,
tenendo conto dell’osservazione 7.6. La dimostrazione e lasciata per esercizio.

> Che una tale successione esista segue dalla definizione dell'estremo inferiore. Infatti il numero

S | N . . . . e 1
inf flK) + 7, on & un minorante di f(K), e dunque per ogni n esiste un punto x, tale che f(x,) < inf f(K) + .

La successione flx,) tende a inf f(K).
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18.6. Approssimazione delle funzioni semicontinue

Come corollario del teorema 18.9, abbiamo osservato che I’estremo superiore di una
famiglia di funzioni continue ¢ una funzione semicontinua inferiormente. In partico-
lare, se f,(x) € una successione crescente di funzioni continue, il suo limite puntuale

fix) =1im £,(x) = sup f,(x)
n— e neEN
¢ una funzione SCI.

Analogamente, il limite di una successione decrescente di funzioni continue € una
funzione SCS.

Vogliamo ora invertire questi risultati, dimostrando il seguente

Teorema 18.11 Sia fx) una funzione semicontinua inferiormente. Allora esiste
una successione crescente f,(x) di funzioni continue, tale che

Sy =1im f,(x) = sup f,(x)
n e neN

Dimostrazione Per semplicitd, supporremo che f'sia definita in R; la stessa dimo-
strazione vale anche in R".

Dimostreremo dapprima il teorema nel caso in cui f(x) = 0 ; vedremo poi come fare
a meno di questa ipotesi.

Faremo vedere che la successione

Fix) = inf L) + ]y =] [18.21]

ha le proprieta richieste.

Osserviamo in primo luogo che, posto ®,(v; x) = f(v) + n|y — x|, risulta f,(x) < d(v; x)
per ogni v, e in particolare f,(x) < ®(x; x) =f(x). Cid premesso, la dimostrazione puo
essere fatta in tre passi:

1. la successione f, & crescente. Infatti, posto ®,(v; x) =f(v) + n|y — x|, risulta
D, (vix)<d,. (y:x)perogniy,e prendendo I’estremo inferiore al variare di y € R si
trovaf,,(x) s./;1+ l(x)-

2. Dimostriamo ora che le funzioni f, sono continue.

Siano x, e x, due punti di R. Per la definizione di estremo inferiore, per ogni £> 0 esi-
ste un punto v tale che f,(x,) > ®,(v,; x,) — £ D’altra parte

fn(Xl) :‘lgfl;q)n(\" xl) = (Dn(yZ; .\'])
e dunque
f;l('x|) _.f;l(xl) = (Dn(yl; X]) - (D,,(.Vz; XZ) te= n(IyZ - X | - I,Vz ) |)+ E.
Per la diseguaglianza triangolare |y, — x| — | y» — xo|< | x; — x|, risulta allora

f;l(xl) _f;l(-xl) =n IXI - XZ | + E.
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Analogamente, scambiando tra loro x, e x,, si trova
file) = fux) <nlx, —x|+e
e dunque
ey = futed [<nlx — x|+ e
e per I’arbitrarieta di €
[fu(x) = fule) [ < nlx — x|
La funzione f, € pertanto lipschitziana, dunque continua.

3. Infine facciamo vedere che f, — f. Per la [18.21], tenendo conto della definizio-
ne di estremo inferiore, per ogni n € N esiste un punto y, tale che

| ‘
[+ )y, = x| = < £ <f(). [18.22]

(0 1
Dalla [18.22], essendo per ipotesi f(v,) =0, segue che |y, — x| SJ% + -7 ¢ dunque

. , S . |
la successione v, tende a x. D’altra parte sempre dalla [18.22] si haf,(x) =f(v,) — o€
quindi, tenendo conto della semicontinuitd di f, avremo

f(x)=1lim f,(x) = lim inf(f(y,,)—i—) = f(x)

e dunque

f(x) =1im f,(x). 0

Il teorema & cosi dimostrato se f(x) = 0. Osserviamo che questa ipotesi, 0 comun-
que un’ipotesi di questo tipo, entra in maniera essenziale nella dimostrazione del teo-
rema precedente; senza di essa I’estremo inferiore che definisce le funzioni f, potreb-
be essere sempre —oo, come accade ad esempio per la funzione f(x) = —x’.

D’altra parte, per eliminare I’ipotesi f(x) =0, ¢ sufficiente dimostrare che esiste
una funzione g(x) continua, con g(x) < f(x). Infatti in questo caso bastera applicare il
teorema precedente alla funzione f(x) — g(x) = 0: detta g, una successione crescente
di funzioni continue, che tende a f— g, la successione f, = g, + g € una successione
crescente di funzioni continue, che tende a f.

Si tratta allora di dimostrare la seguente

Proposizione 18.3 Se f é una funzione semicontinua inferiormente, esiste una
funzione g(x) continua, con g(x) < f(x).
Dimostrazione Poniamo I, = 1(0, k) e

m, = ipff(.\').
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Poiché f& semicontinua, si ham; > —o0,* ¢ m, & una successione decrescente.
Si puo allora prendere come g(x) la funzione pari che perx & [k — 1. k) (k=1.2,...))
prende il valore my + (x — k + 1)(my . | — my).

Figura 18.1

Questa funzione € continua, dato che risulta

lirrk}‘ glx) = “nz,- [my .y +(x—k)my > —my, )] =my ., = glk)
Iing_g(.r) = lin}_ [my+(x—k+1)m ., —m)|=my .
XK YK

Inoltre, ricordando che my ., <my, si ha g(x) <m, in [k — 1. k). e dunque g(x) < flx).

18.7. 1l teorema di Dini

Nella sezione precedente abbiamo dimostrato che le funzioni semicontinue sono
tutte e sole quelle che si possono approssimare con una successione monotona di fun-
zioni continue; con una successione crescente le funzioni SCI, con una decrescente
quelle SCS.

Il modo con cui ha luogo la convergenza & stabilito dal seguente teorema.

Teorema 18.12  Supponiamo che f,(x) sia una successione crescente di funzioni
SCI, definite in un compatto K e convergenti puntualmente in K a una funzione f SCI.

Y Infatti, per il tcorema di Weierstrass, la funzione f ha minimo nella chiusura di /,. Osserviamo che
questo ¢ il solo posto dove entra I'ipotesi di semicontinuita; la proposizione vale per qualsiasi funzione lo-
calmente limitata inferiormente, cio¢ tale che m; > —oo.

’
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Sia g(x) una funzione SCS, con g(x) <f(x) in K. Allora esiste un v tale che per ogni
n>vrisulta g(x) <f,(x) < f(x) per ogni x E K.

Dimostrazione La diseguaglianza f,(x) < f(x) vale ovviamente per ogni n. Re-
sta dunque da dimostrare che da un certo v in poi si ha g(x) <f,(x) per ogni x EK.
Dato poi che la successione f, € crescente, bastera dimostrare che esiste un v tale che
Si{x) > g(x), dato che la stessa relazione varra per ognin > v.

Se una tale f, non esistesse, per ogni n si potrebbe trovare un punto x, € K tale che
Jaln) < gl(x,).

Poiché K & compatto, dalla successione x, si puo estrarre una sottosuccessione x;,
convergente a un punto x, € K.

Dato che la successione f;, ¢ crescente, avremo

fh,,('\.h,‘ . ,,,) sf;l” . ,,,(xh,; . ,,,) = g(xh,. - )

Tenendo fisso n, facciamo ora tendere m all’infinito. Il punto x,  tendera a x,, €
siccome f;, ¢ SCI, avremo

ﬂ,"(.\'()) = “’!;nngffh,,(xh“ . ,,,)~
D’altra parte g(x) ¢ SCS, e quindi

limsup g(x;, )< g(xy),

m —oec

cosicché in definitiva
S (x0) < gxp).

Se ora si fa tendere n all’infinito, si ottiene f(xy) < g(x,), che contraddice I'ipotesi
J(x) > g(x). ()

Il teorema precedente ci dice che se una funzione f(x) SCI ¢ maggiore di una fun-
zione g(x) SCS in un insieme compatto, in mezzo alle due si pud sempre mettere una
funzione continua. Infatti se f, & una successione crescente di funzioni continue, con-
vergenti puntualmente af, esistera un v tale che per ognin > vsi ha g(x) <f,(x) < f(x).

Questo risultato ci sara utile nel prossimo capitolo. Ora ce ne serviremo per dimo-
strare il teorema di Dini sulla convergenza uniforme.

Come abbiamo osservato, una successione monotona di funzioni continue conver-
ge puntualmente a una funzione semicontinua. Se la funzione limite non ¢ continua, la
convergenza non puo essere uniforme, dato che il limite uniforme di funzioni conti-
nue ¢ una funzione continua.

Se invece la funzione limite ¢ continua, la convergenza ¢ uniforme. Si ha infatti

Teorema 18.13 (Dini) Supponiamo che una successione monotond f,, di funzioni
continue converga in un compatto K a una funzione f(x) continua. Allora la conver-
genza é uniforme.
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Dimostrazione Supponiamo ad esempio che la successione f, sia crescente. Per la
continuita della f, nel teorema precedente possiamo prendere g(x) = f(x) — €, con €> 0.
Avremo allora che esiste un v tale che per ogni n > vrisulta f(x) — € <f,(x) <f(x) per
ogni x € K. Si ha allorapern <v:

sk{plf,, —flse

¢ quindi la successione f, converge uniformemente. o

Osservazione 18.9 Nel teorema precedente la continuita delle funzioni f, non ¢
stata mai utilizzata, in quanto per I’applicazione del teorema 18.12 ¢ sufficiente che le
funzioni f, siano SCI. Abbiamo dunque il teorema piu generale:

Se una successione crescente di funzioni semicontinue inferiormente converge in
un compatto K a una funzione continua, allora la convergenza e uniforme.

Analogamente:
Se una successione decrescente di funzioni semicontinue superiormente converge

in un compatto K a una funzione continua, allora la convergenza é uniforme.

Naturalmente, nel teorema precedente & essenziale 1'ipotesi che la successione
f, sia monotona; una successione non monotona di funzioni continue pud convergere
puntualmente a una funzione continua senza che la convergenza sia uniforme.

Ad esempio, la successione

1
nx se()SX<'—
. 1
fi(x)=42—nx se <<
2
0 se—==y=|

converge puntualmente a 0, ma non converge uniformemente, dato che ||f,||=1. =«

18.8. Risposte agli esercizi

18.1. Sia L il massimo limite e sia x, una successione convergente a x,. La | segue
dalla analoga proprieta della proposizione 18.1; infatti i termini x, della successione
cadranno definitivamente in A,. Per dimostrare la proprieta 2, osserviamo che per ogni

nesiste un punto.x, EA, tale che f(x,) > L — % Tenendo conto della 1, la successione
f(x,) tende a L. "

Viceversa, se sono soddisfatte le proprieta | e 2, L & il massimo limite. Infatti per la
2 nessun numero minore di L puo essere un maggiorante definitivo, mentre per la |
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L+ €lo &. Infatti, se cid non fosse, in ogni intorno A, ci sarebbe un punto x, tale che
f(x,)>L + ¢, il che contraddice la 1. n

18.2. Supponiamo a < b. Per ogni € > 0 esiste un r tale che per x, <x <x,+ rsi ha
f(x) <a<a+ e Analogamente, esiste un s tale che per x, — s < x < x risulta f{x) <b +
+ £<a+ € Di conseguenza a + £ & un maggiorante locale. D’altra parte per x, <x <
< xy + rsi ha anche f(x) >« — €, e quindi ¢ — € non & un maggiorante locale.



Capitolo 19

L’integrale di Lebesgue

19.1. Introduzione

Nei capitoli 9 e 12 abbiamo discusso I’integrale per funzioni di una e piu variabili.
Lateoria dell’integrazione sviluppata in quei capitoli, che prende il nome da Riemann
che ne ha dato la prima formulazione generale, consente di calcolare I’integrale delle
funzioni pit comuni, ma non & del tutto soddisfacente per due motivi.

In primo luogo, molte funzioni risultano non integrabili. Si tratta, & vero, di funzio-
ni piuttosto astruse, come ad esempio la funzione di Dirichlet, ma nondimeno questa ¢
una limitazione che non manca di farsi sentire, soprattutto nella teoria della misura.
Infatti, come abbiamo visto, risultano misurabili solo gli insiemi che hanno frontiera
di misura nulla; una classe che non comprende nemmeno tutti gli aperti né tutti i chiusi.

Ma a parte questa limitazione, manca nella teoria di Riemann un buon teorema di
passaggio al limite sotto il segno di integrale. Quello che si puo dimostrare (vedi teo-
rema 13.2) & che se una successione f, di funzioni integrabili converge uniformemen-
te a una funzione f, allora

f fdx = lim f fodx,

mentre in generale niente si pud concludere se la convergenza ¢ solo puntuale.
Ambedue questi difetti sono superati nella teoria dell’integrazione di Lebesgue,
che tratteremo in questo capitolo. In questa teoria, la classe delle funzioni integrabili.
oltre a comprendere quelle che gia lo erano secondo Riemann, si arricchisce di mol-
tissime altre funzioni, al punto che ¢ difficile dare un esempio di funzione non inte-
grabile secondo Lebesgue. In secondo luogo, i teoremi di passaggio al limite possono
essere dimostrati nelle ipotesi pitt generali, acquistando cosi un’agilita e una potenza
sconosciute alla teoria di Riemann. Per capire meglio la differenza di approccio, ri-
cordiamo per un momento alcune tappe della definizione dell’integrale di Riemann.
Abbiamo cominciato col definire I’integrale delle funzioni semplici, e con queste ab-
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biamo approssimato dall’alto e dal basso arbitrarie funzioni f limitate € a supporto
compatto, per ottenere gli integrali superiore e inferiore:

ff'(x)dx = inf{ f(p(x)dx; oE Ef*(f)}; ff(x)dx = sup [ ~]’!//(x)dx; yve Ef’(f)}.

Infine, abbiamo chiamato integrabili le funzioni f per le quali I’integrale superiore
e I’integrale inferiore coincidevano.

Poniamoci ora il problema di aumentare la classe delle funzioni integrabili. Una
possibile strategia consiste nell’ampliare la classe di partenza al di la delle funzioni
semplici. Infatti, se al posto delle funzioni semplici prendiamo una classe 9. piti ampia,
I’integrale superiore diminuisce (essendo un estremo inferiore) o al piu resta lo stes-
so, mentre quello inferiore aumenta o in ogni caso non diminuisce; di conseguenza
qualche funzione prima non integrabile potrebbe diventarlo, aumentando cosi I’insie-
me delle funzioni integrabili.

Naturalmente, la classe 2 delle funzioni di partenza non pu0 essere qualsiasi, dato
che per usarla al posto delle funzioni semplici nella definizione di integrale superiore
e inferiore dobbiamo conoscere I’integrale delle funzioni di 2 Il meglio che possiamo
fare & prendere come 2 la classe R delle funzioni integrabili secondo Riemann. In
questo modo potremo definire un nuovo integrale superiore:

sk

[ foodx = inf1 [vdx; vE.OR*(f)} (19.1]

e un nuovo integrale inferiore:
[ feodx = sup{fu(x)dx; uEOJt(f)} (19.2]

e definire integrabili le funzioni per cui questi due integrali coincidono.
Purtroppo questa strategia non porta a nulla, dato che cosi facendo si ritrovano gli
stessi integrali superiore e inferiore. Infatti da una parte si ha ¥ (f) CR*(f), e quindi

ff(x)dxs ff(x)a'x

e dall’altra per ogniv € R (f) risulta ¥ " (v) C L (f), e quindi
fv(x)dx = f v(x)dx = ff(x)dx

da cui, prendendo I’estremo inferiore, avremo

j.*f (x)dx = f floydx

che confrontata con la precedente da

j;*f(x)dx = f*_f(X)dx-
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Allo stesso modo si prova che
f fx)dx = f fx)dx;

si pud dunque concludere che non si guadagna nulla ad approssimare con funzioni in-
tegrabili invece che con funzioni semplici: gli integrali superiore e inferiore sono
esattamente gli stessi.

Osserviamo che lo stesso avviene se si approssima con funzioni continue. Si ha in-
fatti:

Teorema 19.1 Sia f(x) una funzione limitata e nulla fuori di un intervallo [a, b].
Indicando con C*(f) e con C™(f) le classi delle funzioni continue, nulle fuori di un
compatto, e rispettivamente maggioranti o minoranti f, risulta

inf{ Jowdxve C*(f)} = [ feyax [19.3]
sup{ Jutdx; ue C‘(f)} = [ fodx. [19.4]
e quindi

Teorema 19.2  Una funzione f, limitata e nulla fuori di un compatto, é integrabi-
le secondo Riemann se e solo se per ogni €> 0 esistono una funzione u(x) € C (f) e
una funzione v(x) € C*(f), con

f[v(x) —u(x)]dx<e.

Esercizi

19.1. Dimostrare che una funzione f, limitata e nulla fuori di un intervallo [a, b], &
integrabile secondo Riemann se e solo se per ogni € >0 esistono due polinomi

b
P() < f(x) < Q(x) con [[Q(x) = P(x)ldx <&.

19.2. Funzioni semicontinue

I risultati negativi della sezione precedente ci dicono che se vogliamo definire le
funzioni integrabili mediante ’'uguaglianza degli integrali inferiore e superiore, non
¢’ modo di andare al di la delle funzioni integrabili secondo Riemann. L unica solu-
zione & di abbandonare 1’approssimazione sia dall’alto che dal basso e di accontentar-
si solo di una delle due.



19.2 |  Funzioni semicontinue 249

Una volta presa questa strada, si presentano immediatamente due classi di funzio-
ni: quelle semicontinue inferiormente, che come abbiamo visto si possono approssi-
mare dal basso con funzioni continue, e quelle semicontinue superiormente, che si ap-
prossimano dall’alto. Viene allora naturale porre la seguente definizione.

Definizione 19.1 Sia f(x) una funzione semicontinua inferiormente, limitata e
nulla fuori di un compatto. Definiamo integrale di fI’estremo superiore degli integra-
li delle funzioni continue minoranti:

ffd)c:sup{fudx;uEC"(f)}. [19.6]

Analoga definizione per una funzione g semicontinua superiormente; in questo
caso chiameremo integrale di g I’estremo inferiore degli integrali delle funzioni con-
tinue maggioranti:

fgdx=inf{fvdx; uEC'(g)}. [19.7]

Osservazione 19.1 Nella [19.6] si pu0 supporre che le funzioni « abbiano tutte
supporto in uno stesso rettangolo aperto R che contiene il supporto di f. Piu precisa-
mente, se supp(f) C R, e se si pone

Ce(f)={u€C (f) : supp(u) CR}
si ha

ffdx = sup{fudx; ue CR(f)}.

Sia infatti v una funzione di C " (f), e sia R’ un rettangolo tale che supp(f) CR'C
CR'CR.Siccomef=0inR— R’ ev=f,risulterav<0in R — R'. Ma allora, posto u = vz,
dove z & una funzione che vale 1 in R’, O fuori di R, e i cui valori sono sempre compresi
trale l, risultavsu<fe fva'x Sfudx. Di conseguenza, I’estremo superiore [19.6]

non supera quello fatto su Cz( f), e dunque, non potendo essere minore, gli sara uguale.

Allo stesso modo si dimostra che se g € una funzione SCS, si ha

[ gdx= inf{fvdx; uecg(g)}. 0

Con queste due definizioni siamo usciti dalla teoria di Riemann; infatti ora tutte le
funzioni semicontinue sono integrabili. Per esse non richiediamo 1’'uguaglianza degli
integrali superiore e inferiore, ma ne utilizziamo uno solo, e precisamente |’integra-
le inferiore se f& SCI, e I’integrale superiore se ¢ SCS.

Sia ha il seguente

Teorema 19.3 Sia f; una successione crescente di funzioni semicontinue infe-
riormente, tutte con supporto contenuto in un rettangolo R, che tende puntualmente a
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una funzione f. Allora f é una funzione semicontinua inferiormente con supporto con-

tenuto in R, e si ha
f fdx =len3° f Jidx.

Dimostrazione Osserviamo in primo luogo che risulta f, <f, e quindi fﬂd.\'s
< ffa’.\‘.
Sia ora £> 0, e sia v una funzione di Ci(f) tale che

fvdx?ffdx — &

Sihav=<f, edunque v—€<fin R. Per il teorema di Dini 18.12, per k abbastanza
grande risultera f, = v — €in R, e integrando su R:

ffd.\‘ = f_ﬁdx = f‘u dv—em(R)= ffdx —(I+ m(R))e

M

da cui segue subito la tesi.

In particolare il teorema vale se le funzioni f; sono continue. Ricordiamo che una
funzione f SCI si pud sempre approssimare con una successione crescente di funzioni
continue.

Corollario 19.1 Se f, e f> sono due funzioni semicontinue inferiormente. si ha
f(fl +fo)dx = ffld-\'+ ff:a'x

Dimostrazione Se uy e v, sono due successioni crescenti di funzioni continue, con
u; = fy e vy = f>, laloro somma u; + v, € una successione crescente, che tende a f| + f5.
e quindi

f(fl + f2)dx =kli_)nlf( u, + vp)dv.

Ma per le funzioni continue I’integrale della somma ¢ la somma degli integrali, e il
risultato segue dal teorema precedente. 3

Risultati analoghi valgono per le funzioni SCS. Infatti se u ¢ una funzione SCS, —u
¢ SCI; basta allora scrivere i risultati precedenti per —u e poi fare gli opportuni cam-
biamenti.

Teorema 19.4 Se fe g sono due funzioni semicontinue, e f< g, si ha

JAfdx < f gdx.

Dimostrazione 1l risultato € ovvio se fe g sono ambedue SC/ (in questo caso si ha
C (f)CC (g)) o ambedue SCS, e anche se f& SCl e g & SCS (dato che ogni funzione
di C (f) ¢ minore o uguale a ogni funzione di C ' (g)).
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Resta solo da considerare il caso incuife SCSe g e SCI.

Sia R’ un rettangolo che contiene i supportidi fe g, e siaR D R’. Sia inoltre u; una
successione crescente di funzioni continue, che tende a g, con i supporti tutti contenu-
tiin R.

Se £€>0, essendo R aperto la funzione €@ ¢ SCI, e quindi f — €@y ¢ SCS. Inoltre si
haf— €@ <ginR’. Il teorema 18.12 ci assicura allora che per k abbastanza grande ri-
sulta f— €@r <u, < g in R’, e integrando:

~[fdx —em(R) < fukdx = fgdx.
Si ha dunque
ffdx— em(R)<fgdx

e la tesi segue per I’arbitrarieta di € > 0. a

19.3. L’integrale di Lebesgue

A questo punto, possiamo provare a ripetere quello che abbiamo fatto nel § 1, e de-
finire I’integrale di una funzione qualsiasi approssimandola dall’alto e dal basso con
funzioni semicontinue. A differenza di prima, qui abbiamo qualche speranza di am-
pliare la classe delle funzioni integrabili, perché, come abbiamo gia osservato, I’inte-
grale delle funzioni semicontinue contiene qualcosa di nuovo rispetto all’integrale di
Riemann. Bisogna pero scegliere bene il modo di approssimare. Infatti se proviamo
ad approssimare dal basso con funzioni SC/I e dall’alto con funzioni SCS, ricadiamo
nell’integrale di Riemann, dato che ogni funzione SC/ si puo approssimare dal basso,
e ogni funzione SCS si pud approssimare dall’alto, con funzioni continue. Le cose
cambiano se si approssima dall’alto con funzioni SCI, e dal basso con funzioni SCS.
Di qui la seguente

Definizione 19.2 Sia f(x) una funzione limitata e nulla fuori di un compatto.
Posto

SCI'(f)={vESCI:v=f} e SCS™(f)={uESCS:u<f},

[ numeri
ffdx=inf{fvdx;vESCl*(f)} (19.8]
ffdx=sup{fudx;uescs(f)} [19.9]

si chiamano rispettivamente integrale superiore e integrale inferiore della funzione f.
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In generale si ha

f fdx< f fdx,

come segue immediatamente dal teorema 19.4.

Definizione 19.3 Se gli integrali superiore e inferiore di f sono uguali, diremo
che fé sommabile,' e chiameremo integrale di f il loro valore comune:

f fx = [ fdx = fix.
Segue subito dalla definizione che

Proposizione 19.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f,
limitata e nulla fuori di un compatto, sia sommabile é che per ogni € > () esistano una
funzione u € SCS e una funzione v € SCI " tali che

f vdx — f udx < €.

. . 1 1 S
Prendendo poi successivamente € =1, e gy e S ottiene la seguente

Proposizione 19.2 Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f,
limitata e nulla fuori di un compatto, sia sommabile é che esistano una successione
u, €ESCS e una successione v, € SCI' tali che

lenlf(t',, —u,)dx=0.

Si pud anche supporre che le due successioni siano monotone; crescente la u,, e de-
crescente la v,. In caso contrario, bastera prendere

,=uvViu,Vv..vu,

Ty = U AVIA . AT,

Si prosegue ora come nel caso dell’integrale di Riemann, mostrando che I’integra-
le & lineare, ossia che se A e g sono due numeri reali, si ha:

[+ ugrdx =4[ fdx+ [ ga,

e inoltre che se fe g sono sommabili, lo sono anche fvg e fAg. In particolare, se f& som-
mabile, lo sono anche fv 0 e fA0, e quindi anche | f|. Se poi osserviamo che le funzioni

! Spesso invece del termine “sommabile” si usa dire “integrabile secondo Lebesgue™. Noi useremo que-
st'ultima locuzione in un senso leggermente diverso (vedi la definizione 19.5). preferendo qui il termine
“sommabile”, ormai entrato nell'uso comune.



19.4 | Successioni monotone 253

continue sono anche semicontinue, e quindi che C™(f) CSCS (f)e C'(f)C SCS™(f),
potremo concludere che

ffa'x $ffdx <J; fdx $f fdx.

Di conseguenza, se f(x) ¢ integrabile secondo Riemann, cio¢ se il primo e I’ultimo
integrale sono uguali, sono uguali anche gli integrali intermedi, e quindi f & anche
sommabile, e il valore dell’integrale ¢ lo stesso. Pertanto, quando di qui in poi parle-
remo di integrale, intenderemo sempre I’integrale di Lebesgue, dato che se la funzio-
ne in esame era integrabile secondo Riemann, il valore dell’integrale & lo stesso.

19.4. Successioni monotone

In questa sezione cominciamo a studiare il passaggio al limite sotto il segno di inte-
grale. Il problema che ci poniamo ¢ il seguente: supponiamo di avere una successione
fi di funzioni sommabili, convergente puntualmente a una funzione f. Possiamo con-
cludere che la funzione f &€ sommabile? e se lo &, il suo integrale sara il limite degli in-
tegrali delle £;?

Lasciando a un paragrafo successivo il caso generale, qui considereremo succes-
sioni f; monotone, dimostrando una proposizione che, benché di carattere tecnico, ¢ la
chiave di tutti i risultati successivi.

Proposizione 19.3  Siu f, una successione crescente di funzioni limitate e nulle
Sfuori di un rettangolo R, convergente a una funzione limitata f. Allora si ha

f_fdx =klgn3°f_ﬁdx. [19.10]

Dimostrazione. Dato che f, < f'si avra ffkdx sffdx, e quindi’

ffdxalen}Ofﬂdx. [19.11]

Per dimostrare la [19.10] occorrera provare la diseguaglianza contraria.
Cominciamo con I’osservare che dalla definizione di integrale superiore segue che
per ogni £>0 e per ogni k esiste una funzione v, € SCI"(f,), tale che

[oide<[ fidx+e2 . (19.12)]

Alla successione v, vorremmo applicare il teorema 19.3; purtroppo perd nulla ci
dice che la successione v, sia crescente. Per ovviare a questo inconveniente, poniamo

Wi =01V V...V

? Sinoti che il limite esiste perché la successione degli integrali & crescente.
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Le funzioni wy sono SCI, e costituiscono una successione crescente, che converge
a una funzione w € SCI. Essendo w; = v, = f;, si ha anche w=f, e quindi w € SCI"(f),
per cui

f wdx = f fdx

Dimostriamo per induzione che per ogni k risulta

- k
f»vkd,rsfﬁd.r+ e [19.13]

s=1

La [19.13] vale per k =1, dato che in questo caso coincide con la [19.12]. Suppo-
niamo ora che la [19.13] valga per k, e dimostriamola per k + 1. Risulta

Wit SWEV U T Wt D = WA Ty

edessendow,=fie v, =f,.  =fisihaw Aav, | =f, e quindi
J‘W’k AU+ Idx Zfﬁdx,
cosicché in definitiva

J.w“,dx=fwkdx +fv,\.+,a'x—fwk/\vkﬂdxsfwkdx +ka+,dx—fﬁdr.

Siccome avevamo supposto che la [19.13] valesse per k, tenendo conto della [19.12]
per k + 1 avremo
k+1

fw“,dxﬁfﬁ(dx-% Ekz?.""-kffkﬂdx-k e ! —fﬁ(dx=fﬁ+|dx+ 822“‘
s=1

s=1

cheela[19.13] perk +1.
Per induzione la [19.13] vale per ogni k, e poiché la serie geometrica 22"" ha som-
ma 1, si avra anche
fvvkdx = f fidx + €.
Passando al limite per k — oo, e ricordando il teorema 19.3, si ha
[ fdx< [wax = lim f widx <lim [fdx+e
e per I’arbitrarieta di €
[ rax <lim [ fudx
che confrontata con la [19.11] da immediatamente la tesi. O

La proposizione che segue € molto piu semplice.
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Proposizione 19.4  Sia f; una successione crescente di funzioni limitate e nulle
Sfuori di un rettangolo R, convergente a una funzione limitata f. Allora si ha

f fdx = lim ff; dx. (19.14]
Dimostrazione Perogni €0 e per ogni k esiste una funzione u, € SCS™ (f;), tale che
fukdx Bffk dx— €.
Siccome f; <f, si ha anche u, <f, e quindi
f_fd.\‘ sztkd.\' >ffk dx — €.
Passando al limite per k — oo, avremo allora
I fdx=Jim f fodx — €

e la[19.14] segue per ’arbitrarieta di €. 1

Dalle ultime due proposizioni segue subito il seguente teorema di passaggio al li-
mite sotto il segno di integrale.

Teorema 19.5  Siu f, una successione crescente di funzioni limitate e nulle fuori
di un rettangolo R, convergente a una funzione limitata f. Se tutte le f; sono sommabi-
li, anche la f é sommabile, e si ha

[fax = tim [ feax. 119.15]

Dimostrazione Mettendo insieme la [19.10] e la [19.14], e ricordando che gli in-
tegrali inferiore e superiore delle f; sono uguali all’integrale, avremo

kli“)nlj.ﬁ. dx sffdx < ffdx slenlffk dx.

Poiché il primo e I’ultimo termine sono uguali, vale sempre il segno =, e il teorema
¢ dimostrato. a

19.5. Alcune estensioni dell’integrale

Prima di proseguire, cerchiamo di estendere il concetto di integrale in modo da
comprendervi anche funzioni non limitate o a supporto® non compatto.

In primo luogo, come avevamo fatto nel capitolo 12, definiamo I’integrale esteso a

un insieme E.

* Ricordiamo che si chiama supporto di una funzione fIa chiusura dell’insieme in cui f ¢ diversa da zero.
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Definizione 19.4 Diremo che la funzione f(x) é sommabile nell’insieme E se é
sommabile la funzione fQg. Se cio avviene porremo

f fdx = [ fgedx.

Piu in generale, si possono definire gli integrali inferiore e superiore della fin E
come i corrispondenti integrali di fg,. Veniamo ora al caso di funzioni non limitate o
a supporto non compatto. Specie in vista dei teoremi di passaggio al limite del tipo
della sezione precedente, ¢ conveniente considerare funzioni a valori in R, cio che
possano assumere anche i valori +e0 e —oo. Cominciamo dal caso di funzioni positi-
ve. Se f(x) =0, preso un numero r > 0, possiamo “tagliare” la funzione f all’altezza r,
prendendo la funzione f(x) Ar = min{ f(x), r}.

Figura 19.1

Questa funzione & ovviamente limitata, ma non & ancora nulla fuori di un compatto.
Possiamo ovviare a questo inconveniente moltiplicandola per la funzione caratteristi-
ca del quadrato Q, di centro I’origine e lato 2r. In questo modo otteniamo una funzione

S = (flx) Ar)@g (x)

limitata e nulla fuori di un compatto. Osserviamo che se r <s si ha f"(x) < f*(x).
Possiamo allora dare la seguente
Definizione 19.5 Una funzione f, definita in R" e a valori in [0, +<], si dice inte-

grabile secondo Lebesgue se per ogni r >0 la funzione f'(x) é sommabile. Se f e inte-
grabile, poniamo

ffdx= fggff*dxil_l;r?wff’dx. (19.16]
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Osservazione 19.2  Se f(x) ¢ integrabile, il suo integrale puo essere finito o +oo.
Nel primo caso, diciamo che la funzione ¢ sommabile. In altre parole, chiamiamo in-
tegrabili (secondo Lebesgue) le funzioni per cui I’integrale esiste nel senso della defi-
nizione precedente, e sommabili quelle per cui I'integrale ¢ finito. Osserviamo che
vale un teorema del confronto: se una funzione positiva e integrabile f (x) € maggiora-
ta da una funzione sommabile g(x), allora anche f& sommabile. Infatti si ha f"<g", e
quindi

ff(r)dr— llm fj dr< lim |g'dx ——fgdx< + oo,

-3 + oo

Osservazione 19.3 Invece di far tendere all'infinito contemporaneamente il li-
vello del taglio e il lato del quadrato, potremmo farli variare separatamente. Si otter-
rebbe lo stesso integrale; infatti se r < si ha

Ji/"dx < f(f/\ s)dx = J‘f"d,\‘
Q,

e facendo tendere all’infinito prima s e poi r:

J.fdx $, l_{@m \ Bmw f(f/\ s)dy < ffd.x’
Q.

e quindi

lim lim ()‘/\sdv—ffd\
Q

F— too §— too

Analogamente, si ha
f fldx < J‘(f/\ rdx < J.f“d.\'
0.
e facendo tendere all’infinito prima s e poi r si otticne:

r— voo 5§ —

lim hm ()‘Ar)d\—f.f'(lx. ti
Q.

Osservazione 19.4 Come abbiamo osservato nel caso dell’integrale di Riemann,
al posto dei quadrati Q, si potrebbero prendere cerchi, rettangoli. o in generale una qual-
siasi famiglia E, di aperti limitati, tali che E, C E, sc r<<s, e la cui unione sia tutto R".

Infatti da una parte ogni aperto E, € contenuto in un quadrato Q,, con s > r; dall’al-
tra ogni quadrato Q, ¢ contenuto in un aperto kg, con > p. Si ha allora da una parte

f(fA rydx Sf(f/\ $)dx
E, Q.

e dall’altra

f(f/\ prdx Sf(fA o)dx
0, E,
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da cui segue che

lim_[(fande= tim [(fas)dx a
r_)+ml-f, 5o +D°Q\

Osservazione 19.5  Se la funzione fera limitata e nulla fuori di un compatto K, la
[19.16] restituisce I’integrale che avevamo definito in precedenza. Infatti non appena
r ¢ maggiore dell’estremo superiore di f, e il quadrato Q, contiene K, si ha f"=f, e
dunque da un certo ry in poi si ha

f fldx = f fdx.

Di conseguenza il limite nella [19.16] & uguale all’integrale della funzione f. o

Veniamo ora alle funzioni di segno qualsiasi. In questo caso possiamo considerare
le funzioni

fr)=fvo e f(x)=(—fx)vO=—(flx)r0).

Sinoti che f* e f~ sono ambedue positive, € si ha f(x) =f"(x) —f (x).
Si possono allora avere quattro casi:
1. Siaf” che f sono sommabili. Diremo allora che f& sommabile, e porremo

fdx=|f"dx— | f dx. ' [19.17]
Jrx=[rac=]

2. Le due funzioni f* e f sono integrabili, e una almeno di esse & sommabile. Di-
remo allora che f ¢ integrabile; in questo caso I’integrale di f, dato dall’espres-
sione precedente, puo essere finito (se tutte e due le funzioni sono sommabili, il
che non & escluso), ma anche +<o (se f' non &€ sommabile) 0 —oo (se non & som-
mabile /). Siccome almeno una delle due & sommabile, il secondo membro
della [19.17] non pud essere +oo—co,

3. Ambedue f* e f~ sono integrabili. Diremo allora che f & misurabile, ma in gene-
rale non potremo assegnare un valore all’integrale, perché potremmo essere nel
Caso +oo—oo,

4. Una almeno delle funzionif~ of non & integrabile. Amen. i

Teorema 19.6  Se fi(x) é una successione di funzioni integrabili e positive, allora sono
integrabili M(x) = sup fi(x), m(x) =kigl£f}((x), F(x)= lirkn sup f(x) e f(x)= li{ninffk(x),
kEN < - o i —> oo

Dimostrazione  Per ipotesi, per ogni r > 0 le funzioni f{ sono sommabili, e quindi
sono anche sommabili le funzioni
M{=fivfiv..Vfi.
Per ogni r fissato la successione M; & crescente; e si ha

klim M (x) = M'(x).
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Per il teorema 19.5 la funzione M" ¢ sommabile, e quindi M ¢ integrabile. In manie-
ra simmetrica si dimostra che m(x) € integrabile.
Poiché poi si ha
F(x)=inf supfi(x), f(x)=sup inf fi(x),
neENKk=n nENKk=n
per quanto appena detto anche F e frisultano integrabili.

Osservazione 19.6  Se le funzioni f; non sono positive, si potra applicare il teorema
precedente alle funzioni f;,~ ed f; . Si conclude allora che M" e M sono integrabili, e
cosi le altre. Perché M risulti integrabile, bastera allora che almeno una delle due fun-
zioni M' o M~ sia sommabile. Questo avviene ad esempio se esiste una funzione
sommabile ii(x) tale che fi(x) = h(x): in tal caso infatti risultaM <h . equindiM e
sommabile. Se poi esistono due funzioni sommabili A, e h> con h(x) < fi(x) < h,(x),
ovvero, il che & lo stesso, che esista una funzione sommabile g(x) con |f(x)|< g(x),
allora M sara sommabile. Lo stesso si puo dire per le funzioni m. F e f. r

19.6. Iteoremi di passaggio al limite

Abbiamo detto piu di una volta che una delle maggiori debolezze della teoria di
Riemann ¢ costituita dalla mancanza di buoni teoremi di passaggio al limite, o se si vuo-
le che questi teoremi rappresentano uno dei punti di forza dell'integrale di Lebesgue.

Siamo ora nelle condizioni di dimostrare questi teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale, nella loro naturale generalita.

Il primo risultato € un’estensione del teorema 19.5.

Teorema 19.7 (di Beppo Levi) Siu f; una successione crescente di funzioni posi-
tive e integrabili, e sia
fx)=1lim f(x) = sup fi(x)
ke kEN
Allora
ffclx=klim [ fdx. [19.18]

Dimostrazione Che fsia integrabile segue dal teorema precedente. Se una delle f;
ha integrale +eo, lo hanno anche tutte le successive e la f, e il teorema & dimostrato.
Supponiamo allora che le f; siano tutte sommabili. Si ha per il teorema 19.5

Jrax=jim [srds<tim [fds
e quindi, facendo tendere r all"infinito,

[rax<)im [ fax.
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D’altra parte f; <f. e quindi anche J.j;,d.\' Sf_f'dx. Passando al limite si trova allora
f_fdx Bgﬂff‘ dx
e il teorema & dimostrato. B!

Osservazione 19.7 La condizione f; = 0 non puo0 essere eliminata. Ad esempio, la

successione f,(x) = ——- ¢ crescente e tende a f(x) = 0, ma la successione degli integrali,
P g g

che valgono tutti —co, non tende all’integrale della f, che invece vale 0. Il teorema
continua per0 a valere se si sostituisce 1’ipotesi f, = 0 con la piu debole

ff. dx> —oo,

o pil in generale se si suppone che sia J..f,'\,d.\' > —oo per qualche intero N (e dunque per
tutti i successivi, dato che la successione f; ¢ crescente). Infatti se | fidx = +oo, tutti
gli integrali valgono +eo, e non c’¢ nulla da dimostrare. Se invece f, &€ sommabile, ba-
stera applicare il teorema precedente alla successione g(x) =fi(x) — f,(x), che & cre-
scente, positiva e tende a g = f — f. Si ha allora per il teorema precedente

[rae = [ fide=[ (/= fodx=Jim [ (h~ fode=lim [ fdx [ fds

ed eliminando nei due membri I'integrale di f; si giunge alla [19.18]. Notiamo che ¢
appunto in quest ultimo passaggio che entra I'ipotesi che I'integrale di f, sia maggio-
re di —ee: in caso contrario non potremmo semplificare.

In particolare, la [ 19.18] vale se f; € maggiore di una funzione sommabile A. (!

Esempio 19.1 Il teorema precedente si puo applicare alle serie a termini positivi.
Sia infatti

E 1 (x)
k-1

una serie di funzioni i, integrabili e positive. La successione s, delle somme parziali ¢
crescente e positiva, e quindi si puo applicare il teorema di B. Levi. Si ha allora
lim s,dv=lim |s,dx

n—roc n—e

ovvero

J.ilq(.\‘)(l.\‘ :i J.MA(.\')(I.\'.
I ko

In altre parole. le serie a termini positivi si possono sempre integrare termine a ter-
mine. {
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Fin qui abbiamo trattato successioni crescenti. [ prossimi teoremi riguardano il
caso generale.

Teorema 19.8 (lemma di Fatou) Sia f,(x) una successione di funzioni integrabi-
li, e supponiamo che esista una funzione sommabile h(x) tale che fi(x) = h(x) per ogni
k e per ogni x. Allora

f liminf f,(x)dx < n{ninff filx)dx. [19.19]

Dimostrazione Posto
gu(x) =inf fi,
kon
la successione g, € crescente, e si ha
lim g,(x) = liminf f; (x)
n—oo k— o
Risulta inoltre g,(x) = h(x). e quindi si pud applicare il teorema di B. Levi, e con-
cludere che
tim [ g,dx = [ 1im g,dx= [limin ;dx
n—oo n —eo Ak —> oo

D’altra parte per kA = n risulta fi(x) = g,(x). da cui
[gwdx=[fdx
e quindi
fg,,dx = ll{i}ir:offfk dx.
La tesi segue passando al limite per n — oo. =

Un risultato analogo vale per il massimo limite: se le funzioni f; sono tutte maggio-
rate da una funzione sommabile h(x), allora risulta

f limsup i(x)dv = limsup [fiodx. [19.20]
Per la dimostrazione si puo seguire quella del lemma di Fatou, o piu semplicemen-

te applicare il lemma di Fatou alla successione —f;.
Possiamo ora dimostrare il

Teorema 19.9 (di Lebesgue, o della convergenza dominata) Siu fi(x) una suc-
cessione di funzioni sommabili, convergente puntualmente a una funzione f(x). Sup-
poniamo che esista una funzione sommabile g(x) tale che |f;(x)|< g(x) per ogni k e per
ogni x. Allora si ha

[ e = | lim fi(0)dx = lim [ fitydx. [19.21]



262 L'integrale di Lebesgue | Cap. 19
Dimostrazione  Le funzioni f; verificano le ipotesi del lemma di Fatou, e quindi
valgono siala [19.19] che la [19.20]. Ricordando che risulta
li{ninff@(x) = liglsupj@(x) = lim fi(x) = f(x)
avremo allora
[rdx= liminf [fidx= limsup [ fidx= [ ax

da cui segue immediatamente la [19.21]. -

Esempio 19.2 Per a> —1 risulta

n % n oo
lim I —— | x%x = [x% ‘dx. [19.22]
n—oeo (J). ( n ) ()f

Consideriamo la successione di funzioni

_.1"-0! =y <
fi) = (1 ").x O=sx<n

0 xX=n

Siha

v

lim f,(x) = x%
n—oeo

e quindi potremo applicare il teorema di Lebesgue a patto di trovare una funzione
sommabile g(x) tale che | f,(x)|< g(x).

. . o\ .
Per questo osserviamo che la funzione ( 1 — ;) e'e decrescente in [0, n] (la sua de-
n—1
rivataprimae ——( 1 ——| ¢'=<0) e quindi ha massimo 1, assunto per x = (0. Si ha
allora
O=<f,(x)<x% "

Per o> —1 quest’ultima funzione ¢ sommabile, e quindi la [19.22] segue dal teo-

rema di Lebesgue. -

Esercizi
1
19.2. Si dimostri che lim %d =0.
| n%®
19.3. Si dimostri che per 0 < <2 si ha lim fl—+;127dx =0

n-seo
0

19.4. Si dimostri che per 0<o<2 si halim f P dx=0

n —oo
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19.5. Dimostrare che se f: (0, 1| — R ¢ una funzione positiva, integrabile in senso
improprio (con una singolarita in 0), allora ¢ integrabile secondo Lebesgue in (0, 1]. ¢
il valore dell'integrale ¢ lo stesso.

19.7. La misura degli insiemi

Come nel capitolo 12, diremo che un insieme E ¢ misurabile (secondo Lebesgue)
se la sua funzione caratteristica ¢, ¢ integrabile, e porremo

m(E) = [ pydx

In particolare sono misurabili gli insiemi aperti e i chiusi, dato che le loro funzioni
caratteristiche sono rispettivamente semicontinue inferiormente e superiormente.
Per gli insiemi misurabili valgono le seguenti proprieta:
1. Se E e F sono misurabili, lo sono anche EUF, ENF ed E— F. Si ha infatti
Prur = QN Qs Prap = Qe APy € Qp = Q™ Prry
L Siha m(EU F)sm(E) + m(F). Infatti @z = @ + @ — Qrrp < @ + @, Si noti
che il segno = vale quando E N F ha misura nulla, e dunque in particolare quan-
do E e F sono disgiunti.

(3]

3.8S¢ E\CE.C..CE,C... ¢ una successione crescente di insiemi misurabili, la

loro unione E é misurabile e si ha

m(E) = lim m(E,) [19.23]

n —oo
Infatti la successione delle funzioni caratteristiche ¢, ¢ positiva, crescente e
tende a ¢y, per cui si pud applicare il teorema di B. Levi.
4. Se E, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili, sono misurabili gli insiemi

oo

E:OEk e F=[)E.
A

k-1

Infatti risulta

Q= sup@,, ¢ @ = inf Q..

KEN keN

N

. St ha poi

m(E) < D m(Ey). [19.24]
k=1

Se infatti si pone F,=E,UE,U ...UE,, gli insiemi F, formano una successione

crescente e la loro unione € £. Si ha dunque m(E) = lim m(F,). D altra parte si ha

m(F,,)SEm(EA)

ko
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da cuila[19.24]. La relazione [19.24] esprime la subadditivita numerabile del-
la misura di Lebesgue. Notiamo che in generale essa non vale per la misura di
Peano-Jordan.

6. Se gli insiemi E; sono a due a due disgiunti, risulta

m(E)=§:m(Ek). [19.25]

k=1
Infatti in questo caso si ha

m(F) = > m(Ey).
k=1

Larelazione [19.25] € nota come additivita numerabile della misura.

Esempio 19.3 L’insieme Q dei numeri razionali & misurabile, e si ha m(Q) = 0.

Infatti abbiamo visto che Q ¢ numerabile, e quindi puo essere visto come 1’unione
di un’infinita numerabile di insiemi, ognuno dei quali costituito da un solo punto.
Poiché un insieme formato da un solo punto ha misura zero, segue dalla [19.25] che la
misura di Q € zero.

La funzione caratteristica di Q € la funzione di Dirichlet

D(Y) 1 se.xeérazionale
x)= .. .
0 se.xeéirrazionale

Si ha allora che D(x) € sommabile, e fl)(x)dx =0. '

Esempio 19.4 (Un insieme non misurabile) Mentre nel caso dell’integrale di
Riemann era stato relativamente facile dare un esempio di funzione non integrabile.
per I'integrale di Lebesgue questo non ¢ affatto semplice, e una tale funzione puo esse-
re costruita solo con una certa fatica. Noi daremo un esempio di un insieme £ C [0, 1]
non misurabile. Nell’intervallo [0, 1] diciamo equivalenti due punti x e v se la loro
differenza x — y ¢ razionale. Sia o I'insieme quoziente di [0, 1] rispetto a questa rela-
zione di equivalenza; ogni elemento a di A & una classe di equivalenza, costituita da
un punto di [0, 1] e da tutti i punti ad esso equivalenti.

Costruiamo ora un insieme £ prendendo un numero x, da ogni classe di equivalen-
zaa€ A

E={x,ax€Ad}.

Supponiamo per assurdo che E sia misurabile.
Per ogni numero razionale r € |- 1, 1] consideriamo I'insieme E, ottenuto aggiun-
gendo r a tutti gli elementi di E:

E.={v+r,yEE}={xER:x—r€E}.
Gli insiemi E, godono delle seguenti proprieta:

1. E,C[—1.2].
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2. Siha @g,(x) = @u(x — r), e dunque se £ ¢ misurabile, lo & anche E,, e m(E,) = m(E).

3. Se r#s gli insiemi E, ed E, sono disgiunti: £, N E, = 0. Infatti se esistesse un
punto .x comune a £, e a E.. 1 punti x; = x — r e .x, =x — s apparterebbero ad E, e
si avrebbe v, —x, = s — r &€ Q. Ma allora x, e x, apparterebbero alla stessa classe
di equivalenza. il che ¢ impossibile, perché E ¢ stato costruito prendendo un
solo punto per ogni classe.

4. Infine, dato che in E c’¢e un elemento per ogni classe di equivalenza, dato comun-
que un punto ; € [0, 1], ¢’¢ un numero razionale ¢ € [— 1, 1] tale che ; — ¢ E E;
di conseguenza : € E,.

Riassumiamo quanto abbiamo dimostrato. Abbiamo costruito un’infinitd numera-
bile (i numeri razionali sono numerabili) di insiemi misurabili E,, a due a due disgiun-
ti, e tutti contenuti in [ — 1, 2], la cui unione

&= U E
reQN( 1.1
verifica
[0.1]CéC[—1.2].

Inoltre, le misure degli insiemi E, sono tutte uguali tra loro.

Queste proprieta sono contraddittorie. Infatti per I"additivitd numerabile della mi-
sura, si ha

m&= >  mE,).
rEQN[ 1.1

Se oram(E) = m >0, si deve avere m(¢) = +oo, cosa impossibile perché € C[—1,2].
Se invece m(E) = (), sard anche m(€) = 0, anche questo impossibile, perché ¢ D{0. 1].

Siamo dunque giunti a una contraddizione. ¢ quindi £ non pu0 essere misurabile.

Lo stesso esempio fornisce una funzione non integrabile secondo Lebesgue: la fun-
zione caratteristica dell'insieme E.

19.8. Insiemi di misura nulla

Tra gli insiemi misurabili, un posto di un certo interesse hanno quelli di misura
nulla: la misura di Lebesgue non riconosce insiemi di misura nulla, e due funzioni che
differiscono solo su di un insieme di misura nulla hanno lo stesso integrale.

Infatti se la funzione Ai(x) ¢ diversa da zero solo se un insieme E di misura nulla, si

ha [h|" < r@, per ogni r, e quindi j[h I"dx < rm(E) = 0, da cui flh ldx = 0.
Se ora fe g sono due funzioni integrabili che differiscono solo su un insieme di misu-

ra nulla, risulta per quanto si &€ appena visto f(_f— ¢)dx=0e quindi f/"d.\' = fg dx.
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Viceversa, se f(x) =0, e se ff(lx =0, alloraf(x)=0q. 0.
Poniamo infatti

Fo={x:f(x)>0} e F= l.\‘ 2 flx) >-,I(—}

Si ha
k= U k.
k=1

D’altra parte si ha f= %‘le ¢ quindi
0=ffdx>lm(Fk)
k

e dunque m(F;) = 0. Per la subadditivita numerabile della misura, si ha allora m(f) = 0.
C

Esempio 19.5 Ricordiamo che le funzioni che stiamo considerando possono as-
sumere anche i valori +eo e —oo. Daltra parte. se f(x) € una funzione sommabile, & ra-
gionevole aspettarsi che non possa valere +e0 0 —oo in insiemi troppo grandi. In effet-
ti, gli insiemi

FE,= {x:f(x) = +oo}
Fo={x:flx)=—oo}
hanno ambedue misura nulla.
Per quanto riguarda F., bastera osservare che se x € F., si ha f(x) > r per ogni r, e
dunque f© = r¢,.. Ma allora, integrando

l ¢ .
m(Fw)STJ.f dx

e la tesi segue facendo tendere r all’infinito. In maniera analoga si dimostra che
m(F .)=0. -

Se una proprieta ¢ verificata per tutti gli x, tranne al piu per quelli di un insieme di
misura nulla, diremo che ¢ verificata quasi ovunque (abbreviato in q.0.), 0 quasi dap-
pertutto. Cosi il risultato dell’esempio precedente si pud enunciare dicendo che una
Sfunzione sommabile é finita quasi ovunque.

Osservazione 19.8 La considerazione di insiemi di misura nulla permette di
estendere alcuni teoremi. In particolare tutte le ipotesi che richiedono che certe rela-
zioni valgano per ogni x possono essere sostituite con ipotesi che le stesse relazioni
valgano quasi ovunque. Ad esempio, il teorema di Lebesgue 19.21 continua a valere
se si suppone che si abbia | f;(x)|< g(x) q.0.. e che la successione f, converga a f g.0.

Per convincersene, sia F; I’insieme in cui | f,(x)|> g(x). e sia F I'insieme in cui f;(x)
non converge a f(x), e supponiamo che F e tutti gli F} siano di misura nulla. Per la su-
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badditivita della misura, anche I’'insieme G, unione di F e degli F;, avra misura nulla.
Se ora definiamo delle funzioni . fe ¢ ponendole ugualiaOin G e af;, fe g fuori di G.
le nuove funzioni verificheranno le ipotesi del teorema di Lebesgue. e quindi avremo

f fdx = Al l_l}l fﬂdx.

Ma, come abbiamo detto, I'integrale di Lebesgue di fé uguale a quello di f, e quel-
lo di f; a quello di f;, per cui la stessa relazione vale per queste funzioni.

Osservazione 19.9 Poiché I'integrale di Lebesgue non distingue funzioni che
sono uguali quasi ovunque, si puo parlare di integrale di una funzione definita quasi
ovunque. Se ad esempio f'¢ definita per ogni x, tranne che per quelli di un insieme H
di misura nulla, la si puo definire arbitrariamente (ad esempio ponendola uguale a 0)
in H. Se la nuova funzione ¢ integrabile (o sommabile) sara integrabile (0 sommabile)
anche la f. Per quanto appena detto, il valore dell'integrale non dipendera dai valori
arbitrariamente assegnati allafin H. 0

Torniamo ora all’integrazione per serie. Abbiamo visto che se EIIA(,\‘) ¢ una serie di
funzioni positive, si puo senz’altro integrare per serie:

f(g“k)d-“ 22 qu dx.

Vogliamo ora indagare cosa succede se si toglie I'ipotesi u(x) = (. Si ha
Teorema 19.10  Siu 2"& una serie di funzioni sommabili, e supponiamo che risulti

iflm|(l.\‘< +oo.

k=1

Allora si ha

f ( i “A)‘/-’C :2 f U dx.

k=1

Dimostrazione Posto
() = D [ () |
I
segue dall’esempio 19.1 chefv dx < +oo,

Di conseguenza, si ha v(x) < +oo quasi ovunque, e quindi la serie dei valori assolu-
ti 2 | uy(x)| converge quasi ovunque; per il teorema della convergenza assoluta con-
vergera quasi ovunque anche la serie Euk(x).
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Pertanto, se si pone

m

Sa(X) = D uplX), $(X) = D uglx),

k=1 k=1

siavra

lim s,(x) =s(x) q.o.

m— oo

e inoltre

m

L5, | < D T ()| < v(x).

k=1
Possiamo allora applicare il teorema di Lebesgue:

m

fs(.x‘)dx =1lim fs,,,(x)a’x =lim 2 J.uk(.\‘)dx = i J.uk(x)dx
m — oo m — oo A _ ]

k=1

e il teorema ¢ dimostrato. o

Esercizi

19.6. *Dimostrare il seguente

Teorema 19.9 (assoluta continuita dell’integrale) Sia f una funzione sommabile.
Per ogni €> 0 esiste un > 0 tale che per ogni insieme misurabile F, con m(F) <9, si ha

[Ifldx<ce.
J

(Suggerimento) In caso contrario esisterebbe un & >0 e per ogni k un insieme F.
conm(F <2 *'e flf |dx= &,. Siponga E,, = U FiosihaE,DE,D...m(E,)<2 "
F k—m

e J'[)‘ |dx = g,. Si applichi il teorema di Lebesgue a|f | @y .
E,

19.9. 1l teorema di Vitali

Come abbiamo visto a piu riprese, mentre le funzioni integrabili secondo Riemann
sono sommabili, non tutte le funzioni sommabili sono integrabili secondo Riemann:
nell’insieme delle funzioni sommabili. quelle integrabili secondo Riemann formano
un sottoinsieme proprio. Ad esempio, sono integrabili secondo Riemann le funzioni
continue e nulle fuori di un compatto. o anche le funzioni, limitate e nulle fuori di un
compatto, con un numero finito di punti di discontinuita.

Queste funzioni non esauriscono le funzioni integrabili secondo Riemann.
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Esempio 19.6 La funzione

(0 sexeéirrazionale o se x& [0, 1]
floy=41 p _
~ sex="-conpen primi traloroep=<n.
¢ integrabile secondo Riemann in [0, 1], e il suo integrale vale 0. Per dimostrarlo, fa-
remo vedere che per ogni € > () esiste una funzione semplice ¢ maggiorante e con in-
tegrale minore di €.
Per questo, osserviamo che il numero N dei punti L con=sp=sn <i ¢ finito.

Chiamiamoli x. X, ..., Xy, € per ognuno di essi consnderlamo I'intorno /, di centro x;, e

raggio -~ . La funzione semplice

2N
0 x€&l0,1]

N

o) =11 xelJu
Pl

€ altrimenti

¢ quella cercata.
In primo luogo ¢ ¢ una maggiorante di f. Infatti f< 1. e quindi f< @ negli intervalli

I;. Fuori di questi, ci sono solo o punti irrazionali, dove f vale (), o punti -Econ n= "

. . 1 . . .
nei quali fvale W < ge @ vale € In ogni caso. risulta f(.x) < @(x).
Si ha poi

f(pdx <E m(/,) +fed\ <2——+ £=12¢.

k-1 k=1

Notiamo che la funzione f'¢ discontinua in ogni punto razionale. Infatti in ogni in-
) . 1 .. . . -
torno del punto I_z dove la funzione vale P cadono punti irrazionali, dove la funzione
}

vale 0. Abbiamo cosi trovato una funzione integrabile secondo Riemann, e disconti-
nua in ogni punto razionale. Ll

Ci possiamo allora porre il problema di individuare, tra le funzioni sommabili,
quelle che sono integrabili secondo Riemann. A questo risponde il teorema di Vitali,
al quale premettiamo alcune considerazioni. Data una funzione f(x), limitata e nulla
fuori di un compatto, consideriamo la classe C"(f) delle funzioni continue maggio-
ranti e la classe C (f') delle funzioni continue minoranti, ovviamente nulle fuori di un
compatto, € poniamo

S#(x)= sup u(x), f*x)= inf v(x).
ueC (f) TECT(N

Le funzioni fx e f* sono semicontinue (inferiormente la f. e superiormente laf"), e
risulta ovviamente fi(x) < f(x) < f*(x).



270 L'integrale di Lebesgue | Cap. 19

Si ha inoltre. tenendo conto della definizione di integrale per le funzioni semicon-
tinue e delle [19.3] ¢ |19.4]:

ff;-cdx = sup{fud.\': weC ‘(f)} = fﬂf'd.r
[ Frdx = inf{ [vavivec f)} = [ fax
Lemma 19.1 f¢ continua in x; se e solo se fi(xy) = f(xy) =f*(xy).

Dimostrazione  Se fi(xy) = f(xy) =f*(xq), si ha
Jxg) = falxg) < lifrligfﬂf;(.\-) < li‘nlir‘xﬂl‘f(.x-) < Ii‘mjgpﬂx) S li{n_ggp.f'*(.\-) < fH(x) = flxg)
da cui segue
li\nls‘tfp_f(.\') = li\mﬂil}ﬁﬂ.\') =\li_r}13‘ Sx) = flxy)

e quindi la continuitd di fin x,,.

Supponiamo ora che f'sia continua in v, e dimostriamo ad esempio che f*(x,) = f (x,).
Per ipotesi, per ogni £ <0 esiste un r <0 tale che se | x — xy|<rsi ha f(x) <f(x,) + .
Posto M = sup f, definiamo

l X =)
r

flxg) + e+ (M~ flxy) — &) se ‘X - ~\‘o|< r

w(x) =
M se|x—xy|=r

fixg) + €

fixo)

Figura 19.2

Sia ora ¥(x) una funzione a supporto compatto. con valori compresi traQe 1, e che
vale 1 sul supporto di f. La funzione u(x) = w(x)¥(x) appartiene a C'(f). e si ha



19.10 | Risposte agli esercizi 271

wi(x)0(x)

fixg) + €

fixg)

-

u(xy) = f(x,) + € Di conseguenza avremo f (xy) < f(x,) + &, e la tesi segue per ’arbi-
trarieta di €. [

F - - N\ L - T - - _

Figura 19.3

Possiamo ora dimostrare il

Teorema 19.12 (di Vitali) Una funzione f(x), limitata e nulla fuori di un com-
patto, é integrabile secondo Riemann se e solo se e continua quasi ovungue.

Detto in altre parole, una funzione ¢ integrabile secondo Riemann se e solo se la
misura secondo Lebesgue dell’insieme dei punti di discontinuita ¢ zero.

Dimostrazione Per definizione, la funzione f ¢ integrabile secondo Riemann se e
solo se f_fdx =jfd.\'. cioe se e solo se J‘(f* — fx)dx = 0. Poiché f*(x) — fi(x) =0, 10 av-

viene se e solo se per quasi ogni x risulta f* — f,, = 0, ossia f*(x) = f(x) = fyx(x). Per il
lemma precedente, questo accade se e solo se f(x) € continua quasi ovunque. 9]

19.10 Risposte agli esercizi

19.1 La parte se segue dal teorema 19.2, osservando che le funzioni Py, ,; € Q@ 5
sono funzioni continue. Viceversa, se f € integrabile, siano u e v come nel teorema
19.2. Per il lemma 13.3 esistono due polinomi P e Q tali che || P — (u — &) || 105 < €€
O — @+ 8)|ajun<€Sihau—2e<P<usfsv<Q<v+2¢in[a. b]. e quindi

b
[10—-Plax<e+aetb—a).
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nsenx _  nx
1+n22 1+

. nsenx . . 1
19.2 La successione Tl tende a zero; inoltre siha 0 < < >

e si puo applicare il teorema di Lebesgue.

o o a o

19.3 La successione di funzioni ——— tende a zero; inoltre risulta 0 < ——— < |
1+nx 1+nx

R L 11 L . . .
(m distinguanoicasi0=x < P ;S.v =<1 |, e si puo applicare il teorema di Lebesgue.

a

. . .o..n . . . -
19.4 La successione di funzioni 5— tende a zero; inoltre risulta per I'esercizio

1+ nx
o ;
n%x - . R o
precedente 0 < Tl <x' ® e quest’ultima funzione & sommabile in [0, 1), essen-

dol—a>-1.
19.5 Se si pone f; = fo[, |, I'integrale improprio della f & il limite degli integrali
‘P[f_ ,} g 8
k

delle f;. Per queste funzioni, I'integrale di Lebesgue e di Riemann coincidono.
La successione f ¢ crescente, e ha come limite f@, ). Si pud allora applicare il teo-
rema di B. Levi, per cui

| |
ff(x)a’x =klinlffkdx.
0 0

19.6 La successione g,, =| f| @, tende a zero g. o. (I'insieme dove g,, # 0 & contenuto
in E,, e quindi ha misura minore di 27"), ed & maggiorata dalla funzione sommabile | f].
Per il teorema di Lebesgue, gli integrali delle g,, devono tendere a zero, e questo ¢ as-
surdo, perché sono tutti maggiori di &.



Capitolo 20

Spazi funzionali

20.1. Spazi metrici

Piu volte nei capitoli precedenti abbiamo osservato come alcune definizioni (I’e-
stremo superiore, il massimo e minimo limite) e alcuni teoremi (i limiti di funzioni
monotone, le serie a termini positivi) fossero legati all’ordinamento di R, mentre altri
(le definizioni di punto di accumulazione e limite, il teorema dell’uniforme conti-
nuita) dipendessero solo dalla struttura topologica della retta reale, cioe dalla distanza
e dalla nozione di intorno. Mentre i primi sono caratteristici di R, e solo raramente ¢ a
prezzo di profonde modifiche si possono estendere a casi piu generali, i secondi am-
mettono generalizzazioni a spazi piu generali, nei quali sia definita una distanza, in
breve a spazi metrici.

In questo capitolo riprenderemo queste osservazioni in maniera pi sistematica, in
modo da delineare una teoria elementare degli spazi metrici. Cominciamo con una de-
finizione, che abbiamo gia dato nel capitolo 3:

Definizione 20.1 Sia X un insieme. Si dice distanza o metrica in X una funzione d
che ad ogni coppia di punti x, y di X associa un numero d(x, v) (la distanza traxey )
con le seguenti proprieta:

di:d(x,y)=0;dx,v)=0seesolosex=y,
d>: d(x, v) =d(y, x),
dyd(x, y) <d(x,z) +d(z,y)

La coppia (X, d) si chiama spazio metrico.

Tramite la distanza, in uno spazio metrico si possono definire gli intorni come ave-
vamo fatto nel capitolo 3 § 2:

I(xg, r) = {xE€EX :d(x, xp)<r},
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e di qui gli insiemi aperti, chiusi. i punti di accumulazione, di frontiera, il limite di una
successione di punti di X, e in genere tutto quello che dipende unicamente dalla distanza.

Quando non sono possibili confusioni, si parlera dello spazio metrico X anziché di
(X, d). Cosi ad esempio si dira: lo spazio metrico R", sottintendendo che la distanza &
quella euclidea:

dx.y)=lx—y[[= Vi, =y + (= y)  + o+ (= )7 [20.1]

Esempio 20.1. Lo spazio C([a, b]) delle funzioni continue nell’intervallo [a, b] &
uno spazio metrico, con la distanza
dif, g)= sup |[f(n—g)]. [20.2]
1E |, b
Si vede subito che d(f, g) verifica le proprieta d, e d». Per dimostrare la d;, conside-
riamo tre funzioni f, g e h. Si ha per ogni 1t € |u, b]

Lf() = g <|f() = h(t) |+ [ h(r) = g() | < d(f. h) + d(h, g)

e la d; segue prendendo I’estremo superiore al variare di ¢ in |a, b].

La distanza [20.2] si chiama metrica della convergenza uniforme. Come abbiamo
visto nel capitolo 13, una successione f, € C(|a, b]) converge uniformemente a una
funzione f'se e solo se la successione di numeri reali d(f,, f) tende a zero.

Naturalmente, si potrebbero definire in C(la, b]) metriche diverse dalla [20.2],
come ad esempio

b
d|(/;g)=f|f(t)—g(t)|dt. [20.3]

Lasciamo per esercizio la verifica delle condizioni dy, d5 e d5. In genere, quando si
parla dello spazio C(|a, b]) si sottintende che la metrica sia la [20.2]. o

Esempio 20.2. Calcoliamo la distanza d(f, ¢g) in C([0, 1]) tra le funzioni f(r) = 4r* — |
e g(t) =9r° — 6r.

Si tratta di calcolare I’estremo superiore in [0, 1] della quantita

[fiy—g(n] =4t —1-912 + 61].

Per eliminare le complicazioni derivanti dal valore assoluto, osserviamo che si ha
sup| F(1)| = max{sup F(1), —inf F(r)}. Basterd dunque calcolare I’estremo superiore e
inferiore della funzione F(r) = 41 — | — 97> + 6¢. In realtd F(r) ha massimo e minimo
in [0, 1], che si possono calcolare esaminando la derivata. Si ha F'(r) =127 — 181 + 6.

2 2

ha minimo —1 e massimo T Di conseguenza:

d(.f.g)=1l1(1)gl>l(|F|=l‘ G

1
che si annulla pert=—]-e1:]. Risulta F(0)= —1, F(—) =—4I-c F(1)= 0, per cui F(1)
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Esempio 20.3. Uno spazio metrico un po’ insolito ¢ il seguente. Sia X un insieme
qualsiasi, € poniamo

0 sex=y
1 sex#y

=

La coppia (X, d) € uno spazio metrico. Notiamo che se r>1 si ha I(x, r) = X, men-
tre se r=<1 avremo I(x, r)= {x}. In particolare gli insiemi {x} costituiti da un solo
punto sono aperti, e quindi ogni insieme & aperto (ogni insieme ¢ unione di aperti: i
suoi punti). Di conseguenza ogni insieme € anche chiuso, dato che il suo complemen-
tare ¢ aperto. B

Nel capitolo 2 avevamo chiamato limitato un insieme di R che ammette maggio-
ranti e minoranti. Sembrerebbe dunque che la nozione di insieme limitato dipenda
dall’ordinamento di R, e quindi non si estenda a generici spazi metrici. In realta, quel-
la che non si estende ¢ la definizione di insieme limitato superiormente o inferiormen-
te; invece gli insiemi limitati hanno senso anche in spazi metrici gencrali: bastera so-
stituire la definizione data con una equivalente, come la scguente:

Definizione 20.2  Sia (X. d) uno spazio metrico, ed E é un suo sottoinsieme. Diremo
che E e limitato se esiste un intorno 1(x, r) di un punto x di X che lo contiene: E C I(x, r).

E evidente che se E & limitato e FC E. anche F & limitato. Inoltre il punto x che
entra nella definizione pud essere scelto ad arbitrio. Infatti, a causa della disegua-
glianza triangolare, se E C /(x, r) si avra anche E C I(x,, p), con p=r + d(x, xy).

Possiamo mettere la definizione precedente in una forma leggermente differente,
introducendo il diametro di un insieme E come la massima distanza tra due punti di £
o meglio, dato che questa massima distanza non sempre esiste, come I’estremo supe-
riore delle distanze tra due punti di E:

diam E =sup {d(x, y); x,vEE}.

Esempio 20.4 Si ha diam /(x,, r) < 2r. Infatti per ogni x, y €/ si ha
dx, v)<d(x, xy) tdxg. V) <r+r.

In generale si puo avere diam I(x,, r) < 2r, e addirittura diam /(x,, r) = 0. Ad esem-
pio, se X ¢ lo spazio metrico dell’esempio 20.3, il diametro di I(x), r)e 1 se r>1,e 0
se r<1. Da notare che /(x,, 2) = X, e quindi X & limitato. 1

Si vede subito che un insieme E # @ é limitato se e solo se il suo diametro ¢ finito.
Infatti se E C I(x. r) risulta diam E < 2r; viceversa se diam E=d < +e, e x EF, si ha
ECI(x,d+1).

Osservazione 20.1 Come abbiamo visto nel caso di C([a, b)), in un insieme X
possono essere definite due o pitt metriche diverse. Se in X sono definite due distanze
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de 0, irispettivi spazi metrici (X, d) e (X, 6) sono ovviamente diversi. Pud accadere pero
che ogni intorno /(x, r) nella metrica d contenga un intorno J(x, s) nella metrica de vi-
ceversa. In questo caso, un insieme A C X € aperto in (X, d) se e solo se & aperto in (X, 8).
Infatti, per ogni punto x € A esistera un intorno /(x, r) C A. D’altra parte I(x, r) contie-
ne un intorno J(x, s) di (X, 8), e quindi risulterd J(x, s) C A, e A & aperto in (X, 0). Vi-
ceversa, dato che ogni intorno J(x, 0) contiene un intorno /(x, p), ogni aperto di (X, 8)
¢ anche aperto in (X, d).

In conclusione, (X, d) e (X, d) hanno gli stessi aperti, e dunque gli stessi chiusi, le
stesse funzioni continue, le stesse successioni convergenti ecc.: in breve: la stessa to-
pologia. Le due metriche d e dsi dicono pertanto ropologicamente equivalenti.

Esempio 20.5 Se d(x, v) € una distanza in uno spazio metrico X, la metrica

(7(x, v) = min {d(x, y), 1}

¢ equivalente a d. Infatti, detti / gli intorni di (X, d) e J quelli di (X, J), si ha

J(.\‘, min(r, %)) Clx,r)CJ(x,r). o

Due metriche d, e d, sono evidentemente equivalenti se esistono due costanti posi-
tive ae Btali che per ogni x, y € X risulta

ad (x,y) <d,(x,y) < fd,(x, y).

Infatti un intorno /(x, r) nella metrica d, conterra I’intorno J(x, ar) e sara contenu-
to nell’intorno J(x, fr) nella metrica d,.

Esempio 20.6 In R" si possono introdurre metriche diverse da quella euclidea
[20.1], come ad esempio

dl(x’ )’) = |.\'| - N I + IXZ -W I +..+ Ixn - .\‘nl [204I

ses [ = vl [20.5]

dz(X~Y)=maX{|X| Vi X270

Gli spazi metrici (R", d)) e (R", d>) sono ovviamente distinti, e diversi da R" con la
metrica standard. Essi sono pero tutti equivalenti; si ha infatti:

;l—d,(x. y)Sdix,y)<=dXx.y)<d|(x.y)<ndxx,y) [20.6]

Esercizi

20.1. Dire se le seguenti sono delle distanze in R:

x3—y3 sex=y > > .
. . LxT+y +axy . xX—y
1 {y—x sex<y 3. x4+ v +xy 5. min{|x—y]|, 1}
2. | x =yl 4= 4. x =y 6. (1+] xy])|x—y]

1+]x— v
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20.2. Calcolare la distanza d( f, g) in C([0, 1]) tra le seguenti coppie di funzioni:

l.f=3x,g=1+3x 4. f=e¢", g=2x 7. f=3log(l+x),g=2x
2. f=x,g=1—x 5.f=xe f,g=e¢'
3.f=x—-2.g=x7 6. f=cosmx, g =cos2nmx

20.3. Dimostrare che la [20.3] € una metrica in C([a, b]).
20.4. *Dimostrare che diam(E) = diam(E)

20.5. La [20.3] € una metrica nello spazio R(|a, b)) delle funzioni integrabili (se-
condo Riemann) in [a, b)?

20.6. Se x € R?, i suoi intorni nella metrica [20.1] sono cerchi di centro x. Disegna-
re gli intorni nelle metriche [20.4] e [20.5].

20.7. Dimostrare le [20.6].

€ una distanza in (0, 1].

20.8. Dimostrare che d(x, y) = ' l\, - %

20.2. Insiemi densi

In uno spazio metrico, si potra definire la chiusura di un insieme E come I'insieme
E = EUJE, o in maniera equivalente come I'intersezione degli insiemi chiusi che con-
tengono E.

Teorema 20.1 Un punto x appartiene a E se e solo se é limite di una successione
X, di puntidi E.

Dimostrazione Siax € E. In ogni intorno di v c’¢ almeno un punto di E; infatti o
xE E, e allorac’g x stesso, 0 x € JE, e per definizione in ogni intorno di x ¢’& un punto

di E. In particolare in [(x, ;’-) ¢’¢ un punto x, € E; la successione x, ha come limite x.

Viceversa, supponiamo che x sia limite di una successione x, di punti di E. Per la
definizione di limite, per ogni intorno di /(x, r) esiste un vtale che per ogni n > vsiha
x, € I(x, r). In particolare, in ogni intorno di x cadono punti di E, e pertanto x non pud
essere esterno a E, e deve appartenere a E UJE, ciog a E. ]

Un particolare interesse hanno gli insiemi densi, cioé gli insiemi E la cui chiusura e
tutto lo spazio X. Infatti per il teorema precedente & possibile approssimare un qual-
siasi elemento di X con elementi di E; se E & particolarmente semplice, si pud sperare
di ottenere dei risultati relativi a elementi di X dimostrandoli prima per elementi di E
e poi passando al limite.
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Abbiamo visto nel capitolo 3 che I’insieme Q dei numeri razionali € denso in R
(proposizione 3.1). Come abbiamo detto, questo ci permette di fare i calcoli in R usan-
do solo i numeri razionali. Un fattore di ulteriore interesse ¢ che Q ¢ numerabile, co-
sicché R ¢ separabile, stante la definizione seguente:

Definizione 20.3 Uno spazio metrico X si dice separabile se ha un sottoinsieme
denso numerabile.

Il teorema di Weierstrass 13.10 si puo riformulare dicendo che i polinomi (e anche
i polinomi a coefficienti razionali) sono densi in C([a, b]). Infatti una funzione g(x)
continua in [a, b] si pud sempre prolungare a una funzione continua in R (basta porre
g(x)=g(b) per x> b e g(x) = g(a) per x <a) e dunque esiste una successione di poli-
nomi (che si possono supporre a coefficienti razionali) che tendono a g(x) unifor-
memente in [a, b].

Teorema 20.2 Lo spazio C(la. b]) é separabile.

Dimostrazione Per quanto appena detto, bastera dimostrare che I’insieme dei po-
linomi a coefficienti razionali € numerabile.

La dimostrazione ricalca quella della numerabilita dei numeri algebrici (teorema
4.3). Se P(x) ¢ un polinomio a coefficienti razionali, definiamo altezza di P il numero
intero ottenuto sommando al grado di P i valori assoluti dei numeratori e dei denomi-
natori dei suoi coefficienti.' Per ogni intero m ci sono solo un numero finito di polinomi

di altezza m ; contando prima quelli di altezza | (I’unico polinomio di altezza 1 ¢ la

costante 0 = T) poi quelli di altezza 2, e cosi via, si ottiene una numerazione dei po-

linomi a coefficienti razionali. O

Osservazione 20.2 Al contrario, lo spazio metrico L([a, b]) delle funzioni limi-
tate in [a, b], con la distanza [20.2], non ¢ separabile.
Supponiamo per assurdo che esista un insieme numerabile

E={fi.fo i fi o}
di funzioni limitate, denso in L([«. b]). Consideriamo i puntix, =a + ’ll e la funzione
g(x) che vale sempre 0, tranne nei punti x,. dove vale 1 se f,(x,) <0e — 1 se f,(x,) > 0.
Siha

g =full o=l glx) —fla)[=1

e quindi la funzione g non puo appartenere alla chiusura di E. Si noti ’analogia con la
dimostrazione della non numerabilita di R. !

' Naturalmente. ridotti ai minimi termini. Se i coefficienti sono interi, si prende il denominatore = 1.
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20.3. Funzioni continue

Le definizioni di limite di una funzione e di funzione continua rimangono formal-
mente inalterate nel passaggio da R a un generale spazio metrico.

Definizione 20.4 Siano X ¢ Y due spazi metrici, rispettivamente con le distanze
dyedy, esiaf: X =Y. Siainoltre x, un punto di X e y, un punto di Y. Diremo che

lim f(X) =Y

)

se per ogni £€>() esiste un §> 0 tale che per ogni x € X, con 0 <dx(x, x,) < b risulta
dy(f(x), yp) <&

Definizione 20.5  Siano X ¢ Y due spazi metrici. Diremo che la funzionef: X — Y
e continua in x, € X se

lim f(x) = f(xo)

XXy

Se f e continua in ogni punto x, € X, diremo che e continua in X.
Possiamo anche definire le funzioni limitate:

Definizione 20.6  Sia X un insieme e Y uno spazio metrico. Una funzionef: X — Y
si dice limitata se la sua immagine f(X)C Y é un insieme limitato.

Indicheremo con L(X. Y) I'insieme delle funzioni limitate da X in Y, e (se X € uno
spazio metrico) con C(X. Y) il sottoinsieme di L(X, Y) delle funzioni limitate e conti-
nueda XinY. L(X, Y)e C(X, Y) sono spazi metrici con la distanza

d(f. §) = supdy( fx). g(x)) (20.7]
vE

In genere, quando lo spazio di arrivo ¢ R, si fa a meno di menzionarlo. Si scrivera
allora L(X) e C(X) invece di L(X, R) e C(X, R). In questo caso. la distanza [20.7] di-
venta

d(f. g) = sup|f(x) — g(x)|.
vEX

Osservazione 20.3 Osserviamo che se (X, d) € uno spazio metrico. ed E ¢ un sot-
toinsieme di X, allora anche (E, d) ¢ uno spazio metrico. Possiamo quindi parlare
sempre di funzioni definite su tutto lo spazio: se infatti I'insieme di definizione di f
fosse una parte E di X. basterebbe considerare £ come lo spazio metrico di partenza.

A volte comunque. in particolare quando X = R", sara opportuno conservare la di-
stinzione tra lo spazio X e I'insieme di definizione E. -
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Osservazione 20.4 Bisogna ricordare che le funzioni di C(X, Y) sono continue e

. . . . 1 .
limitate. Cosi ad esempio la funzione x* appartiene a C((0, 1)), ma < o, perché pur
essendo continua non & limitata in (0,1). @]

Esempio 20.7 Consideriamo I’applicazione ® : C([a, b]) = C(la, b]), che a ogni
funzione fcontinua in [a, b] associa la sua funzione integrale:

®:fo () B = [ find.

Siano ora fe g due funzioni continue in [a, b], e siano F = ®(f) e G = P(g) le loro
funzioni integrali. Si ha

|F(x) — G(x)| =

[ o= gunde | < [1 1= g ldr=d( s 9 [ dr=(b - ar(f, )

e prendendo I’estremo superiore
d(F, G) = d(®(f), P(g)) < (b —a)d(f. g).

Quest’ultima relazione implica la continuita della funzione ®. i

Esercizi

20.9. Siano (X, dy) e (Y, dy) due spazi metrici. Una funzione f: X — Y si dice hélde-
riana di esponente &, 0 < =<1, se esiste una costante K tale che

dy(f(x), f(») < Kdx(x, y)*.

Le funzioni holderiane con o =1 si chiamano lipschitziane. Dimostrare che le fun-
zioni holderiane sono continue.

20.10. Sia F: C([0, 1]) —» C([0, 1]) I’applicazione che a ogni funzione f(x) conti-
nua in [0, 1] associa la funzione xf(x). Dimostrare che F ¢ continua in C([0, 1]).

20.11. *Siano X e Y due spazi metrici. Dimostrare che una funzione f: X - Y ¢
continua in X se e solo se per ogni aperto A C Y I'immagine inversaf '(A) & un aperto
in X.

20.12. Siano X, Y e Z tre spazi metrici, e sianof: X = Ye g: Y — Z due funzioni
continue. Dimostrare che gof¢ continua.
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20.4. Successioni

Come per le funzioni, si estende a un arbitrario spazio metrico la definizione di
successione convergente, e anche quella di successione di Cauchy.

Definizione 20.7 Sia X uno spazio metrico, e x, una successione a valori in X.
Diremo che x, converge a x, se per ogni €> 0 esiste un v tale che per ogni n> v si ha
d(x,, xy) < €.

Similmente, la successione x, si dira di Cauchy se per ogni €> 0 esiste un v tale
che per ogni n,m>vsi ha d(x,, x,,) < €.

Utilizzando la diseguaglianza triangolare, si vede facilmente che ogni successione
convergente é di Cauchy. Il contrario in generale non ¢ vero, ma dipende dallo spazio
metrico in esame.

Definizione 20.8 Diremo che lo spazio metrico X é completo se ogni successione
di Cauchy in X é convergente.

Abbiamo visto nel capitolo 6 che ogni successione di Cauchy in R & convergente;
pertanto R & completo. Viceversa, lo spazio R — {0}, munito della stessa metrica di R,
non ¢ completo; infatti la successione P di Cauchy, ma non ¢ convergente (il suo li-

mite in R & 0, che non appartiene a R — {0}).
Lo stesso si puo dire dello spazio Q dei numeri razionali; la successione

1+l)'
n

e di Cauchy, ma non & convergente in Q (il suo limite in R ¢ e, che non ¢ razionale).
Di conseguenza, Q non & completo.

Teorema 20.3 Lo spazio R" é completo.

Dimostrazione  Siax® = P, x%’, ..., x*) una successione di Cauchy in R". Si ha

evidentemente peri=1,2,...,n

|x4l_kb _ x(’_m) I < “ x(ki _ x(m) ||

cosicché la successione x'*' delle componenti i-esime & di Cauchy, e dunque conver-
gente, dato che R ¢ completo.
Se poniamo

X = lim .\",‘k’, X = (-‘.]a X25 eens -\Au)*
k> oo
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s1 ha
n
59— xl= et~ .
i1

x""" — x| tende allora a zero per k — o, e quindi x'*' tende a x. i3

La successione

Il teorema che segue ha molte analogie con ["assioma di continuita dei numeri reali
(vedi cap. 2).

Teorema 20.4 Uno spazio metrico X é completo se e solo se 'intersezione di una
qualsiasi successione C, D C>D...D C,D...diinsiemi chiusi non vuoti, con diametro
che tende a zero, é costituita da un solo punto.

Dimostrazione Sia X uno spazio metrico completo, e sia {C,} una successione
decrescente di insiemi chiusi, con diam(C;) — 0. Dobbiamo dimostrare che I’interse-
zione C di tutti i C; € costituita da un solo punto.

Per ogni k, sia x; un punto di C;. La successione x; ¢ di Cauchy. Infatti dato €>0
sia Cy tale che diam(C,) < ¢, e sianom,n>v:;sihax,€C,CC, x,€C,CC,,equin-
did(x,, x,) <diam(C,)<e.

Siccome X € completo, la successione x; tende a un punto .x,; facciamo vedere che
Xy appartiene a tutti gli insiemi C;. Infatti, se per assurdo x, non appartenesse a Cy, sic-
come C; e chiuso, esisterebbe un intorno /(x, r) che non incontra C;, e dunque nemme-
no C, se n > k. Si avrebbe allora d(x,, x,) > r per ogni n > k, e questo ¢ assurdo dato che
X, — Xq. In conclusione, xy€ C; per ogni k, e quindi xy€ C.

L’intersezione C contiene pertanto almeno un punto. Se ora C contenesse un al-
tro punto x,, si avrebbe diam(C;) = diam(C) = d(x,, x,), che contraddice il fatto che
diam(C;) — 0.

Supponiamo viceversa che I'intersezione di una qualsiasi successione C, D C, D ...
D C,D...diinsiemi chiusi non vuoti, con diametro che tende a zero, sia costituita da
un solo punto, e dimostriamo che X ¢ completo, cioe che ogni successione di Cauchy
converge.

Sia x, una successione di Cauchy in X, e chiamiamo C; la chiusura dell’insie-
me E;={x, n=k}. Si ha C;DC,D..D0C,D... ed essendo x, di Cauchy risulta
diam (C;) — 0. Di conseguenza, I’intersezione dei C; & costituita da un solo punto x,,.
Poiché x; e x, appartengono a Cy, si ha d(xy, x,) = diam(C}), e quindi la successione x;
tende a x,. ;

Nel paragrafo precedente abbiamo definito gli spazi L(X, ¥) e C(X, Y), rispettiva-
mente delle funzioni limitate ¢ delle funzioni continue e limitate di X in Y. Si ha

Teorema 20.5  Sia X un insieme e Y uno spazio metrico. Se Y ¢ completo, allora
L(X,Y) e completo.
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Dimostrazione  Sia f, una successione di Cauchy in L(X, Y). Per ogni x € X si ha

dy(f;,(.\'),f;”(x)) = d(f;n f;n)

e quindi la successione f,(x) ¢ di Cauchy in Y. Poiché per ipotesi ¥ ¢ completo, f,(x) &
convergente. Chiamiamo f(x) il suo limite; faremo vedere che la funzione f'¢ limitata,
echef,— fin L(X,Y).

Per la definizione di successione di Cauchy, per ogni € > () esiste un v, tale che per
ogni n, m> v, si had(f,, f,,) <& e dunque

dy(filx). fulx) <€ VxEX.
Passando al limite per m — oo, si ha allora per ogni n > v,
dy(f,(0), flx)) e VxeEX. [20.8]

Dalla [20.8] segue che f'e limitata. Siano infatti x e x, due punti di X. Si ha per la di-
seguaglianza triangolare:

dy(f(x), flxg)) < dy (f(x). f(x0) + dy(f,(x), £,(x0)) + dy( f,(x0). f(x0)). [20.9]
Scegliendo e=1en= v, + 1 sihaallora
dy(flx). flxp)) <1+ diam(f, (X)) +1

per ogni x e x, in X, e quindi diam f(X) < 2 + diam(f,, . ;(X)).
Infine dalle [20.8], prendendo I’estremo superiore al variare di x € X, segue che

dif,.f)<e VYn>y,
e dunque f, converge afin L(X, ). o

Se poi anche X & uno spazio metrico, potremo considerare lo spazio C(X, Y). Ab-
biamo

Teorema 20.6 Se Y é completo, C(X,Y) é completo.

Dimostrazione  Sia f, una successione di Cauchy in C(X, Y). Dal teorema prece-
dente segue che f, converge a una funzione limitata f; bastera allora far vedere che f¢
continua.

Il punto di partenza & dato dalla [20.9]. Fissato £ > 0, esistera un v tale che per ogni
n > vsiabbia d(f,, f) <& Sihadunque per ogni x € X

dy(f(x), f(xp)) S 26+ dy(fo 1 (X), fri1(x0)).

D’altra parte la funzione f,,, € continua; in corrispondenza di € esistera allora un
intorno / di x, tale che per ogni x €/ si ha

dy(foe1(X), furi(x0)) <E,
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e in conclusione

dy(f(x), flxy)) < 3e
per ogni x € /. Questo dimostra che f(x) ¢ continua in x,, e per |'arbitrarieta di x,,

fecx.ny. 8]

La distanza [20.7] viene chiamata spesso metrica della convergenza uniforme. Nel
caso di funzioni a valori in R essa diventa

d(f. g) = sup|fx) — g0 =1f = gl|...
XEX

che abbiamo introdotto nel cap. 13.
Una successione f, che converge nella metrica della convergenza uniforme si dice
anche uniformemente convergente. Dal teorema precedente si ha il seguente

Corollario 20.1 Se una successione f, di funzioni continue e limitate di X in'Y
converge uniformemente da una funzione f, allora f e continua e limitata.

Notiamo che qui non occorre supporre che Y sia completo, dato che questa ipotesi
ci ¢ servita solo per dimostrare la convergenza delle successioni di Cauchy, mentre

qui si suppone fin dall’inizio che la successione f, sia convergente.

Esempio 20.8 Lo spazio C([— 1, 1]), che ¢ completo nella metrica della conver-
genza uniforme, non lo € con la metrica

1
di(f. )= [ 10 = g dx.
—1

Poniamo infatti

-1 —lsxs—-—
n
f(x)=¢ nx —l<x<l
n n
1 lS)(Sl
n

La successione f, & di Cauchy in C([— 1, 1]) con la metrica d,. Infatti si ha |f,(x) —

1

—f.(x)| <1 e perm>nrisultaf, — f, = 0 fuori dall"intervallo [— ) 7'}-] cosicché

dffi) = [ 1,0 = fuo) |dx < [ de=
_! 2

n n

2

n
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- - - — - - —

3|_\ _— — - = = =

Figura 20.1

Con lo stesso ragionamento, posto

-1 —-1=x<0
H(x)=10 x=0
1 0<x=l

si conclude che
|
lim [ |/,00 = H(oldx = 0.
-1

Siccome H(x) ha una discontinuita non eliminabile nell’origine, non puo esistere
una funzione continua g(x) tale che

Jim f [£,(x) = g(x)|dx = 0.
-1
Infatti, se ci0 accadesse, dalla diseguaglianza
f | g(x) = Ho) [dx < f | 8(x) = fu(x) [dx + f |fu(x) = HCo) | dx
<1 -1 =1
si potrebbe concludere, passando al limite per n — oo, che
fl |g(x) — H(x)|dx = 0.
-1

Quest’ultima relazione non puo sussistere, dato che g &€ continua nell’origine e H

]

ha un salto.

Concludiamo questo paragrafo con I’enunciato di un teorema che generalizza a
spazi metrici arbitrari il teorema 7.3:

Teorema 20.7 Una funzione f: X — Y é continua in x, se e solo se per ogni succes-
sione x, a valori in X, convergente a x,, la successione f(x,) converge a f(xy).
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La dimostrazione ¢ praticamente la stessa, ¢ viene lasciata per esercizio.

Esercizi

20.13. Dimostrare che se X ¢ completo, un sottoinsieme A di X € uno spazio metri-
co completo se e solo se & chiuso.

1

20.14. * Sia X = (0, l] e d(x, y) = -)Ll— t Dimostrare che (X, d) ¢ completo.

20.15. Dimostrare che una successione u, in L(X, Y) converge uniformemente a
una funzione u se e solo se per ogni successione x, € X si ha dy(u(x;),u(x;)) — 0.

20.5. Spazi normati

Abbiamo gia parlato nel capitolo 3 di vettori di R", della loro norma e del prodotto
scalare. Riprendiamo ora |’argomento piu in generale, introducendo in primo luogo la
definizione di spazio vettoriale.

Definizione 20.9 Si chiama spazio vettoriale reale un insieme non vuoto 'V, i cui
elementi si chiamano vettori, in cui sono definite due operazioni, la somma di due vet-
tori e il prodotto di un vettore per un numero reale, soddisfacenti i seguenti assiomi:

v, La somma & associativa [(u + v) + w =u + (v + w)] e commutativa [u + v=v + u],

v, Esiste un elemento neutro 0 € Vtale che u + 0 =u perogniu €V,

vy: Perogniu€V,0u=0¢ lu=u,

]

1. Sussistono le proprieta distributive
A+ wu=Au+pu, AMu+v)=Aiu+ Av

perogni A, UEReu,vEV,
vs: A(pu) = (u VA, uER, VueV.

Esempio 20.9 Se X ¢ un insieme e V uno spazio vettoriale, I’insieme delle funzioni
f: X — Ve&uno spazio vettoriale, con la somma e il prodotto per un numero definiti da

(f+)x)=fx)+ gx)
(AF)(x) = Af(x)

e dove 0 ¢ la funzione identicamente nulla: 0(x) = 0. o
Se poi in V & definita una metrica d, si dice che (V, d) ¢ uno spazio vettoriale metri-

co. In particolare, sono spazi vettoriali metrici L(X) = L(X,R) e C(X), con la metrica
della convergenza uniforme.
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Un ruolo di particolare importanza giocano le distanze che rispettano la struttura
vettoriale di V, intendendo con cio che:

1. la distanza ¢ invariante per traslazioni. In altre parole, la distanza tra due vettori
u e v non cambia se aggiungiamo a entrambi lo stesso vettore w:

du+w,v+w)=du,v), [20.11]

2. se moltiplichiamo i due vettori u e v per lo stesso fattore A, la loro distanza ne ri-
sulta moltiplicata per | A[:

d(Au, Av) = | A|d(u, v). [20.12]
Dalla [20.11], prendendo w = —v, segue subito che si ha
du,v)=du—v,0),
ossia che la distanza tra due vettori dipende solo dalla loro differenzau — v. Se poniamo
N(v) =d(v,0)
si ha
d(u,v)=Nu-v). [20.13]
Dalle d, — d; della distanza, e dalla [20.12] scgue che la funzione N(v) verifica le
relazioni:
n:N(v)=0, N(v)=0seesolosev=0,
ny: N(Av) = | A|N(v) VAEReVVEYV,
n3: N(u + v) < N(u) + N(v).
Le n, e nysonolad, e la[20.12] riscritte tenendo conto della [20.13]; la n» contiene

come caso particolare la d»(A = —1). Infine, la n; si dimostra a partire dalla disegua-
glianza triangolare

du+v,0)sdu+v,v)+dv,0)=dwu,0)+dv,0)
dove nell’ultimo passaggio si € usata la [20.11].

Definizione 20.10 Sia V uno spazio vettoriale. Una funzione N(v) a valori reali,
che verifica gli assiomi n, n, e ns, si chiama una norma su'V.

Di solito si scrive || v|| invece di N(v).

La coppia (V, || - ||) si chiama spazio normato. Si vede subito che il valore assoluto
¢ una norma in R, e quindi (R, |- |) & uno spazio normato; in effetti gli assiomi della
definizione precedente sono modellati sul valore assoluto. Piu in generale, R" ¢ uno
spazio normato, con la norma

n
Ixll= 3

=1
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Se Y & uno spazio normato, sono spazi normati sia L(X, ¥) che C(X, Y), con la norma
[[F ] = sup [l f0) ]l
vEX
In uno spazio normato V si puo definire una distanza
d(u,v)=|lu—vl||.

con la quale V diventa uno spazio metrico.

Definizione 20.11 Si chiama spazio di Banach uno spazio normato e completo
(come spazio metrico).

Sono spazi di Banach L(X) e C(X); piu in generale se Y € uno spazio di Banach, lo
sono anche L(X, Y)e C(X, Y).

Esempio 20.10 Lo spazio C'([a, b]) delle funzioni derivabili in [a, b] € con deri-
vata continua, € uno spazio di Banach con la norma

]l = Isup]lfoc) |+ sup o= e+ 1] [20.14]

ab a. b

Si verifica facilmente che ||f]| ¢+ & una norma. Sia oraf, una successione di Cauchy
in C'. Dalla definizione [20.14] segue che sia f, che f; sono successioni di Cauchy in
C([a, b]); dato che quest’ultimo & completo, esse convergeranno rispettivamente a
due funzioni continue fe g. Per il teorema 13.3, risulta f'= g, e quindi la successione
£, tende a fnella norma C'. O

Definizione 20.12 Sia V uno spazio vettoriale. Si chiama prodotto scalare (o
prodotto interno) una funzione S(u, v) a valori reali, con le seguenti proprieta:
CS(a,u)=0; S(u,u)=0seesoloseu=0,

50 S(u, v) = S(v, u),
30 S(tua, v) = S(u, tv) =tS(u, v),
sy S(u+v,w) =S, w)+ S(v, w).

“

[

I

In genere, invece di S(u, v) si scrive (u, v).

Il piu semplice prodotto scalare si ha in R, e non ¢ altro che il prodotto di due nu-
meri reali. Abbiamo gia visto che in R" c’¢ il prodotto scalare

(x,y) =E Xi Vi

i=1

Al prodotto scalare (u, v) si pud associare la norma
[lul| = V(u, w), [20.15]

che verifica le proprieta n; — n;.
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Le n, e n, derivano immediatamente dalle s,, s; e dalla definizione [20.15]. Per di-
mostrare la diseguaglianza triangolare n, ricordiamo la [3.8]:
[, v)[<[[ul[[v]].
Si ha allora

lu+v|P=@+v,u+v)=|lu|P+]||v|][?+2u, v)<||u]]*+]|v]]*+
+2/[ull|lv]|=(lul|+]v])?

e quindi la n;.
Di conseguenza, uno spazio munito di prodotto scalare € uno spazio normato. Se
poi & completo, si chiama uno spazio di Hilbert.

Esempio 20.11 Se una norma nello spazio V proviene da un prodotto scalare, si
deve avere

la+v[[2=[u]]> +[[v]]*+2(u, v)
la=vI[P=[ul]?+[[v]]*=2(u,v),
e quindi, sommando
u+ vl +[lu=v|[*=2([ul*+[[v][*. [20.16]

La [20.16] ¢ una condizione necessaria; se una norma non la verifica, non proviene
da nessun prodotto scalare. Questo € quanto avviene per C([0, 1]); infatti, prese f(x) =1
e g(x)=x,siha

A= el =1l =gl =1L lf +gll.=2

e quindi
Wr+ellP+llr—gllP=52dlAP+ gl =4
La [20.16] non ¢ dunque verificata, e quindi la norma di C([0, 1]) non proviene da
un prodotto scalare. 8]
Esercizi

20.16. Indichiamo con C*([a, b]) lo spazio delle funzioni che hanno derivate se-
conde continue in [a, b], con la norma

|1 £1l¢= = sup| fCx) [+ sup| () |+ sup| f"(x) .
la. b] la. b] la. b|
Dimostrare che C*([a, b]) & uno spazio di Banach.

20.17. * Dimostrare che C'([— 1, 1]) con la norma || f||.. non & uno spazio di Banach.

20.18. * Dimostrare che C'([a, b]) & separabile.
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20.6. Insiemi compatti

Abbiamo incontrato nel capitolo 6 gli insiemi compatti K C R", e abbiamo visto che
essi sono caratterizzati dal fatto che da ogni successione a valori in K si pud estrarre
una sottosuccessione convergente a un punto di K.

Questa proprieta si pud estendere a spazi metrici arbitrari:

Definizione 20.13  Un sottoinsieme K di uno spazio metrico X si dice compatto
(per successioni) se da ogni successione a valori in K si puo estrarre una sottosucces-

sione convergente a un punto di K.

Notiamo che un sottoinsieme di uno spazio metrico € esso $tesso uno spazio metri-
co; pertanto avremmo potuto parlare esclusivamente di spazi metrici compatti, senza
menzionare i sottoinsiemi.

Osservazione 20.5 Nel capitolo 6 abbiamo dimostrato che un sottoinsieme di R”
& compatto secondo la definizione precedente se e solo se ¢ chiuso e limitato. Quando
da R" si passa a spazi1 metrici generali, ¢i0 non € pil vero, e ci sono insiemi chiusi e li-
mitati che non sono compatti; di qui la definizione che abbiamo dato.

Un esempio ¢ costituito dal sottoinsieme B di C([0, 1]) costituito da tutte le funzio-
ni di norma < |:

B=1{fec|o,1):||fll.<1}.

E chiaro che B ¢ limitato: esso € anche chiuso dato che il suo complementare. co-
stituito da tutte le funzioni che hanno norma maggiore di 1. ¢ aperto. La successione
Ju(x)=x"appartiene a B: il suo limite puntuale ¢ la funzione

o]0 0=sx<l
TO=1 o=y
che non ¢ continua. Ma allora nessuna successione estratta dalla f, pud convergere
uniformemente (cioe nella norma di C(]0. 1]), perché altrimenti il suo limite sarebbe
una funzione continua, cosa impossibile, perché ogni successione estratta converge
puntualmente a g. In conclusione, dalla successione f, non si puo estrarre nessuna sot-
tosuccessione convergente, e quindi I'insieme B non ¢ compatto

Dopo questo esempio negativo. vediamo cosa si pud dire di positivo in spazi metri-
ci generali. Cominciamo da una condizione necessaria.

Proposizione 20.1 Uno spazio metrico compatto é completo.
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Dimostrazione  Sia X uno spazio compatto, e sia x, una successione di Cauchy in X.
Per la definizione di spazio compatto, una sottosuccessione x, COnvergera a un punto
xy € X. Facciamo vedere che tutta la successione x,, tende a x,.

Siccome x,, — X, per ogni £> () esiste un v, tale che per ogni k> v, si ha d(x,,. x)) <E&.
D’altra parte la successione ¢ di Cauchy, e quindi in corrispondenza di € esiste un v,
tale che per n, m > v, si had(x,, x,,) < €. In particolare, se k> vy sara anche n, = k> v,,
e quindi d(x,, x,) <€

Ma allora, se n > v,, preso k> max{ v,, v»}, si avra

d(xm x()) = ([(x,,, -an) + d(-xng X()) <gte= 28

e la successione x, tende a xj.

Osservazione 20.6 Ricordando che un sottoinsieme K di uno spazio metrico
completo X & completo (come spazio metrico) se e solo se ¢ chiuso (vedi esercizio
[20.13]), la proposizione precedente ci dice che un sottoinsieme compatto K di uno
spazio metrico completo & chiuso. Esso & anche limitato. Infatti, se cosi non fosse,
preso un x € X, si potrebbe trovare per ogni n un punto x, € K con d(x,, x) > n. Dalla
successione .x, non si puo estrarre nessuna sottosuccessione convergente, dato che se
X, = Xo, si avrebbe d(x, , X) = d(xy, X), mentre d(x,,, x) = +oo.

In conclusione, un sottoinsieme compatto di uno spazio metrico completo ¢ chiuso
e limitato. Come abbiamo appena visto, il viceversa non € vero in generale. 8]

Introduciamo ora la seguente

Definizione 20.14 Uno spazio metrico X si dice totalmente limitato se per ogni
&> 0 si possono trovare un numero finito di insiemi E\, E;, ..., Ey, ognuno con diame-
tro minore di g, ¢ tali che

N
U E.=X.

k=1

In altre parole, uno spazio metrico ¢ totalmente limitato se per ogni € > 0 esiste un
ricoprimento finito con insiemi di diametro minore di €.

Siccome il diametro di un insieme coincide con quello della sua chiusura (vedi
esercizio 20.4), si pud supporre che gli insiemi E; siano chiusi. Inoltre, poiche un in-
sieme di diametro minore di € & contenuto in una palla di raggio &, lo spazio X ¢ total-
mente limitato se per ogni £>> 0 esiste un numero finito di palle di raggio minore di €
che ricoprono X. Come al solito, un sottoinsieme £ C X ¢ totalmente limitato se lo &
come spazio metrico.

Approfittiamo dell’ occasione per ricordare che una famiglia & di sottoinsiemi di X
sidice un ricoprimento di E C X se I’unione di tutti gli insiemi della famiglia contiene
E :U% D E Un ricoprimento si dice poi aperto se tutti gli insiemi di & sono aperti.

Il seguente teorema stabilisce delle condizioni equivalenti alla compattezza.
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Teorema 20.8 (caratterizzazione degli spazi metrici compatti) Sia X uno spa-
zio metrico. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(a) X é compatto per successioni,
(b) X é completo e totalmente limitato.

(¢) da ogni ricoprimento aperto di X si puo estrarre un ricoprimento finito.

Dimostrazione La dimostrazione del teorema, piuttosto complessa, si fard in tre
passi, facendo vedere prima che (a) = (b), poi che (b) = (c¢), e infine che (c) = (a).

(a) = (b) Sia X compatto per successioni. Abbiamo gia dimostrato che X & com-
pleto. Se X non fosse totalmente limitato, esisterebbe un r > 0 tale che nessuna fami-
glia finita di palle di raggio r potrebbe ricoprire X.

Costruiamo allora una successione x; come segue. Sia x, € X. Poiché /(x,, r) non ri-
copre X, esiste un punto x, € X che non e contenuto in /(x,, r), e quindi con d(x,, x,) = r.
D’altra parte I(x,, r) e I(x>, r) non ricoprono X, e quindi esistera un punto x; con d(x,,
X3) =re d(x,, x3) = r. Continuando in questo modo, si ottiene una successione x;, tale
che d(x;, x;) = r per ogni h # k. Da questa successione non si puo estrarre nessuna suc-
cessione convergente, contro I’ipotesi che X sia compatto.

(b) = (¢) Sia X completo e totalmente limitato, e supponiamo per assurdo che esista
un ricoprimento aperto & di X da cui non si pud estrarre nessun ricoprimento finito.

Poiché X ¢ totalmente limitato. esiste un numero finito di insiemi chiusi C;. C», ...,
C,,. ognuno con diametro minore di |, che ricoprono X. Se perognii=1.2, ..., m fosse
possibile ricoprire C; con un numero finito di aperti di F, si potrebbe fare lo stesso
con X, contro I'ipotesi. Esiste allora un indice & tale che da & non si pu0 estrarre nes-
sun ricoprimento finito di C.

Poniamo X, = C,. E chiaro che X, & uno spazio metrico totalmente limitato, e quin-
di esisteranno un numero finito di insiemi chiusi Dy, D-, ..., D,, ognuno con diametro

minore di 7 che ricoprono X,. Come sopra, uno almeno di questi insiemi non si pud

ricoprire con un numero finito di aperti di %. Chiamiamo X, questo insieme, e conti-
nuiamo come prima. '

Si otterra in questo modo una successione X D X, D X, D ..., di sottoinsiemi chiusi
di X, con diam(X}) <%, nessuno dei quali si pu0 ricoprire con un numero finito di
aperti di F.

Per il teorema 20.4, I’intersezione degli X, € costituita da un solo punto x,. Sia ora
F un aperto di F che contiene v,,. Essendo F aperto, esistera un intorno /(x,, R) di x,

. 1. . L. .
tutto contenuto in F. Se k > ® siavra X, C I(x,, R) C F, e quindi X potrebbe essere ri-

coperto da un solo aperto di . Questo ¢ assurdo, perché per costruzione nessuno
degli X, poteva essere ricoperto da un numero finito di aperti di F.
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(c) = (a) Supponiamo che X goda della proprieta (c), e che esista una successio-
ne x; dalla quale non e possibile estrarre nessuna successione convergente.

Consideriamo un punto x € X. Se in ogni intorno di x cadessero infiniti punti della
successione x;, si potrebbe estrarre da questa una sottosuccessione convergente a x,
contro I'ipotesi. Di conseguenza, per ogni x € X esiste un intorno /, in cui cadono solo
un numero finito di punti di x,.

Al variare di x € X, questi intorni formano una famiglia % di aperti, che ricopre X.
Per la (c), esistono allora un numero finito di intorni che ricoprono X:

X=1 Ul U..UI_

Ma questo ¢ assurdo, dato che in ognuno degli intorni /. ..., I, (e dunque anche
nella loro unione) cadono solo un numero finito di x;, mentre in X ne cadono infiniti.

o

Osservazione 20.7 Gli spazi metrici dipendono dalla nozione di distanza; con
questa si definiscono gli intorni, e di qui gli aperti, i chiusi, le funzioni continue ecc.;
in breve, la topologia. Si puo pero fare a meno della nozione di distanza, e definire di-
rettamente e assiomaticamente gli intorni come una famiglia di sottoinsiemi di X con
opportune proprieta. In questo modo. pur in assenza della distanza. ¢ possibile defini-
re la topologia di X, che prende il nome di spazio topologico.

Quando abbiamo a che fare con uno spazio topologico generale, le tre proprieta (a),
(b) e (¢). che come abbiamo appena visto in uno spazio metrico sono equivalenti, ces-
sano di esserlo. Pit precisamente, la definizione di insieme totalmente limitato. che
dipende esplicitamente dal diametro di un insieme. e dunque dalla distanza, perde di
senso se si esce dagli spazi metrici, e con essa la proprieta (b). Quanto alle altre due,
esse hanno ambedue senso in spazi topologici (sia la nozione di aperto che quella di
successione convergente si possono dare in termini di intorni), ma cade la loro equi-
valenza. In generale, vale ancora la relazione (¢) = (a), ma non I'inversa.

Di qui la separazione tra due nozioni di compattezza: uno spazio topologico X si
dice compatto (senza ulteriori specificazioni) se vale la (c), e si dice compatto per
successioni se da ogni successione a valori in X si pu0 estrarre una sottosuccessione

convergente. [

Osservazione 20.8 Alla luce del teorema precedente, possiamo capire perché un
insieme K C R" & compatto se e solo se € chiuso e limitato.

Che un insieme compatto K C R" sia chiuso e limitato segue dall’osservazione
[20.6], dato che R" ¢ completo. Viceversa, sia K C R" un insieme chiuso e limitato. In
primo luogo K ¢ completo, essendo un sottoinsieme chiuso di uno spazio metrico
completo (vedi esercizio 20.13).

Facciamo vedere che K ¢ totalmente limitato, e per fissare le idee prendiamo n = 2.
Sia Q un quadrato di lato L che contiene K. Se dividiamo i lati di Q in N parti uguali, il

/
/

N

quadrato verra diviso in N- quadratini, ognuno di lato N € quindi di diametro
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, - . . LV2 , ,
che risultera minore di € se si prende N > = Abbiamo dunque ricoperto K con un
numero finito di insiemi (i quadratini) di diametro minore di &, e quindi K & totalmen-
te limitato.
Lo stesso ragionamento vale in R?, dove si dovra prendere un cubo di lato L che

contiene K, e che verra diviso in N cubetti, ognuno di lato . In generale, in R”

N
potremo prendere un “ipercubo™ Q =[—L. L]", di lato 2L. e dividerlo in N" ipercubi,
S 2LVn
ognuno di lato N |

20.7. Il teorema di Ascoli-Arzela

Un teorema di compattezza piuttosto importante ¢ dovuto a Giulio Ascoli e Cesare
Arzela. Noi lo dimostreremo in un caso particolare ma importante, quello delle fun-
zioni lipschitziane, che era quello considerato da Ascoli nella sua prima dimostrazione.

Cominciamo ricordando che una funzione u : [a, b] — R si dice lipschitziana se
esiste una costante M tale che per ogni x, v € [a, b] si ha

Ju(x) —u(v)| s M| x—v|.

Consideriamo ora I'insieme & ;; = £ 4([a. b}) delle funzioni u : [a, b] — R tali che
lu(x)| <H e |u(x)—u(y)| <H|x—yv| per ogni x, y € [a. b]. Benché ovviamente le
funzioni di £, siano continue, noi considereremo £, come un sottoinsieme dello spa-
zio L(|a, b]) delle funzioni limitate in [a, b]. Vogliamo dimostrare il seguente

Teorema 20.9 (Ascoli) L’insieme £ e compatto in L(|a, b)).

Dimostrazione Grazie al teorema 20.8, bastera far vedere che £, & chiuso e total-
mente limitato.

(a) £ & chiuso. Sia infatti v € L([a, b]) un punto di accumulazione di ¥, e sia u;
una successione in £, convergente uniformemente a v. Per definizione di ¥, si ha
[u(x)] < H e |ux) — u(y)| < H| x — v|. Passando al limite per k — oo, dato che le fun-
zioni u; tendono uniformemente a v, avremo anche | v (x)| < He |v(x) —o(y)| < H|x — v

e quindi v € ¥;. £ contiene quindi tutti i suoi punti di accumulazione, e pertanto &
chiuso.

(b) £ & totalmente limitato. Questa & la parte piu difficile.

Cominciamo con I’osservare che bastera dimostrare che per ogni £> 0 possiamo
trovare un numero finito @, ¢, ..., ¢, di funzioni limitate, tali che ogni funzione u € ¥
dista da una di queste meno di €. Infatti, se cio avviene, I'unione degli intorni /(¢,, €)
contiene £,.
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ﬁ, prendiamo un intero
N in modo che No= H, e dividiamo I’intervallo [a, ] in un numero finito di interval-
lily, I, ..., I,, ognuno di ampiezza minore di o.

Le funzioni limitate che fanno al caso nostro sono quelle che in ognuno degli inter-
valli I, prendono uno dei valori 0, £0, =20, ..., £No. Poiché il numero degli inter-
valli & n, e per ogni intervallo ci sono 2N + | valori possibili, queste funzioni sono in
totale (2N + 1)", dunque in numero finito.

Sia ora u(x) € £,. Dobbiamo mostrare che tra le funzioni ¢ ne esiste una tale che
||u — ¢||.. < &. Per ogni intervallo /, prendiamo un punto x,. Siccome —H < u(x,) < H,
esistera un intero k, con —N+1<k=<N, tale che (k —1)o<u(x,) <ko. Prendiamo
come @ la funzione che vale ko in tutto I’intervallo /..

Valutiamo || u — ¢||... Se x €, si ha:

[u(x) = @(x) | < |u(x) — u(x,) |+ | ulx,) — @(x)].
Il primo dei due termini a secondo membro si maggiora con H|x — x,| < Ho dato
che I’ampiezza di ogni intervallo /; ¢ minore di 0. Quanto al secondo termine, esso ¢

per costruzione minore di o; di conseguenza avremo |u(x) — @(x)|<(H+1)o per
ognix &€/, equindi||u— ¢|l.<(H+1o=¢ 0

Costruiamo dunque queste funzioni limitate. Posto o=

Esercizi

20.19. Sia E un insieme di funzioni continue in [a,b]. Si dice che le funzioni di £
sono equicontinue se esistono una costante M e una funzione continua e crescente axt),
definita per =0 e con w(0) =0, tali che |f(x)| <M e |f(x) — f()|< o(|x—y]) per
ogni f€ E e per ogni x, y € |a, b]. Dimostrare che le funzioni di &}, sono equicontinue.

20.20. Dimostrare che un insieme chiuso (nella norma di L(|a, b])) di funzioni
equicontinue & compatto in L([a, b]) (teorema di Ascoli-Arzela).

20.8. Equazioni differenziali

Tra le applicazioni del teorema di Ascoli-Arzela, una tra le pit importanti riguarda
I’esistenza locale di soluzioni del problema di Cauchy
(1) = f(t, u(t
u'(t) _f( u(r)) (20.17]
u(ty) = iy
Nel capitolo 17 (vedi teorema 17.1 e osservazione 17.3) abbiamo dimostrato che se
la funzione f(t, ) & continua in un rettangolo R = [ty — r, to+ r] X [ug— p, uy + pl, e
verifica la diseguaglianza

|fit,u) —ft,v)| <L|u—v| [20.18]
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per ogni t € [ty —r, ty+ r] e per ogni u, v € u, — p, uy + pJ, allora il problema [20.17]

ha una soluzione unica nell’intervallo [ty — ry, ty + rol, dove ry = min {r, %} avendo
indicato con M il massimo di | f(¢, u)| in R.

Osserviamo che benché la [20).18] sia necessaria per la dimostrazione del teorema,
il raggio r, dipende solo da M e non da L. Questo punto & essenziale per quanto segue.

Vogliamo dimostrare che una soluzione del problema di Cauchy [20.17] esiste
anche se si suppone solo la continuita della funzione f(t, u), eliminando cioe I’ipotesi
[20.18] di lipschitzianita rispetto alla seconda variabile «. Abbiamo visto nel capito-
lo 17 che in questo caso si perde I'unicita della soluzione; continua pero a valere un
teorema di esistenza.

Teorema 20.10 Sia f(t, u) una funzione continua in un rettangolo R = |ty —r,
ty+ r] X|uy— p, ug+ pl. Esiste un intorno ly = [ty — ry, ty + rol di ty tale che il proble-
ma di Cauchy [20.17] ammette soluzione in I,

Dimostrazione L’idea centrale ¢ di approssimare la funzione f(x, «) con funzioni
lipschitziane f,(t, u), risolvere il problema di Cauchy per queste funzioni, e poi passa-
re al limite per n — oo.

Osserviamo in primo luogo che. data una funzione f(r, u), continua in R, ¢ sempre
possibile trovare una successione di funzioni f, (1, u), lipschitziane rispetto a u, e con-
vergenti uniformemente a f(¢, «) in R. Si pu0 supporre che risulti

|fu(t.w)|<3M inR.

Ad esempio, se f'¢ definita in R? e limitata,” si pud prendere, come abbiamo fatto
nel teorema 18.11:

falt, u) =:2£{j(l. v)+nlv —ul).

Le funzioni f, sono continue in R, lipschitziane rispetto a u (si ha infatti
[ty ) = fi(t, 2)| <nju—=z]). e per il teorema di Dini 18.13 convergono unifor-
memente in R a f(t, u).
1. . o
Per quanto detto sopra, preso r, = 5 min {r, %} tutti i problemi di Cauchy

u(ty) = ugy

{u'(t) = f,(t, u(r))

hanno soluzione unica u,(t) in Iy = [ty — ry, ty + ryl.
Siha|u, — uy| < pin I(1,, ry), e quindi

|u,,(t)|<|u0]+p.

* Questa ipotesi non ¢ restrittiva dato che, interessandoci solo i valori di fin R. possiamo prolungare la
funzione ffuori di R, in modo che risulti | f(1, u)|< 2M.
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Inoltre, risulta | u,(1)| = [ f,(1, u,(1)) | < 3M, e pertanto

|, () —u, ()| <3M|t—s| Vis€I,

Cid significa che la successione u, appartiene a &£,,(I,), con H=max{3M, | uy| + p}.
Dato che, per il teorema di Ascoli-Arzela, questo insieme & compatto in L(/), & possi-
bile estrarre dalla successione u, una sottosuccessione u; uniformemente convergen-
te a una funzione u(r).

Proveremo ora che u(t) ¢ soluzione del problema di Cauchy 20.17, facendo vedere
che essa ¢ soluzione dell’equazione integrale

w(t) = ug + f £(s. u(s))ds. [20.19]

o

Il punto centrale consiste nel dimostrare che la successione f; (s, u; (s)) converge
uniformemente in /; alla funzione f(s, u(s)). Si ha

i (st (8)) = fs.ul)) || fo (50w (8)) = S, g () |+ [ fUs, uy () = f(s, u(s))].

11 primo termine a secondo membro si pud maggiorare con | |f; — f||. &, che tende a
zero quando n — eo. Pili precisamente, per ogni £ > 0 esiste un v, tale che pern > v, si ha

[fe (5w () = fs, u(s))|[< & VsEI

Per quanto riguarda il secondo termine, osserviamo che la funzione f(¢, u) ¢ conti-
nua in R, dunque uniformemente continua; pertanto per ogni £> 0 esiste un 6> 0 tale
che se |u—v| < &siha|f(s, u) — f(s,v)|< & D altra parte la successione Ui, converge
uniformemente a u, e quindi per ogni 6> 0 esiste un v, tale che per n> v, si ha
| (5) — u(s)| < 8. e quindi

]f(s, u;. (5)) — f(s, u(s)) |< e VsEl,.
In conclusione, se n > v = max{v,, v»} si ha
i (50 e (8)) = fls, u(s))|[<2e  Vs€E,,
cosicché la successione f; (s, i (s)) converge uniformemente a f(s, u(s)) in I,.

Il seguito ¢ facile: si parte dall’equazione integrale per le u; :

uy (1) = ug +ff}\."(s, uy (8))ds

1y

e si passa al limite per n — oo; tenendo conto della convergenza uniforme delle fun-
zioni sotto il segno di integrale si ha allora

u(t) = ug +J.f(s, u(s))ds

Iy

e quindi la funzione u € soluzione del problema di Cauchy. )
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20.9. Risposte agli esercizi

20.1.
1. no 2.0 3. no 4. si S. si 6. no
20.2.

1 3
1.1 3.2 5. e= 7.3]()g5—l
2.1 4. -2 6.2

20.3. Le d, e dy sono ovvie. Per la d;, € ovvio che se f= g si had,(f. g) =0, ¢ biso-
gna dimostrare che se d,(f, g) = 0 allora f = g. La funzione F(1) = | f(1) — g(1)] & conti-

nuae = 0. Se fosse F(1,) = r >0, esisterebbe un intorno / di x, in cui F (1) > Ma al-

lora F(t)= % ¢, e il suo integrale sarebbe maggiore di %m(l).

20.4. Si ha ovviamente diam(E) < diam(E ). Supponiamo ora per assurdo che valga
il segno <, e poniamo 4¢ = diam(E) — diam(FE). Per definizione di diametro. esistono
due punti x; e v, in E.cond(x,. x»)>diam(E) — €, e dunque d(x,, x») > diam(E) + 3¢
Siccome x, € E, esiste un punto v, € E, con d(x,, v;) < & analogamente esiste un v, € £,
con d(x,. v») < €. Per la diseguaglianza triangolare si ha d(x,. x,) <d(x,. v)) + d(y,. y>) +
+d(v,, x5) <d(y,, ¥v») + 2¢, e quindi d(v,, v,) > diam(E) + €, che contraddice la defi-
nizione di diametro.

20.5. No, infatti se si prende f(a) =1 e flx) =0 perx € (a, b),e g(x) =0, sihad(f, g) =

1
:f|f(.\') | dx =0, ma f(x) non coincide con g(x).
0

20.6.

Figura 20.2
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20.7. L unica non ovvia

ace d(x,y)<d|(x.y). che pero segue dall’osservazione che
(v =i+ o+ e =D =]

R U T i T o RSO

| =

20.8. Le d, e d> sono ovvie, e la d; segue dalla diseguaglianza triangolare

&

. | I
<la—c|+]|c—b| appllcatuuT.TeT.

)
20.9. Per avere dy(f(x). f(v)) < € basta prendere dy(x, y) <= (%)“.

20.10. Si ha d(xfix). xg(x)) = sup| x| flx) — gx) | < d(f. g).
0.1

20.11. Sia f continua. e sia A C Y aperto. Se x, Ef '(A) e v, = f(x,). esiste un intor-
no J di v, contenuto in A. Per la continuita. in corrispondenm diJc'eunintorno I di x,
tale che (/) CJ, ¢ dunque I Cf '(A), che pertanto & aperto. Viceversa, supponiamo
che per ogni aperto ACY.f '(A)sia aperto. Sia x, € X. e sia J un intorno di v, = f(x,).
Per ipotesi f~'(J) & aperto, ¢ siccome x, € f '(J), esiste un intorno / di x, contenuto in
1 71(J). cioe tale che f(/) C J. Pertanto f & continua in x,.

20.12.Se A¢unapertodi Z, g '(A)éunapertodi Y. e quindif '(¢ '(A))=(g°f) "(A)
¢ aperto.

20.13. Sia A chiuso. e sia x, una successione di Cauchy in A. Siccome X € completo.
si ha x, = x, € X. Poiché A ¢ chiuso, risulta x, € A, e quindi A ¢ completo. Viceversa.
supponiamo che A sia completo come spazio metrico. Se non fosse chiuso, ci sarebbe

. . . .. 1 .
un punto di frontiera x, & A. in ogni intorno I(.r(,. 7) del quale si potrebbe trovare un

punto x; € A. La successione x; ¢ di Cauchy in A, ma non converge in A.

Xy ¢ di Cauchy inR, ¢

1 1
quindi converge a un numero ¢ = 1. Si ha a’( X, ‘—> — 0, e quindi x, =7 in (X, d).

20.15. Si ha dy(ug(x),u(x)) < d(uy, 1), e dunque se la successione u; converge
uniformemente, la quantitd a primo membro tende a zero. Viceversa, se u, non conver-
gesse uniformemente a u, esisterebbe un € > () e per ogni vun intero k > v e un punto
X; € X tale che dy(u(xy), u(xy)) = €, e dunque questa quantita non pud tendere a zero.

20.16. Come nell’esempio [20.10], presa una successione di Cauchy f,. si dimostra
che le f, convergono uniformemente a una funzione f, le f,’ a una funzione g. e le ;" a
una funzione A. Si prova poi che f'= g e che g' = h, cosicché f” = h.
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o L
20.17. La successione f,(x) = \/.\'3 + Pl
. Ma non converge a una funzione C'.

converge uniformemente a | x|; essa & dunque

di Cauchy nella norma || f|

20.18. Per il teorema [20.2], per ogni £€>0 esiste un polinomio P(x) :2 oxt a

. k=0

[tP@y = poar]

a

coefficienti razionali tale che || P — f'||.. < & Integrando tra a e x si ha
< &b — a), e calcolando I’integrale:

N t/( + 1 N (lk +1
> e -> Sy + fla) = flx) | < &b —a).
k=0 k=0
N al\ 1
Sia r € un numero razionale con r+2 qle—f(a) < g, e poniamo Q(x) =
k=0

Nk
= 2(" P + r. Q(x) & un polinomio a coefficienti razionali, con Q' = P, e risulta
k=0

||Q = fl|l. < &b —a+1). e quindi in conclusione || Q = fl| ¢ 1ju o < €b — a +2).
20.19.SihaM=He w(t) = Ht.

20.20. Si procede come nel teorema precedente, del quale basta dimostrare la parte
(b). La dimostrazione & esattamente la stessa; bisogna solo scegliere >0 in modo
che w(o) + 6< ¢, einvece di | u(x) — u(x,)| < H|x — x,| < Ho scrivere | u(x) — u(x,)|<
<o(lx—x])<w(o).



Nota bibliografica

Suggerire letture a chi voglia approfondire gli argomenti trattati in un corso di analisi non
¢ impresa delle piu facili. Molti temi vengono ripresi ed estesi, specie nel corso di laurea in
matematica, durante il secondo biennio; tutti vengono trattati con maggiori dettagli e in mo-
do pit approfondito in testi specializzati. In ogni caso I’unita della materia, che con una certa
fatica abbiamo cercato di mantenere in questi volumi, si frantuma in una serie di temi, a loro
volta suddivisi in argomenti via via pili particolari man mano che la specializzazione progre-
disce.

Una scelta di testi corre dunque due opposti pericoli: da una parte di tramutarsi in una enor-
me quanto inutile bibliografia, dall’altra di riflettere in maniera unilaterale i gusti dell’autore.
Davanti a queste due eventualita, abbiamo scelto la strada piu facile, quella di ignorare il pro-
blema, evitando ogni segnalazione di ulteriori letture specialistiche.

Al posto di queste, suggeriremo alcuni testi che possono essere letti parallelamente al corso,
o addirittura sono propedeutici ad esso.

La scelta ¢ ristretta, anche perché di molti libri interessanti non esiste traduzione italiana; in
altri casi si tratta invece di una esclusione deliberata. In particolare, il lettore non trovera citato
alcun testo concernente i cosiddetti fondamenti e ¢id non perché siano poco importanti, ma in
quanto, a mio parere, possono essere visti nella giusta prospettiva solo da chi gia possieda una
buona conoscenza della matematica. Al loro posto un libro che ogni studente con interessi
scientifici dovrebbe leggere ¢

R. Courant e H. Robins, Che cos’é la matematica?, trad. it. (Bollati Boringhieri, Torino 2000).

Una lettura insostituibile, anche se in parte mostra la sua eta:

F. Enriques, Le matematiche nella storia e nella cultura (Zanichelli, Bologna 1938).

A chi sia interessato ai meccanismi profondi che governano il pensiero matematico, suggeri-
remo due libri (il primo privilegia I’aspetto didattico, il secondo i problemi epistemologici),
solo a prima vista dissimili:

G. Polya, La scoperta matematica, trad. it. (Feltrinelli, Milano 1982)

(in generale tutti i libri di Polya sono da seguire) e
I. Lakatos, Dimostrazioni e confutazioni, trad. it. (Feltrinelli, Milano 1979).

Veniamo ora a un secondo gruppo di opere, per chi voglia andare oltre i pochi cenni storici
posti alla fine dei vari capitoli. Per una storia generale delle matematiche, oltre al gia menzio-
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nato volume di Enriques. consiglieremo

C.B. Boyer, Storia della matematica, trad. it. (Mondadori. Milano 1980).

Per quel che riguarda poi gli sviluppi piu recenti della matematica. o quanto meno di alcune
parti di essa, un testo essenziale ¢

N. Bourbaki, Elementi di storia della matematica. trad. it. (Feltrinelli, Milano 1963).

Infine, per la storia del calcolo infinitesimale, segnaliamo

G. Castelnuovo, Le origini del calcolo infinitesimale nell’era moderna (Feltrinelli, Milano
1962).

U. Bottazzini. Il calcolo sublime: storia dell’analisi matematica da Euler a Weierstrass
(Boringhieri, Torino 1981).
nonché

G. Cantelli (a cura di), La disputa di Leibniz-Newton sull'analisi (Boringhieri, Torino
1969), una scelta di documenti degli anni 1672-1716.

Resta comunque sottinteso che, per chi voglia veramente approfondire questi aspetti storici,
un passaggio obbligato ¢ la lettura delle opere di grandi matematici del passato.

Per finire, un cenno ai testi di esercizi. La capacita di risolvere i problemi & senza dubbio un
punto d’arrivo e insieme un sicuro indice dell’apprendimento della teoria. Gli esercizi che com-
paiono alla fine di ogni paragrafo sono intesi come parte integrante del testo (i piu ditticili sono
contrassegnati da un asterisco). Altri sono reperibili in numerose raccolte, tra cui citiamo:

E. Giusti. Esercizi e complementi di Analisi matematica 1 e 2 (Bollati Boringhieri, Torino
1991 e 1994).

B. Demidovich e altri, Esercizi e problemi di analisi matematica (Editori Riuniti, Roma 1975).

S. Campanato. Complementi ed esercizi di analisi matematica I e I (Pellegrini, Pisa 1972).

U. Massari e L. Pepe, Esercizi di analisi matematica (Editrice Universitaria, Ferrara 1979).

Infine, utili complementi agli argomenti illustrati in questo corso si possono trovare in

M.T. Borgato ¢ L. Pepe. Note critiche di analisi matematica (Editrice Universitaria. Ferrara
1979).
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