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Prefazione

Lo scopo principale di quest'opera é di fornire allo studente un testo sul quale ap-
prendere 1 primi elementi di analisi matematica, quali vengone insegnati nel primo
hiennio dei corsi di laurea delle Facolta di Scienze e di Ingegneria.

Si tratta turto sorvmato di una esposizione di tipo tradizionale, anche se non man-
cano diversitd di impostazione rispetto ad analoghi testi artualmente in uso. Tra queste
sono da segnalare, per quel che riguarda il primo volume, la trattazione unificata delle
successioni e delle serie, come pure lo sviluppo parallelo del calcolo differenziale e
integrale. Per le prime si tratfa di una semplice giustapposizione, e difatii é possibile
separare nuovamente | due argomenti posponen;do Ia seconda parte del capitolo 2
(§8 14-17). Al contrario, l'unificazione della trattazione del calcolo differenziale e
integrale mi sembra risponda a una necessitd didattica effettiva e renda possibile una
certa semplificazione della materia. -

Per il secondo volume la maggior differenza rispetto ad a[m resn della stesse tipo
consiste nell'illustrazione della teoria deil’integrazione di Lebesgue, che usuaimente
viene lusciata a corsi successivi, quando {come accade in alcuni corsi di laurea] non
viene completamente tralgsciata, Mi sembra invece che Fimportanza dell'integrale di
Lebesgue sia tale da consigliarne le trattazione, anche se in forma elementiare, fin dal
primo biennio di analisi.

11 volume é diviso in capitoli, ulteriormente suddivisi in paragrafi. Bi questi, sono
segnati con un asterisco quelli che possono essere omessi senza pregiudicare Ia com-
prensione di quanto segue.

Alla fine di ogni paragrafo sono riportati un certo numero-di esercizi, il cuf svolgi-
mento & necessario per una soddisfacente comprensione della materiz. Infine, al ter-
mine di ogni capitolo, o gmppa df capitoli, si possono trovare brevi norizie storiche.

E.G.
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Capitolo 1

Il sistema dei numeri reali

I Proprieti elementari dei numerj reali

I numerd reali sono un insieme R con le seguenti strutture:

{A) Un ordinamento totale, cioé una relazione < (si legga minore o uguale) tra coppie
di elementi di R, che goda delle seguenti proprieta:
(A1) Per ogni coppia e, b di numeri reali si ha a<<b oppure b <a (dicotomia).
(A) Le relazioni e <b e b < ¢ implicano a <c (proprieti transitiva).
{A3) Le relazioni 2 <b e b <¢ implicano a=5 (proprieta antisimmetrica).
(A4) Per ogni o appartenente a2 R (in simboli 2 € R), risulta ¢ <a {proprieta rifles-
siva).
{B} Un add:.zmne cioé unapplicazione che ad ogni coppia di numeri reali g, b fa cor-
rispondere un numero reale, che si indica cona + 5, con le proprieta:
(B,) Per ogni ¢, bER si ha a+b=b+a (proprietd commutativa della somma).
(B2) Per ogni a, b, c€R si ha a+(b+c¢)={a+b)+c (proprictd associativa della
somma); si pud dunque scrivere senza ambiguitd 2 + b +c.
{B3) Esiste un unico elemento 0 (zero) tale che per ogni a€R, 0 +a=g+0=aq.
(B4) Per ogni ¢ R esiste un unico opposto —2zER tale che a+( a)=0. In ge-
nere, si scrive b —g invece di b + (—4).
(C) Una moltiplicazione, che ad 2, bER fa corrispondere un elemento di R, indicato
cona X b, o pil brevemente con ab, e che verifichi:
{Cy ) Per ogni a, b €R si ha ab = ba (proprietd commutativa del prodotto).
(Cy) Per ogni g, b, cER si ha a{bc)=(ab)c (proprietd associativa del prodotto);
si pud ddnque scrivere abe senza ambiguita.
(C3) Esiste un unico elemento 1 {uno), diverso da 0, tale che la =gl =g, per ogni
2ER. '
{Cq) Per ogm a€R, a#0, esiste un unico elemento a~! (inverso di a) tale che

2a™! =g"! a=1;V'elemento a~! si indica anche con 1/z.



Per quanto riguarda i rappom fra le strutture (A), {B) ¢ (C), si hanno le seguenti
propneta

(AB) La retazione ¢ <) implica g +c¢<b +¢, per ogni cER.
(AC) Le relazioni 0 g e 0<b implicano 0 <ab.
(BC) Per ognia, b, cER si haa (b +c}=ab +ac (proprieta distributiva).

Dalle proprieta sopra enunciate si possono ricavare facilmente le usuali regole di
operazioni con i numeri reali. Non ci dilunghiamo su tali questioni. Osserviamo invece
che queste proprietd, insieme all’assioma di Dedekind (vedi § 3) caratterizzano com-
pletamente i numeri reali.

Osservazione 1.1. A voler essere pil precisi {o pil pigroli) si dovrebbe dire
che i numeri reali sono un sistema (R, <, +, X, 0, 1) dove R & un insieme, < & un
ordinamento totale su R, e + ¢ X sono due leggi di composizione interns, di elementi
neutri rispettivamente 0 e 1, verificanti gli assiomi sopra riportati e I'assioma di
Dedekind (D).

. Si pud dimostrare che gli assiomi (A),(B),{C)e (D) caratterizzano completamente
il sistema dei numeri reali, nel senso che se (RY, <%, +!, X1, 0, 1"} & un secondo si-
stemna verificante gli stessi assiomi, esiste una corrispondenza biunivoca tra B ed R*
tale che i corrispondenti di 0 e 1 sono esattamente 0 e 17, & che se indichiamo con
a',b! ecc. gli elementi di R corrispondenti ad 4, b ecc. di R, si ha:

(a) a<pegt <b1
(b) (@ +&) =4 +' b* (in altre parole, I'elemento corrispondentead 2 +b e a E+iph
(€} @Xp)i=ag'X'p' =

Esercizi

1.1 Si dimostrino le seguenti proprieta di R:

{8) per ogni € R risulta a0=0;

{b) seab=0 allora ¢ «=0 oppure 5=0:
(c) seq>=0, allora—a<0;

{d) see<bec<0, alloragcbc;

{e)} perognia€R,a¢®>0.

2 I valore assoluto

Sia a €R. S5i definisce valore assoluto (o modulo) dia il massimo tra i due numeri
ae"ad;

a._ s _a=0
[a!-—max 2, —a}= o
—a se_a<0.

SRR

Si deduce immediatamente dalla definizigne che la|>0, e che {z]=0 se ¢ solo se

a=0. Si ha inoltre | =gl =lat, ¢

a<lal; —a<lal.

Siano ora g e § due aumeri_ reali. Dalla proprieti {AB) e dalla relazione »<|5|

segue che

d+B<atjpl<lalt 1o,
~(@+b)=~a+(=b)K]-al+|-bi=lal + .

Ricordando che ja + b]=max {(g b}, ~{a+b}], si deduce dalle precedenti relazioni
la disuguaglianza trigngolare: N

Ula+bl<lal+ bl [2.11

Se ora in quest'sltima relazione poniamo & +b=—¢ (¢ dunque b=—c —a), € Ticor-
diamo che |-a|=lal, otteniamo |ef<|a| + |e +¢[, & dungue

letelzlelTlal, - R2

Viceversa, da quest’ultima relazione si pud risalire afla [2.1] sostituendo a ¢ i Suo
vglore =g —b; cosicché le [2.1] e [2.2] sono due relazioni equivalenti. Naturalmente
possiamo scarbiare tra loro a e ¢ nella [2.2], e ottenere la relazione equivalente

Jatelzlalzlel,
da cui, confrontando con la [2.2], si ottiene
Jazxelz al-le] | 123
Siano ora x, yé RS1 definisce distanza tra x e y il numero reale
Ldlx, y)=lx—yl. : , [2.4]
Si verificano facilmente le seguenti proprietd:

() dix,p)20; d(x,p)=0 seesolose x=y.

(dz) dOx,Py=d(¥,x). )

(da) Per ogm ZER,, d(x, y)<d(x, z) +d(z ¥») (d:mguag!mnza !rmngolare)
D','c}uameremo intorna sferico di gentro xo e di raggio r Vinsjeme

di tum i numen reah che dlstano da Xg meno di r m su'nboh

I(xo,r) xER:dx,x0)< r}= {xER: lx—xol<r}

2.1 Sisimostri Iz disuguaglianza ||a|— 5] <la—bi<lal +15l.
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2.2 Sitrovino gli x ©R per i qualj é verificata la disuguaglianza:

(@) lx-1l<ix+2|

B x+3x>|x—2|

{(c} x+|x—1|=3

(d) xix+11>3

(e} |x|+|x+2=1

() —-1<x+[x—-2|<3

x—32 x+1
(e} x+3 < x
w Z2-3<dyy
X X
i *x+x+1<1
x+1
0 55 <5

2.3 Si dimostri che la distanza d(x, y)=|x—y| gode delle"pmprieté (d1), {ds) e
(dy) .

2.4 5i dimostrino le seguenti disuguaglianze:

(a) x%—2xy +y* =0
(b)) x*-3x° +4x* ~3x+120
o) XTI 4?2 bt 4x 41220

*1.5 Sidimostri che, per ogni ¢>> 0, si ha

1

2ab<ed® +'E- b2,

2.6 Si dimostri che per ognig, PER e per ogni A, 0<<A <1, risulta

“p2
1=

a2
(@ahpP<=—+

A
(51 usi il risultato dell’esercizio precedente.)

*2.7 Dimostrare che se 2, b e ¢ 8ono positivi si ha:

(a) «° +p2 et Zab+bctca
(M @+e)db+odcta)=8abe
© a*p* +52 +cra* Zabe(atb+o)

2.8 Trovare un numero M tale che risulti:

+ .
(a) x _j <M peiogni xE[58], 3<x<8§,
“{b) 11 >M ‘per ogni x&(0,1), O0<x<1,

x—2

L]

i
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2.9 Dimostrare che
&¢x, pr=V{x—i

& una distanza in R, e ciod che verifica le relazioni (dy ), (d;)e {d;}.

2.10 Dire se sono distanze in R le seguenti espressioni:
(@ dix,=lx—y"

0 s x=y
(b) dix,»)=
1 se x#y

ey dGx,»)=lx+yl

2.11 Sidimostri che |x +y +zt<<|x|+|y|+|z]. Generalizzare.

3 L’assioma-di Dedekind

Gli assiomi del precedente paragrafo 1 riguardano solo ta struttura “algebrica™ di
R, ¢ sono ancora imsufficienti a descrivere completamente (e dunque z caratterizzare)
il sistema del numeri reali. Quello che manca & un assioma che renda counte di una
delle pill importanti proprietd dei numeri reali: iz continuitd, una proprieta che li di-
stingue da altre classi di numeri (come ad esempio i numeri razionali, che ne sono privi)
e che lj rende lo strumento pitt adatto per le necessitd dell’analisi non appena si passi
dalle opérazioni algebriche elementari {somma, prodotto ecc.) allo studio di relazioni
pilt compiesse.

E’ difficile apprezzare debitamente la portata dell’assioma di continuita, o assioma
di Dedekind; anzi, molte volte si & indotti a considerare la continuiti come una pro-
prietd talmente naturale da non richiedere un assioma specifico. Non sara dunque privo
di interesse un confronto ira [ numeri reali {che verificano I'assioma di Dedekind)e i
razionali (che non godono della stessa proprietd), anche limitato al solo problema del-
Pestrazione di radici.

Cominciamo cor Posservare come sia possibile considerare i numeri interi come
una sottoclasse dei numeri reali. Infatii, poiché 1 €R (assioma C;), apparterranno a
R i numeri 1+1 (=2); 2+1 (=3), e cosi via,! e cioé i numeri naturali {interi non
negativi). .

L'insieme dei numeri naturali verrd indicato con N; tali numerd, considerati insieme
allo zero e ai Joro opposti —1, ~2, — 3 ccc. (assioma By) costituiscono Tinsieme degli
interi relativi (positivi e negativi}, che si indica con Z.

Si noti che in N e in Z sono definiti sia un ordinamento che una somma e un pro-
dotto, ma che essi non godono di tutte le proprietd elencate nel paragrafo 1. Ad
esempio, in N non sono verificate le (B3) e (B4} (infatti la sotirazione b—a sard

' Questo “e cosi via” nasconde pit di una difficoitd, ma per il momento vi passeremo sopra.
Una costruzione rigoresa dei numeri naturali a partire dagli assiomd di R verra discussa nel para-
grafo 6.
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possibile solo quando b224a), né fa (C,) (cosicché la divisione & possibile solo quande
il dividendo & muliiplo del divisore).? Se si passa da N a Z la sottrazione & sempre
possibile, mentre permangono le difficolid connesse con la divisione.

Per arrivare a un sistema numesico che goda delle proprieta indicate nel paragrafo 1
“occorre considerare insieme Q dei numeri razionali.

Un numero reale a si dird razzonale se & quoziente di due interi, cioé se esistono
due interi p e g tali che a=p/g=pg~" . In simboli:

Q={a€R; a=pjg; p,qEZ}

Si noti che 'espressione di un numero ra'zionale come rapporto di due interi non é
unica; ad esempio, 3/4, 6/8, —9/—12 rappresentano lo stesso numero razionale. Pitt
in generale, p/g e ri5s denotano lo stesso numero razionale non appena ps =rqg {osser-
vazione, questa, che verra ripresa in seguito).

Con Fallargamento del sistema numerico fino a comprendere i numeri razionali, le
proprietd del paragrafo 1 sono soddisfatte: & facile infatti vedere che la somma (e il
prodotto) di due numeri razionali & un numero razionale, come pure razionali sono
TFopposto e I'inverso di un numero razionale, )

Tuttavia i numeri razionali sono ancora insufficienti alle necessita dellanalisi ma-
tematica. Ad esempio, Pestrazione di radice non & sempre possibile in Q.

D:mosmzz:one Se _un tal numero esistesse, si potrebbero trovare dug interip e g,
pr1m1 tra 10r0 tah che P =24%: Ponche a secondo membro & divisibile. per 2, dovra

esser 0 énche p*, e dunque anche 2 sard allora £=1s5, da cii segue_ 252 q Lonlo -

stesso raglonamento st pué cancludere che anche 4 & pari, contio l‘1poteS1 che pe
q ,fro_sser_q__ primi tra loro. »

Una conseguenza della proposizione precedente & che gli assiomi (A) (B) e (C) non
sono sufficienti da soli a caratierizzare un sisterma numerico abbastanza versatile da
permettere, ad esempio, operazioni algebriche quali 'estrazione di radice. Si rende
necessario dunque postulare ulteriori proprietd che facciano superare le limitazioni
derivantj dalla relativa povertd del sisterna di assiomi del paragrafo 1. E' esattamente
questo il ruolo svolte dal cosiddetto “assioma di Dedekind”.

Ricordiamo che s¢ 4 e B sono sottoinsiemi di R '(in simboli, 4 CR e BCRY), si
chidma unione di A e Bl'insieme A U B i cui elementi sono tutti gl elementidi 4 o di B:

AUB={x=R:xE4 oppure x EB},

1 Si esservi che la sottrazione e la divisione sono in A concetti secondari, derivati rispettiva-
mente da quelli di opposto e inverso. Se invece ci si limita agli interi, in cui non esistono né oppo-
sto né inverso, queste operazioni {quando sono possibili) dovranno essere definite in maniera
differente a partire dagli assiomi di N.
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mentre si chiama inrersezione di 4 e B Vinsieme A M B costituito dagh elementi co-
muni di 4 e £:
ANB={xER:xE4 ¢ xEB}.

Se non vi sono elementi comuni ad 4 e B, scriveremo 4 M B =gf(insieme vuoto).

Definizione 3.1 Siano 4 e B due sottoinsiemi non vuoti di R. Diremo che {/_l, B)

¢ ung sezione di R se:
AUB=Re ANB=@, 3.1]
perogniaSAd eperognib&B siha a<b. . [3.2}

Ad esempio upa sezione di R si ottiene prendendo
A=R'={xER:x>0}.
B=R ={xER:x<0}L
* 1} seguente assioma caratterizza il sisterna dei numerj reali:

(D) (Assioma di Dedekind) Per ogni sezione (A, B) in R esiste unt unico numero
reale L tale che

a<L<h perogni a€E4 eper ogni bel. : [3.3]
Il numero L si chigma elemento éepararore delle classi A e B.

. Si & soliti enunciare la proprietd (D) dicendo che i numeri reali sono continui, o
che non hanno lacune: non cosi i numeri razionali, che invece non soddisfano-all’as-
sioma di continuita (D). .

Consideriamo infatti in Q le classi:

A={g€EQ:g<0}U{gEQ:4>0,4* <2}
8={g€n:q>0,4* >2}.

Si vede facilmente che A UB=Q ¢ 4 NB=@, inoltre se €A e hEB si ha a<bh,
Ne segue che {4, B) & una sezione di Q.

Facciamo vedere-che non ¢’8 un elemento separatore in Q. Infatti, se un tale ele-
mento L esistesse dovrebbe appartenere ad 4 o a B. Supponiamo che appartenga ad
A. Poiché non pud essere L <0, si dovra avere L? <72, Dalira parte non pud essere.
L% =2 a causa della proposizicne 3.1, e dungque L*<,

Sia ora N un numero intero maggiore di (2L +1)/(2—L?) (vedi pit oltre, proposi-
zione 4.3);siha

) 2

1 2 1 2L 2, 2L+1
=L+ — + 2 L+ ——<2
(L * N) =Lty <V TR

per cui L +1/NEA. Ma questo & impossibile, perché contraddice la [3 3] Anaioga-

mente si esclude il caso L €B, cosicché insieme Q non ha la proprieta di Dedekind.
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Esercizi

3.1 Sidimostri che i seguenti numeri non sene razionali:

@ V3
(b)- vn, se 7 non & un guadrato perfetto
© V3
W) VI+V3 )
(¢} V3i+v2.

*3.2 Nel piano cartesiano si indichi con Z? Tinsieme dei punti (x, ») con ¢oordi-
nate intere. Dimostrare che un triangolo con i vertici in z2? non pud essere equllatero

(siusi il fatto che sin #/3 = \/_/2 & u-razlona]e)

4 Estremo superiore e inferfore di un insieme di numeri reali

Sia A un insieme di R, e supponiamo che esista il massimo dj A, ciot che ci sia
un numero L €4 tale che per ogni elemento acAdsi abbia L Za.

Le p propneta che caratterizzano L sono dungue:

(M, ) Per ogru a E hag<l, ossm L & un maggiorante diA.

(M ) TE EA qumdl in bartlcolarc non esistono maggxorantl d1 A che smno  pill pic-
colidil..

In alire paro]e il massimo diA, se esiste, & il pi piccolo dei maggioranti di 4, Ana-
}Ugamente il minimo di 4, se esnste ¢ il pit grande dei minoranti did.
Si noti che non tutti gli insiemni hanno massuno ad esemp:o un mtervallo aperto

(a, b) [xER a <x<h} h

nen ha né massimci né minimo,
Daltra parte, come vedremo, per ogni insieme limitato 4 esiste il minimo dei mag-
gioranti e il massimo dei-minoranti; questi vengono chiamati nspcttlvamente estremo

supenore ed estremo inferiore di A, e ceincidono col massimo e col minimo’ di 4
t1m1 ESlStOﬂ{) :

Cory_s_;_@enamo un insieme A CR; esso si dird limitato superiormente se ammette
ur maggwrante ciod se esiste un MER tale che, per OB g €4, si abbia a<M Ana-
logamente A si dira limitato inferiormente se esiste un minorante di A, cioé un
meR tale che m<aperognia < 4.

Infine un insieme limitato sia superiormente che inferiormente si dird limitato.
Datia propraeta (D) segue la:

Proposizione 4.1. Sis ACR un insieme limitato superiormente. L'insieme dei
maggioranti di A, #(A), ha minimo,
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Dimostrazione. Indichiama con /4" il complementare di ##{4)*, e facciamo ve-
dere che la coppia (&, #(A)) forma una sezione di R. Le relazioni {3.1] sono ovvie,
dato che ogpi numero reale appartiene o ad .# (A) o ad.#". Per dimostrare ia {3.2]
si considerino due numeri, p .4 ed m& . #(4). Paiché u non & un maggiorante, esi-
sterd un € A tale che p<Ca. Baltra parte m & un maggiorante di 4, e dunque dovrd
gssere @ <<m. Ne segue che p<\m, & dunque la [3.2].

Sia L I'elemento separatore delle classi &', /#(4). Dobbiamo far vedere che 1 &
un maggiorante di 4, e cioé che LE4{A).

Infatti, se L. non fosse un mapggiorante, esisterebbe un ¢ € 4 maggiore di L. Risulta

L<L+a

Poiché a€ 4, (L +a)/2 non & un maggiorante di A, e dungue appartiene a .#". Ma
allora L sarebbe piti piccolo di un numero di.#", e dunque non potrebbe essere Fele-
mento separatore delle due classi.#" ed .#(A4), contre |ipotesi.

In maniera analoga si dimostra che se 4 € un insieme limitato inferiormente, allora
Pinsierme dei minoranti di 4 ha massimo.
Possiamo allora dare la seguente

Definizione 4.1 Siz A CR un insieme limitato superiormente. Diremo estremo su-

perfore di A il minime def maggicrani di A, Analogamenre sed C Ré !xmztam infe-

rigrmente, chzameremo estrema. inferiore. dlA {I massimo dei minoranti d: A

L’estremo superiore e I'estremo inferiore di A si indicano rispettivamente con i
simboli
LY

supd e inf4.
St ha eyidentemente, per ogni i_nsiemé 4 non vuoto,

1an<supA

dato che, se xEA risulta inf A <x<sup 4.

1a proposmone 4 1si pud rife rmulare dicendo che ogni insieme fimitato superior-
mente ha estremo su penore € ogm mmeme hmltato mfermrmente ha estremo mfenore

PSR ES————

“Siha fa seguente

Pmposmone 4.2 Sia A CR un insieme limitato superiormente. Il numero reale
L =sup Aé caratterizzato dalIe proprietd:

Limanes m S

{8;) Per ogni aEA sihea<l.
(S,) Per ogni J\<L esrste un aEA rale che 7__\<a
? §i dice complementare di un insieme P di R I'insierne dei punti di R che non appartengono

arp:
€P={xcH: xéP}
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Dintostrazione. Infatti la proprieta (S;) equivale a dire che L & un maggiorante di
A. mentre ia (5;) afferma che nessun numero inferiore a L & un maggiorante di 4. =

Osservazione 4.1, E comodo parlare di estremo superiore e di estremo inferiore
di un qualunque sottoinsieme non vuolo A di R, Se A & limilato superiormente si &

gia visto che sup A & il minimo dei maggioranti di A 5¢ A ron ¢é linitatn superior-
meinle_porremio

sipAd =+,
Analopainenie, se A noa ¢ limitata inferiormente. scriveremo

infA=—o_w

Fsempio 4.1

Consideriame i'intervallo aperto di estremig e f7:
{a. b)={xER  a<x<h}.

Linsieme dei maggioranti di (a, ) &
A(a. h)={xER:x Zh)=|h, + o).

Infalli, ogni M2 b & evidentemente un maggiorante, mentre se g <A<'h, A non &un

maggiorante, in quanto il aumero (A +5)/2 appartiene a (g, b) ed & maggiore di A; se

poi A<a. allora A & addirittura un minorante di {z, &) e quindi non & un maggicrante.
Si ha allora '

sup{a. b)=b. =

Esempio 4.2
Consideriamo ['insieme

A={xER:x :"—r_lt" n=}23 _}

L'insicme A4 & formato dai numeri

| I . 1
0,2 2.3 3.,...,11 —

e non & limitato superiormente. Infalti, comunque st fissi un numero M, detto 7 un
intero piit grande di M + ) (vedi proposizione 4.3), si ha

n——i->n-* | > Af,
n

e dunque M non & un maggiorante di 4. Ne segue

supA =+ oo,
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Per quanto tiguarda 'estremo inferiore, basta psservare che tatti pli clementi di A4
sono non negalivi, e che DEA. Allora 0 & il minimo di 4 e guindi anche Pestremo in-
feriore. m

Vogliame ora dimostrare alcune proprietd dei numeri reali legate ai cancetti di
estremo superiore e inferiore, e quindi in ultima analisi derivanti dalla proprieta (D)

Cominciano con il cosiddetto “assioma di Archimede':

Proposizione 4.3 Fer ogai coppia a, h di numerd reali positivi, esiste un intero po-
sitive N tale che Na 2> 0.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistang due reali positivia, & Lali che
ne<th  perogni indero positive i

I dunque limitato superiormenic Pinsicine I P
A=[xER:x=na, nEN}

dato che esso anuneite b come mapgiorante. Hia £ =sup A. Si ha per cgnim N '
(mdNasl,

QYVeTo ‘
ma=[f —a perogni meEN.

Ma allora L —a sarebhe un maggiotante di A, pill piccolo di sup Al che & assurdo. ®

Una conseguenza della proposizione 4.3 & che Pinsieme dei numeri razionali Q &
denso in R. '

Propasizione 4.4 Dati comunque due numeri reali a e b, cona<th, esiste sempre

un numero razionale r compreso traa e b,

Dimostrazione. Possiamo supparre che a e b siano positivi. Sia V' un intero mag-
giare di L/(h—a) (la cui esistenza & garantita dalla proposizionc precederte]) e conside-
riamo la successione di numeei razionali LA, 2/, .. §IN. ... Diquesti solo un numero
finita & minore o vguale ad a. Sia &/N il pib grande di essis il numero r=(k+ 1IN
& compreso tra @ € b. Tnfaiti si ha per costruzione r>a; se fosse v b risultercbbe

l k k
_ = ,,..,_.,} ___2 —
A b N h—a
¢ dunque
|
Néb:'a,

menlre si ha la disugnaghanza opposta. ®
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La proposizione 4.4 dice che & possibile approssimare con precisione arbilraria un
numero reale per inezzo ded memeri racionali; ¢ su guesto risubtato che si busa, a ben
vedere, T possibilitd di micanalisi numerica, ciod di effettuare caleoli numerici (chie
ovvimnente siguardano solo awmeri razionadi).

Vediumo ora come dall'assiomna di Dedekind sia possibile dedurre P'esistenza detta
radice a-csinm di un nuinere reale. Per questo, cominciamo col dimostrare una mag-
givraziane che sard utile anche nel sepuito.

Lemma 4. Siano x, xq €8, con |x ~x,1< 1. §i ha, per ogni nEN:

S =] 1Y =gl : f4.1]

Diwostrazione. Si parte dalla nota formula

4]

B xl = emxg YT 4 T b XD Y=

={x=Xg) b Xt 1421

=1

Usando la disagnaglianza triangolarce si otliene:
- i1

xg |

2" ~xg1=fx —xp IIL X

H
Slx—xel T 1x|"Fixy 2
i=1 i=1

D'altea parte, dato che [x —xy|<] si ha brl<lxgl+ [x —xy| <jxo[ + L. Inolire, ov-
viamente |xgf <lxyf+ 1. Pertanto

I —xPi<ix —x.,l L (1o )" ™ =l —xy ln(i til)" -
Datdenuna 4.1 segue i

’ . & -
Lemma 4.2 Siu Pix)=a, x “i*ak_,xk Y tayx tug= E Ui X “un polinomio

a coefficienti reuli, Se per un cerfo x4 €R si ha Plxg)}>0, uHom esiste un inforno
Hxq, r}ydixq, tale che, per ogni x €1(xy, r), risulia P(x)>>0. :

Dimostruzione. Vululiamu dapprima iP(x}—I’(xo)| Si ha:

[P(-")""(-‘-\:)I"""_-—- “;(f\ "w‘u)f 2- ]ﬂ”* "\Ul
L
Dalla 4.1 ] segue innnedistaimente
K .
P} Pg S he=xol Z ilul (1 + x 1Y ' =01x ~x,]
is]
pet o E vy, 1), duve si ¢ ¢ posto
k .
¢= I flal (1 +ixy))
i=1

{51 noti che () non dipende da x).
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Se si sceplie

L Flxo)
FEn l,"'-a““ '

si utticne, per ogni X €£(xq, 5},

Pl)=P(xo) + P(x)=Plxo)2 Plxo )= [P(x) = P(xo)}| > Plxa) ~Qr>0. »

In modo del tatto identico si dimostra che se P{xy )} <0, allora esiste un intorno di
xp in cui P(xY<0.
Possiaino ora dimostrage il

Teorema 4.1 {zeri di un polinemio} Sia P(x) un polinomio a coefficienti reali,
¢ simmo § <t due numeri readi tali che P(s)<0 e P(£)Y> 0. Allora esiste un y €R, con
s <y <1, tale che P(»)=0.

Dimostrazione. Sia E 'insieme degli x compresi tra s e £1ati che P(x) <0:
E=[x&ER:s<€x<r; Plx)<0O},

¢ sia y=sup £, Faremo vedere che P(y)=d dimostrando 'impossibilitd delle relazioni
P(ry<te P(»)>0. '

Supponiamo dungue per assurdo che £{p) <0. It punto y non pud essere il secondo
estremro £, dato che per ipotesi £(r)> 0. Per il lemena 4.2 esisie un intorno I(y, r} in
cui P(a)<0; di conseguenza esisterebberu dei punti di £ maggiori di v, che dunque
nun potrebbe essere Pestremo superiore di £,

In manicra amaloga, ma pon identica, si esclude i caso P(p)>0, In questo cass
esisterd ancarit up itorno [y, ) di y in oui P{x)>0; e siccome y non pud coincidere
con il primo estremo § percheé P(s) <0, si pud supporre (prendendo il raggio r dell'in-
lorno abbastanza piccolo) che anche y —r sia maggiore di 5. Daltra parte y & un mag-
giorante di £, e dunque non ¢i sono elementi di £ maggiori di y. Non ¢ sono nem-
meno elementi di £ compresi tra y~r ¢ p, dato che in quellintervallo si ha P{x)>0.
Ma altary anche y~r sarebbe un maggioranie di £, il che & impossibile daio che
yEsup 7 ¢ i minimao dei wmaggiorant i

Resta dungue soba la possibilila P{r} =0, ¢ il teorema ¢ dinostrato, =

Come consepuenza del worema 4.1 dimosiriamo esistenza € unicitd in R della
rilice sr-estma di un numero posilivo.

Teorema 4.2 Sie a€R, >0 ¢ sig nEN. Fesre ung e un solo munero reale
positivo y tale che y" =a.

Dimosrrazione. Consideriamo il -polinomio P{x)=x" —a, ¢ supponiamo «> 1. Si
ha P(0)=-a<0 ¢ Play=a" -a>0 {s¢ a< 1 si ha P{1}=1—a>>0e il ragionamento &
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identico}. Per il teorema 4.1, esiste un yER, compreso tra 0 ed a. take che 3
Resta da far vedere che tale y & unica.

suppeniamo che sia i =y =a, con y, € ¥, >0. Dalla [4.2] sepue
n ..
0=p=ra=(n —y) T p77p 70
i=1

Gli addendi della somma a secondo nembro seno tutti positivi e quindi doved os-
sere jy ~p; =0ecict y;=y,. =

Il numero y, a cui esistenza & garantita dal tearema precedente, si chisma radice
r-esima aritmerica (o semplicemente radice n-esimadia e siindica cou W7 o cona'’.

Lo stesso teorema 4.1 ci dice come l'are‘per trovare valori approssimalti degii zeri
di un polinomio, ¢ dunque delia radice n-esima di un numero.
Sia P(x).un polinomio, e supponiamo ad esempio che sia P(0)<0e P(1)>0. Per

it teorema 4.1 esisterd un punto ¥, 0<E<I, in cui P(E)=0. ! valori 0 ¢ 1 daranno’

una prima approssimazione (per difetio e per eccesso) di £

Consideriamo ora i punti 0; 0,1, 0,2;...:0,9; L. Sesicaleola H polinomio 7 in questi
puati, inizialinente # sard negativa per poi diventare positivo. Supponiamo ad esempin
che sia P(03)}<C0 e P(0,4)>0; allora, sempre per il teorema 4.1, P si annullerd 1ra
0.3 e 0,4, che dunque daranno un seconde valore approssimalo per difetto ed un se:
condo per eccessa. Proseguendo la suddivisione si ofiengono via via valori pit acourati
di £

Da notare che, benchié il metodo sia piuttosto semplice e dia buoni risultati specie
con I'uso di calcolatori, a esso in genere si preferiscone altri metodi derivati dal cal-
colo differenziale, che danno approssimazioni piu rapide.

Esercizi

4.1 Calcolase sup e inf dei seguenti insiemi:

(a) {x€R:x*<2)

by {3} ]
(c) {xER:x=n_ ,n=1,2,3,...}
(dy f(1,.3)

{e}) [xER:x|x|>x+2}

0 {eerix=222 0 ao123 bua, o,
n

4.2 Sienunci'analoga della proposizione 4.2 per 'estremo inferiore,

4.3 Siino £ ed F duc insiemi di numeri reali {ali che per ogni ¢ €K ¢ fEF siabbia
o [ Si dimostri che sup E<inf .

It
2
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4.4 Sidimostri che se {A, B) & una sezione in R, allora
sup A =inf 8.

*4.5 Dimostrate che equazione
X taxtFhx4e=0

ha sempre (almeno) una radice realc,

4.6 Generalizzare il risultalo precedenie all'eguazione Pix)=0, dove P(x} & un
palinamin d¢i grado dispari.

. - . i
4.7 Sia e R. Sidimostri che M .
4.8 Dimosirare che agni insieme A CZ c lititato seperinimiente ha massimo.

4.9 Dimostrare che ogni insieme finito {e ciné con un numero finito di elementi)
Jia massimo € ntinimo,

5 La {apulogia della retta: insiemi aperti e chiusi

Definizione 5.1t insieme A C R si dice aperta se per ogni x € A esisfe un intorne

I{x, r)contenuin in A

Esempio 5.1
L'insieme (a, + o)== {xenR: x>a}capcno
Infatti s x>a, si ponga r=x—a. Llintame f{x. r} & conlenuto in {a. + oo} dal

momenio che se yEJ(x, r)siha | y-x]<x—g,e dunque
y=x +(y—.r)2.\'“1)'—x!>x;‘(.r—a)=a. L
Analogamente, si mosira clie l'insieme
(—e=. )= [xER:x<h]
¢ aperto.

FEsempio 5.2
Lintervallo aperta {a, b}= [x ER:a<x <h} & apertn. . _
Infatti se x€{a, &), posto r=min {x-a, b—x}, inlorna §{x, r} & contenutn in

(a,0).®

. o - s he Vinsiene
Osserviamo inoltre che I'insieme R & evidentemente aperto. ¢ cost anche I'insiel

ruoto @. .
Riguardo aghi insicini aperti si hanno @ scguent risuitatis

Proposizione 5.1 1 unione diiina Surmiglie F di aperti £t insictie aperio,
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Dimuosirazione. Se x apipartene ol unione di T gli aperti delly famiglia % dovra
appaniencrs almeino ad un apertn Jd di 55 Ne sepue che esiste nn inforno Jj confe-
B ) e quine} @ muagpiog ragione nell'uiione di (ur gliaperlidi 37

L'usnivue di una famiglia 5 di insiemi si indicacon U 4o pitl semplicemente
AEF

[ ~ . —
con U7 Per definizione, un Punto v appartiens a U % se e sola se esiste 2lmenoc un
insieme A di % che comiene x.

Proposivione 5.2 [ 'intersezione di due aperii 6 yn aperto,

_mes:ruzr‘o.—re. Sia xEANE. Fsisteranna up intorne {(x, r, } contenuto in Ae
uti intorno /{x, ry ) contenuto in A,

Ser =i (e, ry b Vintoruo £ x, ry=I0x, r )N£(x, r2) surd comtenuto in 4 IV

Osservinano che con bo stesso melodo sidimosira clhe Tintersezione di un sumero
findto di aperii & un aperto (eventualmenie =3). 1 teorema cessy dj vilere se si consi-
dera {'interserione di un numerg infinito di aperti; ad eseinpio Pintersezione degli in-
tervalli aperti (- 1/, 1), AEN, & l'insieme

f0.1)= {xER:0<x <1}

che ton & aperwy.

Definizione 52 Uy ingeme DCR s dice
aperio,

chiuso se it suo conylermentare G ¢

Tenenda prescnte che, s¢ % ¢ ung {amiglia di insienn,

L = N £
(g(,ic,.:FA) Aéfcgi ' 15

FC N dy= U 72
AEF

ACHF [5:2]

B rammentando le proposicioni 5.1 ¢ 5.2, g dimustra facilinente ta

Proposizione §.3 1 intersezione dF wnurbitrerig fatniglia o ingie

! ; -3 _ ME chiust 8 un
wistemne chinso. L unione d W aeners fiito df insfemi elijiesi ¢

un fnsicie chiyso.

Dtamo urg una nuove delinizione:

Delinizione 53 S A C R, 1y putia X &R st dice punto di secumdazione per 4

Se e agni inturno di X cady almeno un Prnio di A, diverso dy x

Notiwino e se v ¢ o punto di aceuimulazione per A, allora i vgni intorpo dj X

cadona infinit punei di A, Infatti supponiame che esisti un intorno di x in cuj cadapo
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solo un guinero finito di pudi di 4, e siano x, ., x,, queldi distinti da x. Se i pone
r=min {Jx, =x1, ..., b, —x1}

in f(x, r) non cade nessun punto di 4, diverso da x, e quindi x non ¢ en punta di ac-

cumulazione per 4,
Una connessione tra i punti di accumulazione e gli insiemi chiusi & farnita dal se-

guente:

Teorema 5.1 Un insieme D é chiuso se e solo se contiene tutti { suoi punti df aceu-

muflazione.

Dimostrazione. () Sia D un insieme chiuso e sia x un punto di acewmulazione per
D. Se x apparienesse all'aperto €D, esisterebbe un intorne di x tutto contenuto in
Y13, ¢ quindi in tale intornu non potrebbe cadere alcun punto di D, contro Vipotesi.
Ne segue che x €2 e quindi D contiene tutti i suoi punii di accumulazione.

{b) Viceversa supponiamo che D contenga i suoi punti di accumulazione, e sia
xE¥D. Non essendo x di accumulazione per D, esisterd un intorno di x in cui non
cade nessun punto di D. Tale intorno sard allora tueito contenuto in ®D, che percid
risulterd aperto. Ne segue che D & chiuso. =

[insieme dei punti Ji accumulazione di 4 si chiama derivaro di A4, e si indica con
DA. '

Definizione 5.4 87 dice chiusura Ji un insieme A Vintersezione Ji fat el ghi insiemi
chist che contengone A,

La chivsura di A st indica con A esso é il pilt piccole insieme chiuso {proposi-
ciune 5.3) contenente .

Siha il seguente:

Teorema 5.2 La chivsura di A comcide con Punione di A e del suQ derivato:

A=AUG4.

Dimostrazione, Sia A =4 UD 4. Basterd fur vedere clie

(u).ff ¢ chiuso,

{(LyseDéchiusoe DD allora DDA,

Infauti dalta (a) sepue che ACA e dalla (b} che ECX, per cuid=4.
Dimostriamo allora (a) e (b).

{(a) Sia xy € %’/?; poiché xg non & un punto di accumulazione per A, esisterd un in-
torno f(xy, r) in cui non cadons punti diA. In Hoxg, r} non possono esservi puati Ji
DA. Infatti se x €1(x,, r) fusse di accumulazione per A, nellintorno di x: f(x, r -
~{x~xql), cadrebbero infiniti punti di 4. Ma questo intorno & contenuto in /vy, 7}
¢ yuindi quest’ultimo conterrebbe punti di A, in contraddizione con yuanto detio
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sopra. Concludendo, in / (x4, ) non cadono puntidi A, pcr cui @A & aperto. e quindi
A & chiuso.

{b) Sia D un insieme chiuso contenente A; si ha evidentemente 94 C20. Daltra
parte dal teorema 5.1 sepue che 2D C D e quindi

A=AUuDACD. =

Ci si pud chicdere se un insieme E abbia o meno punti di accumulazione, £ subito
visto dalla definizione che £ non pud avere punti di accumulazione se & costituito da
un numero finito di punti.

I scguente teorema, che verri usato ripetulamente in seguito, risponde alla que-
stione.

Teorema 5.3 (di Bolzano-Weierstrass) Ogii insieme K C R, limitato e infinito (cioé
con infiniti punti) ha almeno un punta di accwmnulazione.

Dimostrazione. Dato che £ € limitalo esisteranno # e & tali che £ C |a, b]." 'Se si
divide [a, b] indueintervalli vguali {a, (g + &)/2], [(a + 5)/2, &], in almeno uno dei due
dovranno cadere infiniti punti di £. Chiamjamo tale intervallo [ay, &,] e ripctiamo
I"aperazione precedente. Otterremo cosi degli intervalli fay, by ). Jas, &4 ] cce., ognung
contenuto nel precedente e lungo fa metd di questo, in ciascuno dei quali cadono in-
finiti punti di £.

Consideriamo i due insicmi

A= {ay.aq. ..., ..},
B= 1y, bysoi by, ),
formali tispetiivamente daj primi e dai secondi estremi deghi intervaili in questione.
S1 ha per costruzione:
M Say S Ka, S
hzhyz-2b,2

Se ora 7y e & sone due clementi qualsiasi di A ¢ B rispetlivamente, ¢ s¢ o & un
intcro maggiose sia di & che di s, avremo

ap sa, <h,<h,.
H numero £ & allora un maggiorante di A, e dunque
sup A < hg.

Quest ullima relazione & valida per ogni 5; ne scgue che sup A & un minotante di A,
e in conclusione: )

supA<inl .

* 8ié indlicato con {a, &) 'intervalla chiuso
Ja.b)= [reRasx<h}

Sistema dei numeri reali

Draltra parle, per la definizione «i cstremo superiore ¢ inferiore st ha sup A 2, ¢
inf B< by, cosicché:

h—a

OinfB-supA<h, —a, =

da cui segue imedintimente che inf B=sup 4.

1 punto t=sup A=inf B & un punto i accumulazione per I er vedere queslo,
considerinmo un arbitrario intorno f(4. 1) di b, e facciamo vedere che csso comlienc
infiniti pumi di 7. Poiché { & contenuto in ciascuno degli intervalli {a,, f, |, se si
prende un dnlero rin modo ale che 2> (- alfe Vistervalla fa,, by | sard conienuio
in 7L, P Orcopiino deghi ietervalli Jo,, by 1, e guinadi anche 7L, ), conticne infiniti
punli di F, cosicehé ¢ & un puate di accumudazione. ®

Definizione 5.5 Sia A CR. Diremo che xq € R ¢ un pusito i fronticra di A se in
ogi intorno i xq cadong punti di A e punti di EA. L insieme dei puati di fro'r!mra
da A si chiama fronticra di A (0 bordo di A} e si indica con @A, '

Segue facilmente dalla delinizione che

B =A NEA §5.3]

. in particalase, che la frontiera di A ¢ un insieme chitisa. E anche evidente che A ¢

il suo complementare hanno lu stessa fronlicia.

Esercizi

5.1 Dire se i scguenli insiemi sono aperti o chiusi (o né aperti né chiusi):
¢

() xeR:1<|x-2]<3}
*(b) (xER:-x=1/n,n=1,2,3 ..}
(c) (xER: cxt +3x A i"O}
(d) {x€R:ax Y phpxtHexta>a), o, b, ¢, dER(Siricordiil lowma 4.2,
(e) Gli insiemi Jell'esercizio 4.5,
(f) L'insieme dell'esercizic {1}, a cui si agginmga il punln x=0. .

*5. 2 Dimostrare che se A & limitato superiormente e sup 4 € .4, allara sup A gun
punte di aceumulazione di A (e dunque in opni caso sup A €A4).

5.3 Dimostrare che ogni insieme chivso ¢ limitata superiormente ha massima (vedi
I'esercizio precedente).

5.4 Dare P'esempio di un insieme infinito senza punti di accumulazione.
5§ Dimostrare che ogni insieme chiuso e limitato ha massimo e minimo.

5 6 Dimostrare chie un insicme A & chivso se e solo se canliene |1 sup [roniicra,
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3.7 Diwostrace Ly fotmula [5.4].

5.8 Dimostrare che opnl insicme finito & chijuso,

5.9 Sia ACH. Un
inA.
Diniosirare che 4 & aperto se e solo se ogni sug punto ¢ interno.

Punto x si dice interno ail 4 se esiste wiintorno I di x contenuto

5.10 Analogamente x g dice esre
seca A (TN =),

Provare che A & chiuso se i 7
v che A & chiuso se e solo se ogni punto che non appartiene ad 4 & esternp

o ad 4 se esiste up intorno [ di x che non intes-

5.11 Dimostrare che se 4 C R, ed4=@ allorav 4= o A=R

5.12 5i ¢ osservalo che sia R che @ sono aperii; d’ulirond
completentare dell’altro, dsultano anche chiugi. '
Dimastrare che R e @ sono gli u

¢, poiché essi sono I'uno

nici insiemj contemporaneamen te aperti e chius;,

. .. . .
6 1 uumeri interi come soitomsieme di R

Lo scapo di questo Parsgrafo & dj mosteare

come a partire dai numerj reg); ¢

Lt - P ‘ I "

sibile individuure un sottoinsizme di R o os
)

s ure : che indichiamo con N, che pud essere jden.
thiemto con Pinsieme dei nuier; Mtarali, € ciod che verificn gli assiom; di N
Eidea & in un certo senso guetla de A

lncata ned pvagrafo 3; si pyrte o
. T ivagrafu 3, si parte ciod da 1 ¢ 5
VHEgamg Vi via § e el h b -

i con snecessive Sotune: 2ol b 3ag 4 =]+

FLET, e eosivig,

ell’ambiguita insity nell™e cosi

che il rischio del circolo vizioso & sempre

Incombente, Un ssempio tipica & la definjzione deliintero n come 1 + I+ +1(n

-vohe) che fa uso esattamente de) flumera u che si vuole appunto definire

Per u::wtan: questo e altei giri viziosi surd buona nera evitare I'uso (-]i untini di
fospensmne L di “ece” di e cosi via", ¢ simili; deve essere chiaro che ?[ mei d l
mgcnu‘o di sonupure successivamente uino & oftime per definire numeri come 4 o ;7;
(e se i Il.a.mm‘m pazienza anche 10™), ma & inutile per individuare Pinsieme N nedl;
$0a tulalitd. Allu scopo, sard Invese necessario un pocedimento pid gaffinaio ale
ad esempio il segucnie, P reflnato, quat

. Delinizione 6.1 Un jngipme HCR s dice

e induttive g ifica le seprienti pre
iers Vo se verifica le sepuenti pro-

(y 1es
(1) vew-xiiey

Ad cstmpio | @ indultiva, come pure linsicine g*

: . dui nuineri reali pusitivi, 1
che Bduttive Pinsicine {1, Feoy, oS L e

Sisterna ded et revli 2y
hntuitivaimente, P'insicme N ded nunieri naturali & un insieme indurtivo. Lilatti esso
contiene it nwmero 1, e se o @ un nuero naturale lo & anche n+1. Inolire N & il piu
piceola insieme induttive: infatti un qualsiasi insieme induttivo, dovendo contenere
I'wniid, conterrd anche 2=1+1,3=2+1, e cosi via.
Questa idea intuitiva & alls base delka definizioné rigorosa di numero naturale.

Definizione 6.2 Si dice insieme dei smumeri natuwrali intersezione di netei i soLoin-

siemi induetivi di R.

L'insieme dei numeri naturaii si indica con N. Esso non & vusto, in quantd can-
tiene almeno ['unita, che & per definjzione comuie a tutii gli insiemi induttivi. lnulire
Esso contiene il nuniero 2; infatti, contenenda 'lTogni insieme induttivo dovrd conle-
nere anche 2=1+1 per la proprietd 2. Allo stesso modo si dimostra che N contiene i

numeri 3,4, ..., 52,

Proposizione 6.1 N & un insieme indugiivo,

Dimostrazione. Abbiamo gid osservalo chie N contiene 1. Sig ora x € N. Poiché N
¢ costiluile du tuiti e soli gli elementi comuni ad ogni insieme indurtive &7, it nu-

mere v apparterrd ad ogoi tale 5. D'alira parie @ & induttivo, ‘dunque anche x + 1y

dovrd appartenere ad o Ne sepue che x 1 appurtieng ad ogui_igsicm_e__i_uglgg_:_im, e
guindi anche a N. N Junque verifica le due proprieta delta definizione 6.1, ed & pur-

tanto un insieme induttivo. o

L'insieme N & il pili piccolo insieme induttivo; infatti per la stessa definizione esso
¢ contenuto in ogni altro insieme induttivo 27, :

[ numeri naturaii possono essere ynche definiti assiomaticamente (e ciod senza far
riferimento a sotloinsiemi di R) come un insierne N nel quale sia definila un’applica-

zivne @ : N> N con le scguenti proprieia: -
SV G
! Y . S e PR LA AN
i (1) 1EN, g{ T Al .

(2) wueN=owmens L.

l (3) (iEN,a=0(b)=‘a%“-’i, -3 =) AT I Y e & TANE ST Lt T T
"\ (4) a,bE€EN, 0f@=oE)=e=b (inalte parole g injettiva),
| (5) Se TN tale che IES euE = g(p)E s, ablora =N,

_J Gli assiomi (1)-(5) suno stati introdotti dal matematico italiuno Giuseppe Peano,
PRt TEATY,

che ha_dimostrato come du essi si possa derivare tutta 'aritmetica, Intuitivamente,
i' 'applicazione o & quella che associa ad ogni numero naturale il suo “successivo®. Con

ol
. Dln realld ke proprietd (2) sighifica soltanto che o & un'applicazions di Nin N, ¢ quindi & su-
perihita,

f~\ MY

T
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A Capiteio primao

questa convenziane, gli assiomi st possono tradirre in lisgnaggio corrente:

{I') | & way numere (naturale),

{2') 1 successivo di un numero & un numera,

{3') | non 3 il successiva di nessun numero, .

(4') Se i successivi di due numeri sono uguali, anche i due nureri sone uguali,

{5') Se un insieme S'C N contiene 'unita, e il successive di ogni suo elemenla, al-

jora A= N.

Osservazione 6.1 In molti testi i numeri naturali sono definiti ineludendovi anche
lo 7ero. La differenza & puramente formale, ¢ non & dilficile appostare gli opporiuni
cambiamenti per passare datle nostre delmnizioni alle altre: basterd infalti scrivere 0
al posto di | nei luoghi oppartuni, ad esempio nelia relazione {1} della deflinizione 6.1
(naturalmente non netla (2)). La Scelta tra I'una o Paltra alteruativa & puramente wia
questione di opportunitd; nei abbiame preferito di cominciare a contare da | nan
tanto perché si tratta di una scelta naturale, quarto perché risulterd piit comado nel
seguito; ad esempio nella deflinizione di successione e nei relativi escmpi, ®

24 Vogliamo ora far vedere che U'insieme N inlrodotto nella definizione 6.2 verifica
gli assiemi (1)-{(5). Per quesio, occorre in primo luogo definire I'applicazione . Come
& naturale, definiremmo ofe}=a+1. I primo assioma & evidenie: det sccondo abbismo
gid osservato che & pleonastica. Per dimostrare (3) dobbiamea far vedere che non ¢'¢
nessun numero naturale a tale che g + =1, ovvero che 0 non appartenga a N. Queslo
¢ avvio, appena si osservi che, essendo R an insienie induttivo, tuttii nmneri natueali
devono essere positivi. -

IT quarto assioma ¢ anchic evidente, menltre il quinto non dice altro chie N & il pii
piccolo insieme indisttivo. '

Quest'ultimo assioma, che prende il nome di priicipio di induzione, 8 di notevole
importanza nefle dimostrazioni, e verra usato molto spessa nel seguito.

Una forma equivalente del principio di induzione & la seguente:

(5") Sc TN & tale clie:

~—

(a) 1€ LE
(b) bEsf Vb<a= ofa)@ oS
‘allora =N, K
in parole, se un insieme & contiene il numero 1, ed & tale da contenere il succes-
sivo di un numero quando contiene il humero stessa e i quelii che lo precedono,
allora deve essere ./=N. La parte in corsivo da la differenza tra (5”) e il principio di
induzione {5). E’ chiaro che se (5"} # verificato, lo sard anche il principio di indu-
zione (5), dato cheleffotesi di (5) implicano quelle di (57).
g o~

+d
* Quic ncllscgui!() useremao i simbeii 3 {esiste) e ¥ {per cgni).

1

il

Sistena dei munieri reali

Vale perd anche 1 viceversa Inlatti, suppaniamn che sia veritivats 31 principio
drindurinne, ¢ sia ZBC N un insicme ¢he verilica le iputesi di (57). Voplianen far ve-
dere che =N,

Considetiminn per questo insicine &f cosi deflinilo:

s F = Vh<n hed,

a parole, un numcre @ appaticne ad of se ¢ sole se esso appatliene & % assieme 3

st ha

Lutti i numeri che lo precedono.
Risulta evidentemencie | €57, Se ora €., per opni h<a si awd b€ B Ne se-
pue che a(mER, ¢ dungue o= of. Per il principio d'induzione. SN, o hmgque

anche B=N.

Una seconda forma def principio di induzione. che & anche utile nelle applicazioni,

¢ data dalla seguente

2 s .
Proposiziene 6.2 Ognd insicrme non vuoto FOCN ha minima.,

Pimostrazione. Sia A un soltoinsieme non vuoto di N, e supponiaiio per assurda
che ¥ non abbia minima. Sia &=N- . 5 ha 1€.97, dato che altrimenti | appai-
terrehbe ad M2 cd 7 avichhe minimin. Supponiama ora che pei orni ¥ < risulii
g7, 1 numeri di A sona dinque talti maggiori die, ¢ dnngue se afa) apparie.
nesse ad )0 esso sarebhe il winimo di S contro ipolesi. Ne sepue che o{a}E .

. T e [ - H X . J - -
Ma allora per (5" si dovrchhe concludere che 7= N, il clie @ palesenserenta agsurdo.

Vicoversa, se si assume come assioma la proposizione 6.2, si puir dimestrare il
principio di induzione {5}, Infatti, sia & C N un insieme che contiene Nunitd ¢ il suc-
cessivo di ogni suo elemento, € sia 3 Pinsieme dei numeri naturali che non apparten-
pono ad S#. Se 3¢ non fosse vuoto, avrebbe per ipatesi un minimo f. Non pud essere
h=1, perché | €., D'altra parte, se T #1, il nuinero i -1 apparicrrehlbe ad e dun_-
que dovrebbe appartencre ad & anche k=a(h —1). Cid conlraddice i fatto che i & il
minima di . Abbiamo dunque dimestrata che 272 vuoln, e dungue che =N .

Il principio di induzione & spesso applicalo nelle dimostrazioni in una fonma leg:

germente diversa.

Teorema 6.1 Sig [P} (n=1, 2, 3,..) una famiglia di propesizion, dipendenti

dall'indice n. Se

(a) Py évera

(V)  Per ogni n EN, Py itaplica Py oy,
allora P, & vera per ogni n €N,

Dimostrazione. Basterd applicare {5} all'insieme & costiluile dai numeri naturali

k per i quali Py & vera. ™



i2 Capitolo primo

Esempio 6.1
Date un numero reale h=—1, perogni €N sj ha
(L+hY' 2] +uh _ - [6.1]
Coensideriuma infatti 1 famiglia di proposizioni
Poi(L+Ay 21 +nh,
L evidente che £y & vera. Mostriamo adesso che Fimplica P, ,, . Sibha
- (D +HR)" " =+ (1 +a)n,
da cui, Uuaudo‘{‘,,’e il fatto che A2 — 1, si otiiene
(EHAY " S +m A k)= 1+ + Dhbah® > +{n+ )4
ossia la P, Per il principio <ji induzione la proposizione P & vera per ogni n, e
dunque § [6.) ] é dimostrata. »
Osservazione 6.2. L’ipuiesi (a) del reovema 6.1 s pud sostituire con
(‘u'J Esiste un intero k per cui £, é very.
In queste caso st potrd concludere che P& vera per :)gg:i n2k. Allo scopo, sura
sulficiente applicave i teorema precedente alla famiglia di propaosizioni

=N
Q" 4.[" vk ™
Tencaedo poi conto delly (5"}, si pud sostituire lipotesi (b} con ky

Osservazione 6.3, Una famiglia di proposizioni {F,} si dice fuctuttiva se soddisfa Ja
{b} del tevrema 6.1, Per una famiglia induttiva si Possono verificare due alternative:

(1} P, ésempre falsy (guesto @ ad esempio il caso delly famiglia P.,,.: aZn+)

(2)  per qualche intero k la proposizione £y & vera ealtora P, & vers Perognin k. »

Esempio 6.2

La Lumiglia Ji proposizioni?
By o2ty
&induttiva 8§ ha infa

P 1) =2 4 1) 2

T ndichiane con ot j| prodotle det primi a interis nto 2. Y T PP

) i . I mwimiciu il 5
chiama farsortale din, o anclic o fuitorule. Per convenzione o pon inoltre 4! = |

1 i 51
Sistema del numeri reali

e, assumendo £, per vera,

PV <2 1)

[raltra parte, per ogni intero k risulta

k(k-1) . (S
(n ot l)k:“k +knk-t +T R - L T 3 el +—2—-- n

in particotare, scegliendo k=n+ 1, si ottiene

n+1 S 3
(n+l)"”>n”(_n+{n+]}+ 2 )-—‘(—?--n+5)n">(2n+2)n",

e, in delinitiva,

2Jr+l(“+lﬁ<2(”+ ]Jn"g(n +])’I+l»

per cui & palese che P, implica £, ., . .
Sivede facilmente che Py, Py, Py, Py € Pg sono false, mentre Py &vera. Sihaullora

———

Wl ar2t : ‘ [6.2]

perogninzh. m

Lsempio 6.3
Sia 5, {n) ta sonuna dei primi # numeri interi:

Simy=1+24 . +n.
Yogliamo far vedere che

n{n+1)

. {6.3]

Si(n)=

Stiratia pertanto di dimostrare che la proposjzione

nin-+1)
—

Puil+2+ . +n=

& vera per ogni a2 1.
i i - i ]
I cvidente clie £y & vera; sard dungue sufficiente mostrare che P, u;lplua Py
assia che, supponendo vera £,), si pud dedurre Lper . Siha
- 5

S{n+1)=85{m)y+a+)
e, dulla £,

nin+1) (at1){n+2)
Syln + ])=-————2 - ey

Quest'ultinn relagione non & alire che la £, Ly e dunque la [6.3] 8 dimostrata. ®
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Capitalo prima
~ Una volta identificato in R il sotteinsicme N dei muneri nalnsali, & immedi
connscere gli interi relativi Z e i razionali Q ‘
Per i primi, si i ‘assi i
i p mi, si osservi che per 'assioma (B4) egni avmera reale (e dungue, in pacti
ulire, o i ‘ ner
t ,l‘ogdm numero na}umle} possiede un opposto. Linsieme costituito dai vumeri
natu i i i indi -
! rali, dai loro opposti e dallo zero si indica con 2. A differenza di quanio acea
eva per N veri [ assiomi : e &
p . Z verifica gli assiomi (B) della somma; in pasticolare, la sollraziune &
sempre possibile in 2.° -

ate ri-

Per qu : . N B
. quanto riguarda i numeri razionali, si osservi che per P'assioma (Ca) ogni nu
mero inlero i i ,
. dncm nullo possiede un inverso. Un numero reale @ si dird allora rezionale
s¢ esistono due interi i = in al
. ¢ interi p e q tali che 2 =p/g, ovvero, in altre parole, se per qualehe in-
tero g il numero ga risulta intero.
E' evi i i
n:lfenle che se a & razionale, la sua espressione come rapporto di interj (e cingd
conE? ‘lr’mz:o;r'e) non & unica; ad esempio sea = pfq risultaanchea=2p/2¢ =3pfIg=
' immedi i joni .
: ediato verificare che due frazioni p/g e r/s rappresentano lo stesso numero
razionale se & solo se st ha ps=rg.

Si pud vedere facilmente che Q verd i gl
verifica tutti gli assiomi del pa
quello di continuita. parasralt 1, eceteo

*7 Un modello dei numeri realil

‘ Il punto di vista adottato nei paragrafi precedenti consiste nella definizione del
sisterna dei n'umeri_reali inediante gli assiomi del paragrafo 1 e I'assioma {DA) e [!e
si.udio di aleune delle loro proprieta, in particolare quelle connesse con la couli::'l?
di H.. Inolire ahbiamo, per cosi dire, estratto da 8 aleuni suoi solioinsiemi di parlicitz
lare importanza, N, Z, Q, eli abbiamo studiati in.quanio sottoinsiemidi R, deducend
ciod le lore proprietd da quelle dei numeri reali in cuj sono contenuti. lnlallre arr]r:l0
la nostra posizione consiste nel considerare come primitivo il concetto di numcropre'][:
Ias.ciando quindi in un certo senso all’intuizione il compito di abbracciare il contir;uc;
dei numeri reali, e nell'individuare in tale continuo altre classi di numeri {ghi interi, i
rallzionaii} ad esso appartenenti. Questo punto di vista, che senza dubbio richiede ill'ili}
zialmente un certo sforzo di intuizione, 2 perd senz’altro il pin aderente alle esigenze
del{‘ana!isi, che & rivolta al continue e non al discreto, alla misura pit che all’erfum&
razione.

lo s-ccpo di questo paragrafo & di presentare ks posizione opposta, mostrare cioé
f:ome sia possibile, a partire dalle proprietd dei numeri natuzali N, cos;ruire prima gli
interi e { razionali, e poi da questi un modello dei numeri reali, ossia un insieme R dgo-
tato delle tre strutture del paragrafo 1 ¢ verificante gli assiomi che caratterizzano i
nunteri reali. In guesto procedimento il dato fondamentale sona dunque i nun;eri na-

» ..
Ar 1 io di

e :fz:rc__ 'R’ll"[)hhl‘. necessario dl!_tl()sl.‘l".'lr(‘. che sep ¢ g sono interd, la toro somma o + g {che in

' principin ¢ un numero reale) € unintero, A Bea vedere basta dimnstearln per €N

che s pua [re per induzinne ¢ viene lascinta per escrcizio ) e L

n

P
Sistera dei menteri reali '{ o 15
i}

‘
turali; non ci dilangheremo qui né sulla nlteriore possinilita di costruive unmodello
di N sulla base defla feorin depli insieni (costruzione clie peratitn ¢ malta sutiile ¢
mal si presia a semplificazioni ehe spessa nascondone le principali dilticolti) né ten:
teremo una descrizione assiomatica del sisiema dei numeri naturali, a cansa delie lup-

gaggini che occarsano per passarc da un sistema di assiomi telativmmente semplice {ad

csempiv il sistenia di Peano) afle cotntinl operazioni ¢ manipolaziond s micri
interi: passaggio che, per le numicrose sottigliczze, esulerchbe certamenie dai fimiti di
un corso di analisi.

Suppuniamo dunque che il Tettore abbia per suo conto un'iden del sistema dei nu-
meri naturali N, o meglio ancora dei numeri interi 2.2 con le sue due aperazioni: i
somma, sempee inverlibile in Z (Fopposte di un muero intero o & Vintero =) e il
prodotia, che non & invece inverlibile (non esiste in Z il numere 77", tranne nel caso
n=x1), :

La necessiti di invertire il prodatico suggerisce un allargamento del nostro sistena
numerica, che porta allinsieme Q dei numieri razianali,

Alla scopo, ceminceremn a costruire le frazioni, che non sono altro che coppie
(. q} di numeri interi, con g >0, di cui il primo & detto numeratore ¢ il secondo de-
nominatare. La frazione {p. q) si sciive anche nelia forma p/g.

Si sarcbhe portali a identilicare i mimeti razionali con Vinsieme delle frazioni: si
vede perd subito che sorgono delle difficoltad dovate al fatlo che i sone, per cosi dire,
pit frazioni che pumeri razionali.

Ad esempio, se si definisce il prodotio uel miedo natwrale:

(1. @)% (m, m)={pat.qn).

Fonila come la frazione {1, 1) e Vinverso di (g, ) come {4, ), risulta (L @) xdq. p) =

=(pif, P ), € dungue tutte le Niazioni (i, 1) devono essere upuali alfunitd (1 n.

Per evitare questa sovrabhondanza si canverta che le frazioni {2, q) e (pm, g1t}
rappresenting lo stessa numcro yazianale; pilt precisamente, si considercranne equiva-
lenti due Frazioni (p7, q) e {11, 0) quando pr=qm. Ipy queesto casn si sciivera

(p.q)~{(m n)

La relazione ~ & upa relazione di equivalenzo,essa & infatti, come si verifica facibnerte,

(a) riflessiva: (p.gy~(p.an
(b} sinmetrica:  (p. gy~{m ) seesolosc (a1, n)~(p,q)

(c) transitiva: se (p,q)~{m.n} e {m. my~(r. 5 n_flnra (p.qy~{r.5).

* [ passaggio da N a Z & peraltro mollo agevnle; ad esempio si pud definire un iniero relative
z come una coppia (E, m), dove £ # uno dei simboli + 0 —en & un numero naturale. che si chiama
volare assoluto di z. Sui numeri refativi si opera jwi con le tradizionali regole dell'aritmetica ele-
mentare, compresa Ja regola dei segni. Quatche piccola difficoltd si ha con lo zefo; mia si supera
identificande [+, () con {—, 0} Da notate che la definizione del valore assoluto del paragrafo 7
coincide con quciia data sopra; di qui F"affermazicne {priva di senso nella nostra traltazione assio-
matica dei numeri reati) che “il valore assoluto di un nuimere & il numern privala del segna’’.
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I aat modo, be Traziuni si possono raggrappare in classt di frazioni tra loro equiva-
fened, ogni classe essends costituila da tutte ¢ sole le frazioni equivalenti u una di esse.

Opnuna di queste classi definisce un numero razionale. L'insieme O dei numeri ra-
cionali (_u:fciué Pinsieme delle classi di equivalenza defle frazioni) & il quoziente dell’in-
sieme 5 delle frazioni tispetto alla relazione di equivalenza ~ definita sopra. Una
classe di equivalenza, vssia un numero razionale, sard individvata univocamente da
unu delie frazioni della classe; se si indica con {(p, g3} la classe di tutte Je frazioni
equivalenti a (2, ¢). {{(p, ¢)} & vn numero razionale e (. q) si dice rappresentante
di {(p, o)k £ evidente che anche (2p. 24) & un rappresentante dello stesso numero
raziomale,

A valte, per semplicitd, seriverema {p, ) o plg invece di {(p, 4)}): ad esempio dj-
remio CH anero razivmale 273" inveze che [2/3}, con Pavvertenza vvviamente di
considecare ugnali Trazioni che individaino lo stesso mumsers raziopale. S seriverd
dunque, ad escmpiu: '

=3
6

| 1o

intendenda in cealtd

G-t

Nell'insicine dei numerd razionali si possono definire:
{AY un onlinameniy <: )

Pl
o = " s pfi-<..l'fl(f".

{18} vua sonuna:

{E}[ ml oty
q " 7

che b come zero Pelemento {041] e come opposte di [e/b] Pelemento {—u/b);

(C) un prodorto:

RAR

i cub [1/1}é Pelemento uniti ¢ Pinverso di {a/b) é {bfa) seu>00 {-bf~al} 50{}({).'

I et ‘JUl'iﬁLﬂ]c zioni (7 1 21
che le reluzio 1) e (4 2 i
) |' t ( \)1 {i ) ‘C) sono b 11 Llf.-“l!ltﬂ; ad Lsem
. . ‘ . I I i P !" ¢
Pio, s c i ) , BT L) » cosicehié |] !]l‘“l'(‘“l] non dipende l]'
1O, 8 - ) 1 Il ;l“ﬂ

frizioni scelle per rappresentine i numieri mzionali in questione,'?

I . . o
Chiesta eichivsta di compatibilitd con I rel

. wzione di equividenza & exsenziule se si
. Yue R ; - sty S
unopetizinne deloita su un insteme dig origiue Wy

i) L . " o H 1
g un'unaloga operazione sul guozienle. Ad esemn-
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Eguatmente semplice & la verifica delle proprield del paragrafo 1, che viene fasciata
per esercizio.

Finalmente Q possiede fa proprietd di Archimede: dati due numeri ratjouali positivi
plg ¢ min esiste un intero N (in Q gli interi sono i numeri [V/1})1ale che

NE s
q n

Basterd infatti prendere N=mq.

A partire dai numeri razionali si pud costruire un modelio dei numeri reali. Gli ele-
menti base di questo modello sono le sezioni di Q; come nel caso della definizione di
sezione in R, le sezioni in Q sono cappie (4, 8) di sottoinsiemi non vuoti di Q, tali che

AUfB=Q, ANB=0 ' §7.11
Ya€EA e VHEH risulta a<b. 7.2}

Un'cscmpiu ili sezione in Q si costruisce facilmente: dato un numero razionale r, si
pongona in A pi i eamerd razionali minor di v, e in B tuti quelli maggiori di r. Per
quanto rguarda il sumere r, esso pud stare indifferentemente sia in A che in 8; per
évitare ambiguitd, converremo che r€ 8, in altie parole imporremo sempre che in una
sezione (4, B) Pinsiewe 4 sia privo di massimo. In tal modo ad ogri numero razionale
r corrisponderd una sula sezione costruils come sopra e dicui r & Pelemento separalore.

Viceversa non tutte fe sezioni provengono dai numeri razionali, come si & visto nel
patagralo 3; ad esempio se B & costituita da tuttii razionali positivi che hanno guadrato
maggiore di 2, ¢ se in 4 si pongone i rimaneali numer razionali, (4, B) ¢ una sezione
di G che non & generata da alcun numero razionale.

Deliniremo memero reale una sezione {4, B) dei razionali: Finsieme R sard dunque
Finsieme d¢i tutte le sezioni {4, B) di Q, nelle quali A sia prive di massimo. Bisognera
ora definire in R un ordinamenio, upa somma € un prodotto, e verificare che sono
soduisfutti gli assiomi del paragrafo 1 e quello di Dedekind. Per quanto riguarda I"ox-
dinamente la definizione & molto semplice; diremo che a=(4, 8) ¢ minore o uguale
di f={C, DY se ACC o, che & lo stesso, se B2 D. Le proprietd (A, )-(A,) sono di fa-
cile verifica,

Occorrerd ora delinire 1a somma a -+ . Se st pone, dati due insiemi A ¢K i Q,

H+K={r€Qir=h+k hEH, kEL]

pio, l'operazione * definita come scpue: -

LTI

AR : )
2
nun & compatibile con la rekzon: 81 cquivalenza delinita sopra (si ha infalti 33 = g menlse,
. I 2 e \ 2 6 B . . 3
saslitnendo a 5 5 le fruzioni equivalenti T [ 3 si ottiene T che non & equivalente 2 < c

dunyue non definisce un’operazione sui numeri azienal,



I8 Capitalo prime

(M +K & 'insieme di tutle le possibili somme di un elemento di 4 con uno di K. si
pua definire

a+f=(A+C, B+D). 73]

Lo zero sard la sezione definita dal numero razionale G, e lopposto di un pumery reale
a={A, B}sara il numero

es(=8.~A), 17.4]
dove i
~fi={req; r=-h, hEH]

& linsieme degli opposti deghi elementj di /4.1

La definizione del prodotto di due numeri reali & pilt complicala a causa delle re-
gole dei segni; cionondimeno essa & naturale: ad esempio se a=({A, ) ¢ f=(C. !))
sono positivi (il che significa che tutti i numeri in # e in £ sono positivi), il loro pro-
dotto & dato dalla sezione che ha, come secondo insieme, guello castituito da tutti i
possibili prodotti di un elemento di B con uno di 2, e, come primao insieme, il com-
ptementare di questo (& non Pinsieme dei possibili prodolti di un elementa di 4 con
uno di C, che contiene numeri positivi ¢ grandissimi: {(—p)- (—gq}=pq).

Infine, I'insieme R verifica I'assioma (D). Sia infatti (X, Y) vna sezione di R (g]i-
elementi di X e ¥ sono a loro volta sezioni di Q). Si ponga

Ag= U A,
“.mnex

Bg= Mm B
. Bex

(Ag, H5) & una sezione di Q, e dunque un numero reale, che & elemento separatore
di (X, ¥).
Cominciamo col dimostrare che {A 4. #4) 8 una sezione di Q.

(1) A WU By =Q. Infatti se r B, esisterd una sezione {4, B)EX, con r& 5. Ne
segue che r €A e dunque r€A,.

{2) A NBg = Se r€A,, r dovid appartenere ad almeno uno degli insiemi A4 e
dunque non potrd appartenere al corrispondente & e a maggior ragione, a 8,.

{3) Siano pEAgy e g =8y, p dovrd appartencre ad alineno uno degli insiemi A di
cui & composto Ag, mentre ¢ doved appartenere a tutli gli insiemi B la cui interse-
zione di By. Ne segue che esiste una sezione (4, B)EX, con p&EA e g€ B, cosicelié
p<q.

1 sone qui aleune piccole difficolts sulle quali sorvotiamo. Ad esempio, wna & dovuta al fatio
che se B ha minimo (il che si verifica quando « & razionale) I'insieme — B ha massimo e quindi
(- B, —A) non definisce un numero reale. Basterd comunque in questo caso irasportare il massimo
di — B nell'insieme —A4 perché tutto si aggiusti. Un aliro tipo di difficoltd (che si presenta anche
nel prodotto) si ha quando o ¢ § sono irrazionali mentre o +§ & razionale. ln questo caso, il
seconde membro detla [7.3] non & una seziome, in quanto manca appunto Pelemento o+ 4.
Queste dilficoltd richicdono-dei piccoli aggiustamenti tecnici, che non toccane FPidea di base.

i i reali kL)
Sirtema dei mneri reali

Abhizme Tatto vedere che {Ag. 8o} & i sezione i @ essa defivisce dungue nn

% Resta da dimostrare che A ¢ Felementn separatare di (X, ¥} F evi-
Y. tntalti, sc a= (4. Dirisulterd senzaltim A C Ay e dun-
i clemento di X2 minore
¢ (. Ne segue

numero reale
denie che A= aper ogni o€
que o< A, Sin ara B¢, 1), un clemento di t. PPoiché opn
di B, risubtera A< C per np sesivne (A, B di X, e dungue anche Ay

che A < e dunque A separa Ye Y.

Escreizi

P . H snienti men-
7.1 §i perferioni il moddlio deseritto in modo da superare ki incaonvenicnti ¢

zionati nella nota 6 (p. 29}

7.2 §i dimostri unicita dell’clementa separatore A.

8 Generalitd sui numeri comyplessi

A. Introduzione

numeri complessi vengono introdotti perché tutte fe equa-
o soluzioni (a questo propesilo il tearema londamentale
vequazione algebrica di grado n ammelle esatlamente 1t
con la lnro molteplicitd}. Pud essere tuttaviz interessante
drate di numeri negativi st manifesta
di un problema

Si osserva di sofito cle i
zioni algebriche ammetian
dei'algebra asserisce che ur
radici, se queste si contano’
ricordare che T'esigeriza di calcolare radici qua !
per la prima volta nel sedicesimo secolo, come pradino imtermedio robl
che ha soluzioni reati: quello delle radici defl'equazione di terzo grado. Counsideriamo

I'cquazinne
¥ =3Ipx—2g =1, 18.1]
che ha sempre almeno naa radice reale (vedi esercizia 4.5). Se si pone
x=u+v
p=uy,
Ta [8.1] diventa
w4 v -2¢=0, 18:2]
e dunque, poiché v=pli,
ut -2q1° +p? =0,

Quesl ultima equazione lia come soluzione

P =g+ Ve -,
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?

e dabla j5.2], st ortienc
v?=g-Val-p?
cosicehié in definitiva be [8.1] ha soluzione

3 3 .
T gLV —
,x;[-"’rﬂ:l"q"' q-"—p3+|"q— qz—p3.

Questo modo di procedere & senz’allro legittimo se ¢ —p* 20, na quando, al con-.

f

trariv, si ha g° *p3 <O, Ta Lormuda risolutiva perde di senso, contenendo la radice
quadrata di un oumero negativo.

Se perd, come vedremo, i intiaduce un'usitd inmagingria {Ciod un “numers” §
tale che i = — | }si b, nel cuso gt —p* <, '

wEg i -t P =g-ip? -4t

estracndo le rdici cubiche ¢ sommando 1 -+ v, e purti imnraginarie, ossin | terminj
che comtengono Punitd immaginaria 4, si elidons, lascinnde in definitiva con ung ra-
dice reale. i modu, con Vintrodueions dei arers complessi del 1ipu

a bib{ge b reali)

¢ di oppirtune regole di caleolo che vediemao subilo, si pud uttenere vna soluzione
(reale ) dell’equuzione [8.1]. '

I stimieri complessi sono dunque costituiti dallinsieme © detle combinazioni for-
malt &1 ib, dove { & Funita immaginaria (P =—13¢ a, b suno nuneri real detti ri-
speltivamente parte reale e purre immaginaria del numero complesso z =g +ib; essi
suno anche indicati con Re(z) e Im (2} (si osservi che Ly parie immaginagia & up nu-
mero reale!).

B C sone definile una sormw e un prodoreo, che derivano formalmente da quelle
di B, ove si tenga conto che 2 =~ 1. S by ciod

fa Fib)+ (¢ + fed )= {u ‘eyti(h +d},
(a +ib)e +id)=(ac—bd )+ i(uad +he).
Ii"i';u_ilu: vedere che suno verificate te proprictd (3,), (B;), (B5). (18,), (Cy),(C)),

(U3 {C4 ) (BC), dove OF0 ¢ [FHO sono o zero ¢ Punitd; Popposter di a+ib a
=gl e Plivesso ¢

7]

i T
ul Ibl ul 4 bz
che esiste se a® H 5% L0, cindse g i £ _
Non si pud invece estendere ai numeri complessi fa reluzione di ordine dei pumer
reali, conservande le proprieta corrispendenti.

Si pub osservare che un numero complesso & assegmato quando & assegnata la suy

Stirerna dei mumeri reali !

pacte reads ¢ la sua parte immnaginaria. fn tal modo, i nuineri complessi non sono altro
che le coppie (¢, b) di sumeri reali con le seguenti operazioni:
{1} Sumina: (e, by Hic, d)=la e, bt+d),

dove lo zero & I'elemento (0, O} e 'opposto di {a, b) & (—a, —b);

(C) Prodotto: {a. b} (e, d)=(ac~bd. ad + be)

dove I'unitd & (1,0) e 'inverso di {a, b) & {aj{a® + b2}, —b/{e® + b1)). L'unitd inumagi-
naria ¢ rappresentata da (0, 1) e si ha (0,1)(0,1)=(—1,0). -
Come coppie di numeri reali, i numerd complessi ammetiono una rappresentazione
naturale pel piano (vedi fig. 1.1), che si effettua facendo uorrrispondere ad ogni numero
camplesso z=a+1b il punto P di coardinate {a, b).
E® facile vedere che il sottainsieme di € dei numeri della forma (a, () & isomorfo a
R, che dunque pud essere rappresentato nel piano cownplesso dall’asse delte x.

Si dice coniuguio di e=a +ib il numero complesso =g —ib.
S5i verificaneo facilmente e seguenti proprieta:

F=a, ‘ [8.3]
Re(a)= ig—a, Im(a)= -52:1,?- , ' (8.4}
atf=a+. ' {8.5]
af=ap, (8.6]
He=1/& [8.7]

Sea=a+rbsila
aa=(g+ib)(a—ib}=a® + b 20,
per cui ha sensa la seguenie

Definizione 8.1 i dice modulo di a=a+ ib il numero reale

lel=vai =Va? +p?. [4.8]

Figura 1.1
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Si nati che se «€ R, cicd se 3 =0, il modulo di o coincide con il suo valare assoluto
{vedi escreizio 4.7). Si ha inoltre

la|>0, |aj=0 seesolose a=0, 8.9)
|i.{c(oc)i€|c:!, Im{a) <lal, |a<iRef{a)|+|ln{a)], : [8.10]
lafl = |ef 161, {B.111
lal=|al. [8.12)

Sussiste infine fa disuguaglianza triangolare:

la+BI<|af + 4] {8.13]
infatti si ha

la+ B’ =(a+ AT +B)=lal* +|p* +2Refaf) <
' <la? + 1817 + 20l 161 = (lod + |81)".
Dalla [8.9] e dalla [8.13] segue che
d(a, f)=le—fl. [8.14]

& una distanza in C, cio# verifica le relazioni (d,}, {d;). (d,) del paragrafo 2.

Si vede facilmente che si possono estendere a C quet risultati, dimostrati preceden-
temente per R, che non coinvelgono i'erdinamento; in particolare si {raspodiano,
senza cambiamenlo, la definizione di intorno (slerico) di un punto e quelle di insiemi
aperti e chiusi, con le relative proprieta.

B Potenze e radici di un numero complesso

Abbiamo gid osservato che C ¢é Uinsieme delle coppic ordinate (x, ) di aumeri reali;
se si fissa sul piano unriferimento ortogonale, si possono considerare 1ali coppic come
coordinate cartesiane di un punio del piano che indicheremo con z; z=x +ip.

Si vede che 12| non ¢é altro che la distanza di z dall'origine 0 delle coordinate. Se si
indica con & I'angolo compreso tra ['asse delle x e la retta che congiunge O ez, ¢
con g il modulo di z si ha (vedi fig. 1.2)

x=pcos#, y=psind, [8.15]
cosicehé il numero coimpiessa z =x + 7y si pud scrivere come
z=p{cos@+isinB} {8.16]
La [B.16] si chimina forma trigonometrica del numero complesso z; angolo § si
chiama argomente di 7 e si indica con arg(z).

Data l2 coppia (p. 8), il numero complesso z =x +/y ¢ univocamente determinato
dalla [8,15]. Viceversa, dato z=x +iy,si ha

p=Vx? 4yt [8.17]
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M e i = ——

Figura £.2

e 8 verifica e relazioni
¥ ¥
cosl= ———— =% sinf=— == (8.18]

\,"XI _l_yl ) \/xz +)’1 4

Si vede Tacilinenie che le [8.18] non sono sufficienti per individuare ["angolo 8; in-
latti poiché le funzioni seno ¢ caseno sono perindiche, di perioda 2m, se & veritica le

L]

jB.18] anche gli angrﬁli
G+2km k=t1, 22, _
verificano le stesse relazioni. Ne segue clie d & determinato dal numere complesso z a

meno di multipli di 27,42
Nonostante queste difficoitd la forma trigonometrica & particotarmente ulile per

gsprimese prodotti di nameri complessi. Siana infatti
z, 7o {eosthy isindy)
z; =py(cosf, Hisinds )

Siha .

2127 =P 1P Jcos 8, cosd; —-sinﬂ. sinfl, +itsind, cosl, Feosd sindq )} =
=p,p; cos{f, +8,)Fisin(F, 48} [8.19]

Pertanta il madulo di 2,75 & il prodotto dei moduli (vedi [8.1 111 e I'argomento la

somma depli argomenti.

Osservazione 8. 1. Sesi pooe

f(9r=cosft +isind.

1 (uanto sopra vale perz + (hsepoiz =9, siha p =0, nia I'angolo '@ £ completamente indeter:
minalo.
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ablinne per Lo J8019] la rebuzione
S8 1 F@)=118, +8,). [8.20}
aaloga o wietla che intercorre 1o le potenze
AT T =R
La [8.20] suggerisee la possibilisd di scrivere lormahinente un numerg camplesso come

upa potenda. Noj porremo

cust 4 fsin = [8.21]
per cui il numero complesso z = peos@ 1 7sin ) si potrd scrivere
1=pe® [8.22]

cosicehié la [4.19) diventa
; . N I I N’
iy = @lopy e s pp, e 0
Le [8.21] ¢ [8.22} non hunno per il momento alie significaiu che quello di wo'uls-
breviuzione di serittory (invece di cos¢ 4+ fsind scrivinnmu seniplicemente ¢f? }, vsse
perd nascondano una relazione pit profonda (che verrd esaminata nel cap. 6, § 10},
Tenendo conto della [B.22] si dimaostra poi facilmente, per induzione, che

Z" =p” cma .

(8.23)
Quesi‘uitima formala & il puntu di partenza per caleolare le radici neesime Ji un
anmern complesso,
Datu a &€ C, diremo che z & ung rudice n-esinme di o se si ha 2" =a.
o= R AP = R (o A f o = o0 : L
Sea=R ¥ =Ricosp+ising)ez=pe’”, dalle [8.23] si ricava

p" =R, cosnf=cosy, sinnl=sing, B

e dungue
i wt+2ka

- 141 -
p=ER"" 8 vl

k=0,%1,22,

dove con K" i & ndicata f radice m-esini aritmeliea di & (vedi teorema 4.2).

Al varimi e del numero & si oltengono infiniti vator dellargoanento 8, i quali Janng
luogu peed solu a un numero finito di radici distinte, se si tiene conto det futto ole
argomenti che differiscony tra foro per multipli Ji 27 conducono alle stesso numero

complesso. S ottiene allora il seguente risublato:

Proposizioue B Sie w=Re'Y wn monero complesso. Evistono n radies n-esime
distinte di o, duse datle formula

T
2 =pe'k (8.24]

s

SEE i e
TR
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dove
p :R i
¢
w+lkn ’
by = X ;o k=0,1,..,n1. (8.25]
F .

Dimostrazione. E' evidente che I [8.24] sono radici n-esime distinte di a. Occor-
rerd dungue far vedere che ogni altra radice eoincide con una delle 2, , ovvero che ogni
numerv di tipo (g + 2hw)in, von k intero, dista da uno dei numeri [8.15] per un mul-
tipta di 27, Per quusto basta osservare che ogni intero kb si pud scrivere aiclla forn:

h=antk

dove o & intero e k il resto della divisione di & per #) pub assumere solo i valori
o, 1,2,....n-1.

St ha dungue

wt2hn wt+2knr

o 1n

+ 2am,
che dista da uno degli angoli [8.25] per un multiplo di 2n. =

Lsempio 8.1
Si vogliono calcolare le radici quarte di 4.
Siha R =4, p=0e dunque

7 =V4 ¥ p=g 12,3 [8.26]

In forma esplicita:

ZU:\/{)-
2z, =\/?._ (cus%'Hsin*g-) =r'\/'}.-

21=\/:’..-(L‘051r+1' siun)=—\/2_
zJZ\/T_T(u)SB—; +isin 3”) =—iv2.m=

2
Osservazione. A volte, quando z ¢ reale posilivo, pud sorgere qualche confusivae
t1a le vadici -esiine complesse e b radice n-esima aritmietica di z.
In genere, si comprende dal contesto di quale radice si tratii; comunque, per evi-
tare confusioni, pud essere tulora consigliabile usare simboli leggermente diversi per i
due tipi di radici, specie quando essi appaiono nelia stesss formula. »
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Esercizi

8.1 Ne] piano complesso individuare § numeri 1, 4, | —¢ 3~ 24, (1 +a:)3; =2,
imh ’
(R
8.2 Dimostrare che la{8.14] & una distanza in C.

8.3 Disegnare I'intorno di raggio 2 del punto 1-+4

8.4 Dimostrare in € I'analogo del tearema di Bolzano-Weierstrass 5.3, {(Si ponga £
in un reitangolo [a, b] X {c, 4] e si divida ogni volta in 4 retiangoli uguali...)

8.5 Verificare le {8.10].

8.6 Parre in forma trigenometrica i seguenti numeri complessi:

5, 1+4i, 3-3i V2.
8.7 Calcolare la quarta potenza dei numeri dell'esercizio precedente.
8.8 Calcolare le seguenti radici:

YT NEL Vit Vi
(Si ricordino le formule di.bisezione:

cos? gzgz 1 +:os§€

sin? ¥ l—cosg
2 2 :

@?_)Riso!verc le equazioni:
(xi z*+3iz+4=0
¥ 2+2+i=0
(,o‘) zlz!—!z**l'—"'G .
&) z? 2P =i
(¢1 =z ¥
p{} T =—13;
(pf 7 4+322-4=0
(hy 2} +zz=1+12i

§.10 Risclvere le seguenti equazioni di terzo gradoe:
x*-6x+4=0, x*-Y%x-28=0.

Sisteania clei sumteri real q7

Notizie stotiche

La possibitita di misurare le grandezze. ciot ii assacinre a ognunat i esse un namero
che ne esprima il rapporio con g grandezza eampione (Funitd di micua) € sfala v
delle principali. se non la prima, metivazione per lo sviluppo defla matemalica. Scgni
della mole di lavorn svolta in guesea divezione sona presendi in tutt Lo malemalica
preeMenica: I detenminazione delte arce o dei volami delle figae piie semplicd (ian-
poli, piramidi ¢ prismi, trorchi di piramidi e trapesi. ..} con le privwe apparizioni del
teorema di Pitagora, Vinizio di ricerche sull’area del cerchio ¢ sulla lunghezza della
circonferenza con il calenle approssimato di n, probabilinenie esepuite per vin spe-
rimentale; tuiti ristliati che emergono da wn'altivitd scientifica in cui la misura hia
una parte preponderante, 1l riconoscimento immediale defiinpossibilitd Ui un’uniti
di misura universale rispetto alla quale tulle e grandezze omogence possann CSSCEC
espresse in mumeri inferi, ¢ la conseguente necessiti di sottomultipli, partane a
un'estensione del sistema nwmerico con Vintroduzione delle frazioni, ¢ dunque afla
creazione del sistema dei mumeri razionali, anche se le operazioni con questi non
SCIMPre SONQ pienamente comprese ed esplorate.

E' essenzialmente queslo sistema numerico che Ja malematica greca riccve in efe-
dil3, e si dedica a perfezionare con notevole successo, come masita it ruole preminenie
che il numero va assumenda nellz speculazione filosefica.

Per uno di quei paradossi di cui si diletta la storia, il punto pit alto di questa mate-
matica numerica, ¢ insiemne il crollo della costruzione intera, portano entrambi il nome
di Pitagora. A luie alla sua scuola si deve il perfezionamento della scienza del numera,
che assume dimensioni mistiche in una visione filpsafico-religiosa che lo pone al centro
e alla radice dell’'universo, misura di tutte le cose: concezione la cui vita effimera ¢
troncata dalla scoperta di grandezze incommenswrabili, quali il lato del quadrato e la
sua diaganale, o, se si vuole, dalla dimostrazione dell’irrazionalita della radice di 2.

La scoperta, che si dice i membri della scuola pitagorica giurassero di mantenere
segrela, non tarda a trapelare, con effeito dirompente non sofo sulle dottrine pitago-
riche, ma anche sulla matematica in generale, che vede cosi minalo una dei suoi pit
solidi pilastri, la possibilita di una base pumerica per la misura.

1 secali che vanno daila crisi pitagorica alla sistemazione euclidea {gio? dal sesto al
terzo secoba a. C.) seno dedicati afla ristrutiurazione della geometria su hisi non nu-
meriche, che si compic con I'affermazione di quella teoria delle proparzioni che tro-
viamo git compinta negli Flementi di Euclide ¢ che relega in posizione marginale la
teoria dei nmneri. Pall'assunto pilagorico, che vede ncl numero l'elemento unilicante
deHa geometria (e in ultima analisi della realtd; non si dimentichi che la geomctria era,
se non l'unica, certo la piti importante tra le scienze naturali), passiamo quindi a una
concezione dualistica, in cui la parte preponderante & riservata alla geametria, che
trattg del continuo, e nell'ambito di questa, alla teoriz delle grandezze, mentre i ou-
meri appartengono al discreto, e quindi, in ultima analisi, si riducono alla Tunzicne
ariginaria di pura e semplice enumerazione.

Se i numeri sono insufficienti a descrivere le grandezze e i loro rapporti (in parti-
colare questi ultimi, dato che un numero esprime sempre unrappoito tra una grandezza
e I'unita di misusa}, questi vengono tratlati operando direttaimente su di essi, | rapporti
{ra grandezze assumono, in altri fermini, il ruofo che pih tardi sard occupato dai nu-
meri reali, ma, per una serie di ragioni, con molta minor elficacia. In prima luoge, le
operazioni elementari, sommia ¢ pradotto, non sono pii tali, ma vengono esepuile tra-
mite la ricerca di un quarto proporzionale.
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Ad eseinpio, per somimire

A C
B D’

occorre risolvere in primo luoge 'equazione

dopodiché il risullaro Jella somma sard (4 +X)/B, (si noti Panalogia con la ridu-
ztone di frazioni allo stesso denominatose). La soluzione della [1] non pud natural-
mente essere fatia per via algebrica (Je grandezze non si moltiplicano tra lora!) ma
deve essere compiuta operando diretiamente su queste ultime con regole che dipen-
dono ovviumente dalts natura delle grandezze in questione. Ad esempio, se si ha a che
fare con segmenti (vedi fig. 1.3) si pud trovare il segmento X ripottando b, ¢ ¢ of sui
lati di un angoto come in figura ¢ tirando da ¢ la parallels 2 db. Il sepmento X =ox
sard quetle cercato, a causa della proporzionalita dei trianguli odb, ocx. In manicra
analoga, il prodotio tra due wpporti A8, CID si pud eseguire risolvendo {'equazione
c.8
DX
{una costruzione simile alla precedente} dopodiché il risultato sari Ay Y

Una seconda difficolid, forse pilt importante della prima, & dovuta all’estrema ri-
tuttunza dei matematici greci a inserire f numeri, che avevano appena mostrato la lore
insulficicren, netla tearia delle prandezze. Ora, una caratteristica importante del sistema
del numeri reali, che permette di tratiare con questi (indipendentemente dalla com-
plicazivue dei maodelli che se ne possono dare) con ba stessa familiarita con la'quale si
opera con | fraziond, & la possibilitd di riconoscere tra essi i numeri razionali e di
approssimare con questi tutti ghi altri con arbitraria precisione, E appunto questa
possibilita che permette di eseguire i calcoli numerici, ovviamente limitati ai numeri
razionali Se a tutle Cid si apgiungona le difficolta provenienti dalla mancanza di un
sistema i notazioni agevole (in panicolare la mancanza dello gero, che impedisce lo
svilupps di wa sistema posizionale) si comprenderi come la teoria delle grandezze, che
pure rappresentava uny risposla rigorosa @l problema dells continuita, si affermi come
superamento anziché perfezionamento del meno sofisticato metodo numerico, le sue
applicazivni essendo d'abira parte limitate alla geometria, che, come disciplina essen-
dinlmente svincolata dalls pratica, non ha bisogno di esprimere propsi risublati in
lermini guantitalivi. :

Nun & un ¢aso chie a riproporre, dupo P'eclissi del Medioevo, la centralita del nu-
mera gon siano e esigenze dello sviluppo della geometria, na quelle pio pratiche
deflo svilnppo dei tralfici. Lalpebra, importata dall’Oriente dal piswno Leonardo
Fibonacet (uolo anche come Leonardu Pisana), assume subito, agli inizi det Duecento,
un puster rilevinte nell'amministrazione delle aziende conunerciali, che espandendosi
al i 8 debla dimensione Tamiliae sichiedono particofare precisione gelle registrazion
eonekcomputi. fBenehd b partita doppia resti ancoia nel dominio deb contare, in breve
tempo surgona protleint che coinvolgono gramdezze continue ¢, sopraltelto, richie-

S comprende da guesti esempi come b teotis Belle proporzioni avesse ung posizione di
prime piann, Ad esss ¢ dudicato if libro V degli Elemeati di Euclide, v if sno sludio & soulinmte
et mulissio lempo ancers, praticdonente Tino alla fise del diciasscitesimoe seeolo,
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o =L
od
ab=8

i
=)

Figura 1.3

dono soluzioni numeriche. Nelle inani del mercante e grandezze astratte della geome-
trig classica 8§ Lrannetano i inerel, scambiabili le une con le altre ¢ tutte con il denaso
che le misura; corrispondentemente, crolla la regola dell’omogeneitd delle grandezze
da comparare, in quanto tutte indifferentemente possono essere espresse da numeri.

Come ai tempi di Pitagora, il numero & di nuovo la misura di tulte le cose, ma non
il numero astratto e mistico dell’antica filosofia, rappresentante i rapporti delle quan-
tita, bensi quello, pid concreto e sonante, che denota i rapporti di scambio.

Cosi, nello scontro rinnavato tra I numeri discreti e e grandezze continue, sono i
primni ad avere la meglio sulle seconde, con un rovesciamento completo delle posizioni.
Se la soluzione della crisi pitagorica era venuta dalla supremazia deila teoria delle
grandezze e dalla conseguente svalutazione dei numeri in quanto incapaci di esprimere i
rapporti irrazionali, ora la vittoria del sistema numerico & garantita a priori da esigenze
esterne ally ricerca maztematica, e sono le grandezze incommensurabili 4 essere costreite
ad adattassi al letto di Proeuste dei numeri razionali.

1l problema della continuiti si presenta adesso non come un problema geometrico,
ma piuttosto nella veste dei “"numeri surdi”, le radici quadrate che compaiono nella
soluzione delle equazioni di secondo grado, nonché le radict di ordine superiore g in
genere le potenze frazionarie. 1l carattere irrazionale di questi numeri é immediata-
mente riconosciuio, ma la risposta ai problemi che essi pongono & compleiamente di-
versa dabl'antica. | greci di fronte a queste difficolti avevano sviluppato un nuove
sisterna, relegundo quello numerico in posizione secondaria; ora, invece, si accetlano
questi nuovi numeri come integrazione dei razionali, senza porre domande imbaraz-
zanli sulla lore natura e cisicontenta della possibilitd di un loro calcolo approssimato.
Alproblema posto dalla diagunale del quadrato si risponde foraendo e regole di estra-
zione delle radici, posizione matematicamenie ingenua ma non completamente ine-
saita: non sappiamo cosa siz ma lo sappiamo calcolare con approssimazione arbitraria,
che ¢ quanto basta nella pratica (quando non si faceis troppa attenzione agli spic-
cioli). Tracee di questy formulazione fugenus si possono trovare, ancor oggi, nella
detindzione di numero irrazionale come numero decimale illimitato aperiodico ¢, pid
preoccupante, neil'uso acritico dei calcolatori elettronici.

Con Paccetiazione dei “numeri surdi” si giunge a una sistemazions abbastanza
soddisfacente. Arricchito dai nuneri negativi che, assenti nell’antichitd, compaiono in
maniera sporailica nei secoli quindicesimo e sedicesimo e non vengono completamente
sccettati che verso la fine del secolo diciassetiesimo, il sistemna numerico cosi elaborato
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pud costituire la base per ta fondazione delle due pid importanti costruziont del Sei-
cenio: fa geometria analitica e il calcolo infinitesimale.

Baster, allo scopo, da una parte aggiungervi di volia in volta quei nuovi numeri
che gii sviluppi della teoria vanno costruendo, dall’altra supporlo dotato, quanda oc-
corra, di alcune proprieta che, in mancanza dell’assioma di Dedekind e, in generale, di
una riflessione sugli assiomi dei numeri reali, verranno considerate naturali. Un esem-
pio di tali proprieta & il teorema 4.2 {esistenza della sadice n-esima) che ricorre spesso
come nina proprietd cvidente del sistema numerico, anche in forme pifl gencrali (cap. 3,
teorema 10.2}.

L'estensione del sistema numerico che si compie nel diciasseltesimo secolo va ad-
diritlura al di 13 dell’introduzione dei numeri irrazionali (e anche dello zero e dei nu-
meri negalivi, che peraltro vengono accettali con una certa riluttanza), e si spinge
{ino a includere tra i nwneri gli infinitesimi e 1'infinito.™

Malgrado I'opposizione decisa e motivata di alcuni pensatesd, il pitt avtorevole dei
quali & senza dubbio il filosofo inglese George Berkeley (1685-1753), all'uso degli in-
finitesimi in analisi, questi conservano diritto di cittadinanza almeno fino agli inizi
dell’Ottocento, quando Augustin-Louis Cauchy {178%-1857) risolve I'annosa questione
di dare solide basi al calecolo infinitesimale, fordandolo sulla teoria dei fimiti, che svi-
luppa rigorosamente in due celebri trattati, il Cours d'analyse, del 1821 e il Résrerné
des Lepons données ¢ I'Ecole Polytechnique sur le calcul infinitesimal, del 1823, ¢
aprendo contemporaneamente una serie di problemi, quali ad esermpio la dimost;a-
zione del criterio di Cauchy (cap. 2, teorema 12.1}, U'integrabilitd delle unzioni conii-
nue {cap. 4, teorema 4.1}, la continuitd dei limiti di funzioni continue: questioni,
appunto, la cui seluzione, come ci si rende conto ben presto, dipende da una sistema-
zione rigorosa dei numeri reali.

Questa & compiuta cinquant’ansi pid tardi, nel 1872, da Richard Dedekind {1831-
1916). che nel celebre articolo dal titole Stetigkeit und irrationale Zahlen,"s enuncia
per primo I'assioma di continuitd (assioma di Dedekind) ¢ costruisce il modello de-
scritto nel paragrafo 7.

Quasi contemporaneamente al lavoro di Dedekind, appaiono altri medelli dei nu-
meri reali, tutti costruiti a partire dai razionali, ma hasati sulle successioni di Cauchy
{vedi pid cltre, cap. 2, § 13). Di questi, il pill compiuvte & quelio dovuto a Georg Cantor
(]845-19!3),‘6 anche se sona da menzionare aitre costruzioni, essenzialimente ncllo
stesso prdine di idec, dovule a Charles Meray (1835-1915) ¢ Karl Weierstrass (1815-
1R97). : '

E' soprattutto quest’ultimo a insistere sulla necessita di una cosirezione dei nu-
meri reali, che viene gindicata senz'altro- pid soddisfacente della lore delinizione as-
siomatica, soprattutto perché, in tal modo, il problema dell’esisrenza dei numeri reali
viene ticondotto a quello analogo {ma considerato pin semplice) dell’esistenza dei nu-’
nieri razionali, e quindi, in ultima analisi, degli interi. E’ in questo senso che Weierstrass,
Cantor e gli altri matematici dell’epoca piudicavano if loro sistema (poi battezzato col

'* Da notarc che mentre vengone ammessi diversi ordini di infinitesimi, una analogs distinzione
non vieae {atta per gli infiniti, rinunciando cosi implicitamente a dotate il sistema numerico cosi
ampliate di una coerente struttura moitiplicativa.

Banditi dall'analisi da Cauchy e Weierstrass, gli infinitesimi sono stati reintrodotti recentemente
(e stavolta in modo rigoroso} dz A. Robinson, Nen-Standard Analysis (North-Tiolland, Amsterdam
1966).

s R, Pedekind, Coririnuitd e meanert irraziongii, trad, it. (Stock, Romna 1326).

¢ . Cantor, Uber die Ausdelnung eines Sarzes aus der Theorie der trigononetrischen Reilien,
Math. Annalen, vol. 5 (LBT 2}

e e S B A
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termine pretenzioso di “'aritmetizzazione dell'analisi’ ) pity soddisfacente dellapproccio
assiomatico. ]

Alla Tuce. degli svilippi successivi, dobblamo rilevare che una tale convinzione ap-
pure oggi molto meno giustificata di quanto fosse un secole fa. Vediamane brevemente
i motivi.

{1} innanzitutto cccorre precisare il significato del termine “esiste’ . quando appli-
cato al sisteina dei numeri reali o, se si vuole, a quello dei numeri naturali. Se si vuole
sgomberare il canpo da valulazioni sogpeltive, qualite passilaliel i intuizione o sinili,
occorre interpretare il termine “esiste” nel senso di “non & contddittorio®™. Dire che
esiste il sistema dei numed reali & equivatente dunque ad alfermare che gli assioisi
che Ta deliniscono non sono tra loro contraddittor. )

La castruzione di un madello di B in termini di numerd naturali sembierebhe 1i-
durre il prohlema della non-contraddittoricti di B a quello, analogo ma pii semplice,
della non-contraddittorictd degli assiomi di Peano, o in genere depli assiomi di M. In
realla, una tale riduzione & effetinabiie a condizione cle si supponga acquisila fa teoria
degli insicrni astratti, che entra in maniera essenziale nella costruzione det maodelli.
Poiché anche la teoria degliinteri si pud ricondurre a quella degli insienti, in deflinitiva
{ numeri reali sonc.riconducibili alia teoria degli insiemi, e Ia non-contraddittoricia
dei primi a quella di'questi ubtimi.

Chi conasca anche superficialmente i paradossi e le difficolta delta teoria degli in
siemi converra cerlamente clie non si gitadagna molto col ridurre a questa la teoria
dei numeri reafi.

(2) A cid si aggivoga il fatta che net 1931, i decisivi contributi di Kurt Godel
(1906-1978) alla teoria della dimostrazione'? hanna messo in luce Fimpossibilitd di
dimostrate la non-contraddittarield financo degli assiomi di N aimena se cisi i
mita a procedimenti finiti. Ancora peggiore &, owiamente. la situazione nella teoria
degli insiemi; se, come dice Hadamard, Passenza di contraddizione, pili che diimostrare,
si costata, una tale costatazione non & certo defle pii agevoli nella tearia degli in-
siemi, resa estremamente delicata e talvolta piddtosto tontana dat senso comune da
una serie quasi innumerevole di paradossi.

In ogni modao, il risultale di Godel sancisce Vimpassibilita di una fondazione della
malematica, quanio meno nel senso di organizzazione gerarchica in cui una feoria
sirtira (ciod provatainemde pon contradditiaria) serva da base per la custrozione di
madelli & quindi per Ta dimostrazione defla noi-contradditlorietd di altre tearie pil
complesse. _

Tutlo ¢id che, ab contrario, si pun eitenere & dungue b no-contraddittonicta re-
Litiva: se gli assiomi di N (e 1a teotia degli iusicmi) non sono contraddittor, anche la
teoria dei numeri reali & consistente. E viceversa: la non-contraddittorictd del sistema
di Peano pud essere dedotia da quella dei ceali. B ancora certamente una riduzione di
un sistema a un altro, ma non una rduzione gerarchica dad pili complicato al piu
semplice, guanto invece Una sofla di equivalenza legica (almeno per quel clie riguasda
la consistenza).

Si tratta, in definitiva, di riconoscere clie nan esiste Lina raccia shlla quale potersi
ancorare, ma che al contrario tulto sta sullz stessz barca, € nan ¢ possibile Tasciar
alfondare una parie senza compromettere trrimediabilmente # tutlo.

1 Vedi E. Nagel ¢ I, R, Newman, La prove di Gadel, trad, it (Rosinghicri. Tociny 1961).

* Qui siamo volutlamenic imprecisi; una discussiane pit deitagliain del risabiato di Gidel i
poricrebbe trappe Ionlano. Per una degerizione uo pa’ pit compleia vedi N, Bourbaki Elementi
di storia detie iratematica (Feltrinell, Milano 1963} pp. 58-60.



52 Cupitolo primo

Per il resto, lu scelta del punto di partenzs dipende fondamentalinente da ragioni
di opporiunita: se per Paritmetica e |y leosia dei pumeri & naturale partire dagli assiomi
di N {assiomi di Peanv o equivalenti), to studio dell"analisi avrd invece le sue paturali
fondazioni sugli assiomi dei numeri reali & sulle proprietd che ne discendono: nefla
convinzione che i fundamenti della matematica, se pure vi sono, vaduno ricercati non
tantr pelba teoria degli insienmi o nella inetamatematica {peraltro importanii settori di
ticerca), quanio nei legami e nelle concessioni che le diverse teorie ammettono ira
loro, nonché con le alire scienze.

Capitolo 2

Successioni e serie numeriche

-} Successioni

Definizione 1.1 Sia A un insieme. Si dice successione a valori in A una legge che a
Jgni numere intero n associa un elemento di A, che indicheremo con Ty

tin alire parole, una successione & un'applicazione, o una funzicne,' di N in A,
Essa si indicherd con il simbolo {a,},e y o, pii brevemente, con {a,}, o anche
con {a),a;5,....4,,..}

Esempio 1.1
La somuna dei primi o interd

Aln+}
SW=1 42 4p p= 20D

¢ un'applicazione di N in N, e dunque una suceessione a valori in N. E' chiaro che,
puiché NC R, essa si pud anche considerare come una successione a valori in A. Ana-
logamente, 1y successione definita da

a =

pud essere interprelata, a seconda dei casi, come a valori in Qo in R.
Un’altea successione ¢ data dalla somma dei quadrati dei primi n interi:

43
S 42 b= B 2
sy
Si ha

Al +1)(2nt+ 1)
S,Sl):——.-.___é [1.1]

' Per maggioti precisaziont sul concetto di funzione, vedicap. 3, § 1.
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come si pud dimostrare per induzione, o anche con il seguente artificio. Si parte dalta
formula

G+ 1Y - =30 + 30+,

3e si danno ora a & consecutivamente i valori 0, 1,2, ..., # e si sommano le # + ] equa-
zioni cosi ottenute, {uttj i termini della somma a primo membrao si canceltano lasciando
soltamto

1) =35 435
Ricordando infine Vespressione di S,f” siottiecncla L]} =

Exempio 1.2
Altre successioni sono quelle definite da

p=nt=-2:3-~-(n—-1)n

e, per k fissato, da

o z(:) B k!(nn—!k)l '

che ¢ definita per n 2k 20 quando si ponga per convenzione 01 =1§.
I numeri (k) sono detti coefficienti binomiali in quanio intervengono nello svi-
luppe delie potenze di un binomio (binomio di Newlon):

(a+d)'= (S)a"-l—(r:) - b+---+(g)b"£ il(;)a""‘b".lr [1.2]

k=g

Esercizi
1.1 Calcolare, usando il metodo precadente, e somme
n
SO+ 43041023 3,
i=t -

"

sW=% .
i=1

Dimostrare che

" n i

Ei*=(Z i)

i=§ iwj

1.2 Calcolare le seguenti somme:

(a0 1+3+5+—+2n+1)
(b) 1P+ (241
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{¢) 1-2+2-34 +Fn(n+1)
o]

TR I U
T T A ¥ D)

1.3 Dimostrare che si ha
n n n*F])
+ = .

() ()0

1.4 Dimostrare la formula [ 1.2] dled binomio di Newton (si moceda pe) induzione
usandao il risultato dell’esescizio precedente),

1.5 Dimostrare le seguenti fornule:
n n n "
— + —_ =1y =
@ (o) () 1 (5) e ()
. n n n L A
{b) l)+2(2)+3(3)+ +n(n) ni

*(e) 1-2 (") +12-3 (n) 4+ (n— l]n(n) =nn-112""2
2 3 n
(si ricordi la formula del binomio di Mewion).

1.6 Vegificare che
2

2 3 1 In
O (T o) =),
0 i | n n
2 Limite di una successione

1 concetto di limite per una successione &, a ben vedere, alla base di tutta analisi.
Allo scopo di chiarirle, esaminiamo dapprima un certo numero di esempi.

Exemyprin 2.1

Counsiderimino I suwceessione {1, 12, 13, ., Un, b il coi tennine ;‘;L‘,I'IL‘IiL'U ¢
a, =1/n. 7

Si vede subilo che, man mano che rr aumenta, il termine a,, si avvicina sempre pit
a zera. Pia precisamente, se prendiama un arbitrarin intorae {0, r) &i Q, treti § termini
della successione, a partire da un certo ng in poi, cadranno in J(0, r}. Diremao allora
che il limite delia successione 1/n & zero, e scriverema

.1
lim = =0.
neam M
1l numero ng, come & naturale, dipende dal raggio r dell’intorno scello: pilt pic-
calo si prende quest’nltimo, pilt avanti bisognerd andare prima che i fermini della
successione cadano tulti in £{0, r). Nel noslro caso poi, 11, st pud calcolare esplicita-

mente; nfalii il termine a, =1/ cadrd in K0, r) non appena /i sard minore dir,
1
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e duigue quandu s 2> 1 1o defmiliva,

si pourd prendere come g il vafore lir, 0
il precisamenie, dato che ny

& itero, il pid piccelu intero maggiore di | Jr.
Lu sitwazione é analoga se si considera fa successione

R R O
B S }

Anche stavelta la successione tenile g zero, con b sola differenza clie | suof Lernin
suno aliernativimmenle maggion ¢ minori di zero, w

Esempio 2.2
Cousideriamo la suceessione

2 per o a pragi
|
Hln 1LY pern dispari,

oppliie, per esleso,

1,1
2! I4!2)613|"‘ -
Anche qui é fucile riconoscere che
lim a, =0;

K~

infatti, comunque si prendy un intome (Y, ryde
certo Ny in poi, cadranno in {0, r).
-A dillerenza dell’esempio precedente,

o zero, tuttf gli a3, a partire da un

la distanza del termine a,, dul limite detfa
successione non diminuisce al crescere dj o =

Esempio 2.3
Siaa, =nf(n+1). Se si scrive

nen ¢ ditficile vedere che

lim o, 1.
e

Intfatti 51 ha

e quindi, se §f prende un arbitrario intorno | CE, 7Y i 1, medni § numeri o

. Cadranne in
essa, frunne wl pin un nuniero finflp, =

T AT
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Analogamente, la successione

e
cll =

P+ 2a—1

ha come limite L.

Se si scrive

n—1y
nt+2n-1

au:!* “ins

busterd dimostrare che ry, tende a zero. Ora si ha
0r, <-—
gt 2n-1
N . s 0<r
¢ dunque lim r, =0. [nfatti, preso arbitrariamente un numero €20, si avid <7,
n =0
e 2 ) .
a si 8 —. MNe segue, per questi valori di n:
< ¢ non appena si prenda n>> P N segue, per q
lay — 1 =r, <e,

i artire d: = i i A1 ENRONO
¢ quindi tutti i teemini della successione a,,, a partire da #o 2/e in poi, app g
all'intarno f{1,€).® :

fsempio 2.4 N o
Vogliamo trovare il lim '{fp—, quando p & un numero reale positivo. Rivordiamo

P -

che se # & un numero reale, 22— 1, allora per ogni intero positivo # risulta:

2.1
(0+RY' =1 +nh [21]

vedi cap. 1, esempio 6.1). _ i )
( Cid premesso, passizmo allo studio della successione \/rp; , & suppaniamo p> |,

In tal caso anchc'{/;> I, e quindi si pud porre
Yp =1+h, h, >0
Vogliamo adesso valutare i termine k. Si ha, per fa [2.1],
e={1+h,Y'21+nh,

e quindi

p—1
U<hn-.<_T .
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Si vede allora subito lim f, =0 ¢ dunque

-

lim Vp=1. - {22}

fr—s v
Se p & minore di 1, si pud scrivere

]
1 ¥k,

Vp= k,>0

¢ si ha, sempre per la [2.1]

- 1 R
(1+k&, ) 1tnk,

r

da cui

tip—1
U<k"€%—,

e dunque la [2.2] vale anche per 0<{p <. =
Esernpio 2.5. La progressione geometrica: a, =a
Cominciama col considerare il caso 0<a<C1. Si pud porre: a=(1 +A4)"! con
h>0 e quindi
0<a=(i +h)y "< +nh)! <n—1].
Poiché ) dipende solo da & {e non da n), si pud immediatamente concludere che
lim o =0.

-

La stessa conclusione vale per — 1 <a<{0, in quanto si ha

lim o™ =0.

o

Sea=1tovioche lim & =1 date che a” = 1 per agni .

e

Sea>|,postoa=1+hsihaa” 21 +nh
Si vede allora che, comungue si scelga un numero M, tutti i ternini della sueces-
sione, a partire da un certo indice ng in pol, saranno maggiori di M.
Esprimereme cid dicendo che
lim " =+e a>1,
R
Infiste, se @=—1, la successione & non tende a nessun limite, dato che assume al-

ternativamente i valori ~1 ¢ -+ ],
Analogamente, se a<{—1 j termini " saranno alternativamente positivi e negativi,

e N e e e i
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mentre jal” tenderd a + oo, cosicché non esisterd il limite di o' . Riepilogando,

0 se —1<a<] .
1 se a=l
o too g a>|

nonesistese g <—j. =

Esempio 2.6. La serie geometrica
Sia q va nuanero reale e sia
1 n-t
" .
sp=l4g kgt g =R gf
i=a
la somuna dei primi # termini delia successione geometrica di ragione g.
Vagliamo vedere che cosa accade quando si [a tendere A all'infinito. Per questo
ricordiamo che si ha

il

_1=¢" 1 4
T g 1-q¢ l1-gq°
Se g & wun numero compreso tra —1 e 1, la successione ¢, e quindi anche ¢" /(1 —q).

tende a zero.
§i ha dunque, per {gi <1,

R B
(111] Sn—

- l-q°

1l limite delle somme 3, si indica anche con la notazione pib suggestiva

e si chiama somma defle serie geomeirica di ragione g.

Fsempin 2.7

H a . ¥ . . a .
Sia a,, =/t Per culcolase it linite di questa suceessione Farena uso ¢i un piccolo

artificio. n
Poniamo b, =Va, = l’ V. Sen>1,sihab, > equindi b, =1 +h,, con i, >0.

Usandeo al solito la [2.1] troviamo

Vi =80 =(1 +h, Y =1 +nh,

e guindi

x/rT—1< _
4 N

h, <
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Ma allora:

i 3
F<a, =L =1+2h, +)} <1 +2—+—<|+———

Vi oon Vi

da cui segue inmediatamente

Y '\',/;=1.!

IR

Exempio 2.8

Si vonside la suceessione g, =i + | —+/ir Vogliamo far vedere che lim a, =0.

oo

{huesto ¢ evidente se st moltiplica e si divide pe RN ). Inlutii:

N S\ LR )| SR B S N
Vati+va Va1 + a

Esempio 2.9
Vogliamo calcolare il linite detla suceessione

2,=n4""
cond >l
Se poniamo VA =1 +hsiha
(VAY' =(1 +h)" = | +ah>nh,
da cui
A >t H? .
Ma allara

P
At nh

oo

¢ dunque, se d > 1,

{ -

ITEVRT O e VO

Ll

Eserciei

2.1 Dimostrare che

Suceessiivnd e serfe mpieiche 47

Calcolare i limiti, per n—oo, delle successioni seguenti

Yot
() n - ot}
n +3
3
n’ +b6n
by~
30 +2n+2
2
rnrn
& 25
18,
() -5 Z %
"=l
]
(o) -2n 1
n tn-y
n-~'n
(n

2.2 Dimostrare che

(1) tim Va®=1

e
1
(b) bm !L" =0
e

R nl
(«} lim —- =0

-t
1 1 1
@) Jim { o ———— h ok 2}=0
n—= L a? (n+ 1Y (2m

1 I 1
. . —— f ——— - =+ oa
(e} Jim {\/; Vit Vin } :

(D) i (Vat k\/;;)\/n+-2=_;..
e
(g) tim =0

|
L 1.

3 Limite chi una successione (continuazione)

Possinmo ora ricavare daghi esempi riportati nel parzgrafo precedente una defini-
zione rigorosa di limite di una suecessione.

Definizione 3.1 Siv {a,}, e n ura successione a valori reali e sia L ER. 8i dird che
il limire delln successione a,,, per v tendente all'infinito, ¢ L e si scriverd

hm a,=1.

-

se, per ogni intorno [(L, r) di L, esiste un numerc reale v, tale che per ogni intero
n>vsiabbiua, €L, r).
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La definizione 3.1 pud essere riformulata variamente. Non & difficile costatare ad
esempio, che le seguenti definizioni sono equivalenti alla precedente:

(A) S{ ha lim a, =1 se per ogni €20 esiste un munero reale v iale cle per ogni

n—+e

interg n>>v si abbia |a, — L] <e.

(A} Siha Bim a,, =L se, per ogni intorno I{L, r) di L, rutri gli a,, tranne al pii un

"ne—-

numerg finito, apparrengono a (L, r).

Una successione che ha limite finito si dice anche comvergente.

Lsempio 3.
Torniune, per un momento, alla successione dell’eseinpio 2.2:

per i pari

2fn
g, =
1{n+1) perndispari

e dimostriameo, in base alla definizione, che lim 4, =0.

s o
Per questo basterd asservare che per ogni n €N, risulta 0 <a,, < 2/n.
Se fissiamo allora un intorno {0, r) dello zero, avremo che a,, €/(0, ) non appena
si abbia 2/n <re cioé non appenan>p=2/r. m

Proposizione 3.1 Una successione non pud avere piit di un limite,

Dimostrazione. Sia L = im a,, € sia P un numero reale diverso da /.. Se si prende

£t on e
r=|P—L|f2, i due intorni J(L, rye S(P, r} non hanno punti in comune, Daltra parte,
per la definizione di limite (A;), sole un numero finito d¢i punti @, pud cadere
Tuari di f{L, r), e dunque in I(P, r}. Ne segue che P non pud essere limite della sue-

cessione g,,. ®

Una successione {a;, } si dira limitata superiormente se esiste un numero M tale che
per ogni # risulta g,, <A, in altre parole se siha:

sup a, =sup {g,; n €N) <+oo
neN

Analogamente, {a,,) si dice limitata inferiormente se inf a, > —eo e infine si dice ii-
n& N

mnitaia se ¢ Himitata sia superiormente che inferiormente.

Proposizione 3.2 Una successione convergente & limitata,

Dimostrazione. Sia L=1im a,. Totti gli 2, a partire da vn certo 215 in poi, ca-
drannoin f(L, 1) e

Successioni e serie numeriche 8.7

Se si pune
M=|a;|+|a,|+---+Ia,,°§+IL|+ I:
sif1a

la, | <M, YaeN. {3.1]

Infatti, se m<<mq, Ja |3.1] & ovvia; mentce, se #2> 1, allora @, apparticne a f{/.. 1}

e quindi la, | <A +la, ~LI<IL| v} =

Osservazione 3.1, A causa delb’afTinita lessicale pud sorgere canlusione tra le af-
fermazioni “la successione {r, } ha limite™ ¢ *“la successione {g, } & limitala™.

Abbiamo vista che vna successione che ha Limite (Tinita) & limitata (proposizione
3.2%0 viceversa perd non & vero, come si vede considerando 1a suceessiane ({~1)7].

che & limitata ma non ha limite (vedi escinpio 2.5). m

Passiamo ora a considerare il caso in cui la successione [a,,} abbia limite infinilo
{vedi esempio 2.5).

Definizione 3.2 Diremo che la successione a,, Ia limite + o0 ¢ scriverema

lint a, =+

norw
se, per agni MER, esiste un numerg reale v tale che, per ogni intero n>> v si abbia

a, > M. : [3.2]
Analogamente st dird Vche _

lim a,, =—.

n==o

se, per ogni K & R, esiste un v € R tale che, per ogni intero n > v si abbia:

a, <K. {3.3]

E' evidente che basterd verificare la [3.2] per M abbastanza grande (ad esempio per

"M>0Y cla [3.3] per K <0,

Esempio 3.2
Siha, pera>1:

lim {n —a”")=-0c0,

NI

Abbiamo gid viste che tim sfa” =0 (vedi esempio 2.9); dunque da un certo nrg in

i

poi sard o™ <§/2, ovvero #n <a'f2.
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Ne sexue che, per w2 ug,

| 1 "
- " —_-— — —_——— —
neu s a'l < 3 {I +n(a—1)}< 2{& 1}
Se si prende allora K <0 risulterd n—o" <K nonappena #Z>y & - ; {a-1)<Kciod

IEOTL AP N
. -1K
HZp=mux {Hy ——— . ®
o= |

Osservazione 3.2, Si possona vaificace le definiziond di limile date finora se si
chigmano fnforaf di +oo le semirette (M, +o0) e fnrornidi—oo le semirette (—oo, K). »

Con queste convenzioni si ha fa seguente

Deflinizione generale di limite. Diremo che la successione f{u, ) ha come timite L
{finito, e o —oco) se per vgni intorno [ di L esiste un v ER 1ale che perogni n>v
siubbia a, €1

Esercizi

3.1 Riverdiamo che len (a2 —2)(3n* + 1)= 1/3 {vedi esercizio 2.1). Trovare un

"=

v tule che per opni n 2> v la distanza tra (n? ~a}y3a' + e 1/3 siz minore di 1710 {di
1/1000; d1 1/10° ),

3.2 Dimostrare, usando la definizione, che

. n
lim = Q.
3

BT
3.3 Usando Ya definizione di limile, riesaminare @ limiti del parsgrafo 2.

3.4 Innostiare chie 1o successione

wp gy M
= O

son ha lboite.

*3.5 5i sostituisca b Irase “la successione {4} non ha limite” con una frase equi-
valente in cui non compaia la parola limile né alcun suo sinonimo.

3.6 Dimostrure che se ta successione {a,} ha limite L, la successione {{e, |} tende
a |L]. In quali casi vale il viceversa?

Successioni e serie numeriche 65

4 Operazioni con i limiti
Dalla definizione di limite si deducono senza difficeld le seguenti regdle di calcolo:

Proposizione 4.1 Sieno {a, } e {b,} due successioni convergenti e siano u e b i foro
{ineiti. Affora: ;

(i) lim (a, +b,)=etb:

oo

Ga) N fa, ~bg)=a - b N
1

(a2} lim a,b,=ab,
L/ adiad

=]

. .. . - . , . ) nooa
(a) semutriib, el lore imite b suno diversi du zere, si ha lim B = s
¢ Bl "

Dimostrazione. Dimostreremp solamente le proprietd (1) ¢ (jo); le dimostrazioni
di {j1) & (2} sono pia semplici e vengono lasciate per esercizio. Cominciamo dalla
(j1}. Si ha: ’

y by —ab=ay(b, f‘b} + b(ﬂ,, .,a)

e quindi, ricordando che la successione {a,} ¢ limitata, ciod che M=sup ja, | <+ oo,
si pttiene

la,, b, —ab| <Mb, —b]+|bl|a, —al|.
Sia 112> 0; esisteranno due numeri reali v, € v, tali che

la, —al<n, Vn>up,
b, —bl<n, ¥u>u,

¢ guindi, per 2> v =max (V,, r,), si avrd
lay, by —ab| <M+ {6y
Presw €220, se si sceglie n=¢e/{M +|b{), si conclude allora
lay, b, —abl<e, Va>yp .
5 r[uind.i

lim a, b, =ab.

Lt

Venimue ora alla (35). Cominciamo col far vedere che, nelle iputesi assunte,
successione {176, ] & limitaa. Infani, poiché {b, | tende a |b] {vedi esercizio 3.6} ¢
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15150, si pud prendere r=[51/2 nella definizione 3,11 ne scgue che esiste un munern
g a partire dal quale tutti i termini 14,,| appastengone a K{|5], 151/2} e dunque in
particolare

|bu|>lb|f2 VH>H0.

Se allora si prende

i I 1 2
M= N YT
o {w,i' ol T M}

o

. 1
risulta ] <M.

ra siha

n a

B, b

|4, =5

anh—b,a _
by

blay —aYd-a(b—b,) I Mlal
—al b ——=
b, | < Mla, —al ol

¢ la dimostrazione proscgue come sopra. »

Risultati analoghi si hanno quando uno o ambedue i limiti soro infiniti; si dimo-
stra in questa caso che

(i;) se a,—>+e ¢ p, &limitata inferiormente, allora g, +b, > +oa,
(i2) s¢ ay>—e e b, &limitata superiormente, allora a, + 4, = oo,

hy) se ay>+tea e b, +1 >0, allora a, b, e,

(hy) se g, >+ e b, =L <0, allora a,b,—+ ~o,

(hy) se a,~+—°° e b, >L>0, allora a,b, +—roo,

(ha) se ap—=—v0 e b, =L <0, allora a,b, >+ oo,

(k) se a,—~+r- allora e, =0,

(ky} s¢ @, 0 ed ay #0, allora 1/[ay] = +oo, In particolare, se @, ~Q e @, >0 per
ogni n €N, allora 1/a, = -+ o=,

In generale, niente si pud concludere nei casi che non rientrano nella tabella prece-
dente ¢ ciod per le cosiddette forme indeterminate:

Vediamo ora come si comporta {'operazione di passaggio al limite in relazione al-
I'ordinamento dei numeri reali. Otterremio, in questo senso, due notevoli risultati.

Teorema 4.1 (dei due carabinierd) Siano {a,,), {bnle fc,} tre successioni verifi-
canti la relazione
a, Sb, Scy,, VneEN, [4.1]
se a,, ¢ ¢, tendono verso fo stesso limite L, allora si ha anche

lim &, =L.

R~
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Dimastrazione. Sia Iun intorno di L; poiché lim a, = lim ¢, ={, allora tutti pli

H—- e

@y e ic,, tranne al pit v sumero finito, appartengono a f. Siccome 7 & un inter-
vallo, dalla {4.1] sepue allora che tutti i &,,, tranne af pid un numero finito, sono in f
¢ quindi fa tesi. m

Teorema 4.2 (della permanenza del segno)} Se L= lim a,, >0, allora tuiti § termini
A

@y, franne al pitt un numero finito, sono positivi

Dimostrazione. Tutti gli a,, tranne al pid un numero finila, apparlengono a
(L, L), ciog all'intervallo (0, 21.). m

la manicra del tulto simile si dimosii che s lim ey, > A<M |, oflone esiste un
por o

wimera v tale che per ogoi 02 risulia a,, > MM}
I risuliati di questo paragrafo sono molto utili per il calcolo dei limiti, come si pud
vedere daj seguenti esenipi.

Esempio 4.1
Per A > 1 risulta

lim n? 47" =0.

ot

Infaiti si ha

n AT = (VAT
e poiché VA > 1, lim n VA" =0 (vedi esempio 2.9) cosicché per Ia (j5) si conclude

Htw
che n? A7 tende a zero.
In maniera analoga, osservando che

Xk
WA= A
sidimostra chese kK duninteroe A>1:

Jim u* A" =0

o

Iafine, dato che se BER ¢ [B] & 1a parte intera di 1,7 visulta:
,,lﬂlg"ﬁg;,,lﬂl'l‘
si deduce dal teorema 4.1

tim nfA" =0

]

A>1.= _ (4.2]

' 5 clyiama paric intera di g iF pill grande intero che nen supera g; ad esempio |\5]=| e
fomi=-4.
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Esempio 4.2

Risulta

liam {V;‘; =1, YaER.

o
Se o & un intera positivo, allora, tenulo conta che
n - I -
Ve = Vi ),
- . . . P - . M -
it risuliiio si ottiene dalla {,), vicordando che lim Mn=1.

11— o

Daltra parte, se o & un inlero negativo si ha
Vi =(Vney !,

e la tesi segue da quanta detto sopra e da (j, ).
Infine, per o arbitrario, si ha

r{/n—"ﬁé r{/u_aé r\/] ulal+i

e per il teovreing dei carabinderi risulta di nuovo

lim Vae =) =

e
Esempio 4.3
Sia {u, ) unu successione divergemie:

fim a, =+ =

oo

Altora, se A > 1,

{ulatti, s si pune VA =1t i1, 1isulla

VA" (1 e S (01 M) e L B,
¢ dunye

Atz i a, 2
Si ha allora

T i u,, |11
LRSS ]

A ha, T bt

Capitelo yeconde

[43]

da cui segue subito s [4.3]. Ragionanlo poi come nel’eseinpio 4.1 si conclude che,

Supcessiony e serie aumeriche ol
perogni BER,
al
lim — =0 A>]|. = : [4.4}
a-r= A%n
Esempio 4.4

Scgue facilmente dadla {4.4 che

tog n)®
{lugn) =0

lim e ' «>0, feR. 4.5}

Sia B la base dei Jogaritmi, e supponiama B> |, Posto a, =logn,si ha n* =89 ¢
dunque si pud applicare la [4.4] con A=8%>>1. Lo stesso risultato sussiste se 0<B <
<1 in quanio logg x = —log,, g x. = A

o

Osservazione 4.1, 1 limiti [4.2] ¢ {4.5] e I'esercizio 2.2 (g) descriveno il modo di
andare allinfinito {quando n va all’infinito) dei foparitmi, delle potenze, dali’esponen-
ziale ¢ del fattoriale di n. Possiamo osservare come il logaritmo di a vada all'infinito
pil lentamente di qualsiasi potenza, questa pil lentamente di qualsiasi esponenziale
{ovvizmente con la base mapgiore di uno), ¢ infine quest’ultimo pid lentamente del
fattoriale din. m

Esercizi

4.1 Dimostrare le (3;) e (i, ) di pagina 85.

4.2 Dimostrare le relazioni (i), (h) e (k) di pagina 66.

4,3 Dimostrare che per ogni o, € R, e per agni A > 1, risulta
n(ogn ¥ )

i T T 0
Ho—e - A

4.4 Calcolare i scguenti limii:

n

(a2} lim /27 43"
n—+e
5 a2
b lim
(b) n—res rt+ 1

(©  lim So2
[ Bt ] %1_
{d) lim (\fnz +2n=1 —vnt+2 )

]
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(e} lim n( ]+~l— —l/]—lJ
et n n

RN L
n fim A3
n-re P+ 3T

(g) lim Vat

]

5 Serie numeriche

Un caso particolare, ma di notevole importanza, @ quello delfe serie.
Sia {a,,} una suceessione di numeri reali; ponjame?

¥ =a,

5y =a, +a,

n
S =a, ta;t-ta,= L a
i1
La coppia di successioni’({a, 1. {5, 1) si dice serie di termine generico a,,, ¢ si indica
con il simbolo

Z a, oppure con Za,,

n=i
I numeri a,, si chiamano termtini della serie, mentre le 5, si chiamano somme parziali
o ridorte della serie.

Definizione 5.1 Diremo che Iz serie T a, ¢ convergente se esiste finito il limite

detle sonumne parziali: net

lim 5,=5s€EAR.

=t

I tal caso, il numero s si chiama somma defla serie, e si scrive % Uy =5
=

Quest’'ultima natazione pud sembrare ambigua (e in effetti lo &) dato che lo stesso

simbolo
Z a,
n=1

sta a denotare sia la seric, cioé la coppia di successioni ({a, ], {s, )}, sia la sua somma,
che & il limite delle somme parziali 5. In genere, perd, il coniesto sard sufficiente a
deciders a quali dei due significali ci si riferisca di volla in volta. Accade spesse che
invece di. sommare la successione [, ] a partire dal termine di indice 1, si cominci dal

? La suecessinne §n si pud anche delinire per ricorrenza: 5, =a,1 5y 055, + ay,.

IH
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terining ag, o da un aliro terimane qualsiasi. come ad escimpio da a.. Nel prime caso

le somme parziali cominceranno dal termine aq:

H
Sy =agta, . 5, =X,

So =Ta)
i=0
e nel seconda daa,:
"
547840 SgTag tagi 5, v Eap
i=q

Un esempio di serie convergente é, come ahhiamo vislo, 1a seric peameltrica
z & [5.1]

con— 1 <a<l.

Le serie non eonvergenti si dividono poi talvolta in serie divergenti, quando il limite
delle somine parziali & koo, o —ro {ad esewnpiv la serie geomelrica cona 2 1), ¢ inde-
fermingte, quando la successione delle sommne parziali noo ha limite (comne la serie

geomcetrica conass— ).

6 Limiti di successioni monotdne; serie a termini positivi

Un posto speciale nella teoria meritane le successioni monotane, e cioé ko succes-
sioni crescent! o decrescenii.
Definizione 5.1 La successione {a, } si dice crescente se
Oy Slp,q, VYREN. [6.1]
Se poi nelia [6.-l |51 fia sernpre la disuguaglianza stretta, e cioé
YreEN, 6.2}

I R N

la successione {a,, ) si dira sirettantente erescente.

In maniera analoga, si chiamera decrescente una successiane %, } pes la quale
ay 28y 4 VneN

(strettamente decrescente se si ha sempre d, >d,,4; ).
Si ha il seguente

Teoremn 6.1 Sia (a,} wna successione crescente, Allora esiste if timite della stuc-
cessipne € 5i ha ‘

lim n,= sup a,. [6.3]
"o neN .
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Ditnestrazione. Sia .= sup a,,. Comiuciamo a considerare il caso £ < -Fes. Risul-
s . . L HEN
tera ovviamente, per g > 0,

VneEN.

A

ia

]

L<L be,
Draltea pacte, poichd 4 ¢ noen & un maggioante (siricondi b definizione dt estremnn
superiosc), usisterd e, tile chie

a, >L-e
Poiche la successione a,, & crescente, si avrd, per n>ny,

ay >""’nu »1-e,
e guindi

L—e<a, _<L +e, Ynlng,
cosicelié lingy a,, = L.

-

Se¢ invece L= o, la successione 4, non & limitata superiormente; fissato M€ R,
esisterd allora un sy tale che fn, > M, e quindi, ricordando che 12 successione é cre-
scenle, :

8, >a, >M, Yn>n,,
¢ la [6.3] & dimostrata anche in questo caso. »
Con lo slesso metodo si dimostra che se {o,,] & una successione decrescente, si ha

limy i, = ini" a
"o nEN

mn-

Osservazione 5.1, La conclusione del tegiema precedenie shssiste se s suppone
soltanto che la suecessione {a,, ) sia definitivirnente crescente, e civé che esisia un
intero e, tule che

Uy Sty VHZn,.
In tal caso, si aved

lien a, = sup oo, . ™ [6.4]
Ll Balad o ”I
In generale, si dice che una successione {a,,} verifica definitivamente (o dr un certo
puate i pof) uia refacione se esiste un inters n, tale che 13 deta relazione sta soddi-
shaten per ugni n 2 0, Ad esenipio, la successione {\/r_r_}é definitivamente maggiore
thi 7 (st =50}, mentse lu successivne mfia? + 8} ¢ delinjtivamente decrescente, come
surd utibe esercizio verificare,

U risubtadi riguardanti i Himiti di successiond restany validi, con le dovute piceoke

e e
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modifiche, se le ipotesi si suppongono verificate solo da un certo punto in paj. E’
questy il caso del teorema 4.1, come pure del teorema &.1, che ha dato lo Splintu per
questa osservazione, ¢ di molti dei teoremi seguenti, il cui csame & lasciato af lettore. w

W teorema 6.) assie un posto di rilievo nella teoria delle sexie 4 termini positivi,
Se i una seric La, (et termini suno positivi (o megliv non negativi), la successione
delle soimene parzieli sard crescente; eisulierd infacti

Spa1 =8 ta, . 25,

Si pud concludere altora che la serie T a,, non pud essere indeterminata, ma sari o

convergenie (se la successione {s,]} & limitata, ovvero, se sup 5, <+o2) oppure di-
. nEN

vergente (se sup s, = +ea), Per le serie a termini positivi, il problema della conver-
neEN

genza si ridurrd dunque a cercare un maggiorante per fa successione delle somune
parziuli. :

Teorema 6.2 (criterio del confronte} Siano Za, e £ b, dueseriea termini positivi
Supponiamo che esista un intero ny tale che per ogni n ng risulli

2 <b,.

Allora, se la serie £ by converge, convergerd anche Iq serie Za,.

Dimostrazione. Siano (5.} e {0,}1e somme pacziali delle serie Ta, e E by, iispet-
tivamente. Si ha, per n>ng,

n
SP‘I =sﬂ. + E
f=n,+1

n
4Gsi,, t+ I b=y, +a, ~a,, .
f=n,+1
Se si indica con o la somma della serie by, si avra dunque

S <Sn, Ty, +o,

cosicehé fa successione (s, } & limitata. Per il tearema 6.1 , essa & allora convergente ¢
risalty inoltre

558y, ~u,, to.m

Anche se & equivalente alla tesi del tecrema 6.2, varri la pena di notare che se Ja
seric & a,, diverge, divergera anche [a seric Zh,.

Esempio 6. {
La serie a termini positivi

Zna™, a>1,

H=1

é vonvergente,
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§i ha infatt *£.2 Sianoe, e b, due numeri positivi, con a; <b,. Si ponga
R R L I + 5
na i a . ay 1
ay=Vaghy, by =— 3 '
tim na™¥1=0 {vedi esempio 2.9). g
e ; e pern=23, .,
Esistera ra un infero np tale che =/ 1
S ra allo nintero o le ch [ =iy hn- b:nl :5 {ﬂn + bn }

na—m’l< i
Si dimostri che le successioni {a,} e {b,} convergono allo stesso limite £, che
pei ognin = ng, e dunque, per tali o, prende if nome di media aritmo-geometrica dia; e by,

- -nl . . e .
ng™" <a . 6.3 Siano a, ¢ &, due numeri positivi, con g, <b,. Si ponga, pera =1, 2,..,

-1/ 2 . . . . —1¢2 . 1a. b
coaverge, essendo una serie geomelrica di ragione o (vedi o~ nn e
. & a - bn#l =V, hn .

Poiché Ta
mn+f ’
ﬂ" I- h”

esempio 2.5), convergerd anche 1a serie data.
‘
Dimostrare che le successioni cosi castruite convergono allo stesso limile.

Esempio 6.2
I.a serie esponenziale ' 6.4 Sia {ﬂ,,} una siccessione a termind positivi. $i dimostri che se siha
- . LR __7
b _]I [65] lim T_ =1,
n=0 -t n
¢ convergente. R akora
. mw _
Infatti. risulta lim 2" fn!=0 (vedi esercizio 2.2 (g)) :‘_‘l Va, =L.
b

*£. 5§ Dimostrare che esiste il limite L della successione
] 1 + ] 1
i = e——— re —

WEYIT T A In

¢ dunque esisterd un numero nt, tale che

1

n!

<27 Vazag,

e che risulta

(in effetti risulta 1y =4). Poiché la serie a secondo membra converge, convergera an-
che la serie iniziale. La sua somma & un numero che ricarre spesso nella matematica, 1 <r<
3 .

e si indica con €:
6.6 Dire se convergono le seguenti serie:

e= 5 -1 .
n=6 ‘" H = Pt - H - )
A R S N
n=l s" ney Al ne=l
=t -
Esercizi : Z—, Zafa" @1,
' n=i =1 }

i

.1 Dimostrare che uccessione definita come segue: . . b ' .
6.1 Di las ° E 6.7 Dire per quali valori di x ER converge la serie

a; =0, aki—k:“'z"’akv k=1,2,.. i E: gHx
n=o

& convergente, e §i ha

lim ag =1

k—ven




76 Captolis secundo

7 Due numer particolan: ¢ ¢

Abbiamo incontrato la costintte ¢ nell’esempio 6.2:

(7.1]

e =
k

w M

1
- *

o A
Ne disculeremo ora sleune ubteriori proprield; in primo Juogo, dimestreremo che si ha

e= i (l+%)". [7.2}

L il

Cominciumne col dimostrare che la successione T, =(1 + 1/n)" & crescente, Risulbla
infatti, Jalla formula del binontia,

L)) l 2 fnt] k 1
8 0 BOE0R)
!” k=4 (k) ”k k= k nt1 ”k_

k

Mediante la [2.4) con b =- W>m] , Si oitiene
K x
K i _{n
}_rH’Ig(l rr-i-l)_(n-H)

e quindi

k
I (ntl n | A futi 1
'1'42( )( )——=E( )——<
S T ¢ L N T S O (n+1)*

nEb 1
<E (" - =Tuu,
Kx0 {r+ 1}
- cosicehé la successione T, & crescente.
[n secondo luogo, osserviamo ehe si ha

mn=1) . (n=k+1) I

m o1

¢ dunque

Per il teorema 6.1, la successione {T), } ha himite finito T, e risulta T<e.
Ber dinostiare che T'= e, si osservi che, se n2>m, risuita
non{n—1)..(n—k+1) 1 monn—1)...{n-k+1) |
Ta= X p ek k e

k=0 n
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Se ora facciamo tendere # a + o0, ricordando che, per k=0, 4, ., m

'

u{n-1) . {n-k+41) -

ling
JIRR ALl H

vttenigne

per ogni intero m, e quindi, passando al limite per m -+ +oa, T2 e, Poiché si era gia vi-
sto che T'<e, st conclude infine che

2ol 1y
e=X —=1lm {1+=] . {7.3]
M .

Veniamo ora al caleolo approssimato del numero e, Vogliamo valutare l'errore che
si commnetle se si sostituisce a e il valore approssimato 5, Si ha

. i 1 L 1 _
Swam8,= {(n+ 1)} {n+2) + {n+my ~
1 ) i
= + e
(n+1) {I n+2+ +(rr-i-2)..<(n+m)}'
€ quindi

. 1 ] 1
< ¢« e
" +in ;;:\ {” + ])I {I + (”_!_2) + + {’!_*_2)!:1—1. } <
< | 1 - 1 nt+2
{(n+ 1 l___1__ (n+1)} n+t
n+?2

Se ora si passa al limile per »1 -+ oo, s otliene

. 1 n+7z I n+2
0D<e-85, < =—
€ n = (}I + ]}] el ! (H + i]'l

¢ quindi, in definitiva,

g e b
0<e=s, <o [7.4]

Dalta [7.4] sepus che e & irrazionale. Infatli, se fosse e=plq, con pe g interi prini tea
di loro, si avrebbe
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e, moltiplicando per ¢!,

£ 1.1
D<q!(——$ )<—_
g 1 g
Ma ¢1(plg—S,) & intero, & quindi I'ultima relazione ¢ impossibile.
Veniamo ora af secondo dei numeri in questione. Geometricantente, 7 & I'area del
cerchio di raggio 1. Cosi dicendo, noi accettiamo come evidente che tale numeso esi-

sta, ciod che I'area del cerchio possa essere espressa con un numero reale.

Indipendentemente da questioni di rigore, questa definizione perd non & di alcun;

aiuto quando si vuol calcolare il numero 3 in questo caso, occorre fifarsi a un qualche
metodo di approssimazione per I'area del cerchio.

Se si inscrive nel cerchio un poligana regolare di s lafi, e si indica con 5o(=%)
Fangolo al centro (vedi fig. 2.1} e con A,,, Parea del poligono inscritto, risulta

L .
—=—msinyg.

¥,
A,"=mcosism2 3

Se arn si passa al poligono di 2 lati, I'angolo al centro ¢ st dimezza, e dunque:

LY
Asm =msmE.

Ricordando che 2 sin? —2- =1 —cos v, si pud climinare ¢ c olicncre

7 sinlef2)

-

-
<G
~o cos{p/2]

Figura 2.1

’
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Posto m =2" ¢ f,, =40, la successione {f, ], che ¢ ovviamente crescente, verilica
—gh-1i{1 |/ S 1-nr1
fn*] =1 ! 1 - 1 -4 f“ -

La successione ([, } & anche limitata (ad esempio, f,, & sempre minare di 4, I'area del
quadralo circoscritto al cerchio), e quindi P'area del cerchio si puo ollenere come
limite della f,,:

17.5]

n= lim f,.

n v

Poiché f, =2, si possono calcolase via via i termini della successione f,, clie approssima
#: si ha ad esempio f, = 232 fa =306, /=312,

Occorre comunque rilevare che per il calcalo di 1 non viene utilizzata Ia successione
{f,.] ma si fa uso di espressioni derivate dal caleolo differenziale (vedi cap. 6, eserci-
zin 6.3).

Esercizi

7.1 Dimosirare, usando 12 {2.1], che

l M
lim 1—— =1
sm (1-25)
7.2 Siprovi che

H
. 1 1
limn (1 - -—) ==
N n e
(si pud dimostrare direttamente, o anche usando il risultato precedente].

7.3 Si dimostri che

R% 1y"
lim (1+—;) =1, Iim(l-—) =0.
e, n - n

8 Potenze con esponente reale

Tutti sanno perfettamente che cosa significa il simbolo A (0 A% con k intera); si
tratta infatti di moltiplicare A per sé stesso 4 volte (o k volie per oltenere A*). Ma

qual ¢ il significato di Zﬁ? Certo non il prodotto di 2-per 5é stesso /2 volte.

Vaogliamo dare qui una delinizione pii rigorosa della potenza can esponenle reale;

come si vedra, essa & meno ovvia A quanto possa sembrare a prima vista.
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Osserviamo immnziutte che ¢ possibile definite a potenza con esponcnie reale
(i mado che st conservino be usuali repole di vperazione) solo se ta base & positiva.
Bastera jnuelice limidarsi al caso A > | dato che, se 4 < |, poniamo )

A% (a7

Abbiame visto che nou c'¢ problema guando o é intero. S¢ o é razionale, con a=n/m

14

$ipud definire A7, mediunte il teorema 4.2 del capitolo 1, come quell’'unico numero

positivo o tale che a™ =A. Cib fatto, si pone
Amm - (_1 Leam }n .

Allo stesso risubtato si sarebbe giunti eseguendo le operazioni in ordine inverso. Sia
infattia=A"":si ha
{an )HI = [u”‘] )Fl :/I”,

e dungue ¢” = (A" ovvero

(AMy = (A [3.5]

Abbiamo cusi definito 47 per qualsiasi nnnero razionale r. La potenza ha le seguenti
propricld.

(P A0, AT>1 per
(P2} A"AT=7"5,

r>0 (siricordi che 4 > 1),

la prinia delle quali & ovvia, mentre Paltra st dimosira facibente riducendo r ed s atho
stesso denvmijnitore.
Dalle (P,) e (1) seguie subito che

(P3) se r<s, allora A"<A*.

Meno immediato &, invece, mostrare che

lim A%n =y,

e -

(Ps) se ¢, =0, allora

Allo seopo, ricordiamo che si ha

lim A" =1

N
{vedi esempio 2.4}, cosicehd, per agai €20, esiste un intero ¥ tale che
ERSES IR

Brultra parte, siccome g, —+ 0, esisterd up numero v tale che, per ogni 42> v, siabbia

i
le <

v

T i e e e e o i et e & oot 4

L1}

Successiond e serie numeriche

Risubta allora, per ogni v > v,

[ A% = 1| Alnl = AN —) e,

¢ dunque la (P;) ¢ dimosteata.
Cid premesso, sia & un nuMerc reale, e sia {r,} una successione crescente di numeri

razionali, che converge a . La suecessione {4n} & anch’essa crescente, ed & ovvia-
mente limitata (se #1 & un intero maggiare di a risulta 4" <A™); per il teorema 6.1,

essa sard convergente a un limite L.
Sia ora {s, ) una quaisiasi successione convergente a o, 5i ha

A —4Tm= 4 ’n(A’n =fn— 1)_

La successione A™ tende a L, mentre la successione 49171 tende a 1 per (P, ); ne se-
gue che anche 4 tende allo stesso limite L.
Abbiamo cosi dimostrato che, comunque si prendu una successione {s..) di nuemeri

razionali, convergente a o, la successione {A%n} tende a un limite finito L, che & Io
stesso per tulte le sugcession convergenli a «. E' allora natusale definire A come il

valore di tale limite:

A%=lim 4™, 5,€0,.- lim 5, =a. 8.2}
n—= "H-re
Le proprietd (P,){Ps) si estendono facilmente 2 esponenti reali qualsiasi. Ad
esempio, per dimostrare ta (Py), si prendono due successioni s, *aer, —+f; dalia
relazione AT AT =" 0 passando al limite, si oftiene A% AP =A% 1nfine, la
(P4} si estende a ung qualsiasi successione {g,} reale, con la stessa dimostrazione.
Segue imumediatamente, dalla (Py), che

lim a, =e= lim 4% =A%’ 18.3}

It~ - n—-=

una refazione che useremo in seguito.

Esercizi

8.1 Dimostrare che, perognia€R e d > 1, stha
JA - |4l

*8.2 Sidimostri che,se Ay + A (Ay, A>0),siha
lim 'V Ag ="\/Z;
k=

(si usi la [4.2] del cap. § con x =4 Ay exg =4, ricordando che tutti | termini delta
somma sono positivi...).
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8.3 Usando la [8.1], si dimostri che, ser, sEQ, si ha

(t‘{?).f:(AS)PzA?I‘

8.4 Si provi che la formula precedente vale anche se 7 ed 5 sono reali (basterd ov-
viamente far vedere che (4") =A™ Si cominci col dimostrare che qitesta vale quando
réreale e s é razionale, approssimando r...).

*¢ | numeri reali in forma decimale

Cercheremo qui di rendere rigorosa Uidea intuitiva ehe un numero irrazionale & un
numero decimale illimitato aperiodico. Cominciama con alcuni preliminari.

Ahbiame gid definito [x], parte iniers di x, come il piti grande intero che non
supera x. Si definisce poi parte frazionaria di x & numero {x}=x~|x]. Si ha sempre
0= {x}<1.

Ad esempio

a7 o 3\ _a f-ar) o[ 4l 8

10 ' 10 10 10 ! 10 107
Ogni numero reale si scrive dunque in maniera unica come somma di un intero e di
un numero compreso tra 0 e |, Basterd pertanto rappresentare i numeri con parte

intera nguale a zero, ai quali ci limiteremo in questo paragrafo. Sia dunque 0<x <1,
Perk=1,2,3,.., poniamao

e =[10 {10* " x }}: 9.1

il numero ¢ & la k-esima cifra decimale di x.
Ad esempio, sia x = 5331/1000 =0,531;si ha

ool | -85 -
ol (3]

Ty = l.
g =€s=..=0.
In gencrale, poiché {10%~! x} & sempre compreso tra O e | (1 escluso), il numero

10 {10® } sard compresa tra O ¢ [0 (quest'ultimo escluso), e dungue ¢ sard uno dei
nwmeri 0, 1,2,...,8,9. 51 ha

=T e 107K, 19.2]
k=1

Suecestioni ¢ serie nuneriche LR

coime segue Tacilmente dalla Tormmla
! -k - ]
x— E ¢ 1077 =107" {10"x}. 19.3]
k=1
La dimostrazione della [2.3] procede per indwuzione. Essa infatti & vera per #=1, dato
che {si ricordi che, nel nasiro caso, {x}=x})

o 107 = 107 (10x - {10 x}]y=10""(10x - [10x]y= 10"} {i0x].

Se ora si suppone la [9.3] vera per 41, si ottiene
H+l
x= I o 1075 =007 10" X} - 107" (16 {10 x]} =
& .

=107 o (10" x] -0 (0" x} ) =
=107 {10 (10" x)} =107" 7" {10"*" ],
in quanto risulta :
{10™ {]Q"x}} ={1o™ M x}. [9.4]

e dunque la [9.3] & dimostrata.
Dalla [2.3] segue subito

n .
o<x— X o 107F 107", [9.5]
k-
e dunque la [2.2].

La successione [y} si chiama successione delle cifre di x ¢ individva, tramite Ia
[9.2] if numero x.
In modo pil suggestiva, si pud scrivere

x=0,€,€3CaC4 ..., [9.6}

che si chiama rappresentazione decimale di x. ‘
Osserviamo che il decimale illimitato 0,9999...=0,9 non pud essere o lenulo come
rappresentazione di un numero reale x, con 0<x <71, daio che risulta

T 9-10%=1.
k=1

Anzlogamente, nessun numero X pud avere una rappresentazione decimale che, da

un certo puntoin poi, sia composta da tutti 9, Infatti siosservi che, sex= I ¢, 0%,
k=1
allora

- n -
10°x= L c 10" %= Z 107 4+ ¢ 10" F=
k=1 k=1 k=ns+t

& =k ¥ -f
=T e 10"%+ L, ;107
kel : f=t
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Se ora fosse o =9, per ogni &2 1 si avrelbe

109y = 5_",, o T

k=1
¢ dunque 10" x sarebbe intero, Mu allora 10% " x sarebbe intero per ogni k>n, e
dungque {1057 x}=0 ¢, per lu definizione [9.1], risulterehbe ¢ =0 per & >n, ossia
una palese contraddizione.

Ad opni numero reale v, 0 <x </t corrisponde dungue una rappresentazione deci-
male {9.60), e cui cilre non sono deflinitivamente uguali a 9, e, viceversa, ad ognj sif’
Laita successione di cilre corrisponde un numero reale x tramite la [9.2). Si noti clhe,
s¢ non si escludessero e rappresentszioni con it 9 da un certo punta in poi, ver-
rebbe meno Vunicitd della rappresentazione decimale: ad esempio, 0,50 ¢ 0,49 indi-
cherebbero, secondo la [9.2] 1o stesso numero reale 1/2.

Quanita pai alla ditfercnza 1ra sumeri razionali ¢ rrazionli, essa & ben nota, € non
sard il caso di jusistervi: ad ogni numero raziopale {rapporto tra due interi) corrispande
una rappesentazione decimule periodica {contando Lra queste anche quelle Je cui ci-
fre sono tutli zeri da un certo PUID in poi), e viceversa ogni rappresentazione perio-
dice did tuogo u un numero razionale. Di conseguenza i numeri decimali non periodici
sonw inaziouali.

Esercisi

9.1 Dimustiare la {2.4].

10 H massimo e minimo limite

Non sempre accade che una successione abbig limite, anzi, in un certo senso, ¢
successioni che hanno limite costituiscuno un'esigua minoranza. Naturalimente, nel
casu penerale, Ju situazione & pintiosto complicaty; vi sono perdy due numeri partico-
lari, il massimo e il minimo limiu:_, clie svolgono un ruolo importante. Essi conservano
per un verse aleane delle propricid del limite, per un alire, invece, lanio qualihe
analogia con Pestremo superiure ¢ inferioe. ’

Sia fury) una successione di nameri realis Come nel caso dell’estremo superiore, se

{0, Y non & tintitata supertormente, disemo che il suo nussimo limjte & + oo

maxlima, =k, se  sup a, =+ e, [10.1]
PERTS HeEN )
Analogamente,
minling a, == 5¢  jnf a,=-ss, [10.27
e ne N -

Se la successione € limitata superormente avea abmeno un naggivrante (. A noi perd
nun interessune tanto i aggioranti, quanto piatiosto i mapgiorai definitivi.

SUCCeTsion ¢ seric tanericle L
Definizione 101 5P dive che wn munero reate M & wun maggiorante definitive per la

sweessione {a,} se esiste un nwonero v tule che

a, <M perogni n>v

Evidentemente, ogni maggiorante & un maggiorante definitivo, meatre, ovviamente,
non ¢ vero il viceversa; ad esempio, i maggioranti definitivi della successione {1/n}
sono [utti i nwneri positivi, mentre i maggicranti sono i numeri maggiori o upualia L.

Definizione 102 Si dice massimo limite di una successione {u,} Pestremo infe-
rivre dell 'insieme #f dei maggtoranti definitivi:

max lim &, =inf 4 [10.3}

1 4o

Anglogamente, si dice minbno limite di ung successione {a,, ) 'estrerno superiore del-
Uitisieme N dei minorani definitivi:

min lima, =sup A"

H— =

It massinmo lmite di una successione si indica talvolia anche con i simbolj

. i . n
limsup a,,, bHma,, lin'a,,
B e e
¢ il minime Hite con
. . - . 1
lninla,, hHma,, lima,.
H e F i K~ =

E* evidente dulla definizione che il minimo limile non pud superare i} massino limite:

minkima, <maxlima,.

Hr e norm

Esempio 0.1 .

Consideriumo la successione {{—1)"}; si vede subito che sono maggioranti defiritivi
et ¢ sali | e maggiori o uguali a 1, ¢ minoranti definitivi quelli minori o uguali
2= I. Ne segue :
maxlim (-1)'=1. =

-

minlim (— )" =—1,

e

Esempio 10.2

Sia a,, =(— 1)"/n. Un qualsiasi numero positivo o & un maggiorante definitivo, dato
che cerlamente a, <e pec 1> Ve, Alcontrario, nessun o< 0 & maggiorante definitivo,
in quanto risulta 2, > 02 o per infiniti n €N (esattamente per pli n pari). Allora

maxlima, = 0.

S
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Analogamenle,

mintim a, =0.m

e

Nellesempio precedente, il massimo e il minime limite coincidono con il linite
della successione. Questo fatlo & generale, come mostra if scguente

Teorema 10.1 Una successione {a, ) ha liniite 1. se ¢ solo s¢

max lim a,, =minlima, = /.

11 ren .

Dimostrazione. Tratteremo salo il caso [, # oo, Supponiamo che siz lim a, = /1.
=t =

Per agni € > 0. esistera un numiero v lale che, per ogni n >,
f—e<e,<L+e [10.4]

{vedi delinizione 3.1}.
Sepue dalla [10.4} che L +¢ & un magpiorante definjtiva, e £ —e un minorante
definitivo: allora

L—e<minlim g, <maxlima, <L +te

> O
e per I'arhitracieti di e.

min lim a, =max lim a, = L. 110.5]

] n—ros

Viceversa, sia verificata la [10.5], e sia ¢ > (. Poiché L + ¢ & un maggiorante defi-
rtivo, esistera un numero vy, tale che

a,<L+e.  Yadu _ ' [10.6]

Analogamente, essenda L —¢€ un minorante definitivo, si potrd trovare un vy, tale
cle

a,>1L—¢, Yu>u,. [10.7]

Se si prende v=max(y;, vy}, per #2>v saranno verificate ambedue le [106.6].
[10.7] e dunque

L—e<a,<L+e, Vu>u,

cosicché,

lim a,=0L.m™

L
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Albiamo pid nsservata che un maggioranie & anche un maggiorande delinitivo: di
consegHenza

inf e, <minlima, Kmaxlinne, < sap a,,.
nEN e H=ren aeN

Pilt precisansente, varrd la segucrile

Propesizione 10.1 Se {q, ) & una successione limitata, risulia.

maxlima;, = infl  sup a, [10.8]
Jt—r o . u=N kan

minlimay, = sup inf a,. {10.9]
L nEN k>n

Dimostrazipne. Dimostriamo, ad esempio, Ia [10.9]. 1l numero A, = inf g, & un
minorante definitivo {risula infatti a, 22 A,, per k=), §i ha allora k=

minkima, = A,. VYnEN,

e

e dunque

minlim g, 2 sup A,.
neEN

h—rm=

Per completare la dimostrazione adella [10.9), accorre provare fa disuguaglianza
contraria. Sia / un minorante definitive della successione {a,, ). Esisiers un intero u,
tate chie oy 221 per opni & 2 ng, cosicelé risulterd

< inl ap =X, < sup A,.
k> ny ! neN

Poiché questa disnguaglianza vale per ogni minorante definitive £, si ha anche

minfima, < sup A,,
neN

Ht =

ela [[0.9] & dimostrata.
Lz dimostraziene della [10.8] ¢ analoga e viene {asciata per esercizio. ®

Una ulteriore caratterizzazione del massimo limite & data dalla segnente

Proposizione 10.2 Un numero reale L ¢ if massimo limite della successione {a,]
se e solo se

{a) We>0 Ju rale che, per opiti n>v g, <f. +¢;
(h) ¥Ye>0 risulta, perinfinitin e, > [ —€.
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Ditnostrazione. La (a) equivale ad affermare che ogpi numero maggiore di L & un

maggiotante definitivo, ¢ dunque alla telazione £ > max lim U,

"o -
La (b} d'ultra parte ¢ equivalente all'affermazione che L =€ non & un maggiorance
definitivo, quale che sia €20, ciod alla relazione

L <Smaxlima,.

e
Concludendu, {a)e (b) song equivalent: a

L=maxlima,. =

1t —rea
Con un ragivnamento anilogo, si prova clie

A=mintim a,,

se ¢ solo s
(c) Ye>0 3w iale che Vo>, i, > A—g,

() ¥e>O  risulta,per infiniti o, ay, <A e

Esercizi

10,1 Si calcodi it massimo e j] minitno Hinite Jelle seguenli successiont;
ae™ " n pari
{a) a,=

ne”, #t dispari

. nw
(b) a,=sin 2—

L+ (- 1)'n
W
=(— gy 2

() =(=1) nt2
(e} g, ={1-cosnnn

(f} e, =cos(nuja)

&) e, =oumero dei fattori primi che compaiono neila decomposizione di # (sj ri-
cordi che esistona infiniti numeri primi).

*10.2 Sidimostei che

max lim {\/’;] =t,

B
winlim (v | =0,
Hor

{{x}éla parle frazionazia di x; vedi §9).

R e e g e i i s et
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£0.3 Siaa, =vn+ l*i\/;j {fx] & la parte intera di x). Si dimostri che

max lima, =],

==

minlima, =0

e
(si dimeostti apprima che

G<minlim 4, <max tim g, < |,

H— - o e

guindi che

lim a,3 =0,

e

Bm g2, =1).

1 — -

10.4 Si dimostri che

max lim (—e,) =—min Hm ay.

] H—rom

1¢.5 Si dimostri che

min Hm a, +min lim &, <min lim {2, +3b,) <

"o = L] L]

< max Jitn a, + min lim by <maxlim (a, +b,)<

] n-—+os ne-re

<maxlim a, + max Kim b,

- oo

(si wsi la propesizione 0.1}, In particolare, si faccia vedere che ge {a,} ha limite fi-
nito risulta . ‘
max lim{a, +5,)= lim g, + max lim 3

L]

L

n—tem e

min lim{a,, + 5, )= lim ay tminlimd,,.

n~ H—r = H ot

10.6 Si dimostri con esempi clie non & vero in penerale che il massimo limite
dells somma sia uguale atla somma dei massimi limiti,
10.7 8i dinostri che, se a,, <b, perogainEN, allora

mintim a, < min tim b,, ;

M=t

max lima, <maxlim b, .

N = e

11 Successioni & topologia

ls questo paragrafo vopliamo discutere |e relazioni tra la teoria delle suceession] ¢
la topologia di R (vedi cap. |, § 5).

Teorema 1.1 Sie A un insicme i A Un punte x4 oi R appartiene affa chivsiry
diof se e solo se esiste una suceessione (xn}a valori in i che rende a Xo.
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Dimastrazione. (a) Poiché €0 & aperto, se x, €€ A, esisteri un intorno I{x,, r)
di xq nel quale non cadono punti di A, dunque, 2 waggior ragione, punti di 4. Ma
allora xq non pud essere limite di una successione {x,,] a valori in A {perché alir-
menti tutti gli x,;, tranne al pitt un numero finito, dovrebhero appartenere 2 {xg, 1))

Tn conclusione, se esiste una successione {x, } a valori in A, convergenie i xq, al-
fora xy €A. '

(h} Supponiamo viceversa che x, €A =AUD A, e Macciama vedere che esisle uns

successione (x,}a valori in A4, e convergente a x5, Se xq €A non ¢’ nulla da dimo-

strare, dato chie basterd prendere x, =x, per ogni 1. Suppaeniamo allora chie x, sia un,
punto di accumulazione per 4. Per la definizione 5.3 del capitolo t, ogni intorne

. . . R . 1
I{xq, r) di xq conterrd un punte di A, In particalare possiamo prendere r=—(n=1,
"
. . .. . 1
2...) ¢ ottenere una successione [x,} di punti di A, tali ¢che x,,E](xo, =], ovvero
n :

| . .
bx, —xp|< e La successione {x, ] converge evideatemenie ax,. ™

Una semplice conseguenza del teorema precedente & i

Corollarie 11.1 Un insieme A C R é chiuso se. e solo se, conungue si prenda una
successione {x,} a valori in A e convergente, il limite della successione é ancorg un
elemento di A.

Pil brevemente, A & chiuso se e solo se x,, €A, x,, x4, = x5 €A,

Dimostrazione. (a) Sia A chiuso, e sia {x, } una successione convergenie a valori
in A. Per il teorema precedente, it suo limite v apparticne ad 4 =: 4.

(b} Viceversa, supponiaino che ogni successione a valori in A e convergeide ubhia
limite in A, Sia xy un punlo di BA, e sia (x, } la suceessione costruita nella parte (h)
de! teoreina precedente. Siha x, = xq, ¢ dunque per I'ipotesixg €A, Ma allors @4 C
C A, edunque A & chiuso. »

Prima di proseguire, occorrerd definire 'importante concetto di satiosuccessione,
o successione estratta.

Definizione 11.1 Signo {a,} ¢ {b,} due successioni. Si dice che {b,,} € wna sotio-
successione di {a,,}, 0 una successione estratta da {a,,}, 5¢ esiste una successione stref-
tamente crescente di numeri interi k,, tale che

by =ay, YneN,

5

L'idea intuitiva che & alla base defla deflinizione precedente & quella di prendere
solo aleuni termini della successione {a,} (e precisamente i termini di indice &, , k4,
ky,...} per formare una nuova successione {b,}. La successione [k,} che serve per
selezionare i termini si suppone strettamente crescente, per evitare ripetizioni e far si
che i termini scelti mantengano nella {b,} lo stesso erdine che avevano nella {a,,}.

ey e rprry
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Ad escmpio sono successioni estratle da o, =/ le successioni b, =~2n (k=
:2")- Cp =0 (kn =n’ )dy= Vit 42 (kn =n? +2)~

Teorema 11.2 Se lu successinne {a, ) ha limite L, allora ogni successione esfralia
da {a,} ha ancora lo stessa limite.

Dimostrazione. Per ogai #>> 0, esiste un v tale che, perogni n > risulta a, €1(1., r}
(vedi definizione 3.1).

Sia ora b, =ay, una successione estrafta da {e,}. Poiché k, & crescente, risuits
k, =, dunque, se n > v, sard anche k,, > v per cni

by =ay, €1, 1), V>,

e la successione b, ha per limite L. =

La dimostrazione, nel caso L =+ viene kasciata per esercizio.
Se 12 successione {a,, ] non ha limite, & ancara possibile travare soltosuceessioni di

{7, } ehe hanno limite. In particolare, si hala

Proposizione 11.1 Da oguf successione {a,.) si puer estrarre una successione (b}
tale che

lim &, =maxlima,.

"H—= n—r=-

Dimostrazione. Ci limitereme al caso di una successione Himitata. Sia /. il massimo
limite: dalla propaosizione 102 sepue che, per ogui €20, 5i ha

L—e<a <l 1¢

per infiniti fEN, .
In particolare, preso £= 1, potremo Lrovare un ag  tale che fay - L1<C1; se si
considera poi €= 1f2, ¢i sard un ky>ky, tale che 10;“ — L1 < 12 quindi {preadendn
€=1/3)unky >k, con Iak] - £1<1/3, e cosi via.
Abbiamo cosi trovate una successione {ak‘, Gy, 0k, Loon kg <k, Thy <o,
(dunque una successione {ak”} estratta dalls [a,,]) tale che Ja, =2 [<1 ], cosicehé

lim ak" =l.m

H—+—

{n maniera analoga si pud costruire una soitasiceessione convergenlie al ninimo
limite.

La proposizione 11.1 ha iinportanti conseguenze. La prima ¢ una specie di inver-
sione del teorema 11.2; diciamo "una specie” perché Pinverso puro e sernplice del
teorema & avvic. dato che tra le sottosuccessioni di {a,} c'¢ la successinne {a, ) stessa

{k, =n).
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Teorema 11.3 Siano {2, ) una successione ¢ a €R. Se du ogni sotiosuccessione
della {a,) 5i pud estrarre una suceessione che converge ad a, allora

lim a, =u.

oo

Dimostrazione. Sia L il massimo limite di a,,, e sia {, } una sottosuccessione che
tende a L. Dalta {b,} si pud estrarre per ipotesi una successione che converge ad a,
dunque per il teorema 11.2 sisulta ¢ =L =max lima,,.

n e
Analogamente, st dimosera che e =min lim a,,, ¢ dungue, per il teorema 101, la

"n-—r=

suceessione [a,} ha limite a. w
Un secondo risultato & Vimpaortante

Teorema 114 (di Weierstrass) Du ogal suecessione limiteta si pud estrarre una

successione Convergente.

Dimostrazione. Ad esempio, st pud prendere una suttosuccessione che converga al

nassiimo limite. @
Pere finire, introduciamo un nuovo concetle che sard molio usato nel seguito.

Defnizione 11.2 Un insieme QTR si chiuma compaito per successioni {o se-
quenziglmente compativ} se e ogni successione a valori in Q si pud estrurre una sol-
fosuceessione convergente a utt punio di Q.

Nel sepuito, invece che compatto per successioni, diremo, pio brevemente, com-
palto.

Teorema 11.5 Seno compatti in R tuttf e soli gli instemi chiusi e limitatl,

Dimostrazione. St @ chiuso ¢ limitalo, ¢ sia [x,,] una qualsitsi successione a va-
logi in €. Per il 1eoreisa di Weierstrass esiste una suttosvecessione {x;4 } convergente a
un puntu Xy, che spparticne o @ per il corollario 11.1. Ne segue che Q & compatio,

Viceversa, st Q un compatto di B, Cominciamo a dimostrare che 0 & limitato. Se
cid non fusse, si avrebbe ad esempio sup Q=+, ed esisterebbe una successione
{x, }avalotiin 2, tendente & + o= (vedi esercizio 11.2). Poiché ogai successione estratta
du questa tende apche 3.+ (fearema 11.2), non & possibile estoarre da {x,,} ulcuna
successivne convergaide, e ( non potrebbe essere compatio,

Resta da mostrare che ¢ € chiuso.

Sin xg €05 per il teoremy L 1.1, esiste vna successione {x,,}, u valoti in @, clie con-
verge a Xy D'alir parte, poiché § ¢ compatio, dulta {x, ] si pud estrasre unas sotto-
suceessione cunvergente a un punto di Q. Ora, ogui successione estratta da {x,} con-

verge a xg, ¢ dungue xg €, cosicché O risulta chiuso. w

Successtoni ¢ serie nurteriche v

Esercizi

11.1 Dimostrare che un insieme 4 CR & aperto se e solo se, per ogni successione
{x,,} chie converge a un punte xq € 4, si ha definitivamente x, E4.

112 Dimestrare che, se L=sup 4, esiste una successione a valori in A che
tende a L,

*11.3 Un punto x5 €R si dice punto limire per la successione {x,,} se esiste una
suecessione estratta da {x,,} che canverge a xg. Si dimostri che:
(a) it massimo e minimo limite di una successione limitata sono punti limite di [x,,}
(b) Pinsierne dei punti limite & chiuso, .
(c) il massimo e minimo limite di una successione limitata sono il pid grande ¢ il piu
piccolo dei punti limite.

11.4 Sidia 'esempio di una suceessione priva di punti limite,
1.5 Sina, =(—[}". Trovare una successione estratta che converga.

I16 Dimostrare che, se una successione limitata {x,} ha un solo punto limite

xp, allora Hm x, =x,.
2 =t e

11.7 Sia {a, ]} una successione. Si dimostri che, se

lim By = lim Qanm+1 =L,

i -

allora la successione u,, ha limite L,

12 U criterio di Cauchy

Se si vool dimostrare che una successione {o.} & convergente, cid che occorre )
{tranne nel caso di successioni mondtone, dove il timite coincide con V'estremo supe-
riore o inferiore) ¢, in primo luogo, farsi un'idea del possibile limite della successione,
quindi usare [a definizione o qualche teorema sui limiti per dimostrare che il numera
pensato era proprio il limite di {a,,}.
It altre parole, la definizione Ji limite é vtile, in un certo senso, solo a posteriori,
se si conesce gid, o almeno se si pud ragionevolmente congetturare quale sia il limite
della successione data. H
Molte volte, perd, ¢ uiile poter dimostrare che wna certa successione converge,
senza saperne in partenza il limite, che anzi spesso resta sconosciuto, anche quando
5i siu provata la convergenza della successione. A guesta esigenza, fa fronte il cosid-
detto criterio di Cauchy.

Definizione §2.1 Diremo che una successione {a,) € una successione di Cauchy {o
fondamentale] se, per ogni €>0. esister un numero reafe v tale che, per ogni
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m>>p siabbia
la,, —a,.}<e.

Se si confronta quesia definizione con la delinizione (A} del paragrafo 3, si nota
che esse dilferiscono sofo nel fatlo che, ncella definizione di successione di Cauchy,
non viene fatta menzione dell’eventuale limite della successione, al cui posto compare
un secordo termine @, .

Teorema 12.]1 (criterio di convergenza di Cauchy) Una successione {o,,) & corrver-
gente se e sofo se é una successione di Cauchy.

Dimostrazione

{a} Se la successione ha limite L, allora, per agni €20, esiste un »E€R 1ale che,
per agni 2> v, si abbia |, ~L[<e/2. Se anche m & maggiore di v, si ba la,, — L] <¢/f2
e quindi, per i, m> v,

lay —ap|<la, ~LI+la,—L{<e.

{b) Supponiamo viceversa che la successione {a,,} sia di Cauchy. Cominciama cal
far vedere che ¢ limitata. .

Allo scopo, sia ny un numero tale che, per ogni n, = ny, risulti la,, —a,|<1.ln
partticalare, si pud prendese m=n,, cosicché la, ~a, |<I per ogni nzn,. Ragio-
nando come nela dimostrazione della proposizione 3.2, si conclude che, per ogni n €R,

lagi<lay) +Hazl+ - +la, | +1,

cosicché la successione {a,,} & limitata.

Per il tearema di Weierstrass 11.4, & possibile eslrarre una soltosuccessione {”kn}
convergenie a un pumero L.

Fissato €>> 0, esisterd un nuimero » tale che, per ogni #, m > v, risulti

€
la,, —ﬂml <5

Draltra parte, solo un numera finito di tenmini della successione {ag )} cadrd fuori
di f{L. €/2), e dunque esisterd un > v, tale che

€
laz f,|<5.
Aliora, per ognin >,

la — LISy ~azl 4oz - LI<Z + 2 =¢,

£
2
e dunque tutla la successione a,, tenderda L.

Si noterd che nella definizione §2.1 i numeri 7 e # entrano simmetricamente:
potremo allora supporre, ad esempio, che sia m >, dunque m=n+p, per qualche

e
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pEN. Una successione & allora di Cauchy se Ve>> 0, Irtaleche ¥n>pe Vp&Nsiha
Iarnp “ﬂnl<5-
Quest'ultima formulazione & molto comody per te seric: infatii. in tuesla caso,

It
ocearre consideraie la convergenza della successione delle smumie parzialis, = L s,
in )
Dal criterio i Cauchy segue, allora, che una serie La; é camvergente se ¢ solo se.
prer ogni €2> 0, esiste tet musmicro v tale che, per ogni n>v, ¢ ogni intero p, si ha

H+p
. a"
i=n+}

<e. _ 1211

In particolare, si pud prendere p=1 nella [V2.1], cosicché, se nna serie Ta, €
conveigente, alfora per ogni € > 0 esiste un # tale che

la, . 1 <e, Yu>v,

Ricordando la definizions di limite, abbiama il seguente

Teorema 122 Condizione necessaria affinché una serie T ¢, Sia convergenie ¢ che

lim a, =0. 122]

s o
5t noti che la condizione [12.2] non ¢ sufficiente a garantire la convergenza della
serie, come si vede dal sepuente

Esempio 12.1
La serie armonica L | [n é divergente. Risulta intatti

L]

1 ! [ 1 1
o doed = > —— 4 +

1 |
+ n+2 2n 2n 2n "271__5 f12.3]

e dungue si ha

sy =1,

sz=1+?lz-,

I R

53~s4+(%+% +:5~+%)>54+%>l-|-%+%+%,
sm=:.,+(é+-i%—+---+%)>ss+_%>:+%+%+%+%_
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g, in generale,
- (]
szuﬁl‘l"i, [12.4]

cosicelié la successione delle somme pareiuli non & limilata ¢ quindi la serie diverge. »

Esercizi

12.1 Dimostzare per induzione la {12.4).

12.2 Mostrare che la seeie armonica non & canvergente, facendo vedere come, dalla
f12.3], segua che Ja successione delle somne parziali non @ di Cauchy (si prenda
€= 12 nella [12.1]).

*13 I numeri reali come completamento dei razionali

Abbiamo visto in precedenza come dall’asstorna di Dedekind (D) discendane sia
il principio’di Archimede (cap. |, proposizione 4.3) che il eriterio di Cauchy.

I reabtd, Passioma di continuitd (D} & equivalente a questi due, nel senso che esso
pud essere dedotio a partire da essi.

Assumizmo dungue come assiom il principio di Archimede,

(A) Bari def nurneri reali positivi a <b, esiste w intero N tale che
Nu>>b,
¢ il principio di Cauchy,
(C) thgni .E'IICC'E.!'.XI'(;FIFE di Cauchy & convergente,

¢ faccimno vedere che ogni sezione in R ha un elemento separatore.

Sia dunque (4, 8} una sezione, e siaa €4 e b EB. Se dividiamo [e, &] in due inter-
valli uguali for, (o 4 0)/2) ¢ [(e + D)2, b], uno dei due conlersd sia punti di A che dj 8,
mentre Paltro sard contenuto i o o in 8.

Denominiamo fe,, by] quello che conliene punti di ambedue gli insiemi 4 e B,
¢ continvjamo a dividere con lo stesso metodo. Otlerremo due successioni {a,,] 4
{b, ], Puna a valosiin A4, altra a valori in B, con

by, —a,={d-w)27™". [13.1]

Le due successioni sone di Cauchy; infatti, i teamind con indice maggiore di n ap-
partengono i allintervallo ja,,, 9, 1, ¢ dungue sard

b—a

tum _ak|<- 2t '

Vi, k >n,

Successioni e serie numeriche 7

¢, analogamente,

b—a
tbrrl_bkl< 2" ' an,k>n,
Poiché ogni successione di Cauchy converge, si ha lim a, =X, ¢, perla [13.1],
fin b, =A. -
PR

N numero A & Felemento separatore di (4, 8). lnfatti se @ €A risulta a<ld,, e
dunque, passando al limite, a <A; anulogamente, se bE B si ha g, <b, ¢ dunque
AEb.m

Qsserviamo che, malgrado non sia stato esplicitamente usato, il principio di Archi-
mede entra nella dimostrazione, In quanto occorre utilizzaslo per mostrare che
(b—a)f2™ tende a zero (in effetli, il principio di Archimede & necessario anche pef
ditnostrare che |/n tende a zero).

Gsservazione 131, Le successioni {g,}e [b,} costruite sopra sona evidentemente
monotdne. La stessa dimostrazione prova alora che & equivalente all’assioma dJi De-
dekiud la proposizione (A), insieme alla

(C,) Ogni successione monotona e fimitata é convergenre. =

Osservazione 13.2. Un assioma che, unitamente al principio di Archimede, pud
esserc sustituite al principio di Dedekind & il seguente assioma di Cantor:

(C4) Ogni successione di intervalli chiusi I, =[a,, b, ], tali che
WL, D 113.2]

ha intersezione non yvota.

Infurty, se vale il principia di Dedekind, il numereo k= sup g, appartiene a tuiei ghi
. . neN
intervalli £,

Supponiivmo viceverss che valgano I'assioma di Cantor e il principio di Archimede,
¢ sia (A, By wiCarbitraria sczione di R, Procedendo come sepra, olteninmeo una sucees-
sione dj intervalli [, che verificano Ja {13.2), & che dungue ha intersezionz non vuota.
In effetti, I'intersezione & costituita da un solo elementa X, perché se ne contenesse
due, X e u, questi dovrebbero appartenere a tutti gli intervalli £, | e dunque si dovrebbe
dvere

— —_ -1
O<IA-pt<(b—a)27",
il che & impossibile perehé il secondo membro tende a zero,
Facciamo vedere che X & Pelemento separatore di (A4, B). Per questo, considerinino
unt pumers g <A, Poiché la successione {a,,} tende a X, per il teorema 4.2 (dellu per-
manenza del sepne) risulterd definitivamente a,, > a, ¢ quindi, dato che g, E A s avid
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anche a€ A, Analogamente si dimestra che tulti i nunseri maggiori di A appartengona
a 8, ¢ dungue A & 'elemento scparatore.

In definitiva, si ha
(D)= (APHCY = (AYJ{C ) = (AU (Cy ).
Infine, & ancora equivalente a (D) lassioma:

(E) Qg insieme limjtato superiormtenie ha estremo superiove,

la cui dimostrazione & lasciata per esercizio.

L'assioma di Dedekind e il principio di Cauchy sono simmetrici anche soito un
altro punto di vista; infatti, come a partire dalle sczioni di @ si ¢ costruito un modello
di R, cosi si pud fare a partire dalle successioni di Cauchy in Q.

Osserviamo innanzitutto che lo definizione di limite, e quella di surcessione di
Cauchy, possono essere date usando esclusivamente numeri razionali, cosicché si pud
parlare di successione di Cauchy in Q e di limite di una successione in Q (limite che
dovrd, ovviamente, essere un numero razionale)” E' subito visto che non tutte fe suc-
cessioni di Cauchy a valori razionali hanno lunite in @: ad esempio non ha limite la
successione delle somme parziali della serie esponenziale [6.5].

Consideriamo allora 'insieme & delle successioni di Cauchy a valori in Q. In
introduciamo la seguente relazione di equivalenza: diciamo che {a,,}~ {#,,} se si ha

lim {a, —&,)=0.
-

E lacile verificare che la relazione “~" & una relazione di equivalenza, ossia & ri-
flessiva, simmetrica € transitiva.

L'insieme quoziente di & tispetto alla relazione di equivalenza "'~ sari I'insicme
R dei numeri reafi. Un numero reale a sard dunque una classe di successioni d¢i Cauchy
in Q tra loro equivalenti; per individuarlo, basterd dare un suo rapprescntante {a, };
ciod una successione della classe a.

Ad esempio, il numero reale e & la classe defle successioni, a vaiori in Q, cquivalenti

n
alla successione {(1 +1/1)"}, 0 anche alla successione { p I,’h!}.
n=o

Per vedere che R & effettivamente un modello per i muneri reali, occorre definire

in R una somma, un prodoito e un ordinamento totale, in modo che siano verificati -

gli assiomi del paragrafo 1 (cap. 1) e P'assioma (D) di Dedekind.

La somma e il prodotto sono definiti naturalmenté come segue: se {g,]€a e
{b, YEB definiremo a+f come la classe defle successioni equivalenti a {a, + by} e
aff come la classe individuata da {a, b, }. ’

E’ facile vedere che tale definizione non dipende dala scelta dei rappresentanti
{a,,} e {b,}. Sesi definiscono come 0 ¢ | i numeri reali individuati dalle successioni
{0} {a,,=0) ¢ {1}, I'opposte di @ come il pumero —« individuato da {—a,, } e I'inverso
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di un numero o #0 come il munero a”? individuato® dalia suecessiane {1/ay}, st
vede facilmente che sono verificali ghi assiomi (By), (B3}, (B3 ), (Ba), (Cy), {C4).(Cy),
(C4), (BO).

Un po’ pili deficata ¢ la definizione dell’ordinamento totale su R:

Definizione 13.1 Sia «€R, direma che o> 0, sc csiste una siecessione {a, J€a
tale che risulti definitivamente a, 20. Se 1 e v sona duc smuneyi reali, direma che
fzysef-vy=0.

Le proprieta transitiva e riflessiva, come anche le proprietd (AB) ¢ (AC) del para-
grafo | (cap. |), sono evidenti; un po’ meno lo ¢ la praprield antisimmetrica.

Per dimostrare quest’ultima, basterd far vedere che, se w20 & o <0, allora a=0,
Siano dunque {a,le (h,} due rappresentanti del numero o, cona,, >Gc b, <0 per
ogni r1 abbastanza grande, Si ha, perfalin,

0<a, <a, —b,,
e, poiché le due successioni {a,} e (#,} sono equivalenti,

m {(a,—b,)=0.

e

Ma, alfora, anche lim a4, =0, cosicché a=0.

Hhoe

Per completare la dimostrazione delle proprietd del paragrafo 1 (cap. 1) resta da
far vedere che 'ordinamento deila definizione 13.1 & un ordinamento totale, tioé che
¢ verificata la proprietd (A,). A questo scopo basterd dimostrare che se € R risulta
a0 oppure a<().

Sia {a,} un rappresentante di a, e si considerino le successioni [la, 1} e (—la,l).
Per Ia disuguaglianza triangolare [2.2], queste successioni sono di Cauchy, e cosi
anche le successioni

by =lay~a,
n= l_”n | tay,.

Si osservi ora che, per opni intero o, almeno uno dei due numeri &, © ¢, ¢ ze10, ¢
dungue almeno una delle due successioni {b,}, {c,] (ad esempio (b, }) avea infiniti
termini nulfi. .

Poiché {b,]} & di Cauchy, si dovrd avere lim &, =0, e dunque le successioni
[a,} & (la,1} sono equivalenti, cosicché 0. "7

Analogamente, se & {c,,} ad avere infindti termini nulli, sari a <0,

In questo modo abbiamo verificato che I'insieme R gode delle proprieta elencate
nel paragrafo 1 (cap. 1}. Rimane da verificare I'assioma di Dedekind.

Prima di tutto, & opportuno asservare che & possibile identificare il numero razio-

* Tn linca di principio si doviebbe supporre che tulti ghi oy, siano diversi da zeto. Non & comun-
que difficile provare che. se a0, esiste up rappresentante {g, fdia, con sy, 0¥ neN. Si pug
allora dimastrare che la successione {1/a,} & di Cauchy, con un raginnamento analopo 2 quello
della proposizione 4.1 (3, ).
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nale r con il numero reale definito dalla successione costante {r}. In questo modo si
pud considerare Q come sottoinsieme di R.

Fatia yuesta considerazione, sia (4, 8) una sezione in R. Vogliamo far vedere che
esiste un elemento separaiore. Siane @ un elemento di A e b uno di B; possiamo sup-
pore che a € b siano razionali. Se si suddivide via via I'intervallo {a, b] come allinizio
del paragrafo, si ottengonu due successioni equivalenti {#,,} e {b,} di numeri razionali
che individuano wn pumero reale A, chie ¢ Pelemento separatore di (A, 8). La verifica
& Jasciata per esercizio.

14 Criteri di convergenza per le serie a teniini positivi

Abbiainu gid visto nel paragrafo 6 che le serie a Llerming positivi sono convergenti
non append la successione delle sonmime parziali & limitata; tale costatazione ¢ alla
base del criteriv det confronto (teorema 6.2). Molto utile per il confromto & la serie
geometrica, che pub essere usata sia comparandola direttamente con la data, come
negli esempi 6.1 € 6.2, sia indirettamente, come si vede nei teoremi clie seguono.

Teorena 14.1 (criterio della radice) Sig Lo, wne serie o terming non negativi. Se
esistonw un nuemero k, Ok <1, e un fivero ng 1afe che, per opni pi?no, risulti

H —
Va, <k,
allora la serie La,, & convergente.

Dimostrazione. Per n2ng risulta g, <K" e poiché la serie geometrica LA™ &

convergente, lo surd anche la serie L a, . » -

Teorema 14.2 {criterio del rapporie) Sie X a,, une serie o termini pusitivi. Se esi-
stono un k, Q<k <1, e un intero ng tali che, per nzzny, risulti

dyay

a

<k

3
]

allone ta serie Xa,, é convergente,
Dimustrazione. Pecuzay siavra
- 1 -
ay Sha, Sk, g €K iy,
Poiché lu serie
iy
¢ e
AL
k ]

£ canvergente, per il caiterio del confronio convergerd anche la secie g, ®

Freoeemi 14,1 ¢ 14.2 pussone essere posti in una farma pil manepgevole.

Successioni € yerie muneriche frii
Corollario 14,1 Sie Za, una serie ¢ termini non negativi, Se

L =max lim "\!un <1,

-

alfora la serie converge.
Se invece risufta

L = nax lim ﬂ*\/a,, >1,

H— =

allora lu serie T a, diverge,

Dimostrazione. Sia L <. Per ogni €20 esisterd un v €R tale che, per ogni n > v,

Vi, <L+e

(vedi proposizione [ 10.2]).
In particolare, ge si sceplie e={1 —L)/2, esiste un ng €N tale che

'V;Zél—';—l—'—- Vnzng.

Poiché (- L)/2 <1, possiamo applicare il teorema 14.1 ¢ concludere che la serie
T, CONverge.

Se invece & L2>> 1, allora, per infiniti n,deve risultare '{E > 1, ¢ quindia, > 1. Ma,
in tal caso non & verificata la condizione necessaria

lim g, =0,

-

e quindi la serie £a,, non pud convergere. m

Un anzlogo risultato si pud formulare rifacendosi al criterio del rapporto: se £a,
& una seric a termini positivi e se )

p+;

L =maxlim

- n

<l

allora la serie converge. Si osservi che, contrariamente a quanto avviene per il criterio
della radice, se L > 1 non si pud concludere che la serie diverge, come si pud vedere
daf seguente esempio,

Isempio 4.1
Consideriamo la successione

27" s m & pari
ap :{ a . i
3 se n & dispari.
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La seric T ap & convergente, dato che risulta @, < 27" D'attra parte non & difficile
n=0

vedere che si ha:

an +1

max lint
0o o n

=tod =

Osservazione 14.1. 1l criterio del rapporto, henché sia di una certa imporlanza

nelle applicazioni, & meno generale di quello della radice. Infatti se una serie verifica.

le ipotesi del teorema 14.2, allora verifica anche quelle del coroliario 14.1, e dunque

del lecrema 14.1.
Per dimostrare la nostra asserzione, supponiamo che per n2ng sia dy 4 fa, <

< k< 1. Aviemo allora
“n
a, < —= kK, Ynzng,
ke

e quindi

a fa -
Va, i-’_-kv—’:f—. Ynzn,.
kMo

Da guest'ultima segue imimediatamente:

n d,
max hm Vo, <K max lim l/ —;;:- =k<1

-+ -

dato che

lim "V %1s _ ) (vedi esempio 2.4). ®
K

LR

Fsempio 14.2
La serie T{n* + 12" & convergente. Infatti si ha

i ,
lim "‘/-"—ﬂ:-l fm VAT d =k <m
v 2 2 pam 2

Esempin 14.3

Laseric & n!{n" & convergente. [nfatti
n=1

Oy (n+1)a" _( a )"_(l_ 1 )"
4, (nk1ytiel Vot ntile

Suceessioni e serie minmeriche mi

e quindi

a
im —2L = jim (l——L) éei<|_.

L el 1 "n e
I criteri della radive e deb rapporio sono napplicahili quando avviene che

. L
max lim \/a,, =1,

-

o che
. an+|,
max lim ———= 1.
H = H

Un caso lipico ¢ quello della seric £1/0%, che, come vediema, converge pera>1 e
diverge per a< 1. -

Teorema 14.3 (di Cauchy) Sia {a,} vra steecessione positiva e decrescente. Allora
le dire serie Tay ¢ T2 @y sono ambedue convergenii o ambedue divergent!.

Dimostrazione. Siha
a4, <4,
a, ta,<2a,

dq tag tag+a,<4a,

e analogamente

ag tag +aqtag >%8a3

Se ora si indicane con s, le somime parziali della serie 2a;, e con o, quelle della seric
z 2':11,-‘ s1 oitiene dalle relazioni precedenti:

Syt _y S0n, [14.1]

1
S0 F o O [14.2]
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Sepue dulle [19.1] e f14.2] che se la successione {o, } & limitata, altrettanto accade
alla {s,} ¢ viceversa, e che dungue le due serie sono ambedue convergenti o ambedue
divergenti. m
Esempio 14.4

La serie £ 1[n" é convergente per o> |, divergente per <1,

Infatti Ja suceessione 1fn® & decreseente {per o> U; ma se ¢ <0 1a serie & ovvia-

mente divergenle, non essendo verificata la condizione necessaria [12.2]) e si pud
applicare il teorema precedente. Si ha

L ot

2!]0

la seie T 2%e , ¢ dunque la seric geometrica di ragione 2% che LOnverge se
2 ciod se e 1 e diverge se a K1 m

Esercizi

14.1 Dire sc convergono le seguenti serie:

2 'L”'!l'. 2 sin—l—

Bl

nei 1t n=g n w1 0¥ 1)

i ntet bo aln—1) - 8
O | N LRI R MU T

=1 "!
n?

Y (R A g
nui n et {7

14.2 Dimostrare che, se 4, >0 2 se Lo, converge, allora anche T2 converge. B’
vero il viceversa?

14.3 Dimnostrare che

_ . 1 1
n=y tin+ 1) b ,E,n(ﬂ'l*l)(n'l'i?)_*l'

14.4 Dire per quali valori di x € R sono convergenii Ie serie

E atu?, E: M loa)t, i !

n=y =] =1 (IP")X

14.5 Dire se la serie
7 ( in 211—2)
PRSI | 22—

& convergente ¢, in caso affermativo, caleolarne la somma.
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14.6 Sia g, una serie a termini positivi. Dimostrare che, se

o
lim —L=f >,

I B N

allora la serie ¥ a,, non converge.

14.7 Dimostrare per induziene le formule f14.1] e [14.2].

15 Altri criteri di convergenza

Esamineremo in questo paragrafo il comportamento delle serie con termini di segno

variabile, ricercando per queste dei criteri di convergenza. H risuliato pii generale 2 il
seguente

Tearema 15.1 Sia La, una serie e supponiamo che sia convergente lu serie Tla,,).
Allors unche Lu, é convergente ¢ si ha

| T 0,0 < I la,l. (15.1)
n=] Hual]l

Dimostrazione, 5iconsiderino le due successioni

b, =max(a,,0), c¢,=max{—a,, 0).

Siha

0<h, <la,l, 0<c,<|a,l

¢, per il teorema del confronto, le due serie £, & T ¢, saranno convergenti,casicché
tisulterd tale anche la serie £ a,,, dato che a,, = b, ~¢, . Si ha inoltre

=1

n 4] -
12 at< 2l < Z gy,
i~1 i#1
da cui, passando al limite pec 4 -> 2, si oltienc la {15.1]. m

Unz serie T a,, si dice assolutamente convergente se converge la serie T la,,|. I teo-

rema 15.1 si pud enunciure dicendo che ogni serie assolutamente convergenie & con-
vergente.

Exempio 15,1
La serie

sinn
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& convergente. Infatti si ha

Lsinn| i
H: "'2
- . T sinn
e dunque per il criterio del confronto la serie © ¢ assolutamente convergente. ®
n=1 H

Esempio 15.2
Dire per quali x ER, x #— 1, fa serie

- I
o il X )
"ﬂn 2 (x+l

¢ convergente,

Vediamo per quali x la serie data ¢ assolutamente convergente, cioé dove & con-
vergente la serie

24— X
ni2 ]

Applicando a quest’ultima il criterio della radice, si trova

n
X 1 ‘

x+1]

X
x+1

x+1

lim Val=

l
rr—von 2

im {/n%2°"

B

cosicché la serje convergerd assolutamente per quei vajori di x per cui
Ixf<2x+ 1,

ciod per x> -~2{3e perx <~ 2.
Se—~2<x<—2f3siha

x
x+ ]

>7,

e quindi
H

a2 " =t

x+1]

cosicché per tali x la serie non pud convergere, in quanto non ¢ verificata la condi-
zione necessaria:

lim a,=0.=

H—t=

Ii teorema 15.1 rappresenta, in pratica, I'unico criterio generale per la serie con
termini di segno variabile.

Ut casa particolare di un certo interesse & quello delle serie a termini di segno al-
{erna, cing quelle i cui terniini sono alternativamnente positivi e negativi.
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Definizione 15.1 Se {a,} ¢ wna successionie positiva, la seric
. "
Z(—1)'a,
i

si dice serie a termini di scgno alterno,
Fer quesio lipo di scric sussiste il seguente

Teorema 15.2 (criterio di Leibniz) Sia Z(~1)" a,, la, > 0] imna serie a terming di
segtio alterng.

Supponiamo che la successione {a, ) sia decrescente e che
fim a, =0.

o

Allora ia serie T (— 1Y a,, & convergente.
n=1

e

Dimostrazione, Sia {5,}la successione delle somme parziali della setie Z{—1)"q
Si ha, tenuto conto della monotonia della successione {a,].

Same3 SSan "82n41 Ta2n47 S32p,
S2n+y TSan-y +02n_aln41 >51n-l’
S+l T TOrney Sy

Pertanto la successione {5, } & decrescente e la {55, 4} & crescente. Tnolire, si ha
San+y Sipn S..S5 =) tay,
Sap Fpeq & P8 T Ay,

cosicché [x,,. ) & limitata inferiormente e {5,,,,, ] & limilata superiotmente.
8i pud allora concludere che esistono finiti i imiti

S=1lim 55, € o0=1im 5;,,,.

= "t
Draltra parte, si ha

S—o=Hm (55, =53, 4107 lim a3,,,, =0,
nere

H—=
¢ quindi (vedi esercizio 11.7) esiste il limite

lim 5,=85=g,

-

cosicché la serie £ (—1)"a,, & convergente. m
=t
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Esempio 15.3
La serie

- __l rt
7 -0

n=t

n

¢ convergente. Infatti, la successione a,, = 1/n & positiva, decrescente e ha limite zero.
5i pud allora applicare il teorema precedeme e concludere che b serie ¢ convergente. |

Si nati che b serie

-1
54 )

H

nan & assolulamente convergente, perché la serie dei valori assoluti
1 '
L -

H

_é divergente (vedi eseanpi 121 ¢ 1d.4). m

Esempio 15.4
Dire per quali x € R converge la serie

Vediamno, dapprima, dove la serie converge assolutamente. Siha
. oajlxl .Y aoe
lim =|x lim Va3 =1y,
a Ve T
per cui la serie converge assolutamente per Jx[ << 1.
Sejx]|>1,stha

H

ix|"

lim =4 o
== N1

e quindi lz serie non converge.

Resta da esarninare il compartamento dela serie perx =2 1. Per x =1 la serie data
diventa

+ |

v

che non converge (vedi escpio 14 4).
Per x=-1 sj ha;

= (1)

che ¢ una serie a termini di segno altemno, canvergente per il teorema §5.2.
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In conclusione, la seri¢ converge per — ] <x <} e non converge per x esterno al
Iintervallo f—1, 1). In particolare, ls serie & divergente per x 2 | ed & indetenninata
pery<—1| = .

Esercizi

* 15.1 Dire se sono convergenti le serie seguenti:

= {1y
Inn

{a)

n=1

S sinm Y eosn .
vy L FRISERL :

a=1 n

S T ‘
(e} ":':0( W=

15.2 Dire se & convergente la serie

colwen pe

E -1y —2
n=1 49

15.3 Dire per quali x € R sono convergenti le serie seguenti:

f) rlEﬁl ntl ()4 x)"
) I —~2E.

n=1 1 +¢"
) % —XT

ney M

- t
@ T X

n=1

= {nx)"
(e] u):l ?!!

- 2n
W I

n=1 n* +x27

{g) i (n*+2) (&)"

H=\ x—1

()

15.4 Nell’esercizio 14.2 si pud eliminare l'ipotest ay, 2 07
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*16 Riordinamento dei termini di una serie

Una proprieti delle somme fin'itc ¢ che qualsiasi cambiamento dell’ordine dei ter-
mini (o, come si suol dire, qualsiasi riordinamento dei termini) lascia inalierato il
valore della somma. . .

E’ possibile estendere questo risultato alle serie? Innanzi tutto, occorre definive
che cosa si intenda per riordinamente di unz serie; infatti, mentre per somme finjte
non ¢’8 difficolt, ad esempio, a sommare | termini in ordine inverso, cid non & pii
possibile per le serie,

Definizione 16.1 Sieno La, e T a, due serie. Diremo che X a,, é un riordinamenio
della serie T a,, se esiste unapplicazione bivnivoca (o bigettiva)® k. N—+N, tafe che

Q@ =ak(,,).

E'chiaro che se Z a, & un riordinamento di Za,,, anche Za,, sard un riordinamento di
Tay,.

Con questa definizione, ¢i possiamo chiedere se la convergenza di una serie imphi-
chi quelta di ogni seo riordinamento.

Si ha il seguente

Teorema 16.1 Se la serie T a, é assolutamente convergente e T a,, & un sup riordi-
namento, allora anche I a,, ¢ assolutamente convergente ¢ si ha

2 a,= % a,

n=1 A=1

Dimostrazione. Supponiamo, dapprima, che la serie Za, {e quindi anche  ay,)
sia a termini non negativi. Indicando con {s,} e {0, } le successioni delle somme par-
ziali relative alle due serie, ¢ ponendo

5t ottiene
oy =0y Fag ot a, Saggy Fagg) t o Fag ey <S;
quindi le série I o, converge, e si ha
o= L w, <S5
h=]

I Ricerdiama che un'applicazione f:4 - B si dice biunivoca quando & injettiva e surgettiva,
cioé guando ogni elemento di § proviene da uno ¢ un solo elemento di 4,

Successioni e serie numeriche i1

D'altra parte, anche Za, ¢ un riordinamento di T a,, e ripetendo il ragionamento
precedente si ottiene S< ¢, da cui

S=Z a,=L q,=0.
n=1 n=1
Se ora L a,, non & una seric a terming positivi, 5i ponga
b =max(a,, 0),
n =max{~-a"_ U),
¢ znalogamente,
A, =max(e,, 0), Ty =max{—a,, 0).
Si ha allora:
0<h, <la,l, O0<c, <|a,l,
0<fy <layl, 0y, <lay,l,
e inollire,
@y =by —Cy, la,1=b, t+cp, :
E ] n 1] L lfﬁ_t l
&y =ﬁn‘ﬁTn| Io‘ni=ﬂn‘+7n'

Poiché la serie I |a,|.¢ convergente, saranno convergenti anche le sevie Td,, e Zc¢, (a
termini positivi). D"altra parte, le serie L8, e T+, sono riordinamenti delle serie
I b, e Zc, rispettivamente, Ne segue

iﬁ,ﬁibn £ §7"=5 Crs
1

el =1 n=1 n=
e 1a tesi segue dalle uguaplianze [16.1]. m
1 teorema appenn dimosirato pud sembrare a pritga vista evidente, e valido anche

per serie convergenti, ma non assofutamente convergenti. In realld, una tale impressione
si rivela errata: consideriamo infatti [a serie

LIRS SO S S0 ISPUD SO ANFRR ISV ST ¢
1 2+3 4-}-5 647 8+9 ]0+ ={og 2.
- §e¢ moltiplichiamo per 1/2, otteniamo
1 1 1 | I 1
- T S L
2 4 6 8 10 7 108

¢ Per quello che segue, la conoscenza della somma della serie non & essenziale; basta che fa
sefi¢ a primo membro converga (leorema 15.2) e che la sua somima S sia diversa da 0.
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Sommiando, ¢ combinando tea loro i termiai disposti uno sutto Paliro, si ricava

1 1 3
[ R, + —_ —=
]+ + T 5 log 2.

I f e
Ly |
-~ |—
E
N=ar

Quest'ultina serie si pud ottencre dalla prima riordinando i termini, mentre il valore
tella sonuna ¢ stato inoltipticato per 3/2.

Per capire Ja ragione di questo dpparente paradosso, consideriamo una serie Do
E, accanto a guesta, le serie b, e X ¢, , con

ns

b, =wmuax(z,, 0),
eq =max{—a,, 0} [16.2]

Il comporiamenta della serie La,, & determinuto da fquello delle afire due; infati,
se ambedue Je serie Xb, ¢ Yo, convergono, lu serie Yo, sard assolitamente conver-
gente; ¢ se una sola delle due diverge, §a serie 2o, sara anch'essa divergente.

Il caso pid complicato ¢ quello in cui ambedue le seris T b, e e, sono divergenti;
quando cid avvenga, la serie Zu, non potri convergere assolutamente, ma, se nella
successione {u,} i termini positivi e negalivi si alternano opportunamente, Iy serie
Za, potri risultare convergente.

E' questo il caso, ad esempio, dells serie

- —1yn+l
5 {(-1)

ne) n

considerula sopra.

Non sard allors motivo di medavigliv il fatto che una modilica dell'ordine de; ter-
Wini possa portare a un cambiamentio della somma, o addirittura possa rendere 1a
serie divergente, o indeterminata. Si ha, infatd, it seguente

Teorema 16.2 Siz Ta,, ung serie convergenie, tna non assolutamente convergente,

Comungue si seelga un memero LER, esiste wn rierdinamento £, defla serie daig
tale che

Ea, =1,
Ditnostraziene. Siano py, py, .., Pu, - 1 lermini positivi { 20) e a2,y

quelli strettamente negativi, nell’ordine in cui compaiono nella serie o, Per quanto
detio supra, si dovrd avere

L p,=—Z g,=+e0, ' 16.3]
n=r nxi
Inehre, essendo Ja serie data convergente, sard

lim p, = lim ¢, =0. f16.4]

e e 2~

B o

Succession] ¢ yerie mumeriche Iil

Per definire il riordinamento Z o, , poniamo innanzitutto a, =p,. Per a,, procediamo
cosiz se ay > L, prenderemo o =4, mentre, se o; 1L, porremo a; =p,. In generale,
supponiamo di aver gid definito a,, o3, ..., &, , € che questi consistano. nei primi k
termini positivi Py, Pa, ..., Py € Nei primi m—k termini negativi g, g, ..., ¢ _x - PeC
defivire @,,,,, calcoliamo la somma parziale g, =a, +a,+- +a,,. Se risulta
O ~ L, POITEMO 0y, o g = Qun _ 4, (ciod prenderemo come ay,,,, il prime dei termini
negativi disponibili}, mentre se 0, <L, si porrd o, .y =Py .p :
Osserviamo, a questo punto, che a causa delle {16.3] le somme parziali a,, non po-
teanno essere né definitivamente maggiori, né definitivamente minori di £, e dunque
1utti i termini p; e ¢; finiranno per essere contenuti nella serie T o, che sard cosi un
riordinamento della Za,,. In secondo luogo, la differenza o, —L sard sempre com-
presa tra Fultimo termine negativo e I'ultimo termine positivo presi in considerszione,?
¢ quindi, per lu {16.4], ka successione {o,,} 2vra come limite il numero assegnato [ =

5i noti che, con lo stesso procedimento, si possono costruire, a partire da una serie
Za, che sia convergente ma non assolutzmente convergente, serie che divergono a
+o ¢ 2 —o, e anche serie indeterminate, La semplice dimostrazione di queste asser-
zioni & lasciata per esercizio.

*17 Prodotti infiniti

Analogamente alla teeria delle serie si potrebbe sviluppare la teoria dei prodotti
infiniti

l a, [17.1]

i=1
definendo prima i prodotti parziali
Py=g;" 82 .4,

¢ poi effettuando il limite della successione {p,]. Se tale limite esiste finito, si dird
che i} prodotto infinito & convergente, e si porrd

I o= lim p,.

=] I Rndl
E' chiaro che i tennini 4; devono essere tutti positivi, o almeno positivi da un certo
punlo in poi, altrimenti troppi cambiamenti di segno impedirebbero alla suecessione
{r,.} di convergere, a meno che essa non tenda a zero {caso peraltro poco interessante,
al punrto che, in genere, un prodorto infinito si dice convergense se il limite dei pro-
dorti parziadi é finito £ non nuilo).

’ A rigore, guesta affermarione non & vera fin dall'inizio, ma comincia a valere nop appena fe
e 0, superany per la prima volta il numerao L.
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Con fa convenzione di considerare solo prodotti a termini positivi, la teoria dei
prodotti infiniti si riduce facilmente a quella della serje. Basta infatti osservare che
risulta

P
Inp,= 2 laay,
f=1

e che, pertanto, il prodotto infinito
Ha;

& convergenle se e solo se & convergente la serie
Elna, -

I questo modo, molti risultati refativi alle serie possono essere tradolti in analoghi
risultati per i prodotti infiniti; ad esempio, se it prodotto [17.1]2 convergente, allora
la successione a,, tende a uno.

Esempio 17.1
11 prodotto

nVn
n=1
& divergente. Infatti Ja serie dei logaritmi

E]“_”

nwr 1

& divergente, essendo maggiore della serie armonica. m

Esempio 17,2
1] prodotto

= 1
n (: + _.*)
nel ﬂ1
converge. Infalti risulta
n?

fim (1 +1—1) =e,

- n

e la successione a primo membro & crescente; ne segue che

1+ -—]1—<e”": )
n
e dungue
In (l + ]—2) <L )

n

Successioni e scrie numeriche 15

e la serie a secondo membro & convergente. Al contrario, il prodotio

i (144)
ne=t n

diverge; infatti, per la disuguaglianza [2.1], 5i ha

(1 +i) >2,
1

¢ dungue

In(l + ;1;) »2 .

18 Successioni e serie complesse

Abbiamo gid osservato che si possono estendere ai numeri complessi tutte quelle
definizioni e quei teoremi che dipendono unicamente dalla struttura metrica dej nu-
meri reali, ¢ non dal [ore-ordinamento. In particolare, si possono considerare succes-
sioni a valori in C, per le quali il concetto di limite & dato dalla definizione [3.1] e
dalle sue equivalenti {A;) e (A, }, nan appena si interpreti, ad esempio, il simbolo | |
come il modulo in €. Se {z,,} & una successione in C, ditemo dunque che lim z,, =

P
=] GC se, per ogni €20, esiste wr numero reale v tale che, per ogni n>wv, si ahbio
1z, —Li<e. :

Se {z,} ¢ unasuccessione in C, essa individuerd Je due successioni reali {a,}e {5,),
nssia, rispettivamente, fa successione delle parti veali e delle parti immaginarie dei nu-
meri complessi z,,. Viceversa, due successioni reali {2, }¢ {b;} determinano una suc-
cessione complessa {a, +ib,}. ' facile vedere che la successione complessa {z,,) é
convergente se e salg se song convergenti separatamente le due successioni reali
[Re(z,)} e {Im{z,,}}, come segue immediatamente dalle disuguaglianze {vedi cap. 1,
[8.10]):

IRe(z,) - Re(d) < |z, = 1]
Ha(z, )~ Im(L) <1z, — L]
|z, — LI Re(z, )~ Re(L) + [Im(z, )~ Im({L).

Analogamente, una successione {z,} & di Cauchy in C se e solo se lo sono (in R} e
successioni {Re(z, )} ¢ {Im(z,}}. Ne segue che C & completo, cioé che ogni succes-
sione di Cauchy in C & convergente.

Siz infatti {z,, } una successione di Cauchy in C; anche le successioni reali {Re(z,,)}
e {Im(z,)} saranno di Cauchy, ¢ dunque convergenti (teorema [2.1}. Per quanto
detto sopra, risulterd convergente anche la successione [z,,}.
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Venimno ora alle seric o teonini complessi; @ chiaro da quanto precede che la
serie ¥z, surd convergente se € 50lo se o sono le serie £ Re (2, ) e TIm(z,); a queste
si possuno applicare, ovviamente, § risultat} dei paragrafi 14 e 15, Alle serie complesse
si pud inchtre estendere il tearema 15.1 {dell'assoluta convergenza): se la serie dei
moiduli T|z,| é convergente, sard 1ale anche la serie £z, come segue direttamente
dalle disuguaglianze [8.10] del capitolo 1 e dal teorema 15.1 applicato alle serie
ZRe{z,)e Zhn(z,).

Vale anche I'analogo del 1eorema 122, e ciod: se ung serie Zz, vonverge, allorg s
deve avere lim z,, =0. -

Esempue 151
Lu serie geometrica complessy

To" a€EC,

¢ convergente se Jal <1, non convergenre se |al>1.

Infaiti, se |af <1, la serie £{a”"|=Z|al” & convergente; se invece |al> 1, la serje
non pubd essere convergente perché o> 1, e dunque non ¢ verificata [a condizione
necessaria lim o =0, »

11—

Esempio 18.2
La serie esponenziale complessa

- Zrl

nl
& convergente per ogni 1 €C.

Infatti si ha [27/n)|=|z|"/n!, ¢ la serie reale £ |z["jn! & canvergente per ogni va-
tore di |zf {vedi esercizic 15.3 (c)). =

Notizie storiche

La prima serie che appare nella storia della matematica & |z serie geometrica, usata
da Archimede nella quadratura della parabota, civé nel calcolo dellarea del seg;ncnlo
di parabola. Non risulta che e serie fossero state usate precedentemente: ad esempio
non si ha natizia dell'uso di esse nella discussione dei Famosi paradossi di Zenone, al-
cuni dei quali, in particolare quello famoso di Achille ¢ deila tartaruga, si prestar;o a
esscre lrattati per mezzo della serie geometrica.

La matematica classica non va al di 13 della serie geomelrica, né grandi progressi si
registrano nel Medioevo, se si eccettua una dimostrazione della divergenza della serie
armonica, con un'argomentazione essenzialimente simile alla nostra {vedi esempio
12.1). Ancora agli inizi del diciassettesimo secolo la serie geometrica & praticamente

la sola c_he venga usats con profitto, ad esempio da Fermat per trovare le aree dj nu-
merose {igure.
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B grande sviluppo delle sgrie inizia nella seconda meta del Seicento, con ks scoperta
di Nicolzus Mercator (circa 1620-1687) che riesce, con uno sviluppo in serie, a ese-
guire la quadratura dell'iperbole, e dunque a calcolare i logaritmi (vedicap. 5, § 8¢
cap.6, § 7). ‘

Quasi contemporaneamente, Isaac Newton (1642-1727) trova un grandissimo nu-
mero di sviluppi in serie, tra cui, indipendentemente, quello di Mercatar, con i quali
viene fra U'altro a fornire una quadratusa del cgrchio, ciod a trovare una serie fa cui
somma sia Harea del cerchio:

1 1 1 5

=|l-—-— =

i
4 6 40 120 1152 ¢

ubiettivo, peraltio, raggiunto anche da Leibniz:
n 1 b1

s 1
L R e R e
4 375 7 iep 2t

che, per 1'occasione, introduce il criterio che porta il suo nome (vedi teorema 15.2),
¢ in un certo senso gncor prima da John Wallis (1616-1703} con il suo prodotio in-
finito:

-

_3 15 35 63

T3 16 36 64

-3:3:5:5:7-7-
244668

e

1
2
E' comungue per opera di Newton che la teoria degli sviluppi in seric viene portata

a perfezione, divenendo uno dei pilastri del calcolo infinitesimale newtoniano.

Allo sviluppo dei metodi basati sulle serie non corrisponde un altrettanto profondo
studio delle questioni di convergenza, che anzi vengono esplicitamente tralasciate: ad
esempio dalla formula, valida per |x{<1, che di la somma della serie geometrica (vedi
esempio 2.6) -

i A= i
n=o 1-x

s

si arriva latora perfino a concludere, ponendo x =2,
~1=1+2+4+8+16 4

Se nelle mani di un grande matemutico come Eutero estrapolazioni come Ia prece-
dente possono portare a risultati di rilievo, grazie soprattutto alla sua profonda intui-
zione matematica che gli consente di evitare i trabocchetti che si nascondono dictro
unu manipolazione acritica delle formule, a lungo andare la sitvazione diventa poco
sostenibile ¢ si fa strada la convinzione che sia necessaria une revisione critica della
teoria delle serie, come persitro di tutto il calcolo infinitesimale.

Questa rifondazione & compiula da Cauchy nel suo gia citato Cours d’dnalyse, nel
quale viene definita e studiata la convergenza delle serie, limitando e operazioni e le
manipolazioni alle serie convergenti, ¢ vengono dimastsali quei criteri di convergenza
che abbinime descritto nei paragrafi 14 ¢ 15 del presente capitolo,

Uno strumento di grande importanza e duttilitd si rivela, a questo proposito, il
criterio di convergenza di Cauchy {vediteorema 12.1) che & enuncialo dal matematico
francese come evidente, e si trova prima ancora nell'opera di Bernhard Bolzano
{1781-1848), il quale ne tenta anche una dimostrazione; questa, in mancanza di una
teoria dei numeri reali, non poteva che rivelarsi ilusoria.
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La dimostrazione del principio di Cauchy diventa possibile non appena si sia fatta
chiarezza sugli assiomi che individuano il sistema dei numeri reali, ovvero si sia dato
di questi un modello sulla base dei numeri naturali. .

Molto pit moderna & la teoria delle successioni, se si eccettua una trattazione do-
vuta al matematico bolognese Pietro Mengoli (1625-1686) che nella sua Geometria
speciosa, del 1659, ne definisce correttamente i limiti (e le operazieni con questi). Le
idee di Mengoli restano ignorate, anche perché Iinteresse per Je successioni non si
manifesta che molto pil tardi, man mano che progredisce lo studio delie proprietd to-
polagiche della retta reale (§ §1), e in generale degli spazi metrici, nei quali le succes-
sioni convergenti determinanc le funzioni continue {cap. 3, teorema 4.1 e le succes-
sive osservazioni) e dunque, in analisi, la topologia.

Capitolo 3

Funzioni e loro limiti; funzioni continue

1 Generalita

Siano A e B due insiemi. Si dice funzione o applicazione di A in B una legge che
ad ogni elemento x di A fa corrispondere un elemento y dif.
Una funzione f di A in B si indica con il simbofo

A8

I'elemento y di 8 che corrisponde all'elemento x di A si indica con f(x).

Esempio 1.1. Alcune junziani incantrate in precederiza:

(a) Una successione a valori reali & una funzione di M in R,

(b} La legge che ad agni Rumero reale Ta corrispondere 1a sua parte intera & una fun-
zione di R in Z.

{¢) La funzione esponenziale (di base A >0} che ad ogni x € R fa corrispondere A* @
una funzione di B in R*, Vinsieme dei numexd reali positivi (vedi cap. 2, § 4). =

Osservazione 1.1, Tt coneetto di funzione {come quello ad esso strettamente legato
di insienie) & uno di queli per i quali non c't di meglio chie fare appello all'intuizione
del Tettore. tn effeiti, quelia che abbiamo appena data non & una definizionc, ma
pintipsto una spicgazione; ahbiamo ciod enunciato un certo numero di sinonimi {(ap-
plicazione, legge) con la speranza dj favorire il formarsi di un'idea il pii possibile pre-
cisa della natura delte funzioni,

Certamente sarebbe possibile definire rigorosamente it concetto di funzione, allo
stesso modo, per esempio, in cui abbiamo delinito rigorosamente il limite: tuttavia
tale definizione richiamerebbe altre nozionj e queste altre ancora, in una concatena-
sione al termine della quale resterebbe comunque affidata afl'intuito qualche nozione
primitiva, oggetio ciod non di definizioni, bensi, appunto, di spicgazioni. La sceita di
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quesle coucetti primitivi & unz questione dj opportunild per due diversi aspetii [n
primw Juogo vi song motivi di brevita: serebbe ad esenipio eccessive dilungarsi in di-
seussiont aaflinate al solo scopo di precisare concetti, come quelle di funzione, che
nel presente contesto sono semplicemente punli di purienza per ghi sviluppi della teoria.

Ci sono perd altri motivi nieno contingeati. Uno dj questi, ¢ Torse il pils importante,
risiede nella costatazione che i concetti da scegliere come primitivi devono essere,
per quanio & possibile, quelli per cui sussiste una larga concordanza di vedute, inevita-
bilmente basata subla lorv aderenza i dati dell'esperienza comune, vista l'impossibi-
litd ¢*una definizione rigorosa. la riverca dei coneetti pid adatti a questo scopy &
ampianente al di fuori, non solo di questo corse, ma della stessa nutemativa: & o
nningue Imgamente accettale che yuelli di lunzione ¢ dJi insicme sizno Lra questi,
anche se non sono maneati punti di vistz diversi (vedi, ad esempio, I'osservazione 2.1 )

Osservazione 1.2, In gencre, quanda gli dnsieni A4 e # sono individuabili dal con-
1esto e non esista pericolo di confusione, si usa ometterli e parlare della funzione £,
o anche (impropriamente) della funzione J{x.

Ad esempio, i'eﬁspressioncz “ia funzione 4** ¢ un’abbreviazione per “la funzione
fiR=R", che, ad ogni xER, fa corrispondere 4%, decisamente pilt lunga e ingom-
brante. w

Esempio 1.2, Funzione cararreristica di un insieme
Se 4 & un insieme di numeri reali sj definisce funzione caratreristica i A la fun-
zione wy 1 R~ R definita da

se xEA

1
P4 b= {0 se XA,

Pils in generale, se { & un insieme arbitrario e A & un sottoinsieme di @, la funzione
caratteristica defiuita sopra sari una funzione dj Qing =

Se foA-8¢una funzione, A si chimma il dominio e il codominio di f. Inolere,
st chiama immagine di f (o nieglio immmogine di 4 tramite £ ) Iinsieme f{A) costituito
dagli elementi di & che provengono da qualehe elemento di A; in simboli,

fla)={y€8:Ix€A tale che y=f(x)}. (1.4]

Nel seguito, ¢i interesseremo di funzioni reali dj una variabile reale, ciog di funzioni
i cui dominiv sia un sottoinsieme A CR e §] cui codominio sia R.

Definizione 11 Sia f: 4 >R wna funzione; [ & limitata superivrmente [titnitata
inferiormente, limitoway se Pinsiene F(A) & Emitato superionmente [fimitato inferior
menie, liniitato].

e e g . . . J
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Definizione 1.2 Se 1 A~ R & limitaty superiormenie, chiumerenio esirenio supe-
riore della fin 4 Uestremo superiore dell immagine: sup f{4). Tale mumero verra di

solito indicato con § simboli
“
supf, owvvere  sup f(x).
A XEA

Analoga & k1 definizione per Vestremo inferiore. Se 'immagine di f, f{4), non &
limitata superiormente [inferiormenie], porremo
sup f{x)=+oo {inl fx)=—oa),
LRI xwAd

Dalla proposizione 4.2 dei capitolo |, segue che se /2 4 — R & limitata superionente,
atfora sup f & caratterizeato dalle proprietd:
A

YxeA, fix)<supf; [1.2]
A

Ve>0, Fx€A4 taleche  flx)>supf—e. [1.3]
; A

Analoga caratterizzazione vale per inf f.
4

Se sup f appartiene a f{4), diremo che f ha massimo in A. Questo awiene quanda
A

esiste un punto x4 €4 tale che sup f=7(x,), e cioé tale che
4

J)Sf(xp), Vxed.

Il punle xg si dird in questo caso punto di massimo di fin 4.

Esempio 1.3 )
Consideriamo in R lu funzione
2
N X
& IR
La funzione /' & sempre non negative, e si ha f{0}=0; ne segue che 0 & un punto di
minimo per f. _ _
Siha, d'altra parte, F{x)<1 per ogni x, mentre, se >0, risulta Flxy>1-¢€ non
appena x? > 1 fe— 1. Dunque :

sup f{x}=1.
x€R

Infine f(R)=[0,1). Che nessun valore al di fuari dell'intervallo [0.1) possa essers
assunto dalla /& evidente {risulta infacti O f(x) <1 per ogni x). Se ¥ & un numero
compreso tra Qe 1, si ha f{x}=y perx=xp/(1 —p) e dunque yEf(R}). »
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Concludiamo guesto paragrafo introducendo un concetto che ci sard utile nel se-

guito.

Sia fA-+Besia QCB 5 dird intmagine inversa o controimmagine di Q (trramite
[yVinsieme degli x €A che vengono mandatl in Q datla funzione f;in simbali:

U0y €A ()EQ)

Esempio 1.4
Sia £ R— R Ia funzione definita da

0 se x=0
f(X)={
x s x>0,

Caleoliamo £ {[a, #}).

Si hanno i casi seguenti:
{a,) 0<a<b.In tal caso, perché f(x) appartenga a {a, b1, deve essere x >0, Ne se-
gue che S ! (la, 8]} =1a, b}.
(22} a<0<b. La semiretta (oo, 0] appartiene senzaliro af~" {[a, b]). Inoltre,
appartengono a f 7' ({a, ]} tutti ghi altri xER, con 0<x<b. Allora 7' {{a, b)) =
=(—ea, b}
{33} a<b<0. Nessun x viene mandato in [a, &], per cui 7% ([a, b]) & Vinsieme

viupto. ®

Esercizi

1.1 Si calcolino 'estremo inferiore e Vestrema superiore detle funzioni che seguono,
negli insiemi indicalti a lato di opnuna:

{ay x° (0,1}
(0 1+2x  [~1.2]
(e x° [-1.2]
(dy L/x ]

(&) xflx+1) 10,1}
(M N+ (-2,0}

1.2 Dise se pli estremi inferiore e superiore delle funzioni delescrcizio precedente
sono minimi o massimi.

1.3 Dimastrare le seguenti refazioni (f, g indicano- funzioni in A, mentre X indica
un numero reale):

{a) supAf=Asupf, A>Q
A A

(b} supAf=hinlf, A<D
A A
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*e} sup(ftg)<supftsupg
A A A

-*d}  sup(fig)=sup f+iafg
A A A

() sup(f+A)=supftA;
A A

(0 sup{fe}<supfsupg, [f20,g=0.
A A A

1.4 Eaunciare le analoghe relazioni per 'estremo inferiore.

1.5 Dimostrare le seguenti affermazioni:
(a,) Siaf:A—+ReBCA: Allora
inf f<infl f <sup f<sup f.
A B B A

{a;} Siano f:A-+*Reg:A-~Rtaliche: f[{x)<g(x), VxEA.
Alora:

inl f<infg, supf<supg.
A A A A

{a3) Sianof:A < Reg:A—~R, Allora:
suplf+el<suplf|+suplel
A A A

1.6 Si calcoli /™" () per le sepuenti {unzioni, dove 2 € Pinsieme indicato a lato:
(a) =x*-1 [, 2}
(b) logex (1, 1000]
(c) 1fx {-2,-1}]
d) -1 [4+=)
(e} =x=f(x+1) [0,4]

2 Grafico di una funzione

Per avere un'idea plohale dell'andamentn di una funzione reale Wi una variabile
reale /2 A= R, & comodo tracciare il grafico della funzione. A tale scopo, nel piaio
carlesiano si riporta sullasse delle ascisse il dominia A della [ e, per agni x di A, si
traccia il punto del piano di coordinate (x, f{x)}.

Al variare di x in A tali puntideserivono una curva (o meglio un insicme del piano)
chie si chiama prafico della funzione £(x). I concetto di grafico si pué dare in gencrale
per una funzione f1A4 2 8, con A ¢ I insiemi qualsiasi; si dice grafive di fil soltoin-
siente G del prodotio cartesiana’ A X B cosi definito:

Gr={(x,0}EAXEB cy=f(x)}-
E’ chiare che una funzione £(x) & univocamente individuata dal suo grafico.

i predotte cartesiano di 4 & B, AX B, & linsieme delle cappic (a. ) em a=Aebef il
piano cartesiano R? & il prodotio RX R; sc P=(x, MERT, x si chiama escista e y ordinata di I
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Osservazione 2.4, Affinché un insieme & del prodotio cartesiano A X B di due in-
siemi sia grafico di una funzione 14— 8, & necessario ¢ sufficiente che, per ogni
X €A, esista uno ¢ un solo y €8 rale che (x, y) eppartenga a F.

Queste e st chie si possano identificare e funzioni di A4 in & con i sottoinsiemi del
prodotio 4 X B aventi la proprietd suddetta.

Pib precisamente, una funzione di A in 8 si pud definice formalmente conwe una
terna

=04, 8, 1),

dove 4 ¢ H sono insiemi, e £ & un sottoinsiene del prodotto cartesiano 4 X & tale che,
per ogni X .4, esista uno ¢ un solo p € B tale che (x, y) EF.

in tal mudo, Ia nozione difunzione perde il suo carattere primitivo e viene definita
unicamiente in termini di insiemi; corcispondentemente all’acerescersi del formalismio
viene perd meno Uinmediatezza dell’inteizione. =

ll problema delio studio qualitativo del grafico di una funzione verra affrontato in
seguito. Riportiano nella figura 3.1 § grafici di alcune funzioni elementari, malti dej
quali sono gid noti.

Fer quello che riguarda le funzioni trigonometriche sin x e cos x (e le combinazioni
di queste lgx, ctgx ecc.) ci siriferirsd per il momento alla loro definizione intuitiva
data nella trigonometria elementare {per una trattazione pid rigorosa, vedj il secondo
volume di quest’opera).

Talora si parla della funzione f(x) senza specificare il dominio e il codeminjo.
Questo avviene perlopii quando fa funzione in quesiions & una combinazione di
fuazioni elemtentari, ognunu delle quali ha un dominio, per cosi dire, naturale, [ do-

minio, o insieme di definizione, della nostra funzione f(x} sard allora il pitt grande in-
sieme in cui tulte e tunzioni considerate abbiano senso.

fix}=ax + b
{a<0,b>0)

—b!a\ x

{a) 4]

flx)=ax +b \b

[a>0n>0

Figura 3.1
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¥
v fxy=x1
fx)=x?
x
X
i€ (d}
¥ ¥
1
fx)=—
X
Flab= e
x
(e} Lf]
¥ ¥
fixl= \/;
flar=ix :
x X
(g) thl

(sexue)
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1 {o<a< Yl

fb(l:loﬂ,a‘\'
[a> 1}

T

) (e
¥ v

1

—

x
ixy=a"
0<a<1)

(7]

el

Exemypyio 2.1

Sia f{x)=Vlog x T log,a x ¢ definito per x> 0. Inoltre, perché la radice abbia
senso, occorre che sia logg x 2 0, cind che sia x> 1. Ne segue che Ia funzicne f{x) ha

come domtinio l'insieme {1, + <=}, ®

Esempia 2.2

Sia f{x)=log;e x + Y1 -x Di nuovo log,gx & deflinilo per x>0 Inolire, la
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funzione Y1 ~x? & definita per 1 —x? 20, cioé per [x[< 1. 1l dominio di funzione
della /() surd dunque |intersezione dei due, ciod 'intervallo {0, 1] =

A differenza di guagto avvienc per il dominio, non esiste in genere un codominio
mauiale, ¢ # considerare ung funzione a valori in questo o quell’insivime & usuabmente
uth questione di convenienza. E' chiar che Iy seelia non pud essere del tutto arbitra.
ria ad esepio ¢ necessario chie il codominia contenga Pinmmagine. Daltra parte, up
gualsiasi insieme che conticne f{A) pud essere preso, in linea di principio, come co-
duminio della funzione f,

Ad esempio, ki Manzione AY s pud considerare come funzione a valori in R, ma
anchie come a valorl in R*. Si sceglierd Ja seconda alternativa quando sj vorri metterg
in evidenza il futto che 4% & sempre positivo; la prima quando cjo & secondario, e si
preferisee trattare tale funzione alka stessy stregua delle alire Tunzioni reali,

Esercixi

2.1 Sitraccino i grafici detle seguenti funzioni:

(a}  flx)=|x]
(b)  flx)=x"—2x .

x se x50
© 1) {x+2 s x>0
(4 fx)=2~ix+
(e)  Flx)=(x+Ixl}f2
) flx)=max(x?, x+3)
® fix)=|x*+xj
(b fl)=(x+1)".

2.2 i trucei il grafico delle funzioni
flxy=|x],
fly=x—|x]= {x],

rispettivamenic parte intera e parte frazionaria di x.

2.3 5i trovino i domini delle seguenti funzioni:

(A Vr +vV1-=x

x -2

x—71

(c)  logie(2°—2)

(d)  logp x —log,e(1—x)

X
() luguulT;
3
n 22

X

Funzioni & lure Waiti: funzioni continge Ly

24 Un corpo che viene lasciato cadere percorre girca 5¢2 metri in ¢ secondi. Se
ung palla cade da un’altezza di 80 m, i disegni in un prafice Ualtezza dul sualo cone
funzivne del tempo per i primi quattro secondi dall'inizio della caduta,

1.5 Un’auto viaggis per due ore alla velocita costante di 80 km/h, poi fa una sosta
di un’ora ¢ prosegue per altre tre ore alla velocitd di 100 kmfh,
{a} Si tracei un grafico della distanza percorsa in funzione de) teinpa.
(b} S0 Lrevi espressione analitica della funzione f{z) che ha tale grafico,

3 Funziome composta e funzione inversa

Siano A4, B e Ctre insiemi, e siano £ A -+ 8 ¢ g 8=+ Cdue funzjoni. Ad ogni v € 4
la fassocia un elemento f{(x} di 8; 1 quest’ultims elemento la g associa a sun volis un
elemento g{ f(x)} appartenente a €.

Resta cosi definita un’applicazione di 4 in C che, ad ogni x €4, associa un ele-
mento g(f{(x))€C. Tale funzione si denota con il simbolo gaf (silegge g composto
fYe si dice funzione composea dig ed f,

Riassumendo, la funzione composta g e f & "applicazione di A in C definita da

(g2} (x)=g(f{x)).

Non sard inutile sottolineure che, per poter parlare di funzione compuosta gef, & ne-
cessario che Fimmagine di fsia contenuta nel deminio di £

Esempio 3.1 .
Sisne f:R->RY= {xER:x>0), definita da Fx)=x? +1 ¢ g: R™ R, definiw
du g (x)=v/x .

Si ha allora
e N )=V = Vet +1.

In questo caso si pud anche considerare la funzione fegisiha
fog:R"=R", (fog){x)=x+1.

Si osservi che fegsgof. F' da notare anche che, benché la funzione x + 1 sia
definita per ogni x € R, la funzione composts fo g & definita solo se xERY. »

Esempio 3.2

Siuano
SRR, fix)=x?+1,
g R*>R, glr)=vVi.
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Poiché Pimmagine di / non & contenula nel dominie di g, non esiste la funzione
gef.

La funzione composta esisterebbe se si considerasse la funzione x? + 1 come defi-
nita solo per x> —1, ovvero se si prendesse la restrizione? della funzione f all'inter-
valle {— 1, +=0). -

Infatti, poiché f([—1, +=))=[D0, +°°), il duminio di g coincide con I'immagine
de]laf. resirizione fa [—1, +o2). Risulta allora

gef:[-1,+ «)>R, (g2l Hx)=Vx? +1.

In generale, quando si parla di funzioni f e g senza specificare i domini e i codomini, ~ :

st parlerd della funzione geof, con la convenzione che il dominio di f debba essere
scello in modo che Pimmagine di f sia contenuta nel dominio di g (vedi anche esem-
pio 2.1).=

Vediamo ora il concetto di funzione inversa. Sia f: A = 8; diremo che f ¢ inieitiva
se manda punti diversi in punii diversi, ciog sc

F{x}¥#f{x1), quando x| #x;.

Se una funzione & iniettiva, ogni elemento della sua immagine f(A) proviene da
uno e un solo elemento di A; la funzione g f{A)—+ A che associa a y {unico elementa
x che verifica y = f{x} si chianta funzione inversa della f e si indica con f7', Siha

ftef=ly, fof ' =liy [3.1]
dove se £ & un insieme si indica con Jg la funzione identitd:

lg: E~E, Ig(x)=x, Vx€E.
Si noti che fe [3.1]si possono anche scrivere per esteso:

I)=x VxeEd,

f(7o)=x,  ¥xEf(A4).

Un tipice esempio di funzioni iniettive (o invertibili*} & dato dalle funzioni stret-

{famente monotdne.
Una funzione f: A - R si dice crescente se, per ogni coppia di punti x,, x; di 4,

COn Xy > xq, dsulta f{x;}>f{x;). §i vede subito che la funzione f & crescente se

¢ solo se

fx)=1(x7)
—_—— 2 >0, Vi, x;€A4, Xy #Fxg. (3.2]
.Il _X1
T In generale se [: A — B e se € C A sidice restrizione di £ a Cla funzione
fe:CB, [x}=fix), VxsC.
? Qui e nel scguito useremao il lermine invertibile come sinonimo di infersfva. Avvertiamo co-

tnungue che talvolta Pespressione applicatione invertibile viene usata per denotare un'applicazions
injettiva e surgettiva, ciod un‘applicazione biunivaca,
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~

Analogamente, una funzione [/'si dice decrescente se risulta

Fle}—fxa) <0

Xy X,

. ¥x x4, x| #xy. [31.3)

La quantitd a primo membro delle [3.2] e [3.3] si chiana rapporte incrementate
della Tunzione f; una funzione sard dunque crescente (o decrescente} in A se il sue
rapporto incrementale ¢ sempre >0 (<0).

Se pot nelle [3.2], [3.3] vale sempre 1a disuguaglianza stretia, fa funzione f si dird
streftamente crescente (o stretlamente decrescente}. Le lunzioni crescenti e decre-
scenti si riuniscono nella denominazione comune di funzioni monotdne; sirettamente
monoténe se sono strettamente crescenti o decrescenti.

E' facile vedere che esistono funzioni inverlibili in ua intervallo che non sono
monoidne; tn esempio & dato dalla funzione il cui grafico & riportato nells figura 3.2,

) —x se O0sx=l1
) e 1<y sK2.

Osserviamo perd find'ora che se una funzione f: [a, h]+ R & invertibile e continua,
allora & necessariamente monolona (vedi pit olire, lermina 11.1).

In generale non ¢ facile trovare un'espressione analitica per I'inversa di una data
funzione. Meno complicato & disegnare il grafico di =7, upa volta che il grafico della

{ sia conosciuto.
Non & difficile infatti convincersi che il grafico di f =" pud essere ottenuto da quello

T g

Figura 3.2
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di f semplicemente riflettendo guest’ultimo rispetto alla disgonale de! primo qua-
drante, come netls figura 3.3,

Esempio 1.3

La Tunziune sin x, definita in B, non & evidenlemende tuvertibile. D'altra parte, la
funzione f{x), resirizione di sin x all’intervallo {—n/2, 7f2], risulta creseente in esso,
e quindi inictliva.

La funzione invessa f~! manda [—1, 1]in R e si indica con “arcsin x™ (raramente
1

con sin~' x); il suo grafico & riportate nella figura 3 4.
¥ ¥
fix} Flx)
s
7’
4 e
I g
'l s
I i
Vi Vs
s d
e e £l
' s
- I
e P
- Vs
rd s
s -
~ /s
" £
rd s
7’ ”
X X
[2) 14
Figuea 3.3
¥
2T T T T T T
' ]
|
I
i
i
i :
1 — Tx
1
!
|
I fix]l =arcsinx
I
I
——————— ~-nf2?
Figuza 3.4
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I ugualmente invertibile la restrizione di cos x alfintervallo [0, #1); la funzione in-
versa si chiama “arccos x™ (vedi fig. 3.5).
Si verifica facilmente che

arcsin x b arccosx =

b=

Per finire, osserviamo che risulta invertibile la restrizione di tg x all'intervalio
[~-nf2, mf2]; la funzione inversa “arctg x” ha il grafico indicato nella figura 3.6.

Esempio 3.4, Le funzione logaritmo

Abbiamo visto nei capitolo 2 (§ 8), la definizione della funzione esponenziale A%,
A>0. Se 4 & diverso da | la funzione 4% & strettamente mono1dna {crescente se
A4>1, decrescente se 4 <1) e dunque invertibile. La sua funzione inversa si chiama

flxt= arc cosx

aj2

)
f
1
!
I
I
I
1
I
|
|
|
L
=1

Figura 3.5

02 | — e —— e

fix)=arc 1gx

f————— e — —nf2
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Jogaritmo in base 4 ¢ si indica con il simbolo
log g x.

11 grafico della funzione logaritmo ¢ riportato nel paragrafo precedente, ¢ st pud
oltenere ruotando nel modo che si ¢ dette quelio della funzione espanenziale A7, Le
basi pill comunemente usate per i fogaritmi sono 10 {che & pill comada nei calcoli
numerici} ed ¢ {che convicne per mativi che risulteranno clijari in seguitn). Noi use-
remo sempre in seguito (salvo specilico avviso} i fogaritmi in base ¢, o fogaritmi nary-
rali, cle denoteremo con lnx.

In ogni caso, si pud facilmente passare da una base dilogariimi ad un’altra mediante
la formula

log4 x=loggx - loga B,

la cui dimostrazione & lasciata per esercizio.

Esercizi

3.1 Siaf(x)=x* + 2 Sicalcoli
o), f(D, ra), f{l-a), (FON?, fUrea, LN

32 Siaf(x)=x+sinx eg(x)=V1+x* Sicalcoli
{feg){x}, {gefHx)
1.3 Dire se sono invertibili le seguenti fanzioni, considerate negli intervalli a lato:
(a) =x+2 (—=,3)
(by x? i~-2,1]
() % (0, $)

(d) logiex (1, +)
{e) sinx fo,m

Yy cosx (—nf2,af2)
(9 Vx [0, 4 =)
hy Ifx {0, +=).

1.4 Disegnare il grafico delle inverse di quelle funzioni dell’esercizio precedente,
che risultino iniettive. '

3.5 Sia f{x)=1+sin x?;si calcoli

feth) -f(x), f(l-x),  f2%).

3.6 Trovare Pinsieme di definizione delje funzioni ¢he seguono; dire se sono inver
tihilj e calcolare, in caso affermativo, la loro inversa:

(a) [fl)=x{{x-1)

(by f(x)=2xj(1+x)

(€) [lx)=(ax+bYcx+d)
(4} flx}= (22 +3).
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3.7 Sia f:.4 —+ R una funzione crescente. Si dimosiri che

{a) —f& decrescente,
(b) se [ & invertibile, 7' & crescente.

4 Limiti di [unzioni

Nel capitolo precedente abhiamo considerato i imiti di successioni, ciog di fun-
zioni definite in N.

Vogliamo ota estendere il concetto di limite in moda da comprendere limiti di
funzioni definite in un qualsiasi sottoinsieme di R. Sia dunque ACR e siaf:A—+R
una funzione reale definita in A. Sia xq un punto di accumulazione per A, e sia L un
numero reale. -

Definjzione 4.1 Diremo che L & il limire della funzione f(x) per x che tende @ xg,
e scriveremo
lim f{x)=L
XXy
se per ogni €>0 esisie un aumero 5="5(e)>0 tale che per agni xEA, con 0<
Ax—xq| <8, risulti

1f(x)-L1<e. 14.1)

Si noti che, anche se f & definita nel punto Xo, non si richiede che la [4.1] sia sod-
disfatta per x =x,; in altre parole, il valore L. det limite 2 indipendente dal valote della
lunzione nel punto xg. Le ragioni di questa scelta sono soprattulto di camodo, affin-
ché la definizione risulli pii maneggevole in alcuni casi, e di consuetudine.

La definizione 4.1 pud essere riformulata in termini di intorni nel modo seguente;
siha lim f{x)=1L se, per ogni inforno F(L, e)di L, esisie un intorno [(xy, 8)dixg

XX,
tle che, per agni x & Hxq, 8)0A- [xo).% si abbia f(xYEI(L, &) (0, in altre parole,
tale che f{I (xq, §)NA = {xo}) sia contenuto in (L, )

Esempio 4.1
Dimostriamo che (vedi fig. 3.7):
. Sinx
lim —

x—+0

=1 (4.2]

Sia 0 <x < /2, e nel cerchio di raggio 1 siriportino larco x ei carrispondenti segmenti
di lunghezza sinx e 1gx (vedi fig. 1.7). L'area del iriangolo di altezza sinx e base 1 &

* 8o A ¢ B suno sottoinsiemi di ®, sl chiama differenza di A v H Iinsicme

A-0= [reA:xedB)=4N¥8
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tg x

sin x

Figura 3.7

3 il quella det setiore circolase che Jo conticne & x/2; quella, indine, del triangolo
. 1
dibuse 1 e altezza tgx & 7 Si ha dungue
sinx <{x <igx,
e guindi, dividendo per sinx e invertendo,

sin X
casx < ——— <1,
x

Quest'ultima relazione resta vakida anchie per = nf2 <x <0 dato che i suoi termini re-
stano fnvariuti se si serive —x al posto di x; da essa sepue
sin x
0<1- S L1 -cosy =7 sin?

e, it detinitiva,

sinx
x

I_.

’

xt
2

cosicché, fissato €20, se 0<|x|{ <5 (e)=+/2 ¢, si ha

|1 -MI e n
x
Esempio 4.2
Risulia
lim 1zcosx =1
k—o  at 2 [4.3] 7
Si ha infani
1-cosx _ 2sin’(xf2)  sin®(x/2)
x? X1 2wy
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¢ ricordundo Pesespio precedente,

[ 1-cosx m_l_\=ﬂl_ _sint(x/2)
x? ) (xf2)?
1 sin(x/2) _sin(x/2) 1 {x/2)? s
"5(” 2 )(' xf2 )<3'2‘ 7 i

da cui segue il risultato. @

Veniamo ora a up teoreina che collega ira boro t limiti di funzionk e quelli di suc-
cessioni. '

Teorema 4.1 Siz A CR, f(x) una funzione definita in 4 e xq un punto di accn-
mulazione per A, Si ha

lien  flx)=L,

x =+ X,

1 € solo se, per oghi successione {x,,), a valori in A — {x,} e convergenre a xg, risulia

Hm flx,)=L.

n—+e

Dimostrazione. Ci limiteremao gl caso di L finito. (1) iz lim f(x)=L esia {x,}
X x,

una qualsiasi suceessione in A — [xg ), convergente 2 x,. Per ogni e > 0, esiste un 8 >0
tabe che, se xEd ¢ O<x—xy| <8, si ha |f(x)— L] <e. Draltra parte, in comrispan-
denza di 8, esiste un vER dale che, se n2>p, risulta 0<{x, —x,]1 <8, ¢ dunque
Ffleg )~ L] <e.Dicenseguenza sila lim f(x,)=L.

) =

(11} Supponiamo, viceversa, che sia lim f(x,)=L per ognisuccessione {x,}a va-
r— o

lori in 4 — {xp} e convergente a xq.
Se non fosse lim f(x}=L, dovrebbe esistere un €20 tale che, per ogni 5 >0,

XTrX,
sarebbe possibile trovare un pu'nlo xEA con 0<|x~xgl < e {f(X)—L]|Z¢€. Preso
suceessivamente §=1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ..., si troverebbero allora det puntixg, Xz,...,
Xy, .o Gi A —{xgy} per i quali risulterebbe |x, —x < 1/ne | fix,)—L|>e.
La successiane {x,} cosi costruita converge a x,, ma non §i ha Hm f(x,)=L,
contro I'ipotesi. m noe

Esempio 4.3
Sila

lim A¥=4% [4.4]

I“’Iu

relazione che segue dul teorema precedente e dalla [8.3] det capitoto 2. w
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Osservazione 4.1. 11 teorema appena dimostrata pud essere usalo anche per pro-
vare che una data funzione non ha limite per x che tende a xg.
Basterd, per questo, trovare due successioni {x,} e {y,}, ambedue convergenti a
g e tali che
lim f{x, )=t Lm f(y,)=L, con L[ #L
o=

fi =+
Si considert, a titolo di esempio, la funzione
f{x}=cos(1/x),

definita per x 0. Mostriamo che non esiste it limite di f{x} per x = 0. Basta per que-
sto considerare le successioni
t i

2nn I = (2;]-{-])“ '

Xp =

ambedue convergentj a zero. Si ha
flx)=cos2nw=1, f(ypp)=cos(2n+i)n=—1

cosicché il lim cos(1/x) non esiste, »
x—0

Il teotema 4.1 di un'altra giustificazione del posto preminenie che i limiti di suc-
cessioni occupano nella teoria generale dei limiti. Infatti, oltre a lare appello pid im-
mediatamente all’intuizione, i limiti di successioni, proprio in virti del tcorema di cui
s0pra, possona essere presi come base per tutta la teoria dei limiti, almeno finché i si
mantenga in spazi metrici, in cui sia ciod definita una distanza che verifichi le condi-
zioni del capitolo 1 (§ 2), sulle quali in ultima analisi si basa 12 dimostrazione del teo-
rema 4,1,

i immedialo, sia sulla base della definizione sia usando il tearema precedente,
estendere i risultati del capitolo 2 (§ 4) concernenti le eperazioni con i Lmiti, ai
Jimiti di funziond, In particolare, si ha

lim {f(x)+g(x))= hm f(X}+ lim g(x),

Iim Af(x)=x lim f{x)},
lim f{x}g(x)= lim f(x} lim g(x),
lim f(x},fg(x)= l[m Sy ]_L-m g(x),

han appena esistono i limiti a secondo membro, e quando non si tratti di forme inde-
terminate. E' altresi valido il teorema dei due carahinjeri (teorema 4.1, cap. 2).

Torniamo ora alla definizione 4.1, nella quale si era supposto che sia il punto xq
che il numcio L fossero reali. Vogliamo ora considerare il caso in cui uno dei due sia
infinito.
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Definizione 4.2 Diremao che

lim f(x)=+=

X=X,

se, per ogni MER, esiste un 8> Q tale che pér ogni x €A, con 0Ix—xp[<h, i
abbia

fx)y>.

Delinizione 4.3 Sia A CR un insieme non limitato superiormente e 1 A + R Di-
remo che

lim f{x)=L

Xt A
se, per ogni € >0, esiste un M€ R tale che, per ogni x €A, con x> M, si abbia

[fx)-Li<e.

Analoghe definizioni si possono dare con —ee al pasto di + =, & conveniente perd
dare una definizione generale, cioé valida in tutti i casi.
Per ¢qquesto, indichiamo con R* fa retta ampliata, ciod I'insierne

R* = [~} URU (4o},

e ricordiamo che si erano definiti indorni di + o0 le semirette (g, +°) e inforni di
—== e semirette (oo, a).

Diremo che + co[—wa] & un punto di accumulazrone per A TR se 4 noa ¢ limitato
superiormente [inferionmente}.

8i ha allora la seguente

Definizione 4.4 Sia ACR ¢ sia f: A~ R ung funzione reale. Sia F € R un punig
di accumulazione per A, Diremo che
lim f{x}=h. XER*

x—f
se, per ogni intorno U di A, esiste un inforno V di t tale che, per ogni x @ V.0d - {E],
iiabbia

fx)ey
o, in altre parole, tale che

frnA-{EHcu.

Il seguente teorema & analogo af tearenma 4.2 del capitolo 2.
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Teoremn 4.2 (dells permanenza def segno) Se L= lim f{x)>0, allora esiste un
ingorno ¥V di  tale che f(x)> 00 V—-1{E), ]

Dimostrazione, Sia U un jptorno di 1., camposto luito di numeri positivi (ad
tsuipio si pud prendere U=J{L, L) se L & finilo, e U={0, +=)sec L=+o) Perla

definizione di limite, esisterd un intorpo ¥ di E tale che per ogni x € V—{k} risulta
fS(x)E Y, ¢ dungue f{x)>0. =

Esercizi

4.1 Dimostrare che

(a} lim sinx=sinxy, lim cosx=cosx,,
oy XXy
H n__n
{b) lim x" =xy,
X=Xy

(5i usi la disuguaglianza [4.1] deb cap. 1.}

l x
(c) limy (I.-I-—) =¢,
X

P

| x| 1 X [x}+t
(Si osservi che (l I __..__,_,) « (| + ._.) X (I + J__) )
[<]+1 x (x]
4.2 Sidimosiri, usando direltamente la definizione, che

lim 2x=2, lm Vx+2=7;

Xk} x—=1

lim I/\/;+2 =2, Jim xsin—=0.
x-+a X0 x

4.3 Si calcolino i seguenti limitj:
3 H

. x"—8 oox' = i

lim — , lim , lim sinx ,
xry X712 x—1 X—1 xoa TTX

o sinx? ] I tx . 1-x
lim . lim . lim ,
X0 x X =0 x xX—n

. Vit x—/]~x o owx—1

lim . lim ,
x—+ 0 X x—+; x—1

4.4 Dimostrare che le definizioni 4.1, 4.2 ¢ 4.3 sono casi particolari della defini-
tione 4.4,

4.5 Sisupponga che
(1) lim  f{x)=—oo,

ATt e
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Si dica quale Jelle tre proposizioni seguenti discende dalla (1):

{A} se x>0, si ha f{x}<0; .

(B} esiste €2 0 tale che f{x) <0 perognix>¢

(C} per ogni €> 0 esiste un 2> 0 tale che per x > 17 5i abbia f{x)} > €.

4.6 Dimostrare che non esistono i seguenti limiti:

cos X2 -

. , . , . x
lim sin—, lim sinx, lim
x—+0 X X+ X -+ v x+1

4.7 Sicalcoli
l X
lim (l +—) .
Xk - x

4.8 Si calcoli

lim x>
X = poo
(Usare 1a parte intera di x.)

4.9 Sidimostri il teorema 4.1 nel caso L =too,

S Restrizioni. Limiti destro e sinistro

Siano f: 4 8 una funzione reale, B un soltoinsieme di 4 ¢ x, un punto di aceu-
mulazione per B (& quindi anche per 4). Indichiamo con fg la restrizione della fa 8.
E’' immediato verificare il seguente risultato:

Se si ha

lim f{x)=L.

X TFXy
ellora esiste if Himite di [, per x ~xq, € risulta

lim fp(x}=1.

x—+x,

Infatti, se per ogni successione {x,} a valori in 4~ {xy} e convergente a x,, si ha
lim f(x,}=L, o stesso accadrd per ogni successione a valori in B— {x,}.

-

Teorema 5.1 Sia [ 4 ~+ R e sig x5 un punto di accumulazione di A. Per r 2> Q indi-
chiamo con f, la restrizione di fall'insieme I (xo,r}NA. Siha lim f(x)=L se e solo
se lim f,(x)=L. X ¥

Eal

Dimostrazione. Per quanto visto sopra, se f(x) converge a L allors anche [ {x)
converge a L. Bustera dunque provare il viceversa. Sia Hm  f, (x)=L; sllora, per ogni

XX,
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intorne &/ di /., esiste un intorno ¥ i x, tale che, per ogni x € VO (xg, r)0d -
— {xg} risulti

f(x}=fx)EU.

Ora W=} N7 (xg, r) & un intorno di xp, ¢ quindi, per ogai intarno U di L, esiste
un intorno W di xq tale che, per x € WA~ (xg], si abbia

fOEU.

Cio dimosira che lim f(x)=L.s

Xt x,
[al teorems 5.1 segue immediatamente it

Corollario §.1 Siano [ e g due funzioni definite in A, e sta xo un praito df accum-
lazione di A, Se VX &1 (xq, )N A i ha f(x)=g(x), allora
tim (f{x)—gx)}=0.
X,
In particolare, se esiste un limite per x —+x, della f(x), allora esiste anche quellp
dellag{x)esiha
lim f{x)= lim g(x).
X -rXg X-’Xa
Condensando in una frase il teorema 5.1 e il suo corollario, si pud dire che il valore
del limite di una funzione f, per x - x,, dipende solo dai valori di f nei punti “vicini”
a.Xg. _
Il tearema 5.1 descrive essenzialmente [unico caso in cui, dall’esistenza del limite

di una restrizione della f, si pud risalire a quelle della funzione stessa, Le cose stanno
diversamente se si considerano due o pill restrizionj della f.

Proposizione 5.1 Sig /: A~ R, signo B e Cdue sottoinsiemidi A esia xo un punto
di accumulazione per ambedue gli insicni B e C. Supponiamo che

{(a) BUC=4
) lim fgp{x)= ljm folx)=L.
x X, X+ x,
Aflora st ha
lim f(x}=L.
x—x,

Dimeostrazione. Per ogniintorne {/ di L esistono due intorni ¥, e V5 di x4 taliche
L€V, NB-{xo}=f{x)=1p(x)EV

5.0
XEV,NC- (xg) = fx)=fe(X)EU. (5.1}
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Daltra parte, V= F, vV, & wnintomo di xg, e (FORPHV O~ Fnd, Sepae al-
lora dalle [5.4 che f(x)E U perognix €V N — [xg], da cuila tesi. »

Un caso di notevele interesse & il seguente. Se f & una Tunzione definita in A, e
Xxg & un punto di R, si pone
A, =AN]xg, + =)
A =AN{-=, x4],

e si chiamano liniti destro e sinistro della funzione f, per x = xq, i limiri

lim f.(x) e lim j,_(x).

XrX, X - x,
Tali limitd si indicano usualmente con i sinboli

lim  f{x}, per il limite destro, €
Tt Xy

lim f{(x}, per il limite sinistro,
x -+ xy

Datla proposizione 5.1 segue immediatamente il

Teorema 5.2 Sia f:.4 = R, e sig xo un purnta di accumulazione per A, e A _. St ha

lim f(x)=L

X v Xy
se ¢ solo se

lim*,f(x)= lint_ flx)=L.

x—+xy X+ xy

Esercizi

5.1 Sicalcolino i limiti lm e lim  delle scguenti Tunzioni:
x—=+0" x-+0°

x 1
[Il, {x}v m: ;l
sinx  Vitx 1 x* 43
=l x U o THEIE T xRt

5.2 Sidimostri che si ha

im (1 +x)" =
x4

{5i calcolino separatamente i}imiti destro e sinistro e si tenga conto degli esercizi 4.1 {c)
ed 7.)
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5.3 Si dimostri analoga della proposizione 5.1 nel caso xg =+ Alla luce Wi
(uesto risuliato, siritorni sull'esercizio 11.7 del capitolo 2,

6 Limiti di funzioni monotdne

Come le successiond, anche le funzioni monoténe hanuo uno speciale comporta-
merto rispelto all’operazione di limite, con in pio la varieta dei casi dovula alla imag-
giore elasticita dei limiti di funzioni,

Moi tratteremo solo il caso di funzioni crescenti in un intervallo limitato (g, b)),
lasciznda al lettore il compito di enunciare gli analoghi risultati nel caso di fuszion;
decrescenti e nel caso di imtervalli ilimitati.

Teorema 6.1 Siz f:(a, )~ R uno funzione crescente e sia xo €(a, b). Allory esi-
ste it tiniite sinisivo delfla f(x), per x che tende a X, € 5fhy

lim fix)= sup [f{x).

X~ xg e x< x,

Dimaostrazivne, Caso 1
sip o fx)y=L <t e,

LI S

Dalle proprietd [1.2} e [1.3] delPestremo superiore risulta:

a) f{)<1L, ‘VJ\'E{u,xu),
(b) Ve>o, Ix,E(a, x¢) tale che L-e<f(x,)

Poiché f(x} & crescente si ha allora, per ogni XE((xe,Xg),
L-e<rix)<L,
e guindi

lie pixy=1L,

Xrxy

Caso 2:

sup  flx)=+ oo
a< x<x,

(si noli che questo pud sccadere sulo se Xy =t dato che per la monotoniy di fse
xg hsiha osup <l
[

a4 L x <y

Fissto AI 2> G, esiste un x; €, b) tale che

Sxae )i,
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e quindi, per ogni x €x,y, &), i ha f{x)>> M, cosicché

lim flx)=+eco.m
x—+h"

In maniera analoga, si dimostra che per ogni xy €[, b) risulta

Iim‘ fxy= isf  f(x)

X, x<h

e il Fimite pud essere — = solo nel caso x, =a.
il teorema precedente & di grande vtititd nel caleolo dei limiti di funzioni monotane,
come si pud vedere dal seguente

Esempio 6.1
Si ha

lim Inx=lnx,. [6.1]
X+x,

La funzione In x & crescente, ¢ dunque, per il teorema precedente, esiste il limite

lim lnx=L.
x=—xg

Se {x,} ¢ una successione a valori in (xg, T =), convergente & xp, si deve avere (teo-
rema 4.1)

lim Inx,=L.

-
13 H H — irn H l
In particolare, se si sceglie x,,=xy e/ siha

£=1lim lafxse’™)= lim (lnxu +%)'—'Inxo.

v -
Analogamente, se si prende x, =xg e si trova

m Inx=lnxg,

X-rxg

e dunque la [6.1}.
La [6.1] vale anche per logaritmi in base 4, come segue facilmente dalla relazione

logy x=Inx/lnd.»

Esercizi
6.1 Dimostrare che, se f{x) & decrescente in 4 ={a, + =), s{ ha

lim  f{x)=inf f(x).
A

FERES
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*7 Massimo e minimo limite

Né il criterio di Cauchy, né i concetti di massimo e minimo limice per le funzioni,
sono di grande imporianza nell’economia di questo-corso: ci limiteremo pertanta a
dare Je definizioni di massitmo e minimo limite di una funzione per x + 4= lagciando
al lettore la discussione degli altri casi.

Sia A CR un insieme non limitato supericrmente ¢ sia f: 4 ~+ B una funzione, Po-
niamo, perr€R,

L{r)= sup  f(x),
xEANr+=)
7.
= inf  f(x). -
xS A N{r +e}
Le funzioni L e/ sono definite in R, a valori in R*; pit precisamente, la funzione L
pud assumere il valore 4% (s5i pud anche avere L f)=4+ = ¥rER) e Ia funzjone } it
valore —oo,
Se L {r)=+ =, porremo
max fim f(x)=+ oo,
X+ e
alteimenti & L (rg)<{+e° per qualche 7y €R e la funzione L (r) 2 decrescente in
[rg, + o). In questo caso si pone

max tim f(x}= inf L{r)= lim L{r).
X3 4w r>r, Fe+ b=
Se si conviene, nel caso L (r) = + oo, di porre

infl LEY= lim L{r)}=+oe,
rER

F— -

si pud in ognj caso scrivere

max bim f{x)= inf L(r}= lim L{). [7.2]
X+de reR res e ’
Analogamente,
minfimf(x)= sup I(r)= lim !{r), [7.3}
X+ ke renR Fetpm

con la convenzione che, se [ (#}=—w, allora lim Hr)y=—po,

>

Il seguente risultato ¢ analogo al tearema 10.1 del capitolo 2.
Teorema 7.1 &iha lim f(x}=L se e solo se
X-+4w

max lim [ (x}=minlim f (x)=1.

A e Xt 4m
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Dimostrazione. Lanitiamoci al caso di 7. Tinito. Sia lim f{x)=/. ¢ sia > 0; esi-
Rl

. . Ry
sleun r € R (ale elic, per oghi x 2>y, risults

L-e<f(x)<lte
Alloga, perr>>ry,
L-esinSL(NSL +¢
da cui segue immediatamente, passando al limite per r =+ + oo,

L—e< m I(N< lim L{N<L+e

rt 4o F—4 4=
Poiché € > 0 2 arbitrario, si dovrd avere dunque

minlim f{x)y=maxfim f(x)=1.
JUR X4

[7.4]}

Viceversa, se la [7.4] & verificata, tenendo conto del fatlo che, se x> risulta
N <f(x)<L {r}, si ha inmediztamente che

iim f{)=1 .=

P

Esercizi
7.1 Sidimostsi it leorema 7.1 nel caso L =% o0,

7.2 3e xp € un punto di accumulazione per 4 e r >0, si pone

L{n= sUp f(x),
Afitxg. 1) - [x
iry= inl f{x)

AN T{x,, r)- {Xn]

max lim f(x)= inf L{r}= lim L(r),
X+, r>o Frrot

mindim f(x}=sup i{r}= lim Hr).
X=*Xg r>o r=0’

Si dimostri I'analogo del teorema 7.1.

7.3 Si calcoli

max fim sinx, minlim cosx,
X 4 X+ 4o

| N | ;
max iim —, minlim—, maxlim {x}.
x=0 X x—+o X x—0

*7.4 Si dimostri che, se

L=max lim f{x),
x=r+e



I Cupituio rerzo

allora esiste una successione {xn], con x,, - + oo, tale che

lim f{x,)=L.

=t

Si faccia lo stesso quando x—* xg.

1.5 Sidimostriche, s¢ lim g{x)=L>0, siha

X_’.Xo
max Hm f{x)g(x)=maxlim f{x)- lim g(x),
x-*x, X+ x, Xk X

minlim f{x)gCc)=minlim f{x)- lim g{x).

xr X, x—+x, X,

*7.6 Un numero reale X si dice un maggivranze locale per la funzione £ vicino a xg
se esisie un inlomo F di xy tale che f(x)<<X per ogni xC ANV —{x, ). Dimostrare
che il massimo limite di f, per x ¢he tende a xy, & Pestremo inferiore dei maggioranti
tlocali. Analogamente, H minima fimite & Testremo superiore dei minoranti locali. Si
consideri il caso xg =+ e si confronti con la definizione 10.2 del capitolo prece-
dente (massimo hntite per successioni).

8 Funzioni conlinue

Definizioue 8.1 Siz ACR ¢ AR Sidice che [ é continug in xq €A se, per
ogni € >0 esiste un &> 0 tale che, per ogni x EA, con [x— x| <8, risulti

()= f{xo )l <e.

La definizione precedente esprime rigorosamente il fatio che f & continua se i
suoi valorj variano con continuitd, ciod se a “piccole” variazioni della variabile indj-
pendente x corrispondano “piccole” variazioni del valore f(x).

E' immediato vedere che se x5 ¢ un punto isvlato di 4, aliors ogni funzione &
continua in x,; se invece xy & punto di accusnulazione per A, allora f é continua in
Xg s& e solo se

lim fle)=f(xg).
F S d “ﬂ

Mel linguaggio degli intorni la definizione 8.1 si esprime dicenda che f & continua
in xg se e solo se per ogni intomo U di f(xo) esiste un intorno V di xg tale che, per
ogni x€ VN, A risulei f{x)YE U, ovvero wle che f(VO AT U,

St uny funzione f{x) ¥ continua in ogni punto di un insieme 8 diremo che J& con-
(i iy B, e direma semipliceimente che £ ¢ eontinua st & continua in ogni panto ded
suo insicote di defmizione.

Prima di dimosirare risultati concernenti le funzioni conbnue, vsservizme che sono
continue e funzioni: x”, sinx, cvs x (vedi esercizio 4.1 (a)), A* {vedi esempio 4.3) e
Inx {vedi esenipio 6.1), Inoltre, & immediate verificare che sono continue Ja somma e

.
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il prodotto di funzieni continue, nonché il quoziente di due funzioni continue (que-
st’ultimo ovviamente dove ¢ definito, ciog nei punti in eui il denominatore & diverso
da zero). Risultano cosi continue e funzioni

sinx COSX

tgy = € clgx=—; -
8 COsX & six

Esempio 8.1
Si dimostri che

A (Vn+2 )_
lim sin|————=0.
ot n+1l

[nfatti, si ha

R
lim ~————=0.
n+1

H ot

Daltra parte lu funzione sinx ¢ continuu, ¢ dungue, ricordando il teorema 4.1, 51 ha

per ogni successione [x,, } convergente 1 xg:

lim sin x,, =lim sinx =sinx,,
"o~ XN,

da cui sepue imimediatamente Penunciato, =

H ragionamento si pud ripetere per una gualsiasi funzione continua f{x);se {x, } &
una successione a valori nel dominio di f e convergente a un punto del dominio di f,
risufla:

i fex, )= £ lim x,), [8.1]

|
n -t H oo

una formula chie, come abbiamo visto, pud essere ulile nel caleolo dei Hmiti di suc-
cessiond,
Concludiamo guesto paragralo dimestrando la seguente

Proposizione 8.1 Signo f:A—= B e g: B~ R due funzioni. Supponiano che f sia
continua in xq €4 e che g sia continua nel punto [(xgYE B, Allorg la funzione com-
pusta go [ A -+ R é continua fnt xy. ’

Dimaostrazione. Per ogni intore U di g (f(x,)) esiste un intorno W di f{x,) 1sle
che g(WNE)CU. In corrispondenza di ¥ esiste un intorno ¥ di x, 1ale che
f¥naycwnyg e quindi ge f{(FNAYCU. Ne segue che geof & continua in x,. @

.

i
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Esercizi

B.1 Sia f:fa, &} R una funzione continua nel punio xg €{q, b). Per xEla, bi, s
POnga

i(x,xg)= inf  fQ); Lix,xg)= sup [l
1 E€x,, x] rex,, x|

Si dimostriche lim [{x,x5)= lim L {x, xg)=f(xp).
x—x, XX,

8.2 Dimostrare jl seguente

Teorema Una funzione f:R—+R é continua in B sc e solo se, per ogni aperin
ACR, la controimmagine [~ (A) é un aperto.

9 Punti di discontinuita

Si capisce meglio il concetto di continuiti se si studizno brevemente i punti di di-
scontinuiti di una funzione, cio¢ j punti in cui una Tunzione non ¢ continwa,

1l pifr sernplice tipo di funzione discontinua & una funzione f(x) che ha un salte in
un punto xg,° tale ciod che esistano finiti i due limiti destro e sinistro, per x che tende
2 Xq, N3 5ia

{xo)= lim f{x) - lim f(x)=0. [9.1}
x=xy X+ xg

0 valore 5(x,) si chiama salto deila funzione nel punto x,; salvo cambiare even-
tualinente il suo valore nel punte x4, una funzione & continua in xq se ¢ solo sc
${xg}=0.

Ad esempio, la funzione {x} ha un salio nei punti x4 interi, ¢ if salto della funzione
in questi punti ¢ —1.

Un tipico esempio di funzioni che hanno salti ¢ dato dalle funziani monoléne in
un intervallo chiuso [a, b]. Infatti, per ognipunto x4 € (2, &), esistono finiti i due timiti

fim f{x) e lim f(x).

x-~x3 x—x3
Se ad esempio 1a funzione f ¢ crescenie, si ha

Jim f(x)<f(xo)< tim_f(x),

.Y’_"Xo
cosicché Ia £ ¢ continua in xg se e sola se i due limiti destro e sinistro sono vguali.

5 Non consideriamo § punti di discontinuita fittizie, ciog i punti x, in cui esiste, finito, il limite
di f{x), ma questo non coincide col valore f{x,). E’ chiaro che basterd cambiare il valore dells
Jinx, per rendere la funzione continua in x,,.
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E’ interessante notare la seguente propricta:

Proposizione $.1 Una funzione monotona [ [a, B} = R pud grove, al nwssisro, i
ittsiente mumerabile® di punti di discontinnia.

Dimostrazione. Supponiame [ erescente ¢ comincimnoe col far vedere che se
X, €x; % <x, sona punli di discontingita e s0,), ${x3), ..., 5{x,, ) sono § relativi
salti, 51 ha

sx)HFso)+ (xS (B f (o). _ (9-2]
Per y E{a, b} poniamo

Jdpy= i S e £0)= lim f().
x—+y

x-*y
Poiché f & crescente e x;_; <x;, 81 ha
Folxio YSS0g). i=2,3,.,m,
Allora

stxo=E U7 )=

LI o B

SN ACHES RTAR RV
<L) LIS )~ @)

Dalla [9.2] segue che vi possono essere, al pifi, un numera finito di punti con salto
superiore a 1; siano questixy, Xs, ..., x, . Analogamente, ¥i possano essere, al piv,
un numero finito di punti con salte compreso tra /2 e 1; siano x, 4y, .00 X,y - Consi-
deriamo via via i punti con salto compreso tra 1/2 e 1/4, 1/4 e 1/8 ecc.; si otlicne una
successione x di punti di {#, b) che costituiscono tulli i possibili punti (i discouti-
nuitd della funzione f. =

Un secondo tipo di discontinuitd si ha nei puntixg in cul i limiti destro e sinistro
esistono ma uno dei due 0 ambedue sono infiniti. Un lipico esempio & costituito dalla
I/x o 1/x?; un'altra funzione con discontinuiti di questa specie & I Tunzione a'/*, il
cui grafico & riportato nella figura 3.8.

Infine, discontinuité di terzo tipo sono quelie esibite dalla Tunzione sin (1/x) nel
punte x =0; in quesio caso, non esistono i limiti destso e sinistto della funzione, o

ahneno uno di essi.

¢ Ricordiamo che si dice numerabile un insieme i cui elemenli si possono mcltere in enerispon-
denza biunivoca con | nunteri naturaliz ovvero i cui clémenti si possono disporre is nga successione,
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Flxy =a'"%, 3313

Figura 3.8

Esercizi

9.1 Prectsare guali tipi di discontinuita hanno le funzioni dell’esercizio 5.1,

10 1ieoremi fondamentali per le funzioni continue

Se Vimportanza di una chasse di funzioni si misura dalla sua ampiezza e dalle pro-
prietd di cui godono i suoi elementi, allora le funzioni continue sona da riguardare
come una delle pi impontanti classi funzionali di tutea Panalisi.

Infatti, da una parte quasi tutte le funzioni che intervengono nelle applicazioni
dell’analisi alle scienze naturali sono continue, dall’alira le funzioni continue godono
di tutta una serie di proprietd, le pilt importanti delle quali saranno illustrate in questo
paragrafo e nei prossimi. Di piis, le funzioni continue Eappresentano fa pid vasty classe
funzionale che poda di queste proprietd, -

risultati che dimostreremo si dividono in due gruppi: il primo Hlustra fe proprieti
delle funzioni continue jn un intervallo, il secondo quelle delfe funzioni continue in
un compatto. .

Una immediata conseguenya del teorena 4.3 & il segnente:

Teorema 10.1 (della permanenza de segno per funzioni continue) Sig f: A —~ R
tng fiunzione comtinne nel punto Xo €4, Se f(xy)>0, allory esiste un ingerno Vdi
Xy fule che [(x)>0 per ogni x €V A,

Auedogimienie, se [(xgy> L, allora esiste wr ftorne Ji x, uel guale {{x) rirvane
maggiore di |

Ricordiama che il teorema 10.1 era stato dimostrate in moda indipendente nel
caso di un polinomio {eap. 1, lemma 4.2). Dato che un polinomin & una funzjone
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continua, il lemma suddetto si pud rigeardare come un caso particolare del teo-
rema 10,1,

Con una dimostrazione identica 4 quella del teorema 4,1 del eapitela 1, ¢ che viene
lasciata per esercizio, si prova il seguente

Teorema 10.2 {zeri di una funzione continua) Siz f{x) una funzione continue in
un intervallo 1, e signo xy, xq due punti di [ tali che f(x,}<0, f{x,}>0. Allora
ESISIE rt pUnto Xo COMPreso (ra X, e Xy, tale che f(xg)=0.

Se si considera poi, per ¢ € R, la funzione continua f{x} -1, segue immediatamente
dal 1eorema preccdénle che, se esistono due punti xy € x, con fx)<ref(x;)>1,
allora esiste un punto £ compreso tra x| e x, tate che f(§)=r,

Si ha allora la

Proposizione 10.1 Una funzione continua in un intervallo | assume tuiti i valori

compresi tra sup feinf f,
I !

Dimostrazione. Sia [ un numero compreso tra sup f(x) e inf f(x). Esisteranno
. . . =¥ 1
due puntix, e x, in/ tali che x *

mrfgf(x,)<r<f(xa)ésgpﬁ B
I

e quindi esiste un punto £ tale che f(f)=/r. =

Da quamo visto segue che I'immagine f(/) & costitvita dall'intervalio aperto
{ inf f{x}, sup f{x)) piv, eventualmente, uno o ambedue gli ¢stremi. Si ha dunque il
xe? xES

Teorema 10.3 Sia f: 1~ 8 una funzione continua in un intervallo 1. Allora f(ne
e intervalio,

Veniamo ora al secondo gruppo di risultati. Ricordiamo che un insieme {0 si dice
compatto {per successioni) se da ogni successione a valori in Q si puod estrasre una sot-
tosuccessione convergente a ua punto di Q.

Teorema 104 (di Weierstrass) Una funzione continua fin un insieme compatio
fia massimo e minimo,

Dimostrazione. Provimno, ad esempio, che fla minimo.
Sia ) compatto e f: - R conlinua. Facciamo vedere che esiste un purto x, lale
che f{xo}=inf f{Q). Sia {y,} una successione in f(Q) con lim Y =iafl (@) (vedi

Ll

cap. 2, esercizio 11.2) ¢, per ogni n €N, indichiamo con x, un punto di @ 1ale che

Caip g



154 Capitnio rersn

Yoo = [(xa).T Poiché Q ¢ compatto, dalla successiane {v, ) ¢ possibile estrarte una sol-
tosuccessione {x}} che converge a un punto x, €Q. Posto y¥=f(x}), si ha, per la
continuita di f,

li:.n ra=f{xo)-

ot
Draltra parte, {p}] & una successione estraita dalla {3, ], e quindi

lim yi=inf f(Q),

n-bm

cosicché [ (xq)=inf f () e dunque /(x) ha minimo.
In maniera analoga, si dimostra che /' (x) ha massimo, m

Il teorema precedente si pud anche dedurre come corollfario dal seguente

Teorema 10.5 Sia f{x) una funzione continua in un compatto Q@ allora f(Q) &
compalle,

Dimaostrazione. Sia {y,,} vila successione in (). Per ogni n €N, consideriamo un
punto x, €Q con f{x,)=y,. Dalla successione {x,} si pud estrarre una successione
{x*} convergentea un punto xg € Q. La successione y% = f(x*) & estratta dalla {y, } ¢
converge a f (xo}E/(Q), cosicché {2} & compatio. =

Esercizi

10.1 Una funzione f : A = R si dice semicontinua superiocrmente in xg € A se

max lim f{x}< f(x)

x-x,

€ fenijconiinua superiorpienie se & semicontinua superiormente in ogni punto di A,
Verificare che la funzijone [x] (parte intera di x} & semicontinua superiormenle,
— Analogamente, g(x) & semiconiinug inferiorinente in xg se

g{xg ¥ min lim g(x).
XTI
La funzione {x] & semicontinua inferiormente,

*10.2 Dimostrare il seguente

) Teorema {di Weierstrass}) Siano A un compatio e { A = R wua funzione semicon-
. tinua superiormente; aliora f (x} ha massimo.

10.3 Dimostrare che f{x) & conlinua se e solo se [ & semicontinua sia superior-
mente cha inferiormente.

? La successione x rende spesso il nome di swccessione minfmizzaente.
n
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11 L’uniforme continuita

Vogiiamo intradurre ora il concetto di uniforme contingild, la cni impaortanza si

precisera nel seguilo.

Definizione 1.1 Siz A CR. Une funzioue 2 A= R 5i dice uniformenicnie conti-
nua in A se, per ogni 220, esiste un 520 tale chte per ogni coppia x, xo i punti di
A, con | x—x, <8, risuiti

[f{x)=f(xo)l <e.

(Qual & 1a differenza tra conlinuiti e uniforime continnita? Per comprenderla, riscri-
viamo sinteticamenle le due definizieni:
()} fcontinua in A (definizione 8.1 ):

Vx, €A, Ve 0 35>0: VreEA, bx—xol<d= S (x)—f{xoN<er {111]
(#) funiformemente continua in A:
Ye>0, F6>0:Vx, xo €4, Jx~xo[<E=[f(x)—f(xo) <e. {11.2]

La somiglianza tra le due delinizioni salta subito agli occhi; tuttavia netta [11.1] 1
numero positivo & dipenderd in penerale da € ¢ dal punto xq, mentre neliz {11.2]
& dipende si da €, ma non dal punto x,,

In altre parole, una funzione cantinua { sari o meno uniformemente continua a
seconda che sia o no possibile soddisfare la [11.1] con b indipendenie da x,.

Per illustrare questo fatto esaminiamo due Tunzioni ambedue continue nell’inter-

vallo (0,1).

Fsempio 111 .
Consideriamo la restrizione all'intervallo (0,1) della funziane f{x)=x*. Siha-

Ix? = x| =fx—xp | {x +xq )< 2 x =X
¢ quindi, prese € >0, si avrd

[x?—xdi<e
non appena risulti

|.x__xn|<%' =5(c).

Ne segue che la funzione x* & uniformemente continua in (0,1). =
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Exermpio 11.2
Si consideri ora la restrizione 1 {0,1) della funzione 1/x. Sia 0<e<1; si avrd

1 1

— =< 113

X Xga ¢ { ]
se & sofo se

Xy << mind1 Yo
1 +exg A5 mik " l—exy

e quindi, per tutli gli x €(0,1), con

] ext
|x -'.tu|<b[e,xn)=m.
Xo
il & cosi trovato & it pid grande possibile {(infatti se x-<..x0—5=]—~l—_~e-;~si ha
[+}

Hifx = Taylo=e), e per e fissato diveala sempre pid piceslo man inano che xy si
avvicing a 4.

Non sard dunque possibile trovare § indipendente da xq, per cuj sia verificata la
[10.3], e dunque la funzione 1/x non & uniformemente continua nell'intervalio (0,1). »

Che la funzione x77 non sia unifosmemente contivug in (0,1} si pud anche rica-

vare dal sepuente

Teorema V[.1 Una funzione f(x) uniformemente continug in wn fusieme limitato
A & limitata.

Dimostrazione. Prendendo € =1 nella definizione di uniforme continuita, possiamo
concludere che esiste wn 6§20 tale che se x, y€4 e |x—p] <5 si abbia |f(x)~
= (R <L, Poiché A & limitato, si pud ricoprive con wi nwmero finito di intervalls
fiday o By opnnne diampiceda 8. Per k=1, 2, 1, sia Xy wapunto di f N A,

Ogni punto x di 4 sard contenute in uno degli intervalli 2y, ..., 1. Si avrd dunque,
per qualchie A, [x —x, | <6 e gquindi

)= fla <1
Ma allora
RS+ 1 <M,
dove si & pusto

M=fe N+ ()l + )+ L w
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Un'abtra proprietd interessante delle funzioni uniformemente continue & Ja sepuente:

Teorema 11.2 Sia f: AR una fiunzione uniformemente continua, & sie xy wn
punto di accimuluzione per A. Allora esisce finieo il

lin fi{x).

XXy,

Dimostrazione. Consideriama due successioni {x,,} ¢ {y, ), a valori in A, couver-
genti ambedue a xg, & tali che '

e SO )y =max lim (), Tim f{y,)=min imf(x).
e xrx, X X“I.
(vedi esercizio 7.4).

Dall'uniforme continuitd, e dal fatto che x, —y, = 0, si pud concludere che anclie
flx )= F{yy) ha come limite zero; ne segue che il massimo ¢ il minimo limite sone
uguali, ¢ dungue che esiste il Haride della funzione [ per x -+ xq. Questo limite € linito,
dato clie per it teorema 111 i funzione & limitata in un imorno dix,. =

Una conseguenza del weorema precedente ¢ il

Corollario 11.1 Ogni funzione f: A~ R, uniformemente continua in 4, si puo
estendere ad ung funzione continua netla chiusura di A,

In altre parole, esiste una funzione continua #: 4 - R, tale éhe f & 1a restrizione di
Fad A.

Dimostrazione. Bastera definire

F{x)={f(x) s xEd
lim f(¥)} s x€9A4;

yox

per il tearenia precedente Ja Munzione F ¢ continua in A. =

Teorema 1.3 (dell’uniforme continuitd) Una funzione f{x) continua in un in-
siemne () compatto é uniformemente continua.

Dimostrazione. Se {{x) non fosse unilormemente continua, dovrebbe esisters un
>0 tale che per ogni 8> 0 si passanc trovare due punii x, yEQ con |x—y}<5 e
[/ {x)=f{i=e. In particolare, preso successivamente =1, 1/2, .., t/n, ..., si po-
trebbero costruire due successioni {x, ), {¥,}, 2 valori in Q, tali che, per ogni n EN,

1oy al <% [10.4]
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)=y )=e [10.5]

Poiché Q ¢ compatto, dalla {x,} si pud estrarre una successione {xy, }convergente 3
un punto xy €. Dalla [10.4] segue che anche I successione {yk"} CORYEIRE 2 Xg.
Paiché f ¢ continua si deve avere allora

lin 1£Gre, )= (i, W= 17 G0)=F (o) =0,

il che contraddice [a [10.5). =

Esercizi
11.1 Dimostrare che la funzione 1/x & uniformemente continna in (a, 1), con
G<a<].
11.2 Dire se le funzioni x* e Vx sono uniformemente continue in [1, +o=).
11.3 Dimostrare che la funzione
!
sin —
x
non & uniformemente continua in {0,1).

*11.4 Sia f:[0, + )=~ R una funzione uniformemente continua. Si dimostri che
esistono due costanti 4 e B tali che

[fx)<A+Bx.

11.5 Dimostrare ;:he se f e g sono uniformemente continue in R e limitate, allora
f & & uniformemente continua.

11.6 Dimostrare che la funzione composta fog di due funzioni uniformemente
centinue & uniformemente continua.

11.7 Sia funa funzione continua in {a, + ) e tale che lim f(x)=0. Dimostrare
che f& uniformemente continua. Xk

*11.8 Sia f una funzione continua in [g, +°°). La retta di equazione y=gx + b si
dice asintoto di f(x), per x —++o0 se .

Bm {f(x)—ax—b}=0.

x—+ 4oe

Dimostrare che se f ha un asintoto allora & wniformemente continua in [g, +9),

11.% Una funzione f: 4 —+ R si dice lipschitziana se esiste una costante M > 0 tale
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che
[FG=FN<Mix —p)
perognix, y €4,
Dimostrare che una funzione lipschitzizna & uniformemente continua,
Lo stesso & vero per le funzioni hdlderiane di ordine a (0 <o < 1), ciod per le fun-
zioni f: 4 ~+ R per cui
O~ <Mlx—y"

perognix, yEA.

11.10 E’ uniformemente continua in R la funzione sinx2?

12 Funzioni continue invertibili

Siz f:4 - R una funzione continua e iniettiva e siz /™1 : f(4)~ R la sua inversa.
In generale, non ci si pud aspettare che ' sia continua; ad esempio (ved: fig. 3.9),
la funzione f(x) definita nell’insieme 4 =[0,17U(2,3]

x se x 0,1
fix)= { ,
x—1 se x €(2,3)

¢ continua in 4, ma la sua inversa

" _ x se ~€[0,1]
F[02]1+R, )=
x+1  se x€(1,2]

¢ discontinua in x =1.
Vi sono, perd, due casi malto importanti in cui si pud concludere che anche f~! &
continua, precisamente quando

(a) A4 ¢unintervallo,
(b) A & compatto.

| 4
2
3
|
|
I
i
______ I
! !
! ] ]
1 I !
{ ! I
| [ 1
i | |
1 2 3 X
Figura 3.9
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Coniincianio col trattare il primo casu, Si ha il seguente
Lemma 12.1 Una funzione f, continua e invertibile in un intervallo £, é monotona.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che, fissato COMUNqUE UM punto
Xo €1, la funzione f(x)—f(x,) ha sempre lo stesso segno a destra di xy. Ad esempio,
se per un punto x> x, risulta f(X)> f(x,), allora si ha F(eY>f(xo) per ogni x€/,
ConXx>xg.

Infatti, se esistesse un punto x’>x, con "y f(xy), per il teorema 10.3 ci sa-
rebbe un punto ¢ compreso tra x” ¢ ¥ (e dunque diverso da Xg)eon f{E)=f(xy), il
che & impossibile perché f ¢ iniettiva. Analogamente, si dimostra che S(x)—f(xo) ha
sempre lo stesso segno a sinistra di x,.

Cid premesso, consideriamo due puntia e & in 1, con a < b, e supponiamo che sia
[{a}<f(b). Dico che f & strettamente crescente in f.

Signo infatti xy<x; due arbitrari punti di /, e sia by =max (b, x;). Poiché
F(b}>fia), risulterd, per quanto detto sopra, fxy>F(a) per ogni x>a, e dungue
f(8:}>f{a). Sempre per il ragionamento precedente, si dovra avere F(x)<f(b,) per
ogni x <&y, cosicché f{x,)<f(»,). Da quest'ultima relazione segue infine che
fOx)>f(x) per ogni x>x, ¢ dunqgue f(x;)>f(x,), e f & strettamente crescente,

In maniera anatoga si dimostra che se F{&)<f(a) la funzione /& strettamente de-
crescente. =

Lemma 12.2 Una funzione g definita in un intervalio 7 e ivi monotona é continug
se e solo se Uimmagine g (J} é un intervallo. }

Dimostrazione. Possiamo supposre che g sia crescente in J. Se £ & continua, g(J) ¢
un intervallo per il teorema 10,3,

Supponiamo viceversa che g(J) sia un intervallo. Se, per assurdo, g non fosse
continua in un punto xo &J, si avrebbe

{=1lim g{x)<lim g(x)=L.
x—x; x—=+xg

Poiché g & crescente, per x <{x, si ha g fx) </, mentre per x> x, risulta g (x)> L, co-
sicché dei punti di (/, L) al pid uno (guello corrispondente a x4 ) pud appartenere al-
I'immagine di g, che contiene sia numeri minori di /, che numerj maggiori di L. Ma
allora g{(f) non potrebbe essere un intervallo, contro lipotesi. m

Possiamo ora dimostrare il

Teorema 121 Sig f una funzione continua e invertibile in un intervalfo I: allora
£ écontinua.

Dimostrazione. Per il lemma 12,4, f@ monotdaa; inolire, per il teorema 10.3,1a
sua immagine /= (/) ¢ ua intervalla. La funzione /! definita in J & monotdna {vedi
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esercizio 3.74) ¢ ha come immagine I'intervallo /. Per il lemma precedente essa @

allora continua in /. =

Osservazione 12.1. In virtd del teorema 12.1 risuftano continue, nel loro insieme

di definizione:

(a} le funzioni trigonometriche inverse: arcsin x, arccos x, arctg x;

(b} la funzione log,, x, inversa di 4%;
1n+1 . - inot
(c) lafunzione +x =xV0C"*Yinversa della funzione x3"*!;

(d) la funzione 3% =x127 inversa della restrizione dix*" all'intervallo [0, +ea).

Infine, combinando la continuita di €, quella di In x e la proposizione 8.1, si di-
mostra che sono continue le funzioni

¥ =210 definita in [0, +eo)se a0 ¢ in {0, + =) se a <0,
X =% definita in (0, + oo} m

Esempio 12.] 1
Vogliamo caleolare il lim — - Se si pone
: x=0 5

fixy=a*-1 = g(x)=10ga—(f+x—) ,

risulta

b =ger (),

Poiché, evidentemente,

lim f{x)=0,

XD
basteri calcolare il

. X = 1 _ i
x‘T}, log, (1+x)  limlog, (1+x)*"* ~ log, ]imu {1+x)7x »
x—+0 x—+

visto che la funzione log, x & continua.
Ne segue (vedi esercizio 5.2}

lim gl{x)= ! p, =lna

x—+0 la

A T

FhT,

ST
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e quindi
oo -1
lim —— =Ina,
x—+0
dave con “Ing” si indica, come abbinmo detto, il fogaritmo di a in base ¢, In parti.
colare:

b = l=1.l
Edd ] x

Yeniamo ora al secondo risultato.

Teorema 12.2 Sia f{x) una funzione continua e invertibile in un insieme ( com-
patto; allora £ =1 é continua.

Dimostrazione. Sia yo €f(0). Bisogna dimastrare che, per ogni successione {y,}
a valori in f(Q) e convergente a y,, la successione x,=f"" (y,) converpea
xo=f"1(¥o). '

Se cid non fosse vero, esistercbbe un intorno ¥ dixg al di fuori del quale cadreb-
bero infiniti punti delfa successione {x, } (vedicap. 2, definizione 3.1 (A,)), e dunque
si potrebbe trovare una successione {xk,,-} estratta dalla {x,] e formata da termini
tutti fuori di V. Poiché O & compatto, dalla successione [xkn} si pud poi estrarre una
sottosuccessione {x}} convergente a un punto x¥ di Q. Si ha ovviamente x} #x,.

Essendo f continua, risulta

lim £(c3)=1x8).

Draltra parte, la successione {x}} & estratta dalla {x,} e quindi la successione {f(x2)}
& estratta dalla {y,}. Ne segue

nli_{nﬂ fxm)=y=f(xo).

Si ha allora f{xg)=f(x8), il che & assurde perché f & iniettiva. =

Esercizi

12.1 Calcolare i seguenti limiti:

. —cosx .
ltm In — . lim arctg(x™),
x-—+Q X x—+0

Clnx
x

lim sin{arctgx), lim
X = 4o Nt fom
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Notizie storiche

La parola "funzione™ appare per la prima volta alia finc del diciassettesimo secolo
nclla corrispondenza tra Gottfricd W. Leibniz (1646-1716) e Johann Bernoutli
(1667-1748), tuttavia ¢ soltanto pilr tardi, con Popera di Eulero (Leonhard Euler,
1707-1783), che questo concetto si afferma come uno dei principali dellanalisi.

in precedenza, si preferiva parlare di “corrispondenza tra le variabili x e ",
espressa da un’equazione del tipo

Pix,y)=0 in

dove P & in generale un polinomio nelle due variabili x e y, .

Le ragioni di questa comparsa tardiva sono da ricercarsi soprattutto net fatio che
alle origini del calcolo differenziale sta in primo Inogo I'esigenza dello studio deite
proprietd locali delle curve, un problema tra i pid importanti dopo che Descartes,
operando un drastico rovesciamento del punto di vista allora predominante in geome-
tria, aveva posto alla base della nozione stessa di curva 'equazione [1],

E’ soltanto pilt tardi, con Paffermarsi del calcolo come strumento principe per
'elaborazione di teorie fisiche quantitative, e in particolare attraverso fo studio ap-
profondito delie equazioni differenziali e il riconoscimento del ruolo fondamentale,
anche dal punto di vista filosofico, svolto dalla linearita, che il conceito di funzione
viene a prendere il sopravvento su quello, meno duttile, di relazione. Non a caso, il
matematico che ne sancisce la prioritd & quello stesso Eulere a cui si devono la siste-
mazione della meccaiica newtoniana in termini di calcolo differenziale, € i principali
studi in direzione del suc ampliamento; la sua opera Introductio in analysin infini.
forum, del 1748, ¢ il primo trattato, se non dj analist funzionale, certo di analisi delle
funzioni. L'idea che Eulero ha della funzione & tuttavia ancora lontana da quelta mo-
derna; per lui una funzione & un'espressione analitica costruita a partire dalla variabile
x medianie una serie di operazioni, in altre parole una combinazione di funzioni ele-
mentari costruita mediante le vperazioni algebriche e la composizione di funzioni.
E' una concezione, la sua, in cui viene assegnata un'importanza preponderante al fatto
che una funzione sia descrivibile nel suo intervailo di definizione con una espressione
analitica singola. Solo pili tardi, sotto la spinta dell’analisi fisica, in particolare nella
descrizione del moto di una corda vibrante, Eulero accettera la possibilita d¢i funzioni
“discontinue™, descritte ciog da un’espressione analitica in un intervatlo e da una
diversa espressione in un altro.®

Ben presto, perd, in seguito agli sviluppi dellanalisi e della stessa fisica, anche tali
funzioni si rivelano insufficienti, soprattutte quando si affronia lo studio delle serie
di Fourier, che compaiono per la prima volta, fugacemente, nella discussione tra
Eulero, Daniel Bernoulli (1700-1782), Jean Le Rond d’Alembert {1717-1783) suf pro-
hiema delle corde vibranti; argomento sara poi approfondito appunto da Jean B.
Fourier (1768-1830) nel suo trattato sull'equazione del calore. La Théorie analytique
de la chalewr appare nel 1822, quasi contemporaneamente al gid ricordato Cotwrs

* Si moti che le funzioni “discantinue’ nel sense di Eulero possene benissimin essere continue
secondo la definizione 8.1; un esempio € la funzione

x s x>0
Ixl] :{
-x se x<0

Rl
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d’Analyse di Cauchy; i problemi che da quest’ultimo sono lasciatj aperti, in particolare
le discrepanze tra aicuni risultati che Fourier aveva intuito pii che provato € un certo
numero di teoremi che Cauchy aveva creduto di dimostrare ma che preste si erano ri-
levati incompleti, generano la consapevolezza che sia necessaria una revisione critiea e
soprattutto una generalizzazione del concetto di funzione. 8i fa strada cosi idea di
funzione come applicazione arbitraria tra due insiemi, concezione che & essenzial-
mente quella moderna ed & esemplificata da P. G. Lejeune-Dirichlet (1805-1859) con
quella che sard denominata appunto funzione di Dirichler:

1 per x razionale,
fx)=

0 per x irrazionale,

una funzione che non & mai continua, e di cui non si pud neanche disegnare un gra-
fico approssimativo, tanto gli zeri & gli uni sono mescolati tra loro.

La seconda metd dell'Ottocento vede lo studio delle funzioni nel loro senso pill
generale, & quindi la costruzione di una quantita di funzjoni “palologiche”, specie in
telazione allo studio dei sottoinsiemi della reits, e pitl in generale degli spazi euclidei
a n dimensioni, con le loro proprieta topologiche.

Un poste particolare merita il problema della dimensione dei sottoinsiemi di R";

in occasione degli studi sulla dimensione, Cantor scopre un'applicazione biunivaca tra
lintervalio [0,1] e il quadrato @ dilato 1 (essenzialmente, tranne complicazioni minori
dovute ai decitnali terminati che banno una doppia rappresentazione (vedi cap. 2,
§ 9), al numero 0, ¢, cyc3¢4 ... i fa corrispondere i punto di ¢ di coordinate
x=0, c4e305 .. e ¥=0, cacac.) e Giuseppe Peano (1858-1932) un’azpplica-
zione continua, la cosiddelia curva di Peano, delPintervallo [0,1]su rurto il quadrato
0; finché finalmente si riconosce il rualo delle applicazioni biunivoche e bicontinue
(continue con la loro inversa), cioé degli omeomorfismi, nella conservazione della
dimensione; in altre parole, il suo carattere di invariante topologico.

Ci si avvia cosi verso gli inizi del Novecento, in cui avviene un éssenziale cambia-

mento di punto di vista: invece di studiare le proprieti di questa o quelfa funzione
presa singolarmente, queste vengono invece considerate come elementi di spazi fun-
zionali, in genere dotati di una metrica (e cioe di una distanza verificante le relazion
di p. 11), e vengono studiate piuttosto le proprietd di questi ultimi. B questo il
punto di vista dell'analisi funzionale, le cuj applicazioni toccano un gran numero di

problemi, raggiungendo talvolta risuliati spettacolari, ¢ sono ancora lupgi dall’essere
esaurite,

Capitolo 4

Le idee fondamentali del calcolo inﬁnitesi_malc

1 L’area del segmento di parabola

Abbiame gid visto come si possa calcolare Parea del cerchio approssimandola con
quella di poligoni inseritti aventi un numero di Iati via via crescente. Il procedimento
vsato risale ad Archimede, cui si deve anche il calcolo dell’area del segmento di parabola.

Si chiama segmento di parabola 'insieme T del piano delimitato dall’asse delle
x, dalla retta x =z ¢ dalia parabola y =x? (vedi fig. 4.1).

» Per deterinare P'area di T si pud procedere come segue. Si divide I'intervallo
I=[0,a)in n intervaili uguali Iy, {;, ... fy:

k-1 k
Ik=[Tﬂ,'; ﬂ),

ognuno di ampiezza a/n (vedi fig. 4.2), e si pone:
2 2

1g? , a*(k—1)
M= sup x? =2 5= M= inf xlEm————
xE g n xEl H

] .

Figura 4.1
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a
Per ogni k=1, ..., rr il rettangolo [ X [0, ], di area a1y P & contenuto in T e
quindi anche I'uniane di questi rettangoli & contenuta in 7. Si avrd dunque
& a
areal= T m—.
k=1 h
D'altra parte, T & contenuto nell'unione dei rettangoli fi X [0, My } e quindi
a a
area T 2 M, —.
kay n
In definitiva,

a@ = al
—~ Z (k-1 <areaT<— Z Kt
n? k= =1

n

e ricordando che

n
I k=

1 n{n+1)(2a+1),
k=1 6

(vedi cap. 2, formula il 1] i ottiene

a_a n(n—1)(2n—-1} <a gi n(n+1)(2n+1)-

= 3 rea 3 3 [1.1}
¥
M‘
-t
1
i
1
\
n=4 :
1
1
i
\
M
i
I
I
]
__“_‘L_l e
r
M
A
I3 f i L & x

Figora 4.2

Le idee fondamentali del calcolo infinitegimale toy

Se ora si fa tendere r all’infinito, il primo e l'ultimo termine di questa diseguaglianza
tendono allo stesso limite 2 {3, e quindi

area T=a%/3.

Osservazione 1.1. In quesio paragrafo introduttivo abbiamo parlato di calcolare
“Iaren” senza preoceuparci del significato esatto di quesia parola. In realld, & proprio
il fatto che it primo ¢ i terzo termine della 11,17 tendano allo stesso limite che i per-
meite di parlare dellaren del segmente di parabaly, che resta definita rigorosaniente
come i valore comune di questi duc limiti. =

Esercizi
1.1 Calcolare I'area del segmento di parabola cubica, di equazione y =x?,

*1.2 Calcolare l'area compresa tra P'asse delle x, le retle x =0 e x=a, € la curva
y=2"* {vedi fig. 4.3}

1.3 Calcolare I'area del segmento di parabola delimitato dalle retie x=g ¢ x=b.

4 é
y:Bax
| / T
7 x
Figura 4,3

2 Integrale delle funzioni semplici

Tenendo presenti le idee esposte nel paragrafo precedente, cerchiamo di definire
I'integrale per funzioni generali. A questo scopo, cominceremo & discutere il caso di
funzioni costanti a tratti, e prima ancora quello di funzioni caratteristiche.

Sia A un sottoinsieme di R; ricordiamo che la funzione caratteristica di A & 1a
funzione

1 se x&€A

ea )= {0 s x€A.
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Figura 4.4

Se I & Pintervalio [a, b) {aperto a destra) di R, la funzipne vr ha il grafico riportate
nella figura 4.4. Chiameremo integrale della finzione ¢y il numero

Fp)=(b—a)=mis /.

Geometricanente, Vintegrale di g, & P'urea del reltangolo di base (B—a)e altezza 1.
Veniamo ora alle funzioni costanti a tratti.

Definizione 2.1 Ung combinazione linegre
H
x}= 2
w(x) it h ¥y, (X) _ {2.1]

di funzioni caratteristiche di intervalli Iy aperti a destra e a due a due disgitenti, si
dice funzione semplice o funzione costante g trasti.

i

¥
2
L .
1}
" s "
-1 1 2 X
-1} —

Figura 4.5

Le idee fondamenteli del calcolo infiniresimale 16¢%

Nella figura 4.5 ¢ riportato il grafico di una funzione semplice.

Si noti che, in generale, una funzione semplice si pud scrivere nella forma [2.1]in
pid modi: ad esempio, la funzione ¢(x) di cui abbiamo tracciato il grafico si pud
scrivere come

=201, 1) "V 2)
ma anche, spezzando in due parti Vintervalio [-1, 1): .

©=2¢1-1,0) T 2¢p0, 1) [y, 2)-

In altre parole, esiste una certa arbitrarieta nella scelta della rappresentazione 2.1}
per una funzione semplice. Questo fa si che, date due funzioni w{x) e ¢ (x) costanti
a lratli, si possuno sempre trovare degli intervalli ¥y (k=1, 2, ..., N} disgiunti e aperti
a destra, in modo che ambedue Je funzioni si possano scrivere come combinazioni
lineari delle funzioni caratteristiche di tali intervalli.!

Ne segue che, se v e ¢ sono funzioni semplici, sono tali anche g4y, v & [¢.

Definizione 2.2 Sia y una funzione semplice:

n

Y= z ?‘h ‘Ia.l’h -
hai
Chiameremo integrale della funzione y il numero
n
Z )y, mish,?
h=1
Lintegrale di y si indica con uno dei simboli
o
£@. Jowax, [ eeas,
A [

Ad esempiv, se ¢ ¢ la funzione semplice in figura, si ha
Floy=2mis[~ 1, 1)-mis[1,2)=4-1=3,
Se st usa la seconda rappresentazione dj ¥, st trova ancora
Fp)=2mis[~ 1, 0)+ 2 mis[0, D—misf1, 2)=3.

In generale, Pintegrale di una funzione semplice non dipende dal sistema dj inter-
valli {7, } che viene usato nella sua definizione. Questo fatto & evidente se sj pensa al
significato intuitivo dell’integrale di funzion; semplici; comunque non sara superfluo
darne una dimostrazione rigorosa.

* Gli intervalli ¥}, possono essere, ad esempin, le interse2ioni deghi intervalli relativi afla wedi
quelli relativi alla 1,

? La misura di un intervallo [a, #) & il numero b —g,
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Siz ¢ una funzjone semplice e slano x, <x; <. <X, i punti di discontinuitd
della . Indichiamo con Jy, Tintervalle {xy_;, X3 )-
La y & costante in Jy € quindi si avra

0= % Ny (221
he=1

Notiamo che la rappresentazione [2.2] 2 univocamente determinata dalla funzione
. in un certo senso, la {2.2] & la rappresentazione pill concisa. Sia ora
L3
= z uktpfk
k=1

una qualsiasi rappresentazione della ¢. 1 punti x5, Xy, ..., X, NON potranno cadere
nell'internc di nessuno degli T ¢ quindi, per ogni intervallo Jy,, esisteranno degli in-

tervalli disgiuntiZy , ., In,, tali che

Tp =y Wiy, WUy,
e di conseguenza

Hp, =Hr, = = Hn, <A,
Ne segue

" m m
T yemisfy= % A, T misfy= I X, misty
k=1 h=1 I CJy h=1

che dimastra come integrate non diperda dalta particalare rappresentazione della . ®

E’ evidente dalla definizione che si ha

Flor +92)=F (02)+ 7 (2], ' [2.3]
F(h)=h £(¢), AER, [24]
p2 0 =*F ()20 [2.5]

e quindi anche
=Y =F(p)=F (). 12.6]

Si ha infine

LA <Hel). [2.7]

Se siindica con & lo spazio vettoriale delle funzioni semplici, le [2.3].[2.4],[2.5]
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si possono riassumere dicendo che 'integrale
F = Rp F(y)

& un'applicazione lineare positiva di .%in .

Esercizi
1.1 Dimostrare le [2.3]-[2.7].

1.2 Dimostrare che . #{(5)=R.

3 L’integrale di Riemann

Veniamo ora alla definizione di integrale per funzioni generali.
Sia /: R— R una lunzione limitata e nulle al di fuori di un compatto. Indichiamo
con S () la classe delle funzioni semplici maggioranti della f

FAF)={9€ 5 p(x)=f(x) VXER}

e con S{f) la classe delle funzieni semplici minoranti della f
LN=WE F P (x)<Sflx) VxER}.

Se p€EL(f) e WEL(f), siha > e quindi dalla {2.6] segue che
Fi) =),

st ricava allora

inl  Hp)= sup Y
eSS0 $ LU

Definizione 3.1 Sia ((x) una funzione limitata e nulla fuori di un compatto. Di-
remo che [ & integrabile (secondo Riemarnn) se si ha:

inf  .#Hg)= sup (). [3.1]
A YEL (N

Il muwmero reale definito datla [3.1] si chiamera integrale della funzione [ e si denoterd

con uno dei simboli
) [rwax [ reax.
R -

21 due membri di questa disuguaglianza si chiamano a volte infegrale superiore e integrale in-
Jeriore della funzione f.
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Segue immediatamente dalla definizicne la sepuente

Proposizione 3.t Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una funzione f(x)
siz Incegrabile & che, per ogni €2>0, esistano due funzioni semplici ¢y e ypq tali che

v <<, [3.2]

Fpr)~Flp) <e 3.3

Dimastrazione. Sia [ integrabile. Per le proprieta detlestremo inferiore e superiore
esisteranno una funzione ¢, €5 (f) e una funzione ¢, €% () tali che

F@)> IS, Fe)<HI) 3,

da cui

Flo)-Flp )< H(NH+ % —.ﬁ(j')+%:€_

Vicéversa, se per ogni € >0 esistono due funzioni semplici ¢, ¢ v, verificanti le
[3.2}e[3.3],siha :

o< inf f(\a)— sup B Fle ) Fe) <e
wES (N vEF(N

e quindi, per Parbitrarieta di e,

il Fle)= sup S,
vES (N ¥YEL (N

cosicché frisulta inteprabile. =
In manjera analoga si dimostra la

Proposizione 3.2 Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione f {x)
siz integrabile & che esistano due suceessioni {p,Ye {,,), fa prima di funzioni sem-
plici maggioranii ¢ lu seconda di funzioni semplici minoranti, tali che

lim #p,;)= lim F(,). ' [3.4]

A =ra -

Dimostrazione. La necessita della condizione & una conseguenza immediata delle
proprietd deil’estremo superiore e inferiore (vedi cap. 2, esercizio 11.2). Sisno ora
{w,} e [¥,) due successioni, a valeri in % (f) ¢ & (1) nspemvameme verificanti
la [3.4]. Si ha, per ognin €N,

Fys sup F)< il Hp)<F(y,)
¥ ELL) 4N

pES,
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e dunque, passando al limite per n—+ v ¢ tenendo conto delia [3.4],

sup ](\b}" lilf Fl),
v EL(f} EXN

cosicché la funzione f ¢ integrabile. m

La proposizione appena dimostrata, di cui sono evidenti i legami con il metodo
usato nel primo paragrafo, permette di provare facilmente la seguente

Proposizione 3.3 Siano [ e g due funzioni integrabili, e sin N&R. Allora f+g e
M f sono integrabili e 5i ha

F(+9)=F()+H @), [3.5
FASY=NAS). [3.6)
Inoltre, se >0, siha F(f)=0.

Dimostrazione. Dimostriamo ad esempio Ia [3.5]. Siano {p{?} e {$47} le succes-
sioni di cui sopra, relative alla funzione f(x), e siano {p{?’} ¢ {¢$?’} quelle relative
allag(x). Si ha

lim #(e)= lim FWL)= A7),

=

lim F(efP?)= tim F)=He),

et
e quindi, tenendo conto della [2.3],

lim Sl + )= Jim TP + o= H 1)+ F ().

n—te

Dralira parte, le funzioni y§'? + ) sono maggioranti di f+g, e le Y& + {2 mi-
noranti, per cui la funzione f+g & integrabile e si ha

P +g)=F(f)+F(g).m

Esercizi

3.1 Se f{x) & una funzione a valori reali, si indica con fV 0 la funzione

f{x) se flx)>0
fVOxi=max{f(x), 0} = {
¢ se f(x)=0
¢ con SA 0la funzione
se  f{(x)>0

0
SAO(Y=min {f(x), 0} = {
fix) se f(x)}<0.
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$i dimostri Chef'—'f\f0+fl'\0;if|=fV0—f/\0.
Si tracci il grafico di £V 0 e di FAQ quando f(x)=sin x.

3.2 §i dimostri che se f & integrabile, allora V0 e FAQ, e quindi anche [f], sono
integrabili.

3.3 Si dimostri che se f ¢ g sono non negative e integrabili, allora anche fg & inte-
grabile.

3.4 Si dimostri che se f e g sono integrabili, allora anche fg ¢ integrabile. (5i usi
esercizio precedente e le relazioni

r=fVotrAo, g=gVotgho)

3.5 Si dimostri la disuguaglianza [ #F(f)N< FS]) per ogni funzlone fintegrabile,

4 Integrazione delle funzioni continue

In questo paragrafo vogliamo dimostrare che le funzioni integrabili sono abbastanza
pumerose; in particolare si ha il seguente

Teorema 4.1 Una funzione f(x) continua e nulla el di fuori di un campatto & inte-
grabile.

Dimostrazione. Sia [a, b) un intervalio al di fuori del quale f & nulla. Per il.teo-
rema 11.3, Ia funzione f ¢ uniformemente continua in [a, #), & quindi per ogni e>0
esiste un § >0 tale che

x4, %2 E[a, b lxy x| <8 ={f(x ) Flx<e
Dividiamo [a, b) in intervali di misura minore di §, mediante i punti
xg=a<Lxy Lxq <Ly <y =b
e sia
I =01 X0 ) fi=1,2,..,0m,

My = sup f{x),
x & Iy

my= inf f(x).
x €l

Si ponga

-m m
g1 =L Mpy, € @=L ey
=1 h=1

Le g, ey, sono funzioni semplici € si ha

vy =SSy
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[noltre, tenuto conto dell’'uniforme continuitd delle f e della scella della suddivi-
sione, risulta Ay, —omy, <eperfi=1,2, .., n; allora

nt ’ il
F o, ]—.ﬁ{w2)=hE My, —my)misiyp<<e Z misl, =e(b—a}
=1 h=1
e quindi, per la propesizione 3.1, la funzione f ¢ integrabile. =
Un'utile generalizzazione del teorema precedenie & data dal

Teorema 4.2 Siz f(x) nng funzione cantinua eccetter che in un numero finito di
penti, timitata ¢ nufla fiori di i compatio. Alfora f(x) é integrabite,

Dimostrazione, Siano x| <xy <...<x, i punti di discontinuild della f, e sia (a, b)
un intervallo che li contiene e tale che f sia nulla fuori di esse. Si ponga
2d=min {Ix; —al, bxa =21l L =X ], 1021}
g, per ¢ positivo e minore di 4, sia

€
Jh=ECh_—”',xh+f—]), h=1,2,.,n,

n
A= ‘]h-
h=1

La restrizione della F{x) alla chiusura di {z, &)~ 4 ¢ continua, e dunque uniforme-
mente continua, cosicché in corrispondenza dell’e fissato precedentemente, esiste un
&> 0 tale che

X, X, €@, b)Y~ A, lx;=x|<E=1(x)fx3)| <e.

Dividiamo [a, b)—4 in intervalli 1, /5, ..., I, aperti a destra, a due a due disgiunti
¢ di ampiezza minore di §, ¢ poniamo

M,= sup f{x), m= inl  f(x), s=1,2,...,m,

x&1e x &,
e inoltre

L=sup f(x). = inf f{x).
xER *xER
Consideriamo le due funzioni semplici

m n
¢ =% Myg + I Loy,
=1 k=1

5 b
p3= & m + Xl s
2 ot 51 e Py
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siha g, <<y, e inolire

._V(lp,j—lﬁ(%):E (M= m)misf; + (1.~ 1) b mis Jy, <
=1 k=1

m
<e T mishy+(L—~1)2e< (b ~a)+2(L-D}e.
5=1
Per la proposizione 3.1 Ia funzioue f risulta allora integrabile. m

Esercizi

*4.1 Sia f una funzione iimitata en
sieme dei punti di discontinujta di
punti di accumulazione.

Dimostrare che f2 integrabile.

(8i proceda come nel teorems 4.2, inscatolando prima i punti di accumulazione,
poi i punti di discontinuita che restano fuori...) Generalizzare,

ulla ai di fuori di un compaito. Detio D ia-
£, supponiama che p abbia un numero finito di

5 Integrale esteso a un infervallp

Definizione 5.1 Siz ACR,f: AR ung funzione a valori regli o [a, B) un inter-
vallo contenuto in A. Diremo che féintegrabile in {a, b) se la funzione

flx)  se x&(a,b)

£*x)= { [5-1]
) 0 se x&fa, b}

& iuregrabile in R. In tal caso, il numero reate SF(f*) si chiama integraie della f esteso

all’intervalio [a, b) e si indica con

b
j fix)dx.
a
Pec il teorema 4.2 risultang integrabili in fa, b) I iupzioni continte in un insjeme
A che comticie |a, b): pin in generale, le Tanzion| Tinig

ate can un numero finito dJj
punti di discontiouita, Infatij in questi eas 1

it Frizione §* definita dally {5.1] 2 timi.
tatz, siula fuori di un compatto, ¢ ha un nwnero finito dj punti di discontinuita.
Si ha inoltre: ’

Teoremz 5.1 Siz f(x) una funzione monotona e fimitata in [a. b) allora 2
integrabile in fa, b).

Dimostrazione. Suppeniamo, per fissare le idee,
divida l'intervalto [a, b) mediante 1 + | punti xo =
modo tale che per ogni k=1, 2

che fsia crescente. Dato e>0si
a<xy; <x, Lo Xy <x, =hin
s HomisultE xp —xy | <Ce. Detto Iy Tintervallo

infinitesi 7
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[xx-y, xx) e tenuto conto del fatto che f ¢ crescente, risulta
Flp ) SFEYS (xe), Yxel,.
Di conseguenza, Ia funzione semplice
n
e=2 f(xg) Iy
ka1
& una maggiorante di f, mentre
H
=X f{xk-—l)"ﬁk
K=t
& una minorante, D"altra parte

#@rsn= £ 1o -ree-lmiste<e B 1160 -f 1=

=ebf(B)-f(@)]

e per I'arbitrarietd di e, la funzione f risuita integrabile, @

Valgono poi i seguenti risubtati:

(a) Se f(x) é integrabile in [a, b), e [c, d) é un intervallo contenuto in {a, b), allora
f(x) é integrabile in [c, d).

(b} Se f(x) ¢ integrabile in {a, b} € ¢ & un punto interno all’intervallo si ha

]2 f-(X)dx=i f(x)dx+f fixydx. {5.2]

Enfatti, se f* & dara dalla [5.1]e

. ffix) sex€le.d)
Ji m_{ 0 sexgled),

si ha fi*=f*gc o), per cui, essendo il prodotte di due funzioni sntegrabili, la fun-
zione fi* & integrabile.
Per dimosirare poi la [5.2] basta osservare che

f":f*W[a, c) +f*lPEc, b)l' u
b
Per finire questo paragrafo osserviamo che il simbolo J’ f(x)dx ha senso solo nel
a

caso in cui a<'b. E’ perd possibile, e sard utile in seguito, definire Pintegrale trac e &

tz
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|t anche quando a b, Per questo si pone %L}
-ﬂsl { a b a Y ﬁi%
il 3 If(x)dx=0, jf(x)dp—jf(x)dx. . )
[k 2 o b LE! .
Con queste canvenzioni fa {5.2] & valida per ogni valore dia. b, ¢, purché natural- n tl %
mente la [ sia integrabile nel piti grande (dungue in ognuno) degli intervalli in que- 2%
stione. falf-===" \ iig
Ph
flxglf-———= ¢ [3]:1
A .. i | it
il Bserciz A i
E L3 X . " : hi:’i
5.1 Dimostrare che la funzione di Dirichlel ' ! B
0 se x&irrazionale ! ' !
fla= { i |
N ) i t
1 se x &razionale | !
X X x

5

non & inteprabile in {0,1). Figura 4.6

*5 2 La funzione

, . .
0 se x&irrazionale I’equazione dir, &

fx¥=91 m i tra ) e )—f (xa)
- 5e x=-—-; m,n primi tra loro Xy)—f{Xo
" n y=flxo) + —— e (X=X0).
1 T Xo
& integrabile in [0,1), e si ha flx)- foxo)
Xy Xo) . N
! Se ora si fa tendere X, a Xg, il coefficiente angolare —~———H——’x g di r, tendera a
1 -+
jf(x) dx=0. quello di una retta r di equazione
[

y=f(xo) +1'(Xo)(x~Xo), (6.1}

{Per ogni N, i razionali mfn, con m<n<N sono in numero finito P. Se si inscatolano
questi, negli altri puntila funzione vale meno di 1/N ...} dove si & posto

5.3 Mostrare che la funzione precedente # continua in ogni punto irrazionale.

flx)—f{xe) .

Xp —Xp

[6.2]
5.4 Sia f(x) una funzione diversa da zero solo in un numero finito di punti. Di- )
mostrare che f{x} & integrabile in [a, ), e che il sua integrale & nullo,

Xy Xy

La rcita ¢ & per definizione ta retia tangente al grafico di f(x) ue} punto di coordi-
5.5 Sia f(x) una funzione integrabile in[a, b), Dimostrare che se s cambin il valore

di f(x) in un numero finito di punti, la nuova funzjone & ancora integrabile in la, b},
& il valore dell'integrale non cambia, (5i usi il risultato dell’esercizio precedente.)

nate (xy, f(xa)). Bssa & quelia che approssini meglio la “curva”™ di cquazione v=flx)
nelle vicinanze del punto Xy, lufadi se v =f{xo)+u{x —xa) ¢ equazione di una
relta gonerica passanle per il punto (xy, flxe}).cse si pone

R:(x,Xn)=fTI}‘lfoq)4ﬂ”(x'-xo)L
6 La derivata: introduzione

si ha, per 1a [6.2),
La derivata di una funzione f(x) appare naturalmente quando si cerchi 'equazione
della retta tangente al grafico della £, nel punto di coordinate {xa, f (xo)) (vedi fig. 4.6).
Allo scopo, si consideri insieme al punto (xg,f{xe)) U0 secondo punto (xy,f{xy))
sul grafico della funzione £(x) e si tracdi la rettar, passante per questi due punti.

R|(K,X;)) -

X—Xyp

0 (6.3]

lim
X = X4

se e solo se i = (Xo)-




—-E’s'ﬂ‘ﬁ'\_“ it

¢ TR e a3

180 Capitofo gquarro
La 16.3] esprime il falto che Ia distanza tra i v
retta definita dalla [6.1] tendea ZE10, Perx = x,, pii
W auimero f'(x, ) si dice derivara della funzione f

alore deila funzione e queilo della
velocemente della distanza » —Xy.
nel punto xy,

Esempio 6.1
Consideriamo un corpo che si muova su una retta
tempo !, La velocitd media tra gli istantife s + 4 & dat

p{t+hy—p(r)
—.

» € sia p(2) la sua posizione al
ada

Se ora si fu tendere A a2 0 {il che corrisponde fisicamente 4 culeolare la velocita
mediz su intervalli dj tempo via via pits brevi), il limite

PR -p()

lim Pt)

h—p

¢ la velocita istantanea al tempo ¢, =

Esercizi

6.1 Un corpo che viene lasciato cadere da un'sltezza hy si muove secondo la legpe

1
f!(f):ho_‘z“ g

dove h(r) & Valtezza dopo ¢ secondi ¢

g & 1'accelerazione di Braviti; g=9,81 m/s?. §;
calcoli Ja velocita del corpo dopo tre se

condi dal lancio.

6.2 Si scriva ’equazione dela re

Ha tangente alla parabols y=x? + 2x nel puntg
di coordinate (1, 3). '

7 La derivata: definizione e prime proprieta

Definizione 7.1 Sig f(x) una funzione definita sull intervalio [a, b]esia x,

Ela, 5].
Diremo che la funzione f {x) é derivabile nel punto xq se esiste, finito, il limit

e
Fxg)= lim _@%ﬁl = lim Mﬂﬂ

X=X, [ h-+g h

H wumero f'(xy) si chiama derivata della f nel punto xg.
turtti § punei di [a, b) si dice derivabile in [a, b} in taf caso, ia

e, b]-R; x=f'{x)

Se la f(x) & derivabile in
Junzione

3i dice derivata della funzione f (x).

Le jdee fondamentali del caleolo infinitesimale

La derivala della funzione f nel punto x, si indica anche con i simbolj
df
Dfixa). 5= (Xo).
Calcoliamo le derivate di alcune funzioni elementari.

Esempio 7.1

Dx"=nx""1 nemn.

Si ha (vedi cap. 1, [4.2])

- M
=G = —xe) T x"ixit
i=f
da cui
x*—xT n .
- =i, =1
= X x il

f=1

X—Xg

Se x> xq,x™ tende a x2™', e quindj
x7 —xp

lim
x—+x, ¥™Xg

=ng-‘ . u

Esempijo 7.2
Dsinx=cosx, Dcosx =—ginx,
Infatti

. . X—Xg x+4x,
s x —sinxg =2 sin 5 cos 3

e quindi

X—xg

. Sinx—sinx, x+
lim ———— = fim cos
x—+x, XX

Xo sin
clim = g5,
x—+x, x=x, X7Xp

2
dato che (vedi esempio 4.1):

. X TXg
sin
. 2
tim =1.
x—x, XXy

2

Analogamente, si ha D Cosx =—sin x, tenuto conto che

X—=xq x+xg
7 sin——— . m

2

COSX ~cosxy =—2sin

181
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Esempio 7.3
De* = & Ina, De*=¢e".
Si ha
a* —a*o g T —1

=g% lim
x=+x, X Xo

=g Ina,

Esempio 7.4

Se f{x)=A= costante, allora la sua derivata & zero. Infattiil rapportia incrementale &

L) -fxa) _ A2

=0.=
X—Xp X—Xg

Esempio 7.5

La funzione f{x)=|x| ¢ derivabile per x 0, ma non per x =0. Infatti per x>0
ha Dix|=Dx=1eperx<0: Dix{=B(—x}=—1 Invece se xp =0

Fx)—f(x0) - lil_

X —Xg X

che non ha limjte perx~>0. =

L esempio precedente mostra che una funzione continua pud non essere derivabile.
Al contrario:

Proposizione 7.1 Una funzione f(x), derivablile in un punio X, & continua in Xo.

Dimostrazione. Infatti, per x ¥x, risulta

F)—=f(xo)

X—Xg

fx)=f(xo)= (x —xa),

e, se facciamo tendere X a Xo,

lim {f(x)=Fxal} = f{xe) 0=0,

X x,

per cui f{x) & continua in ¥q. ®

Concludiamo questo paragrafo osservando che se f e g sono derivabili in xq, anche
[+gerf{(AER}losono, esi ha

(f+g) (xa)='xo) +8 (X0
(AfY(xo)= A (xo)-

Le idee fondamentali del calcolo infiniresimate ias

Esercizi

7.1 Si calcoli la derivata delie seguenti funzioni, usando la definizione 7.1:
1 1 1 1
X3 + 3x, ., —_——, _, —_
x+1 *x*+2 sinx cosx
sin 2x, cosx?, sin®x, xlxl.

7.2 Calcolare F'(3) se f{x)= x3 -4,

8 Massimi e minimi relaiivi. 1 teorema del valor medio

Definizione 8.1 Sir ftx) una funzione dofinifa in Disieme A, Un punio Xp €A

si dive di massime jinimo relative se esiste un inforne Ui Xy tale che per aghi
x UM A risulti j‘(.\‘)fa’:fix“)E_f'(.\')?j'(.n,)].

Proposizione 8.1 Sia [ A R esia Xo unpunto i massimo |minimo relative, in-
terno all‘insiente A. ,
Se f & derivabile in xq 5 ho f{xg)=9.

Dimostrazione. Sia ad esempio xg un pupto di minimo relativo interno. Allora
esiste un intorno U di xg tutio contenuto in A, e tale che FEx)=f(xq) per ogni
x €. In particolare, se X Elfex>>xg,siha

fx)-f(xo0) >0

X—Xp

N

e quindi

im
x—+xy X~ Xg
Analogamente,
f(x)—f(xa)
tim ————— =0.
x-vxy X—Xp

Poiché J & derivabile i xg, i due limiti destro e sinisiro deveno coincidere con
['(xq), & quindi si deve avere f'(xg)=0.m

Osservazione & 1. Lannullarsi della derivata prima & dungue una condizionc ne-
cessaria affinché una funzione derivabile abbia un massimo o un minimo relative in
un punto interno. La condizione non & sufficiente. Infatti, ta funzione x? ha derivala
nulla nell’'origine, ma non i né up massimao né un minimo relativo. Una condizione
sulficiente versa data piit avanti {cap. 6, teurema 2.2 ¢ teorema 5.3).=
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It risultato appena dimostrato @ dj grande utilitd nella ricerca del MAssimo e minimo

di una funzione in un intervallo chiuso {7.8]. Sela funzione f ¢ continua, I’esistenzg

det massimo ¢ del minimo 2 gerantita dal teorerma di Weierstrass. In virtti deila propo-
sizione 8.1 potranno essere punti di massimo o di minimo:
(2) gliestremiae s,

{b} i puntiin cui la funzione non ¢ derivabile,

(¢) ipuntiin cuila derivata & zero.

Nella maggior parte dej cast i punti da considerare sono in numero finito, cosicché
un confronto tra i valori assuntj dalla funzione in questi punti da facitmente il mas.
$imo e il minimo della funzione f(x),

Esempio 8.1

Si caleoli I massimo e il minimo della funzione f(x)=)-r

[-1,1].

La funzione f & sempre derivabile, ¢ f'(x)=2x4 | s annulla nel punto —1/2. |
punti da considerare sono allorz — | »=1/2e1.Siha

? +x nell 'intervalio

(- ])=.0, £(=142y=~1/2, F=z,

cosicehd il massimo di f(x) @ 2, assunto nel punto x= 1, € il minimo & ~ 1/2, assunto
inx=-1/2. = ;

Una conseguenza della proposizione 8.1 2 il

Lemmma 8.1 (teorema di Rolle) Siz g (x) una funzione continua in [a, b, e deriva-
bile in (a, by S¢ g(a)=g (&), allora esiste un punto £<(a, b) in cuila

derivata di g si
arntelia,

Dimostrazione, La funzione £(x} ha massimeo ¢ minimo in
massimo ¢ di minimo cadong ambedue negli estremi, allora it
mininto, e dunque fa funzione & costante cosicché g'(x)=0
contrario la funzione assumera il suo valore massimo o il sup
Punto Finterno a fa, b). Per a proposizione 8.1 sj hag'($)=0.=

le. b). Se i punti di
massimo & uguale 3]

Se si applica il teorema di Rolfe alla funzione

g)=f{x)~(x—a) A ;_‘Z(a) .

si ricava che esiste un punte £ interno a (g, b) in cui g '(£)=0, ovvero in cui

)1

fEy="—=—

5
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- Abbiamo cosi dimestrato il

Teorema 8.1 (del valor medio, o di Lagrange) Siz f(x} una flinzione continua in

€ . »

[a, b] e derivabile in (a, b). Esiste un punto £€ (2, b) tale che
fOY-f@)=f'(5)(b~a).

In inaniera analoga, applicando il teorems di Rolle alla funzione

-

(8.1}

R(x)=f(x)(g(b) g (@)}~ () [ f(£)~ f(a)]

si dimostra il

Teorema 8.2 (di Canchy) Se f(x) e g(x) sono continue in {a, b] e derivabili in
(a, b), e se g'(x)#0, allorg esiste un punto § nefl'inrervallo (a, b) tale che

JO-f@ _1'®
() ¢(0) &)

I risultati che seguono sono conseguenze del teorema 8.1,

{8.2]

Proposizione B.2 Sia f(x) una funzione derivabile in (a, b). Se f'(x)=0 per ogni
x€(a, b), allora f(x) é costante.

Dimostrazione. Consideriamo due punti x; e x; €(g, b)..ApplEcando il teorema
di Lagrange all’intervallo [x, x; ] 5 ricava, tenuto conto che f'(x) =0,

Flx)=fx)=0;

di conseguenza f & costante. m

Proposizione 8.3 Siz f(x)} una funzione derivabile in (a, b). La funzione f(x) ¢
crescente se e solo se f '(x) =0 per ogni x € (a, b).

Dimostrazione. (a) Se f & crescente, si ha, per ogni x, x4 €(a, b),-

F{x)—f(x0) >

X—Xp

0 (vedi cap. 3, [3.2]),
¢ quindi, passando al limite per x +x, si trova

f'(xa)=0.
(b) Sia viceversa f'(x}>0 per opni x;se x, ¢ x, €(a, b), applicando il teorema
del valor medio si ottiene

f(x)—1(x1)

Xy TXy

fig)=o,

e quindi f{x) & crescente in (a, b). ®
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Osservazione 8.1. B’ chiaro dalla dimostraziane che se f'(x) & strettamente positiva
in (g, b) allora la funzione f(x) & strettamente crescente. Non ¢ vero perd, in generale,
che una funzione strettamente crescente abbia derivata strettamente positiva; ad
esempio, Ia funzione ’

fE)=x°
¢ strettamente crescente in (—1,1) ma ha derivata nulla nel punto x=0. =
Osservazione 8.2, 1| teorema di Rolle, e dunque tutti i risultati che dipendono da

questo, non & valide in generale se Pinsieme di definizione non & un intervallo. In par-

ticolare, non sono pil valide le proposizioni 8.2 e 8.3, della qual cosa il lettore potra
facilmente convincersi. Ad esempio, la funzione

x se 0<x<]

o]
x—2 se 2<x<3

ha derivata positiva nell’insieme di definizione 4 ={0,1)U{2.3), ma non & crescente,

Esercizi

8.1 Ne! teorema di Cauchy non abbiamo supposto g{a}+g(b); eppure abbiamo
diviso per g(b)—g{a}. Come mai?

8.2 Tra tutti i rettangoli di perimetro fissato si trovi quello di area massima.

8.3 Uncorridoio hala pianta come nella figura 4.7, §i calcoli la Junghezza massima
di un'asta che possa passare da un estremo all’altro del comridoio sirisciando in {erra.

B.4 S§i dimostri [a seguente generalizzazione del teorema di Rolle:

Sia f:[a + =)~ R una funzione derivabile, e sia

fim f{x)=f(a).

X+ 4o
Esiste un punto £, a <t tale che f'(:‘,-’}= 0.
8.5 Si dimostri che se f e g sono derivabili in {a, +9o°} e se esistono finiti i limiti

lim f(x)=f. e lim glx)=g.,

X F+w X =+ 4w
allora esiste un punto t, a <tk <+ oo, tale che

Fa(t3] _fe- L
g ()  gle)—g-
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im
Figura 4.7

8.6 Si caleoli il massime e il minimo delle sepuenti funzioni, negli intervalli indi-
cati a fianco :

x* x {0.2]
sinx + cosx [0,#/2]
2 —2x+ x| {—1,1]
Hix+D+x {f1/2,2].

*B 7 5icalcali il
max lim(sin x —cos.x).

Xt

8.8 Si dimostri che, se F:{a, ]+ R ha un minimo relativo nel punto a, allora
F'{a)> 0; mentre, se lo ha in &, allora F'{b)<{,

*B.9 Siz #(x) unafunzione derivabile in [a, b]esia f(x) 1a sua derivata, $j dimostri
che, se f{e)<<0 e f(b)>0, allora esiste un punto xy in (g, &) tale che f{xg}=0. {Si
usi i risultato dell’esercizio B.8.)

8.10 Sia f(x} una funzione continua in [0,t] e derivabile in {(0,1}. Si dimostri che,
se esiste finito il limite

lim f'{x).

x—a'
allora f e derivabile in 0 ¢ si ha

£10)= tim f'x).

x~0
*8.11 Sia f{x) una funzione derivabile in (0,1}, Si dimostr che, se esiste finito jt
limite

im f'{x),

x=+q'
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allora esiste finito anche il limite

lim f(x).
x-rp

8.12 Dimostrare che se una funzione £(x) & derivabile in un intervallo (a, b), e la
sua derivata & limitata, allora f(x) & lipschitziana in (u, b).

8.13 Dimostrare che, nelle ipotesi dell'esercizio precedente, esistono i limiti di
flxYperx—+u" eperx—b-,

9 1l teorema fondamentale del calcolo inteprale

Sia f (x) una funzione integrabile in un intervalio [a, b).8e x & un punto intermedio
traa e b, la f sard integrabile in [a, x).

La funzione
) X

Fifa,p)m; Fy={ fyds
si chiama funzione integrale defla 1

Lo studio delle relazioni che intercorrono tra le funzioni Fe féalla base del caleolo
infinitesimale.

Lemma 9.1 Sia f inregrabile in [a, b} e siano X1, Xa due punti di fa, b), con
Xy <xg.57 ha

1

10y, x3) < ]x. | rodi<iee, ), [9.1]

Xq—
L
dove si é posto

Lixy,x)= sup  f(D), o, xp)= inf  f{r).
NIk, X, Se<x,

Dimostrazione. Si ha, per definizione,

[ rwae= g0,

dove
f‘(:):{f(!) s x;sr<x,

0 altrimenti.
D'altra parte, si ha I(xi,x,}xpi,,' LSS (x X, )plxl.x”, e quindi

1,1, x2) (xq —xmzff(r)drﬂ(x,,xz)(xz —x,).a

1
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Osserviamo che le disuguaglianze {9.1] continuano a valere anche se x; >x,.
Nel caso particolare in cui f ¢ continua, se si tiene conto del fatto che il numero

reale
xq

I f{rydt

Xy Xy

¢ compreso tra il massimo e il minimo della funzione f nell'intervalle {x,, x;1 e si
ricorda la proposizione 10.1 del capitolo 3, si ottiene il segnente

Teorema 9.1 (della media integrale) Sia f una funzione continua in [a, b) e sianc
xy, X2 E[a, b). Esiste un punto £ compreso fra x, € x, tale che

1= [ e 9.2]

Xy

* Dimostriamo ora il risultato principale di questo paragrafo.

Teorema 9.2 (teorema fondamentale del calcolo integrale) Siz f(x) ura funzione
continua nell’intervallo [a, b). La funzione integrale

X

F(x)=j fleydr

a

é derivabile e si ha, per ogni x €[a, b),

F'x)=f(x). : [9.3)
Tnolire, se G (x) é una funzione derivabile in [a, b) tale che

G)=fx)  in fa, b),
allora

F(xy=G{x)-G(a). [9.4}

Pimostrazione. Cominciamo col calcolare F'. Sia x4 un arbitrario punto di [a, b).
Siha

F(x)-F(xg) 1 {f f(:)ar—f m)d,}z

X—Xg X—Xa

X
i

= J f(Ods

X—Xq

Xp
e per il teprema precedente esiste un punto £, compreso (ra x e x4, tale che

F(x)—F
(x)~ *e) = ().
Xp

X
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Se facciamo tendere X a xg, il punto § tenderd a xq e quindi f(¥) tenderd a f(xo).
Ne segue che la funzione F & derivabile in x, ¢ 51 ha

F'(xg)=f(x0).

Questo dimostra la prima parte del teorema.
Sia ora G (x) una funzione verificante G '(x)=/(x) in {a, ). Si ha allora

Fiix)=~G'(x)=f(x)-f(x)=0,
e quindi, per la propostzione 8.2,
F(x)~G{x)=costante=F(a)-Gla)=—G(a},
dacuila{94] »
1t teorema 9.2 & di capitale importanza per il calcolo degli integrali. Supponiame
infatti di voler calcolare U'integrale

B

j fixydx,

a

dove f & una funzione continua, e supponiamo di conoscere una primitiva della f, ciod
una funzione derivabile ¢ (x), tale che G '(x)=f(x). Si ha allora

F(x)=g F(Ndt=Glx)-G(a)

]

e quindi

b
j Fx)dx=G{b)~G ().

1] caleolo degli integrali & dunque ricondotto alla ricerca delle primitive, cio¢ all’in-
versione deli’operazione di desivazione.

Esempio 9.1

mie
5 sinxdx=1.
f

Abbiamo visto ne} paragrafo 7 che si ha D cos x =—sin x. Una primitiva di sin x ¢
allora la funzione G (x)= —cos x. Ne segue

Afl
5 sinx dx=G(n/2}-G(0)=1.
13
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Esempio 9.2

atl’

In particolare, la funzione x3 /3 & una primitiva di x* e quindi
a 33
! xtdx= Gtvedi § 1)
0

Linsieme delle funzioni primitive di una data funzione f(x) si dice integrale inde-

finito della f ¢ si indica con il simbolo

J’ fix)dx.
Se (7 (x) & una primitiva della f(x), si ha

[ reax=1Ge+e, ceny

In generale, per evitare inutili camplicazioni, si scrive

Jreax=6o),
valendo indicare con questo che G (x) & una primitiva di f{x). Ad esempio scriveremo
Jcosx dx=sinx,
In generale, se f non & continua, la funzione F non sari derivabile. Questo si pud
vedere considerando ad esempio Ja funzione di Heaviside
~1  se x<0
segn(x)=¢ 0 se x=0
1 sc x>0

per cui risulta

F)= Esegn(r)dr=|x|—l.

-1
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Si ha perd la seguente proposizione, prima di enunciare la quale ricordiamo che
unz funzione f: 4~ R si dice lpschitziana in A se esiste una costante M tale che, per
ognix g, x; €4, risuli

()£l SMlx, —x, .

‘ Proposizione 9.1 Se f: [a, b)~+ R é integrabile in la, &), la funzione integrate F (x)
& fipschitziana in [a, b}, quindi (uniformemente) continug,

Dimostrazione. Si ha, per xy, x; Efa, 8},

IF(xz)—F(x,)l=tj’ f(r)dr|<|f L At <MLeq —x,),

dove si ¢ posto .

M= sup |fix). =
x Efa,b)

Esercizi

9.1 Calcolare i seguenti integrali:

1 E] 4
Je“du, j (e +3x) dx, I(r+2:’}dr,
[1] 1 -2

mid
J- stn 2x dx,

2
[ e+ 1) ds,
1) (]

9.2 Dimostrare il seguente

Teore.ma Siano g(x) ¢ p(x) due funzioni integrabili in |a,b) e sig pix}=0in
{2, b). 5i ha, per ogni x, xy € [a, B1(x > x4),

1(x, xg) j P(!)dlgf p(r)g(r)drgL(x,xo)J‘ p(Ode.
e x,

*a

Tnoltre se g(x) é continua, esiste un punto £ compreso trax e Xg, tale che

* X
I p(r)g(f)dt=g{£)§ p(ndr,

X X,

9.3 Dimos'.trare che, se f&integrabile infa, 5) ed & continua in un punto x, S(a, b)
allora la funzione integrale F(x) é derivabile in xp e si ha F'(xo}=f(xn) (Si u;i h;
[9.17 e esercizio 8.1 del cap. 3.)
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*10 Integrazione e primitive

Dal tearema fondamentale del calcolo integrale segue che se f(x) & una funzione
derivabile In un intervallo la, 5], ¢ se lu sua derivata f'(x) & continua, allora:

b
j Fx)dx=F(b)-fla). [10.1]

In questo paragrafo cercheremo di estendere la validitd della [10.1] anche al caso
di funzioni f{x) la cui derivata non sia continua. Pit precisamente, considereremo
funzioni regelari a tratti, ciot funzioni che soddisfano la seguente

Definizione 10.1 Una funzione f(x) definita in un intervallo [a, b) si dice regolare
d fracti se:

(1)  f(x) écontinua in[a,b), tranne al pits in un numero finito di punti xy, x4, ..., %,,.

(2) fix) é derivabile in [a, b], tranne che nei puntix,, ..., x,, ed eventuulmente in
altripunti y |, ¥a , .., Yy , S€MMpre in numerc finfto.

(3) Laderivata f'(x) é continua (dove esiste) e limitata.

In particolare, esistone finiti i limiti destro e sinistro della funzione f{x} nei punti
X1, Xz, Xy (vedi esercizio 8.13).

Esemipio 10, ]

La funzione di Heaviside segn(x), definita nel paragrafo precedente, & regolure
a tratti pellintervallo [=1, 1]. Infaiti essa & continua e derivabile, tranne che nel
punto x =0, ¢ la sua derivata, essendo nulla per x #0, & ovviamente limitata. Analo-
gamente, & regodare a tratti in [—1, 1] la funzione [x|, che per di pill & anche continua
-1, 1].=

Prima di procedere oltre, dobbiamo dire due parole sull’integrale al primo membro
della [10.1]. Infatti, se la funzione f (x) non ¢ derivabile in tutto Fintervallo {a, 4], Ia
funzione integranda f'(x)} non & definita in tutto Pintervallo, e duaque a rigore nos si
poirebbe parlare del suo integrale. D'altra parte, i punti in cui f'(x) non & definita
sono in numero finito, e dunque non influenzano it valore detf’integrale, Pili precisa-
mente, potremo definire in modo arbitrario la fanzione f'fx) nei puntix,, ..., x,,,
Y1,y Vi (ad esempio ponendo in questi punti £'=0); la fonzione cosi costruita ri-
sulterd limitata, e avrd un numero finito di punti di discontinuita; dunque saré in-
tegrabile. Incltre il valore dell'integrale non dipenderi dzl valore della funzione nei
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punti di discontinuita (in numero finito; vedi esercizio 5.5). e dunque non cambierd
se si assegnanc valori arbitrari a {'(x}in questi punti. Questo valare lo chiameremo
integrale della fiunzione f'(x) nell’intervallo {a, b).

Cid poste, torniamo al nostre problema: la formula {10.1] continua a valere se si
suppone sofamente che Ja funzione f(x) sia regolare a tratti? Si vede subito ¢he la ri-
sposta & negativa; infatti la funzione di Heaviside & derivahile in [—1, 1], con I'ecce-
zione def punto 0, e Ia sua derivata & nulla; ne consegue che

j{ f(x)dx=0;

1

mentee f(1)}—f(-1)=2.

Se invece si esegue lo stesso calcolo con la funzione |xi, st trova che la sua derivata
(per x #0) & la funzione di Heaviside, ¢ dunque il primo membro della [10.1] & nullo.
Lo stesso accade per il secondo membro, dato che [-1{={i[=1. Lo stesso risultato
vale se invece dellintervallo [~1, 1) si considera un qualsiasi intervallo [a, b), conte-
nente Uorigine. 1] calcolo in questo caso & lasciato per esercizio.

Gli esempi appena trattati sono caratteristici del caso generale; infatti si ba:

Teorema 10.1 Siz f{x) una funzione regolare a fratri in un intervallo a, bl Se
fix) & continug in [a, b], allora vale Ia formule

b
[rea=rey-r@.

Dimostrazione. Per figsare le idee, ci limiteremo al caso in cui la funzione f(x)
& continus e derivabile in [a, b], con eccezione di un soio punto x, €(a, b). Conside-
riamo i due imtervalli [z, 1) e [s, b), con 7 <xp<ls. In questi intervalli potrema
applicare il teorema fondamentale del caleolo integrale, ottenendo

t b
[revax=funy-f@;  [£eax=fE)=16).
a )

Se ora facciamo tendere 7 ed 5 a Xy, il primo da sinistra e il secondo da destra, otte-
niamo (si tenga conto dell’esercizio 8.13).

Xg b
| reax= lim 760~ ray [ feyae=r@)= lim 1)
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Somunando membro a membio si oftienc allora:

b Xq b
j f'(dex=j Fix)dx+ j flecydx = fig)— f@)—s(x)

dove si & indicata con $(x,) if salto della f(x) nel punto x, [védi cap. 3,{2.11).
La tesi scgue immediatamente dalla continuita della funzione S{x)inxg. ™

1l ragionamento si pud ripetere per una generica funzione regolare a trattie conti-
nua. Pib in generale, se f(x) & solo regolare a tralti, si ha la formula

b 4]
jf’(x)dxﬁf(b)—f(a)--_Els(x,.). {10.2}

et R
sy kTS T e AT TR,
Ry it L R




Capitolo 5

Derivazione ¢ integrazione delle funzioni
elementari

1 Alcune regole di derivazione

Abbiamo visto nel capitolo precedente la definizione e ia connessione tra la deri-

vata e l'integrale; prima dj sviluppare ulteriormente ia teoria & necessatio saper calco-
lare derjvate e integrali de! maggior numero

der possibile di funzioni, in particolare delle
funzioni elementari.

Proposizione 1.1 Sino Flxyeg () due Sunzioni derivabifi in Xg. Adlfora:
(a) i proddotio fixyg (X} & derivabile in Xy € sl

{fey (xo_)=f”(xo)3(-\'0) +8’(Xa)f(l'o M

{1.1]
{b) se g (x)#0in unt intorno di ~o! allora g é derivabile inxg e risulta
. -&'(x '
(g (ry)= 21200
(eCeal -2

Dimaostrazione. {(#) 5i ha

Z(x)—g(xy)
XXy

U0 {x)—glxg)f(xy) fx)y=f
u “g(x) .x}rf\(:xuj +f
X=Xp

X—Xxp o)

€, passando al limite per x - x,, si ottiene i [I.1]

vabile, & continua in x,. La dimosirazione dj {b)é
Zio.m

ricordando che g (x), essendo deri.
analoga e viene lasciata per eserci-

Unendo la (a) ¢ la (b) si prava senza difficoltd che, se g{xe)#0 e se fe g sono

! Basterebbe supporre g (x,

) " )# 40, perehé, essendo g (¢} conlinua i
g{x) 4 Dinva inlone di X, ' #00 continua in x

o 81 It attomaticamente
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derivabili in xg, 5i ha

f B g(xn)f'(_tu}—f(xo)g'{xo)
D(-) (o) [g(xo) P '

(L3
g

Esempio 1.1
Sono immediaia conseguenza della [1.3] le seguenti derivate:

Dtgx= 12 » Detpx=- ..

cos® x sin® x

Proposizione 1.2 (derivata di una funzione composta) Siano f: A+Beg:B—+R
due funzioni reali. Supponiamo che [ sia derivabile in x4 €A e che g sia derivabile in
f(xoYEB. Allora h=g= f é derivabile in xq e 51 ha

h’(xu)=D(g°f)(xo)=g'(f(xo))f'(xo)- [1.4]

Dimostrazione. Supponiamo per un momento che per x ¥xg risulti ()% {xo )
allora, moltiplicande ¢ dividendo il rapporto incrementale della funzione A per

fx)— fixo), tisulta

hx)—h(xo) _g(f(x)=&(f(xo)) F¥)=F(x0}
x—xo  fO)-f(xo) x—xg

passando al Hmite per x —>xy, si ha fa [1.4] dato che fa f(x), essendo derivabile, & con-
tinua in xo ¢ dunque, guando x -+ x,, f(x)— f{xq).

In generale, perd, potrd essere f{x}=£(x,) anche per x 3x,, e quindi non si potri
dividere per f{x)—f(xo). Bisognerd ricotrere allora a un piccolo artificio. Si consideri
la funzione w: B~ R, definita da

»=f(xo) e Sl
w()=1
£ (f(xp)) se y=f{xg).
Si ha, per x #*x,,
g(f(x))—g(fixo)) _ fx}-J(xo) )
ST e ) T (11

Poiché g & derivabile in f{x,), la funzione w & continuz in tale punto, e quindi

lim w(f(x)=w(f{xe))=g'(f(xo))

x—x,

ela [1.4] segue passando al limite della [1.5]. =

Proposizione 1.3 (derivata della funzione inversa) Siz f:(a, )=+ R una funzione
continua e invertibile. Supponiammo che f(x) sia derivabile nel punto x, e che risulti
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[ (xa)#0; allora la finzione inversa =1 (1) é derivahile nel punte va=f(xy) e
risutta

Df - (yo)= —

f(x0)

(xo=f""(yo))- {1.6]

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che yo ¢ punto di accumulazione per
f{4Yeche ! & continua in yo (cap. 3, teorema 12.1).
Si consideri la funzione

x—xg

T —foray PEIT
Hx)=

f'(in) per x=x,.

La funzione v (x) & coatinua in x,. Inoltre, si ha

-1 _F-1
e A

e, passando al limite per y -+ ¥4 =f(xg), si ottiene la tesi. ®

I risultati dimostrati finora permettono di calcolare le derivate della maggior parte
delie fupzioni elementari.

Esempio 1.2

. 1 -1
Darcsinx=—————, Darccosx=

V1-—x? V1-x?
La funzione arcsin x & la funzione inversa della funzione f(x), restrizione di sin x
all'intervallo [~ n/2, n/2].
Sia xp un punto interno 3 tale intervallo e sia yo =sin x4, Dalla [1.6] risulta

Df ~H{pe)= cosxp

Poiché cos xg & paositivo (si ricordi che xo E(~n/2, 7/2)),si ha

cosxg =V1-sin? Xq = Vi -r3.
Ne sepue

Df"l(}'o)=f—l;:.I
=¥5

Ragionando allo stesso modo si ottiene fa derivata della funzione arccos x.
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Esempio 1.3

D arcigx = e

Detta g (x) Ia restrizione di tg x alVintervallo {(—n/2, n{2),si ha
Dg-‘(}’o)=0052 Xo (Yo =1EX0).
e quindi
| 1

D -t = = .
-4 (yﬂ) 1+ tgz xp 1 +),%

Esempio 1.4
Dinx= l .
X

La funzione ln x & inversa di €7 ; ne segue

1 1

Y=Y = g¥o Ya

Diny

Esempio 1.5
Dx*=ax®', a€R.

Abbiamo gia visto questa derivata nel caso di o€ N. In generale si ha

ainx
Jrgepey .

e quindi, per la {1.4],

| : o -
Dx®=e2 " *Dialnx)=—e" Inxogx®l m
x

Esercizi

1.1 Sicalcolino le derivate delle seguenti funzioni:

3 .
X X sin x
xsinx, xlx, Imlxl, ¢, xT, 77, xarcigx, Inlnx,

L x o ylnsinx arctg(1 +£*%), In{1 + arctg? x),
(arctgx)? Inarccosx, {1 In(x—sin x)} et X,

1.2 Le funzioni seno iperbolico e coseno iperbolico sono definite da

e* = Pk | ef+e™™
i = — cashx = ———— .
sinh x 2 ' 2

H
il
&
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[T grafico di queste fuazioni & ripoitato nelia figura 5.1, Si ha
Dsinh x=coshx D cash x =sinh x

La funzione sinh x & invertibile, come anch
Le funzioni inverse si indicano rispettivamente con

settsinhx e settcosh x,

{2} Trovare Je derivate di settsinh x e settcosh x.
(b} Dimostrare che

settsinh x=In x + Vi + x* |,
settcosh x=In {x+ Vxt -1},
(c) Tracciare il grafico delle funzioni settsinh x e settcosh x
1.3 Ditottii tettangoli di area fissata A, trovare:

(1) quello di perimetra minimo,
(b) queilo con la diagonale pil corta,

*1.4 Due lati dj un trigngoio sono a

Cares s et e b Sidetermini if terzo fato in modo che

L5 Trovare le derivate delje funzioni

sinh x C
ighx=——— ctghx=—-—l’03hx
cosh x sink x
¥
fix)=coshx
1
flx) =sinhx

Figura 5.1

e lo & la restrizione di eosh x a [0, +o0),
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1.6 Verificare che

+ 4
j' 2ox dx=Inlax? +bx -+l

ax +hx+e

e in generale che

j'f'(x) dx=lalF(x)
X=1in -
{x)
Verificare inoltre che
5___dx_ﬁr_ = 1 arctg{ax + ).
fax + ﬁ)3 +1 «

2 Una tabella di derivate

[ risultati dei paragrafi precedenti si possono condensare in una tabella di derivate
{veditab. 5.1); nella colonns di sinistra sono riportate le principali funzioni elementari,
in quelila di destra le loro derivate. La tabella ¢ perd anche una tavola di integrali: in-
fatti, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, ogni funzione della colonna
di sinistra & una primitiva deila corrispondente funzione della colonna di destra.

Tabelta 5.1
F(x)=ff(x> dx F'(x)=f(x)
X ax®-t
In|x+a| l,"(x+a)
X ex
a* a*lna
sin x Cos X
cos X —sinx
tg x 1cos® x
cotg x — 1/sin* x

arcsin x IN1-x3
aIccos X -1/l —x?

arctg x 1/(1 +x?)
sinh x cosh x
cosh x sinh x




o
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Esercizi

2.1 Calcolare i seguenti integrali indefiniti
2__1 x _F -x
E(I x"') dx, .‘-2 dx, I‘+x dx, Je dx,

jsi.andx, je“"dx, J. dx , J ax
2x+3 (x+2)°

2.7 Calcolare il massimo e it minimo {se esistono) delle seguenti funzioni, negli
intervalli indicati a fianco:

(a) xe"‘/; {0,7]
*b)} xInx 0, 1)
*(¢) x—Zarctgx [‘*\/3_, lf\/i'_!_]
(d) xelx [-1,0]
*e) (x+i)e™ [0, + =)
*(f) sinx+2casx [0, 2]
(g) xte > [-1, 3]

3 Integrazione delle funzioni razicnali

La tabella del paragrafo precedente, insieme alle regole di derivazione, ci permette
di calcolare 1 derivate di tutte le funzioni elementari e delle loro combinazioni. Per
guanto riguarda l'integrazione il lavoro non & finito, perché, se & vero che la tabella
& anche una tabeila di integrali, non si hanno per gli inteprali le semplici regole di de-
rivazione del paragrafo 1.

Vogliamo occuparci, per cominciate, delfintegrazione delle funzioni razionali,
cio& del tipo

Pix)
&= 5gyp

dove P(x} e @ (x) sono dei polinomi.

Esempio 3.1
Si calcoli l'integrale

5 dx
x(x+1}°
Si cercheranno due costantid e B tali che, per ogni xER, risulti

4 B i

FRETSEETTDR
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Dovremao avere, moltiplicando per x(x -+ 1}
Alx+1)+Bx=1, overa (d+8)x +4=1.

Quest’ultima refazione dev'essere verilicata per ogni valore di x€R, e pertanto
dovra essere

A+H=0, A=1,
ciog
A=1, B=-1.
In conclusione
el il Py

e quindi

dx _
j.x(x+])-1njx| Inlx+ 1) m

Fsempio 3.2
i Calcolare

j__x_i,_dx
x{x—1x+2) 7

:’ Ponendo

C
x+27

x+1 A
x(x—Dx+2) x

§ si dovra avere x + 1= (A4 + B+ C)x? +(4 +28-C)x~24, e quindi

B
5+

A+8+C=0,
A+2B-C=1,
-24 =1,

da cui

Allora

x+1 1 2 1
—_— e —dx=—— ¥+ = _1-= N
Ex{x—l](x %) dx 5 In]xi 3|II[X 1 3 Injx+2|. =

Negli esempi precedenti il grado del denominatore era maggiote di guelio del
numeratore. Se questc non accade occorrerd prima eseguire la divisione per ridursi
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cosi al caso precedente. Infatti, se il grado del polinomic £(x) é maggiore o uguale a
quello di @{x), si pud scrivere

Pl)=N{x)Q{x)+R(x),

dove V(x} e R {x) sano polinomi {/¥ ¢ R sono rispettivamente il quoziente ¢ il resto
della divisione P (x)/Q (x)) ¢ il grade di R (x) & inferiore a quello di @ (x). Allora

Plx) Ry
o) N o0y

e si & ricondotti a integrare un polinomio e una funzione razionale con il grado del
numeratore inferiore a quello del denominatore.

Esempio 3.3
Sia dato

I x+2x+2

dx.
xi-1

Eseguendo la divisione si ottiene

z+2x+3 + 2x+3 |+£;_l I
g (x—-Dix+1) 2x-1 72 x+1°
e quindi
x?+2x+2 B 5 1
STM'HE Inix=11=Zlnlx+1i.»
Esempio 3.4

Sia dato I'integrale

5 dx

PR

x(x—1)

A differenza dei casi precedenti, it denominzlore ha radici multipte (per 'esattezza

ha la radice doppia x =0); in questo caso si porra

14,8, cC
-1y x  xr x~l

1

dacuisivttiene 4 =~ |, B=—}, C=1}.
Allora

Sq.__d_&__=

ry —[nlxl+—l-+!nix—1|.I
xt(x—-1) x
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Esempio 3.5
Si caleoli

g dx
x'.' (x + 1)1 )
Si pone

L. .4
X

S S
x}x+1)

+ +—
X x+1 (x+1)

8 c D
1

dacuid=-2,8=1,C=2 D=1 e quindi

dx 1 1
—_— = ——+2nlx+1]- .
5x“(x+1)2 2 Injx| x nlx+1] T

Esercizi

3.1 Verificare per derivazione che ghi integrall degli esempi 3.1, ..., 3.5 sono esatti,

3.2 §j calcolino i seguenti integrali:

dx j‘ dx . dx
§x2—31+2 ? (x+2)(x—1) "' J‘(x+i)(x2—l) ’

+3 - d
fay o Stx—mx 54 e
2
Ex(xd-:?,} ’ [ 2x3 -1’ g(xf!)-::+2) dx.

4 Integrazione delle funzioni razionali (continuazione)

Veniamo ora al caso in cui il denominatore della funzione razionale f=P{( abbia
radici complesse,

Esempio 4.1
Sia dato

dx
J‘(x+l){xz+l)-
Posto
1 __4 2Bx+C
e+ D+ ¥FD 0 x4
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si determinano al solito modao i coefficienti 4, Be ¢

quindi, ricordando I'esercizio 1.6,

dx 1 1 1
= lnk+ - In(x* + D+ .
E(x+1)(x’+l) 3 Inbr+di- g G 4 )5 arctgx. ®
Esempio 4.2
Calcolare

S dx
Ao +x+1)

Posto?
1 AL B o 2xtl D
2P Hx+1) x i x4+l P 4x+i

siticava4A=—1,8=1, C=1{2,D=—1/2;si haallora

- 1.1 2 _1 _dx
Injxi= + 3 MG +x 1) 2jx=+x+1'

dx
Jx’(x’+x+ 1)

Calcoliamo Pultimo integrale. 8i ha

2 2
2 - l) 3_3)a¢ 41
X Ex+] (x+2 + 377 3(x+2) +1g,

e quindi, ricordando 'esercizio 1.6,

-[ - dx =-§J dx by o arctg(—-2——x+:}_-—), "
x*+x+1 (-——Z—x-l- 1 )+i 3 3
3 V3

Esempio 4.3
Sia dato

dx
j(x’ +( +2x +4)

Pasto
1 _A2I+B-2x+2+D
(x* +1)(x* +2x+4) P B ¥ 4+2x+4 X +2x+4
i
* i notj che il numeratore della terza frazione £ la derivata del denominatore. Questo artificio
rende piit facili i calcoli successivi,
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si ricava
1 3 i _ i

A=-13. B=q3. 5330 DT
Si ha dunque

dx
5 (x* + I)():2 +2x +4)

N S 3
=713 In(x*+1)+ i3 arctg x +

1 1 x+1
4 —— In(x? + 2x + 4)— —== arctlg —=,
i3 IV R N}

essendo
dx  _ dx  _ 1 dx
L=+2x+2‘5(x+1)2+3"?5 1 +L1+1=
(75 %)
_b x+1 -
«ﬁarctg \/5_ .

Concludiamo questo paragrafo con la descrizione di un metodo generale per

trattare il caso di radici multipte, che @ illustrato negli esempi che SEZUORO.

Esempio 4.4
Si calcoli

j dx
x+ 1T+
Si pone

1 __4
D+ Xt

A4y dx X

Bx+C 4 (D.x+[:')

sviluppando ta derivata si ricavano come al solito i coelficienti, ottenendo

1 1 _1 __1
A=p=3, B=g, C=5. E=—¢.
edunqué
dx 1 1 1 i x—1
A =l lxF 1+ In(l xS oarctgx .
E(x+l}{x’+l)’ 4 g Yy ATy e
Esempio 4.5
Sia dato

E dx
B +x)?
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Ponendo
1 -A, B d (O +Dx+F
[ —— +_ —
(1 +x)? X 1+x dx( x’(l+x) )’
si ottiene
A=C=-3, B=3, p=-2 p=1
1 ¥ ?_, _2,
da cui
dx %_ix—%‘z
_ 2
[ == 3mui+amir 4+
x*(1+x) X} (1 +x)

Dagli esempi che precedono si pud dedurre un metodo generale per trattare gli in-
tegrali di funzioni razionali quando if denoiminatore ha radici multiple: si opera came
se le radici fossero semplici, aggiungendo perd un rermine

RS R(x)
dx S¢x) '’

dove S(x} & il polinomio costituito dagli stessi fattori del denominatore C (x), oghuno
con Pesponente diminuito di uno (e ciot le radici di S sono tutte e sole Je radici
multiple di 3, con moleplicita diminuita dj 1) mentre R (x) & un polinomio di grado
di 1 inferiore a quello di S,

Esempio 4.6
Sia dato

dx
S (1 +x2y

Se si pone
I __A+28x 4 JOT D +EP 4+ 4Gl
(l +y2 )4 141 dy ° ( + 47 )3 '

si trovd subito

B=D=F=H=0,
D L3 I
A=(C=— Pz (==
I f o ! 16°
edungue
3 s.5 5,1
[ . TR ST
18 T g arcigx +
(1+x1)* 1o U +x*y?
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Gli esempi che abbiamo traitato dovrebbero essere sufficienti per dare al lettore la
capacitad di integrare le funzioni razionali. Naturalmente, il calcolo dej coeflicienti di-
venta via via pitl complesso quando aumenta il grado del denominatore, dato che si
tratta di risolvere un sistema di equazioni lineari di ordine pari al grado del denomi-

natore,

Esercizi

4.1 Calcolare I seguenti integrali:

dx dx dx
.{x‘+1 ' 5::(x2+2x+3) ' j(.r+1)’(x'*‘+4) ’
dx dx dx

jx(x'+1}(x’+z)' j(x’+1)(x2+2)‘ Ex‘+4x+3’
dy dx dx
Sorniy ey Je ey
xdx xt 42 dx
j(x’ +x+1)*’ jx’(x’ +1 7 j(l +x3? 7

§ L’integrazione per parti

Le formule [1.1] (derivata di un prodotto) e [1.4] {derivata di una funzione com-
posta) hanno il loro corrispettivo in due regole di integrazione: I'integrazione per parti
e quelta per sostituzione. Cominceremo a trattare la prima. Si parte dunque dalla re-
gola di derivazione di up prodotto:

(fe) =fg' +1'e,
dat cui, integrando, si ottiene
Jreogwax=rese)-[se e, 5.1}

La |5.1] prende il nome di formula di integrazione per parii.
1 senso da dare u questa formula ¢ il seguente. Supponiamo di dover calcolare

Pintegrale | 4 (x) dx, dove & (x) & il prodotto di due funzioni: h (x)}=f{x)- p(x).
it g

Supponiamo inoltre di conoscere una primitiva g (x} della funzione o (x) [g'(x)=
=¢(x)]. Allora, tramite la {5.1], si pud ridurre il calcolo dell'integrale

[reore={re)verax= [ reag e
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a2 quello dellinteprale

jf'(x)g(x) dx,

che in alcuni casi & piti maneggevole del precedente. Dato poi che una data funzione
A (x) si pud dividere nel prodotto di due funzioni in molti modi differenti, la formula
[5.1] ¢ uno strumento moito potente per la trasformazione degli integrali.

Se si tratta poi di integrali definiti, ta [5.1] prende la forma

B
j fx)g'xydx=f(x)g(x)

b B
~[ Fmetydx=

b
=18 ()~/@s)~ | ['(Ig0x)dx. (5.2]

Esempio 5.1
Siha

Slnx dx= Si -lnxdx‘—‘xlnx—jx;lc— dx=xIlnx~-x,

e quindi P'ultima espressione & l'integrale deila funzione In x, come si pud verificare
derivando. m

Esempio 5.2
Risulta

Sx sinxdx=-x cosx+Icosxdx=—x cosx+sinx.

Esempio 5.3
Siha

Sarctgxdx= 51 rarctgxdx =xarctgx— S X dx=
PHx?

=x arctgx—*-;—ln(l +xt).m

Come si vede, il metodo di integrazione per parti fa si che si riescano a calcolare
facilmente degli integrali il cui risultato non era evidente all'inizio.

Esempio 5.4
Calcoliamo Vintegrate I, = j sin” x dx.

Perivazione e integrazione detle funziont ereneniuri

Siha

: ‘on- - 2
Iﬂzjsin”"xsmxdx=F sin" ‘xcosx+(n—1)gsm" ? x cos® xdx.

Scrivendo cos? x =1 —sin? x, si trova

I, =—sin" " xcosx + (1= 1My ~(1~Dn.

da cui

Esin" xdx:-—ll-sin"”' xcosx -+ ";l g sin” " xdx. 15.3)
I

In maniera analoga si trova

n-1 "2

Scos xdx. [5.4]

1 . ,
jcos"xd)r:-; cos" ! xsinx +

Le formule [5.3] e [5.4] permettono di diminuire via via 'esponente nell'integrale

finché non si arriva a uno degli integrali
J‘sinxdx, icosx dx o de,

a seconda che n sia dispari o pari.
Ad esempio, si trova facilmente

jsin’ xdx=%(x—sinx cosx),
2 _1 .
Scos xdx—i(_r +sinxcosx). =

Esescizi

5.1 Calcolare i seguenti integrali:

jx’ Inxdx, jx(mx)’ dx, jxln(x' +x)dx,
5:3 cos 2xdx, j(x+2)sin% dx, Jxe’dx,
j(x’ +1)e**dx, J-ex sin 3xdx, jx arctg 2xdx,
A Inx
jcos xdx, " dx;
x
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5.2 Calcolare delle formule analoghe alle {5.3), [5.4) per gli integrali:
j-(lnx)'" dx, Ix”e" dx, J.x" sinxdx,

[x" cosxdx, jﬁd—x— .
{1+

5.3 Dimostrare che

x .u x .
I ( f(r)dr)du=Jf(u)(x—u)d:a,
0 ‘o o

5.4 Dimostrare che la [5.2] resta vera se si suppone solamente che le funzioni f(x)
e gix) siano regolari a {ratli e continue in {«, b]. Cosa si pud dire nel caso generale di
funzioni regolari a {raiti?

6 L'integrazione per sostituzione

Un secondo metodo per il calcato di integrali & quello di integrazione per sostitu-
zione. Come I'integrazione per parti, anche questa ha origine in una formula di deri-
vazione, ed esattamente nella formula [1.4} di derivazione di una funzione composta.

Sia f{x} una funzione continua ¢ F(x) una sua primitiva:

F(x)= J' f{x)dx.

Se w(r) & una funzione derivabile e se siindica con G (£} 1a funzione composta F (¢ (1)},
si ha la formuda [1.4]

G =Flo(N (=t (1).

cosicehé G (1) & una primitiva della funzione f(p (1) ¢'(1):

0= [feweud
St ha dungue

[reenewar={reax = o), [6.1]

La formula [6.1] significa che, se vogliamo calcolare integrale di-una funzione
g{(t) che & data nella forma particolare Flp ('), basta calcolare I'integrale defla
funzione f(x), salvo poi ritornare alla variabile ¢ ponendo x =y {t) neil'integrale
trovato.
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Esempio 6.1
Si ha

j""_(')drﬂ% dx=tn|x|=lnla()l,

e scrivendo x al posto di r:

[ 25 4 =haloon
p(x)

In particolare, si ha

sinx

Stgxdx=§ dx=—In|cosx|,
cosx

cosx .
cot xdx=s —— dx=in{sinx|,
J stnx

xInx

__Z_E_X_i dx=]n|ax2 +bhx+cf

|
j dx =In|inx|,
jaxz-l-bx-l-c

{quest'ultima formula & gi stata trovata per verifica diretta neli'esercizio 1.6). »

Esempio 6.2
Pera¥#—1

(I a+l
J‘,.,(.t)"".o'(-')cir= Ix“dx {x=p(r)} =%-

In particolare:
J'—l-':—r dt=J.xdx{x=lnl}=%~(inf)2.

sin"*! x

in® =—, n¥E-—1.m»
jsm xcosxdx i

Esempio 6.3
Si ha

If(sint)cos tds =If(x)dx {x =sin¢}.
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Ad esempic,

jda‘ ___J' cost dr=§ dx {x=sint]=
cost 1 —sin® ¢ 1—x*

1 1 ;
= +5j - —
21n|1 sin| 3 in|1 —sinfi,

xcosrsmt dt=j. X dx {x=sint}=

| +sint 1 +x
=sinz—In]1 +sing|. ®

La formuta [6.1] si pud interpretare anche in una seconda maniera, osservando ciot

. . che essa pud servire a ricondurre, mediante un‘apposita sostituzione x =¢ {1}, {"inte-

prale

j fxydx

allintegrale

jf(sv(t))up'(t)dt-

Scegliendo opportunamente la funzione ¢(t), & possibile che quest’ultimo inte-
grale sia pit semplice del precedente. In questo caso, se G (t) & una primitiva di
fle () ¢'(#), e sesi éavuto cura di scegliere una funzione ¢ (f) invertibile, la primitiva
di f (x) sard Ia funzione

Gl '(x)).

Esempio 6.4
Sia dato

E———l te dx.

el

Panendo & = e ciod x=1n,siha

14+ 141 1
A€ gy={—— = dr{r=¢"}.
ge“-&-l 3jm+1): { }

Quest'ultimo integrale si calcola col metodo del paragrafo 4, altenendo

1+1¢ 1
dr=laltl—= In(1 +*) +arcig?
5:(14»;’) =3 ( ) B

e guindi, sostituendo r=¢",

E—Iigi— dx=x-—% In(1+e¥*)+arctge™. ®

1+e¥
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Esempio 6.5
Sia dato

dx
5 IV FY Fx+2

Si pone t=vx +1,x=1* =1, da cui®

'[ dx _ 24 dr=
x+24+2vVx+1 I(:H)’

2 2
=2t + 1]+~ =2In(l +VxF )+ ——== .
t+1 ( AU

Osservazione 6.1, Dovendo calcolare integrali definiti non & necessario tornase alla
fine alla variabile x: infatti sl ha

i w3l (b)
frwdx="] oo 62]

a v ' @)

come si verifica facilmente. ®

Esercizi

6.1 Calcolare i seguenti integrali indefiniti:

5 nx x j cosx sinx dx
x{l+1lnx) ’ (1 + cos? x) (1 +cosx) '
1
+
T B
Ve e s
x+ fI__l xl"1+|
j dx, Karcsinxdx, S—;,,—— dx,
x—2vVx=1 ol
5 :n:2 - dx, jxae—x" dx, S_EL dx.
(1 +x*) Vi-x?

v6.7 Dimostrare che se n ¢ dispari si pud calcolare I'integrale

a
IX" e dx

3 5 omette solitamente Vindicazione {t=y"" (x)}.
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.m term.mvl d.l funz_ioni elementari, mentre se n ¢ pari questo integrale si pud esprimere
In termini di funzioni elementari e deil’integrale '

Je"’" dx,

6.3 Calcolare i seguenti integrali definiti:

il 1
cosx 4 & +e*
(1 +sinx)(2 +simay ¥ I v %

w2

a
x+2
f ——==— dx, sin2xinsinx dx.

o Vx+1 =~ 4

7 Alcune sostituzioni speciali

Abbiamo visto come una seelta opportuna dela sostituzione x =y {f) pud_essere
utile per it calcolo di un integrale. In genere la scelta deila funzione w(t) dipende
dall’integrale in esame e dovra essere fatta caso per caso. Visono perd alcune classi di
integrali che si risolvono con sostituzioni standard, di cui diamo qui di seguito alcuni
esempi. Indicheremo con R (y, z) una funzione razionate in y, z, cioé il rapporio di
due polinomi nelle variabili y e z.

A. Integrazione di R (sin x, cos x)

Si risolve con 1a sostituzione x =72 arcig ¢ (r=tg %) St ha infatti

. —¢t
smy= . cosx =
{12 t+12
e quindj
gl -
J.R(sinx,cnsx)dx=J-R(-—3—r-—-, —l——£-+ —2-—¢|,r
I+ 142 ) 402

€ quest’ultima ¢ una funzione raziorale di ¢, che si tratta con j metodi iltustrati nej
paragrafi 3 e 4. '

Esempio 7.1
Calcoliame Pintegrate

J' dx
sinx+cosx

Derivazione e integrazione defle funzionf elementari 217

Si ha, con la sostituzione suddetta,

[ dx t 2 2dr
: = dr=j
.\ sinx +cosx - 2t + 1-82 1+ 1+2¢—12
(42 1+7
e quest’ultimo integrale ¢
'[%.—ng_g_.,w == g df =
1+26- =1=-V2)t—1+v2D)
=*£— {Injt=1++2|=Injt—1—-2]}.
Me segue

dx .1 X _ ~InltgX -1~
jm—z{ln[tgz 1+v7] lnltg2 1-v2(} =

Osserviamo che se I'integrale contiene sofamente combinazioni delle funzioni
sin? x, cos® x e sinx cosx, allora si calcola pill facilmente con la sostituzione £ =1gx.

Infatti si ha:

sinx cosx =

§° X =

P ] —
sin® x = ;o co :
2 1+

T+

In realtd, a ben vedere, quesia sostituzione non & che la precedente un po’ mascherata,
dato che sin? x, cos? x, ¢ sin x cosx si possono tutte esprimere in termini di sin 2x €

cos 2x,
Esempio 7.2
Calcolare Pintegrale

sin? x
————e——— X
i+sipx cosx

Con Ta sostifuzione £ =1gx si atticne

2 2 2e+1)-1
[ sin® x dx:j’ t dr:J‘( e 1 ) ) =
1+ sinx cosx (L+ ) (141 +12) 1+ 2 14r412
=%ln(1+r2)—%ln(1+:+r’)~

arcig (—2—' t+ L)

2 _
N WY

In(l+sinx cosx)— %arctg (—2— tgx + —1—)
3

NNV

a3 | e
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B, Integrazione di R (x,N1-x%)

Si pud usare la sostituzione x =cosu e ridursi al caso precedente; ma si pud anche
fare direttamente la sostituzione

r____,]/lfx
1+x °

con la quale si ha

[Re/mmex={r(1 75

14+ "1+

- -2
142"

). —ar_ g,
(1+3)

e i'ultima & una funzione razionale in f. Da notare che sb sarebbe arrivati allo stesso
risultato ponendo prima x = cosu & poiu=2 aclg .
Al caso precedente ci si riconduce quando si deve integrare una funzione razio-

nale R (x, Vax? +2bx+c ), con a<0. Osservato che in questo caso deve essere

p* —ge >0, perché altrimenti "espressione sotto radice & semnpre negativa, se si pone

ax+b _axtb

Vb -ac «

g= )
si ha

2_
ax*+2bx+c= b7 —ac

(v’—l)=~°_% (1-v%).

Sara ailora,

Sad =E‘.j (cw—b e Ji- 1)
JR(x, ax®+2bx+c)dx - R PERRRY= 1 -v* jdo,
& ci siame ricondotti al caso precedente. ®
Esempio 7.3
Si debba valutare I'integrale 5—-'—4){—-—“
) 4-5V1-xt
l_ 1
Ponendo x= ,siha
1+ 13
5 dx - _'_j rdt
4-5V1-x? @+ -2 (r—%)
e, con la tecnica del paragrafa 4,
dx 4 1 4 2 I-x
x| =|-== Inie—2+ T oarctge, 1= . "
—7 I3 2\ i5 5 f+x
4-5Vv1-x’
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C. Integrazione di R (x,¥x* +a)

Qui il trucco consiste nel porre x* +a={x +1) =2

' 1
a—t
x= t=Vxt4a-x.

2t 7

Si ha allosa

1 4+ 2¢x+ 1, da cui si ricava

_‘-R(x.m)dx=_J'R(ﬂf—!’ ’a+:3 ) a+1? i

2t 2t

212

Ci si riconduce a questo caso nell'integrazione di R (x, Vax? +2bx+c), con

a >0, osservando che
ax?+2bx+e= El'-{(ax +b)y* +{ac—b*)}.

Se si pone allara

_ac—h?

: o
Va a

siha
ax? +2bxte=ut ta,

e dunque

J'R(x,\/ax’ F2bxto)dx = —— JR
va

Esempio 7.4
Calcolo deli'intepraie

j____dif___
x+¥xT 42
Ponendo

2 A2={x+1)p =x? + x4 o7,

e dunque

(—'-\ﬁ—_:—ti. Vu’-bcr)du.
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si attiens
dx *+2 IS
=—J' d!=—A—?111|!|,
) 4t 8§ 2
x+V¥x 2

cont=VxI42-x m

Osservazione 7.1. | netodi che abbiamo esaminato in questo capitolo consentono
di calcolare le primitive di un gran numero di funzioni, e di caleolarle esplicitamente,
cioé in lernini delle cosiddette funzioni elementari {potenze, esponenziali, logaritmi,
funzioni trigonometriche e loro inverse). Si potrebbe pensare clie ogni funzione f(x)
che si esprima in termini di funzioni elementari abbia una primitiva dello stesso tipo,
oitenibile cio¢ come combinazione di funzioni elementari. Purtroppo questo non ¢
vero, e anzi si possono dare molti esempi di funzioni la cui primitiva non & esprimi-
bile elementarmente. Per citarne alcune:

sinx o Inx cosx?
x 0 1Fxe

hanno primitive che non si esprimono elementarmente, come pure avviene per i co-
siddetti integrandi ellittici,

E’ necessario comunque evitare di confondere I'esistenza deile primitive (che per
ogni funzione continua & garantita dal teorema fundamentale del calcolo integrale)
can la possibilita di esprimere queste ultime in termini di funzioni elementari, ®

Esercizi

7.1 Calcolare i seguenti integrali:

i idx J‘ dx dx
1+ sinx Ftoostx | 2 +sinx

. 44957 dx dx
i e
\/;4- 1—x

3

sin” x

dx 2
E xVx*®+4x dx,

{(x-DVxt—4x+3 '
S V]+X+VI“I dx

dx, (==,
Vid+tx-v1—-x x\/xz_g
xdx s dx

V4 —x?

tgx~sinx °
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8 La funzione logaritmo

Fin dall'introduzione dei logaritmi ci si & resi conto che essi sono collegati con la
quadratura dell’iperbole y =1/x, Per essere pil precisi, si & trovato che (vedifig. 5.2) 52
), 83.... 8,... & una progressione geometrica ¢ 4, & 1'aréa della figura compresa tra
Passe delle x, le rette x=1 ¢ x=a, e l'iperbole y=1/x, allora la successione {4, )¢
una progressione aritmetica, cosicché le arece 4y possono essere prese come logaritmi
diay.

Sviluppando {'antica idea, si pud dare una definizione di logaritmo, indipendente

da quella di potenza a esponente reale, anzi tale che quest'ultima possa ricavarsi dalla

prima.
Poniame, per x >0,

L(x)= —‘%i 8.1}
1

La funzione L cosi definita & derivabile in (0, + 2°), dunque continua; inoltre essa
# crescente ed & positiva per x> 1, negativa per 0 <x </1. Si ha

oy Fodr Y de
L(Xy)=fﬂl.'_=J._f“+JT.
1 1

Se ora nell'ultimo integrale si compie il cambiamento di variabile £ =xu, si trova

x 4
_f dr du
teny={ <L+ [ SF
] ]
¥
/Ak v=1lx
1 EN x

Figura 5.2
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¢ dunque

Lepy=L()+L{y). 182]

In particolare,
L{x")y=nL{x),

che & la ptoprietd menzionata all"inizio. Inaltre L (x~1)=—L (x), come 51 vede facil-
mente con il cambjamento di variabili ¢ =xu nefla [8.1].
La relazione [8.2] caratterizza la funziene logarilmo a meno della base, la quale &,
per definizione, quel numero A tale che L (4)= 1, ciod
A
!EL =1,

f
1

Per trovare il numero A, si osservi che

(L e1m)R d [\? | 141/ 4
j &g (H--) }=:1L(l+—)=u f 41
) ot n n )

Ora,se 1 <t<1+1/n, siha nf(n+1}<1/e <1 e dunque

f '(1+1.'n)"_ql <
ntl- t ’

Passando al limite pern-—>= ¢ ricordando che

l ‘r
lim (1 + —-) =¢
e n
e che la funzione L (x) & continua, o ottiene L{e}=1, percuii logaritmi cosi definiti

risultano in base €.
La funzione esponenziale pud, a questo punto, essere definita comie inversa del

logaritmo e non & difficile verificare che essa gode delie proprictd itlustrate nel capi-
tolo 2 (§ B).

Esercizi

8.1 Mostrare che la funzione togaritmo L (x} manda R™ su tutto R:

LR"=R.

R.2 Per 40, 471 sipone
Ly (x)=L{x)}/LUAY;

Derivazione e integrozione deile funzioni elementari FFE)

L4 ¢ il fogaritmo in base A, Sia £ la funzione inversa di L, (usualmente si scrive
A% invece di E4 (x)).
Dimostrare che

(a) E4G)=EML(A)x);
(b} E Un=Eg, )()=Eg 6 (1)
© J SF=xLA);

1

() E (+s)=E4)E ()

*% Ancora sul numero ¢

Abbiamo visto nel capitolo 2 {§ 7) che il numero e, definito da

oo I n
e=L% — = lim (1+l),
=g &} 1 ton N

¢ irrazionale. Lo scopo di questo paragrafo ¢ di dimostrare che esso & trascendente.
Ricordiamo che un numero reale a si dice algebrico se esso & radice diun polino-
mio a coefficienti interi, ciog se esistono dei numeri interi ¢, Cpy sy O tali che

cq Feot e+t g™ =0

Ad esempio, un numere razionale a=p/q & algebrico, essendo soluzione dell’'equazione
di primo grado p—xq =0, come pure & algebrico \/5, soluzione di x* -2=0.

Un numero non algebrice si dice trascendente. Faremo vedere che e & per I'appunto
trascendente, ciog che non esiste nessun polinomio a coefficienti interi, tale che risulti

cp Fejetepet b tenem =0, o #0. [9.11
Allo scopo, osserviamo innanzitutto che, se P (x) & un polinomic di grado n, si ha

J e *P(x)dx =™ *P{x)

[3]

a H ,
+ j e P{x)dx.
L

Continuando a intcgrare per parti ¢ ricordando che pUT+1) (x)=0, si ha

j e~ P(x)dx =—e * F(x)

[/

[9.2)

a
]
)

dove si & posto

F(I)-=P(_X) -.l-P'(x) 4o PP ().
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La [9.2] si pud anche scrivere
Fla)=e"F(0)-é J’ e P(x)dx. (9.3}
) [s]

Supponjamo ora per assurdo che e sia algebrico, ciod che esistano numeri interi
€0y Cuyees €y Per i quali fa [9.1] abbia luogo. Se si scrive Ia [9.3) pera=0,1,...m
e si sommano le relazioni cosi ottenute, dopo averle moltiplicate rispettivamente per
€0, €y, .y O4yy, 8 OLtieRE, tenendo conto della {9.1 I

co F(O)+ ¢, F(1)+ - +cpy F(m)=— 3 c,.e"_[ e=* P(x)dx, " [9.4]
i=0

o

relazione valida per ogni polinomio P{x). Prendiamo ora

P(xy=

-xPHx - 1)P(x —2)F . (x—m)?,
{(p-1}!
dove p & un numero primo maggjore di m e di Cq.-

Con una tale scelta di £ (x), valutiamo F(0), ..., F(m), cominciando da F(0).
Risulta, ovviamente,

£(0) =P(0)=-=pP-2g)=(

" dato che, derivando meno di P—1 volte, resterd sempre qualche potenza dix, che si
annutla per x=0. Se invece si deriva esattamente P—1 volie ¢ si pone x=0, I"unico

termine non nullo sark quelto che si ottiene derivando p—1 volte il fatiore P! Ne
segue

PE-10y=(— 1™ tyP,

Questa quantita non & divisibile per p, incutre tutte le abire derivate,

PENG), P D) )

che 51 ottengono derivando p—1 volie il fattare x? =1
altri fatteri, sono divisibili per p.
~ Inconclusione, £ (0)=(— )7 {m!)" + 4, dove A & divisibile per p,

Con un ragionamento simile, si dimostra che F(1), F(2), ..., F{m) sono tutti divi-
sibili per p. Ne segue che il primo membro della [9.4} & un intero, somma det numero
(=12 (mYP ¢y non divisibile per p e diverso da zero, e di un intero divisibile perp,
e dunque non pud essere zern. Si ha pertantio

& almeno uma volta uno degli

lea FIO}+ ¢y F{1) 4+ 4 ¢, Fim)| 2 1. {9.5]

i R

- ; 2235
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Veniamo ora al secondo membro della {9.4]. Siha, se 0 <x<m,

1 +1)p-
|P(x)]€——( o mlm s et
, p-1!

e dungue

m(m+l)p—l

m(mﬂ)p—l. j. x
(p—1)

!ll’(x)e'x dx|< Y

D'alira parte
N m
2 lold<e™ T lel=Me™,
i=0 =0

¢ quindi in definitiva il modulo det secondo membro deila [9.4] si maggiora con
- ’"(m +1)p-1
(p—1}!

Ora, quando p tende al¥infinito, L (p)tende a zero, & dunque, se p & abbastanza grande,

risulterd L (p)<1. -
Ma allora, per un tale p, it valore assoluto del secondo membro della [9.4] & minore

di 1, mentre quetlo de! primo membro & almeno 1, il che & una contraddizione.

L(p)=Me




Capitolo 6

Sviluppi del calcolo infinitesimale

1 Calcolo dei limiti: i teoremi di de I'Hopital

Consideriamo due funzioni f(x) e g{x) continue in [a, b] e sia Xp un punto dell'in-
tervalio [a, b}
Vogliamo calcolare il limite
_ fx)
lim .
x*Xg g(x)

{1.1]

E' chiaro che, se st ha g{x)#0, il limite [1.1] sard uguale a fxoYg{x,); daltra
parte, se g(xo)}=0c¢ f{xq)#0, T'esistenza del liite dipendera dal comportamento di
£(x) nelle vicinanze di xo, & precisamente il limite esiste (¢ vale +'o° 0 —=0} 5¢ g(x)
non cambia di segno in un intorne di xg; non esiste nel caso contrario.

Resta da esaminare il caso in cui f(xs)=g{xs)=0, ed & qui che viene in aiuto il
primo dei teoremi di de I'Hépital, :

Per avere un'idea del risultato a cui perverrema, supponiamo che esistano le deri-
vate delle funzioni f{x) e g{x) nel punto x,, e che g'(xq) sia diversa da zero. Si avra,
in tal caso,

Fx)—f(xo)

lim Jf—= lim X~ Te =f'(x.))
xﬂxn X)) x-x, gx)-g(x0)  £'(x0) .
X—Xg

In generale, perd, pud accadere che manchi una delle derivate difeginx,, se non
ambedue, oppure che sia g'(x0)=0. Siba, in ogni caso, il seguente

Teorema 1.1 {di de 'Hépital) Siano f(x) e g(x) due funzioni continue infa, ble
derivabili in g, b}~ {xp}. fali che g(xg)=f(x0}=0. Supponiamo che g € g’ siano
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diverse da zero in fa, b]— {xq} € che esista il limite

i

In tal caso, esiste anche il limite [}-1jesi ha

L0 N )
lim —— = km ———=L.
x—+ X, g(x) x—x, £ (x)

Dimostrazione. Sia {x,} una successione a valori in fa, b]- {xs}, convergente a
xg. Per ogni x,, esisterd, in virtt del teorema di Cauchy {vedi cap. 4, teorema 8.2},
un punto k,, compreso tra X, € Xq, tale che

f(xn) - f(xn)-f(xﬂ) - f’(zn)
glx,)  glxn)glxo) gk

Quando n -9, la successione {£,,} tendera a x, & quindi
Xn} ’
tim UG, LI, —_f,{g") =1L
nove 8] a—e g'(E,)

Poiché 1a successione {x,, } & arbitraria, la tesi segue dal teorema 4.1 del capitolo 3. »

In maniera analoga (usando il risultato dell'esercizio 8.5 del cap. 4, si dimostra
che, se f e g sono funzioni derivabili in {a, +o) e se

lim f{x)= lLim g{x)=0,

Xt

allora

.
fim im ——

x—+4w E(X) _x-n-u £'(x) ’

purché questo secondo limite esista.

fisempio 1.1

i sinx —.x- §
im —=—
x—0 .)C'-1 6

Siamo nelle ipotesi del teoremia 1.1, con fix)=sinx—xe g(x)=x.5iha

f'(x) - cosx—1
£ 3t

3
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ed essendo

. l-cosx 1
lim ——=% ==
x—0 x* 2

*(cap. 3, esempin 4.2), 5 by

lim sinx —x
-

1
a0 B 6"

.Il teorema di de 'Hopital sussiste anche net caso i cui sia fi(x) che g (x) tendano
allinfinito per x -+ x4, in virtos del seguente

Teorema 1.2 Siaro fe gdue Junzioni derivabifi netlin

tervallo (a, bY. S ;
che (a,b) LppoORiamoe

{1} hm FE)=1im g{x)=+oce,
) g(x) e g '(x} siano diverse da zero in {a, b),
(3)  esista it [lm L &Ye' (=L R,

In tal caso esiste anche i Himite di flg perx~a e si ha

i 28 L ')
Im —=— = Jim ———=~
x-r g g(x) Xx-+g g'(x) ’

Ditnostrazione. Supponiamo dapprima L. ER. Per o

Bni ¢2>0, esiste un punto
Xg (€) tale che, se o < <x,, si ha

D'altrs parte, per ogni x E(a, xg), esiste un punty EE(x, xg) 1ale che
f&x)-fxo)  f'(5) |
£0)-e(v0)  £16)

cosicehé, per ogni x € (a, x, ), si ha

f(x)"f(-’-'u)

80)-g(x) L TE

e quindi
*f(-\’o)
f(’f) i)
gli} __"_—l 209) <Lte, WxE(m, vy

&(x)
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Passiamo ora al limite per x = ¢. Risulta
_ fixq)
lim 1) =1
l T It = L]
x—a £(xp)
Z(x)

¢ dunque (vedi cap. 3, esercizio 7.5)

filx
Lﬂeémiu_‘li:n ff, ; ém:iiun gix; <L +g.

Per Parbitrarieta di ¢, si ha infine

i 2O fxy
oy 805)

fn maniera analoga si tratta il caso L =+ oo Per ogni M >0, esisterd un xy E{a, &),
tale che

f—(—£l>M VEE (2, x0)

£'®)

e quindi, sempre utilizzando il teorema di Cauchy,

Fx)~f(xp)

)50 M V€l xo).

Ragionando come in precedenza, si conclude che

fix
min lim —~+ %) =2M,

x-ra 8ix)
e, puiclé M & arbitrario,

fx)
Jim e =t

La dimostrazione nel caso £, =—<o & lasciata al lettore. W

Osservazione 1.1. 1l teorema 1.2 resta valido se f{x) e g (x) divergono perx =5, 0
per x *xg, con xg €(2, b), pur di apportare qualche modifica formale all'enunciato ¢
alla dimostrazione.

Inoltre esso continua a valere anche nel caso in cui fe funzioni f e g siano definite
in una semiretfa, e f e g divergano per x = +o0 [0 per x—+—vs]. La dimostrazione ¢
simile a quella del teorema 1.2, e viene lasciata per esercizio. m

Osservazione 1.2, 1 teoremi 1.1 e 1.2 non si possono invertire, nel senso che dalla
convergenza del rapporto f(x)/g (x) non segue, in generale, quebla di £'{x)jg '(x).
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Questo si pud vedere facilmente considerando ad esempio le funzioni

flx)=x* sin}l-, glx)=x.

Siha
fix
lim L)—= lim xsinl=0;
x—p 8(X)  x—o x

menire, essendo,
f'xy=2xsin Lo cos LI ‘xy=1
x)=2xsin— PE g ,
non esiste il limite del rapporto delle derivate. ®
Esempio 1.2

Siha, per ognia>0,

fim x"lnx=0,
x—~0*

Se si scrive

Inx

>

*lnx=
-

siamo nella sitvazione del teorema 1.2; si ha allora

, . Inx . I/x I ..
lim x®inx= lim ——="' lim "'a —=-— lim x%=0.=
x—=0p* x—+0' X xm0t—ax & x—+o*
Esempio 1.3
Siha, perognin €N,
xﬂ
Hm —=0.
xom &
Infaiti
xn nxn-l
lim == kim ,
x-tem €5 4w &
da cui, applicando di nuovoe il teorema 1.2,
.ox" . -1 ~ on{n=1)x"7? 'l
lim —-= lim = lim —————— == lim —/—=0.=
x— 4w ittt € x—+am il o b

! A rigore, mon si poirebbe scrivere questa uguaglianza prima di sapete che it limite al secondo
membrc esiste. Essa &, per cost dire, un'uguagliznza condizionata, ed & giustificata a posteriors

daflesistenza dei limite del rapporta delle derivate.
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Esempio {.4
Risulta

lim x¥¥*=j|.
x—+at
Infatti
sinx . Enxnx
xWnF =g ,

e dunque
. lian ‘sinxlnx
lim xS X =g*70
x>0

{Y'altra parte

. . . sinx
lim sinxlnx=lim ———-xinx=1-0=0.%
x-+0t x -0t .

Esercizi

1.1 Si calcolino i seguenti limiti:

%2
| cosx . I=——cosx
im (—“'“".—‘ . limn 2 .
x—ph¥  SIn¥ x=—0 x
7
lim {sinx}'®* m ——, tim x-e”¥,
x-gt ! x—t4m X X b
. 1 . x—arclgx
lim clg’x*-'—! , lim - ,
x—0 x x—g XTsinx
) n{l-x)—x ] X —1-x
]].m —_"—_"'", llm T"___.
1 —cosx x—p e "~ 1+x

X-+0
1.2 Si dimostri che, per ogni a &R,
X
fint —‘;=U.
x—rEem €

2 Derivate successive

Sia f:{a, b)~ R una funzione derivabile in (4, b), ¢ sia [ 1a sua derivata, A sua
volta, f'(x) pud risultare derivabile in (g, bY; la sua derivata si dice derivara seconda
della funzione f, e si indica con f"(x). Proseguendo, si possono definire la derivata
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[ﬁrm, quafta, aary n-esima C]]B si indicanﬂ COR fm{x) f[ )(x) f )(x) g anche
2 ] EEEN] Hl
con D f():), D f(x), aney D f(x).

Definizione 2.1 Diremo che una funzione f(x) definita in A, & di classe CF (A)se
Flxyha tuite le derivate fino alf ordine k continue in 4.

Si vede facilmente che C* (A} & uno spazio vettoriale, ciog che se fegeC® (A)e
AER, risulta
freeC(4), rAfeckd).

Per quanto riguarda il prodotto di due funzioni di classe ¢'* si ha i seguente
Teorema 2.1 Se f e g sono funzioni di classe C* {(A4), anche fg=C*(A) e 5i ha
D=2 (¥)o" reyprn
=Z | (x}) g(x), [2.1]

con la convenzione che D°® f=f e D® g =g

Dimostrazione. La [2.1], che va sotio il nome di fornuda di Leibniz, si dimosira
per induzione. Infatti, essa & vera per k=1 (vedi cap. 5, proposizione 1.1}, supponia-
mola vera per k e dimostriamo che aliora vale per k + 1. .

Siano f e g due funzionj di C**1;si ha

+ = y £ {&
n* l(fg)—f)i)"(fgpb{fz (h)l)hf[)k—hg}:

1=0

_ &k + -

- ;: (k)Dhﬂka-h T+ g\ k D rpk-R+t
n=g\f ¥ h=glh /0 &
Se nella prima somma poniumo i=5—1_ otteninmo
Dknug):"z*;'( k Dok -s41 kAN ks
A fi g-f-JEO i Drypk-hrg

Scrivenda a parte il termine con s=K& +1 nella prima somma ¢ quello con =0 nella
seconda, € mettendo di nuovo Ak al posto di s nella prima somma, troviamo

D**1(fg) =Dk f g4 D gt 5 [(hk )_,,(ﬁ)] D -

r=1\A -1

K
=Dk”f'g+fD““g+ 7 (k:])thDk-h+lg

h=1
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dove nell’ultimo passaggio si ¢ usala la relazione

AARHE S

(vedi cap. 2, esercizio 1.4). Ricordando che

(k + 1)# (k + |)= |
o/ K+l
si ha infine
k+1
D** (fe)= T (k’+ I)thDk+l hem
h=o\ #
Nel seguito, diremo che una funzione f{x) & di classe C™(A) se & derivabile quante

volie si vuole in A. In simbaoli,

C“(A}=k2NCk(A)-

Esempio 2.1
Le funzioni x”, n €N, sono di classe C™ (R) e si ha

DX X" =n(n—1)...(n—k+1)x"_k se k<n,
D.‘cx)lz{) sek>n m

Esempio 2.2
Le funzioni sin x ¢ cos x sono C(R) e i ha

{Dl" sinx=(—1)"sinx
D+ ginx =(—1)" cosx,

D" cosx=(—1)" cosx
D3+ cosx =(—1)"*! sinx.

Analogamente, la funzione e¥ & di classe C~, e risuita
Dl =" m
Esempio 2.3

La funzione f(x)=x | x] & derivabile e si ha f'(x}= 2|x{.
Si vede facilmente che x|x| appartiene 2 C'(R), ma non 2 C?(R), perché la fun-

zione x| non 2 derivabile nell’origine. ®

Lo studio della derivata seconda di una funzione pud essere di ajuto nella determi-
pazioue dei punti di massimo e di minimo relativo. Abbiamo gid visto (cap. 4, propo-
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sizione 8.1) che se una funzione fix) & derivabile in un intervallo £ ¢ ha un massin
relative in un punto xg interno, allora fa sua derivata st deve annullare inxg. [nakre
parole, x, deve essere un punio stazionarie della funzione f(x).

Teorema 2.2 Suppotiamo che f(x) sia una funzione derivabile in un intervalio Te
chie x sig un punto stazionario (cioé tule che f'(x)=0} inrerno a I Supporniamno inol-
tre che esista la derivata seconda della f in xo. Affinché f(x)abbiaun tassitme (mi-
nimo) relativo in xg.

(a) & necessarfo che [ "(xg)<0 (f(xe)=0)
(b} é sufficiente ehe £ (xo} <0 (F"(x5)>0).

Dimestrazione. Basters considerare il caso di un massimo relativo; infatti se f(x)
ha un minimo refativo in un punto xg, — f(x) avrd un massimo. Dimostriamo innan-
zitutto la (b).

Poiché f"(xo) & negativa, per il teorema 4.1 del capitolo 3 esiste un intorno
¥=(a, b) dixg tale che, per ogni X EV—{xy}, risulsi

re=fen) S o

X=Xy X“Xp

Ne segue che f(x) & ncgativa per x> xp, € positiva per x <x,, cosicehé fa funzione
Fx) & strettamente creseente in {a, xo), ¢ decrescente in (xg, b). It punto xq & dun-
gtie un punto di massimo relativo stretto {ciod tale che f{x)<f(xo) perx Fxp). In
maniera analopa si dimostra che se F(xe)>>0, la funzione f{x) ha un winimo refativo
stretto nel punto xg.

Veniamo orz alla {a). Sia xo un punto di massimo relativo. Se fosse [ {xo) >0,
[(x) avrebbe in x4 tn minimo relativo stretto, e quindi x, non poirebbe essere punto

di massimo. w

Esempio 2.4 .

La funzione f{x)=sinx -+ cosx ha derivata £'{x)=cosx —sinx, che si annuila nei
punti (mf4)+kw. Si ha fU(x)=—sinx—cosx, ¢ dunque f"((nf4)+2km)<0, ¢
FU((nf4)+ (2 +1}m)>0. 1 primi punti sono dunque di massimo, e i secondi di
minimo relativo. ®

Osservazione 2.1. La condizione f"{xo}<0 non & sufficiente per avere un mas-
simo relative, come smostra ancorz una volta fa funzione f{x) =x?, che ha derivate
prima e seconda nulle rell’origine, ma non ha né massiono né minima relativo. ®
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Esercizi

2.1 Calcolare 1a derivata seconda della funzione F (x)=f(g(h{x)}).

2.2 Calcolare la derivata n-esima delle funzioni

1.x
:

xsinx, x%e x*lnx, sinxcosx.

2.3 Sia f(x)=x* —sin £*. Calcotare f ¥ (1).

*2 4 Dimasirare che la funzione

e"”"‘:l x 70
fix)=
0 x=0

& dj classe C”(R). Lo stesso & vero per la funzions

ela‘{x’-t) |x] <1
X -
£(x) {o x> 1.

2.5 Trovare i punti di massimo & di minime relativo delle seguenti funzioni:

2
x i .
x2(x+2)*; 7 . xet: x-arcigx:
x'+4 :
x—In(2+ x); sin® v +cos? x; X
xi—dx

2.6 Determinare le costanti @ e b in mode tale che la funzione x% +ax+b abbia
up minimo relative nel punto x=3.

3 Funzioni convesse e concave

Definizione 3.1 Sia Tun intervallo di R Una fmzione 21— R si dice convessa se.,
comunquee si prendano die punei xy, xo dil e un puanero A O0A< ], siha
F(hxy +(1 —R)xg)élf(x.)+(1—?x}f(x-,). [3.11

La funzione g - I B si dice concava se —¢ € convessa.

Esempio 3.1
La funzione f(x)=x? & convessa in B. Infatti, per ognia, bR e ogni AE(0,1), si
ha {vedi cap. 1, esercizio 2.6}

2 bi

¢ scegliendo a =X x, ¢ A=(1 —A)xq, siottiene

{Axy {1 ~0)x, P <hxf H(1-A)x]. =
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Sesipone x=d x, H (M) x,, ol variare di A nelliiervalio |41 ]l punto x descrive
['intervallo chiuso &i estremi xy ¢ vy, La condizione di convessitd si pud anche enun-
ciare dicendo che, per ognl vy e xg €4, con xyp <xy, ¢ per ogni X€x, x; |, si ha

fxa)=f(x)

f)< f(’-’n)Jr f(\z) =flx x)+— (r—xy). {3.2]

L'ultima espressione di la retta passante per i punti {x,, f(x,)) e (x5, f(x2)), co-
sicché, da un punto di vista geometrico, la convessita di una funzione significa che
comungue si scelgano due punti x,, x3 (vedi fig. 6.1), il grafico della funzione fix)
nellintervalic x,, xy é al di sotto del segmento di estremi (xy, F(x,)) e (x5, Fx3)).

Proposizione 3.1 Sin T un intervallo di R, f: - R una funzione convessa € Xp Un
punto di I Iz funzione

Foy= L1 60) -

X~ Xg
é crescente in f— {xp}.

Dimostrazione. Valutiamo il rapporto incrementale di F(x). Si ha

Fle-Fixa) O 7x2) S} + (52 —x0) fx) +(xq = ) /()

Xy thy {x1 —xa ) a2 —xg)xg —x,)

EESY)

fix;)

L i .

x
A
%

Figusa 6.1
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L'espressione al sccondo membro & simmetrica rispetlo a X, X3 € Xo) i pubd quindi

supporre ad esempio x <xp <x3. Risulta allora, a cavsa della {3.2],

Fx\ - Fxa) :#I( 0)4 X, — X, I ‘)~ X —X, f(xz) S0 u
Xy —Xa {x2 —xo) (X0 —xy) '

Dalla proposizione 3.1 segue immediatamente il seguente

Corollario 3.1 Una funzione convessa in un intervallo I & continua in ogni punto

interno a I,

Dimostrazione. Sia Xp un punto interno a [ e sia F(x} la funzione {3.3]. Poiché F

2 crescente, esistono finiti i limiti

L,= bim F{x) ¢ L_= [im_F(.\‘).

XXy x> X,
Si ha allora

lim  {f{x)- f(xu)}— ].u

X l’o

F) 7o)

X—Xg x—°x°

im (x~xo)=L,-0=0.

Analoganiente si dimostra che  fim {f(x)~ f{xp}} =0 e quindi che
x-+x,

lim f{xY=f{xp). m
X -+ X
Osservazione 3.1. In effetti, si pud dimostrare di piil, e cio¢ che s¢ fa, b) e un in-

tervallo chiuso inteeno g [, allora la funzione [ é lipschitziana in [a, bY.

tnfatti, sia by un punto di fmaggiore di b (un tale punto esiste perché Uintervallo
[@, b} & interno a f), e siano x e p due punti di {a, b}, Per la propasizione |3.1] la
funzione
. FERS AN
Mxy= S - —

& crescente in £~ {y], e dunque si ha

)Y -fly) _1n-fib)
b—y y—b ’

F)y<F(b)=
Sempre per la proposizione [3.1], Pultima funzione ¢ crescente in f— {b}, e dunque,
in conclusione:

J=S ) _ S 1(0)
xr-p T bh-b

=M,,
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Con un ragionamento analogo, che lasciamo per esercizio, si dimostra che Dimostrazione. Basterd dimostrare che la condizione & sufficiente. Siano x4, X3

due punti di /, con x <x,, & sia xo un punto di (x,, x7). Si ha dalla {3.5}, e dalla
sua analoga scrilta con x4 al posto dix,

Sl )= 1 (xa) S(x)—f{x0)

F-f(¥) > fay—Ja)

Xy dy—a

=M,

; ] N . . <flxg)s
ri“: dove &, & un punto di I minore di g, e dungue X1 —Xo f(xo) X3 —Xo
i IO s —2). ¢ quindi
x-yi : éxo X2 +x1—xu
flxo)<—1 f(x1) ';;:}“z—f(x:)-

!:$ Supponiame ora che la funzione convessa sia derivabile in x, € sia x, un punto di
| I, con x; >>Xgy. 5i ha allora

Ricordando ta [3.2] st conclude che f & convessa. m

Fl)> lim F(x)=f"xo)-

Osservazione 3.1. Si vede dalla dimostrazione del teorema 3.1 che, affinclié una

Analogamente, se x;<Xo. Fle S [ (xo), cosicché per qualsiasi x; €/, risulta funzione sia convessa, & sufficiente che per ogni punto xp €/ esista un numero A (xo)
. tale che

: o)+ o). [3.4)
F{x)=f(xp) [ (Xg) (x1 ~Xo) F 1= f(xe) H Ao} (xy —x0), WX, EL {3.6]

Geometricamente la [3.4] significa che il grafico della funzione convessa fix)sta
tutto al di sopra della retta ad esso tangente in un gualsiasi punto (xq, f{xo)) (vedi

Tale condizione & anche neccessaria; infatti se ta funzione f(x) ¢ convessa, si ponga

fig. 6.2) N L 6 f(xe)
Mel caso che la funzione sia derivabile, la relazione [3.4] caratterizza le funzioni A (IU)__II_,"];+ X—Xg
convesse. Infatti si ha il seguente : ’
fex)—f(xo)

A7 (xg)= Hm
Teorema 3.1 Siz f: /R una funzione derivabile in 1. Condizione necessaria e suf- x—x; X7 Xg

ficiente affinché f(x) sia convessa & che, per ogni xo. X € I, risulii

(M (xo) € A~ (xg) esistono per la proposizione 3.1).

F{x1)2 fixo)Hf {(xe) {1 ~Xa): [3.5] Si ha A~ (X} <A (xo), € 12 |3.6] & valida non appena si prenda pet A {xo ) un qual-
siasi numero tra A~ {rg) e A (xo).
7t La retta di equazione
;
: ¥

y=Fxg)+Rh{xg ) {x—xg)

passa per il punto (xo, f(xo))esidice retta diappoggio a!graﬁ'co della funzione f(x). ™

H seguente risultato & una conseguenza del teorema 3.1.

Corollatio 3.2 Sia f: - R derivabile in I. Condizione necessaria e sufficiente af-
finché f(x) sia convessa é che f "(x) sia crescente.

fixg) pmm———m—m—mm— o mm— =

Dimostrazione. Se § & convessa vale fa [3.5] per ogni coppia di punti x4, Xy, €
quindi
Fx1)Z f{xe)+f{xe)x1 ~Xa ),
f(xo)?f()ﬁ)"‘f'(l’.)(l’n —xy ),

T

ot e e i it e 2

Figura 6.2
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da cui, sumundo sembro a nmembro,
[£0)=/"(x0)] (x1 —x) >0,

cosicché ' & crescente.

Viceversa sia f* crescente & siano xq, x; due punti di 7. Per il teorema del valor
medio esiste un punto £ compreso tra x4, e x, tale che

S~ (xa)=S"(E) (X, ~Xo).
Supponiamo ora x, 2> x,; si ha allora £ > x, ¢ quindi
FOe)=f(xa)Zf (o) (X1 —Xo).
Se x, <Cxy risulla § <xy e quindi di nuovo
fle)=flxaY=f (o) (x( —xs).

I ogni caso si ha dunque la [3.4), per cui f & convessa. »

Da quanto visto sopra, e dalla proposizione 8.3 del capitolo 4 segue immediata
menie il

Teorema 3.2 St f: § = R una funzione di clusse O (1). Alora £{x) é convessa se e
solo se f"(x)20 per ogni x €1

Esercizi

3.1 Mostrare che la funzione |x| & convessa. Trovare Pequazione di una retta d’ap-
pogegio nel punto Q, & tracciarne il grafico.

3.2 Enunciare gi analoghi dei risultati del paragrafo 3, per funzioni concave.

3.3 Dimostrare che se f & convessa e f'(x,)=0, allora Xo & un punto di minimo
assoluto.

3.4 Una funzione si dice strertamente convessa se si ha, per ogni Xy, k€1 e per
ogni A€ (0,1} (estreni esclusi), )
SO H -0 )<A f(x)) FH (E =) f(x,).
Dimostrare che wna funzione strettamente convessa ha al pi un punto di minimao.
*1.5 Un insieine U di R? si dice convesso se per ogni coppia Py, P, di punti di U,

il segmento AF; +(1-A}F; (0KA<1) & tdto conlenuto in /. Dimostrace che
f:1-+ R & convessa se ¢ solou se

U= {x, yYERY :x €1, 32> fix)]

& uR insienme cOnVEsso,

A
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4 Studie del grafico di una funzicne

I risultati dei paragrafi precedenti possono essere utilizzati per tracciare il grafico
di una funzione in modo da metterne in risalto le caratteristiche qualitative.

In questo paraprafo faremo vedere quali sono i problemi principali che occorr-e Ti-
solvere per tracciare il grafico. Per fissare le idee, prenderemo in esame upa funzione
particolare, ma & chiaro, comunque, che il metodo usato & di validitd generale.

Sia f(x)=\’xa,f(x— 1y, la funzione considerata, 11 nostro studio consisterd nella
determinazione dei sepuenti elementi.

Insieme di definizione e limiti

La funzione f(x} ¢ definita per gli x 71 per i quali I'espressione sotto radice & non
negativa. ’

[’insieme di definizione & allora

A =(—on, 01 U(] ) -I—m)

La funziope f{x) ¢ continua in A. | punti di accumulazione di A che non appar-
tengono ad 4 sono 1, —=o & +ee. Calcoliamo i limiti della f{x) per x tendente a ognuna
di questi punti. Si trova

. X -
lim =+too,
x—1* x—=1
3
. x
lml =+DO,
xatm X1
3
x
lim =+

xam X1

Possiamo cominciare a riportare questi dati su un grafico (vedi fig. 6.3).

1
14 j+=

|

1

i

]

i

|

|

|

§

i
4 oo ] ! r-
"':-—.‘ XN

]

I

1

Figura 6.3
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Punti di massimo e di minimo relativo

La nostra funzione & derivabile in 4 e si ha
P 2x-3)x fx=
=5 . x#0,
=3 (x—-1¥ x3

mentre

()= lim ALY
x—+0" x

La derivata prima si annuila dungue per x =0 e per x= 3/2. 1t secondo di questi punti
& interno allinsieme Ai definizione, e dunque si potrebbe applicare il teorema 2.2,
calcolando la derivata seconda. Pil semplicemente, si potrd osservare che la funzione
['{x) & positiva per x>>3/2, negativa per x <3/2. Ne sepue che f(x) & decrescente in
{—o=, 0)e in{t, 3/2), mentre & crescente in(3/2, + ).

Allora it punta x=0 & uil punto di minimo relativo, ¢ cosi anche il punto x=3/2,

Siha
F@=0, G233,

il nostro grafico si arricchisce cosi di nuovi elementi (vedi fig. 6.4).

+ 4 n-;
A — x
f dacresce f cresce
min rel min rel
flo)=0 f(.:i] _3V3
2 2

Figura 6.4
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Asintoti

Passiame ora a cercare gli eventuali asintoti sia per x ++<° che per x—+-—o0,
Ricordiamo che una funzione lincare ax + b & un asintoto di /{x), per x >+, se
si ha
lim (f(x)—ax—h)=0. 14.1]
X+ b
Noi dobbiamo trovare i aumeri @ e b (se esistono) in modo che valga la [4.1]; per que-
sto osserviamo che dalla [4.1] segue
fix)
a= lim , b= lim (f(x)—ax).

xt 4 X Xt de

Un analogo discorso vale per x —+—oo. Nel nostro caso si ha

3
lm /e m =
=XV x-1 oV x-1
3

e
: X
x* it
lim +x}—— Hm =
s -kl X—1 x - PE
x—1 X
x
. x—1 1
=lim =——2—
X = -- 1 xl
- -1
x ¥V x—1

casicché la retta di equazione y=—x—12 & un asintota, per x —+—o3, della nostra
funzione. Analogamente (il caleolo & un po’ pib semplice) si dimostra che la retta
y=x+1/2 & un asintoto dela f(x), per x -+ + 2o,

Riportiamo in grafice quanto trovato {vedi fig. 6.5).

Convessitd e concavitd

1 a derivata seconda della nostra funzione ¢

re=d () )

che & sempre positiva in 4 — {0} Ne segue che la funzione f(x) & convessa sia in
(%o, 0) che in (1, +=).*

Con quest’ultima informazione possiamo finalmente tracciare il grafico di f{x}
(vedi fig. 6.6).

E’ chiaro che si sarebbe ottenuta una maggiore precisione numerica riportando il

? §i noti che non si pud concludere che f & convessa in A, perché 4 non & un intervallo.
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A
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A
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o \\
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hY
A
N
+ oo
+ =
\ P
f deciesce ; "/
cresce
min rel fmin rel
HO) =10 ,r(':‘),.iﬁ_
2 2
Figura 6.5
Y
-
N
R
Figura 6.6
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grafico su carta millimetrata, e calcolando il valore della £(x) in altri punti; comungque
Pandamento qualitativo del grafico della nostra funzione non sarebbe sostanzialinente
cambiato.

Esercizri

4.1 Studiare il grafico delle seguenti funzioni:

x+2 1
x? Inx, . A & -~ x, x¥2(1-x),
x—2 x*+x
:
sinx +cosx, X —ax*+axt 1, xe", xe ¥t

4.2 Dire per quali valori di r £R 'equazione x In x=r ha saluzioni, (5i studi il gra-
fico di x In x.)

4.3 Dimostrare che I'equazione
Ixt— 1627 +18x* +1=0
ka due radici reali, {Si studi il grafico del polinomio a prime membro.}
4.4 Dimostrare che I'equazione
ax* +bhx+c=0

ha al pitt due radici reali.

5 La formula di Taylor

Abbiamo osservato nel capitolo 4 {8 6) che se una funzione f(x) & derivabile
nel punto xp, allora esiste un unico polinomio di primo grado

Py(x;3xg)=f(x0)+f (x0) (x—xq) {5.1]
tale che, posto

Ry (x5 x0)= f)—Pi(x; x0),
risulti

i S2iXe)

x—>x, X %o

Questo risultato si pud riguardare come un metodo di approssimazione deite fun-
zioni derivabili. Lerrore che si commette sostituendo alla funzione f(x) la retta tan-
gente al grafico della f nel punto {x,, f(x,)) tende a zero, al tendere di x a xg, pil ve-
locemente dix —Xxp.
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in questo paragrafo vogliamo estendere questo risultato; pib precisamente, data
una funzione f(x) di classe C™ faremo vedere che, per ogni fissato x,, esiste un poli-
nomio {nella variabile x) P,, (x; xo), di grado non superiore a r, tale che

J(x)=Pplx; xo)
mn ————=

XX, (x—x4)"

{5.2)

Cominciamo col dimostrare il seguente

Lemma 5.1 Sia F(x) una funzione di classe C* in un intorne del punto x,, si ha

i — %) (5.3)

x-+x, (x~xg) :
se e sofo se

Flxg)=F'xg)="=F®(x¢)=0. [5.4]

Dimostrazione. Se sono verificate le [5.4], applicando ripetutamente il teorema
di de 'Hopital si ottiene

Fxy F'@) o FU00 FOo)

x~x, (x—XpY' x—xon{x—xg)""! x—+x, Rx—Xxq) !

Viceversa supponiamo che valga la [5.3]. Se per qualche k<n fosse F(xq)=
:---=F“"”(xo)=0, e F) (xo)+0, si dovrebbe avere, ragionando come sopra,

Fix)  F%(x,)
lim = )

X=X, (X Io}

[Yaltra parte
F{x)  Fix)
(x—xo)" {x—xp)"
e quindi, per 1a {5.3},
F
fm o

X Xp (-"‘Xn}k

{(x—xq

che contraddice la relazione precedente. ®

Il lemma appena dimostrate ci dice quale polinomio occorre scegliere se si vuole
che valga la {5.2]. Infatti si ponga

Palx;xg) = X aix—xo).
im0
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Risulta
A & g .. s
D*P,(xixp)= 2 i(i=1) . (f-k +1)a,(x —Xa) ",
i=k

e dunque:
DAP (xg; xp)=ktay.

Applicando il femma 5.1 alla funzione Ry (x;x4)=f(x) =P (x; X0} si conclude allora

che vale la [5.2] se ¢ solo se

1®4(xe)
KU

Abbiamo cosi dimostrato il

day =

Teorema 5.1 (di Taylor) Sig f(x) una funzione di classe C" in un intorno del

punto xg, allora, posto

n 4 )
P,(x;x0)™ E ! ( Xo) (x-xgY,
[5:5]
Rn(x;xﬂ)zf(x)_Pn(x;xD);
risulta
fim Ralixe) [5.6]

= (X _xo)n

Osservazione 5.1. ¢ f(x) e g(x) sono due funzioni continue in un imtorno del
punto xg, con f{xg)=g{x,)=0, diciamo che f(x) ¢ infinitesima, per x —+ x,, di ordine
superiore a g(x) (o che f{x) tende a zero pili velocemente di g(x)) se

. f=)
lim
X Xg g(x)

=0.

in questo caso, seriveremo che f =o(g) (S8 un ¢ piceolo dig).
1l teorema di Taylor si pud esprimere aliora dicendo che

Ry(x;xg)=0({(x—x0)"),

o anche

f‘"’( Xq)

fix)= f(\’n)+f(xc)(—"”xn)+ b (x—xp)" Ho((x~xeY'). ®

Osservazione 5.2. Se xp =0, il teorema di Taylor prende a volte il nome di reoreina

:
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di Maclaurin, e la formula di Taylor

f(n) ( )

fEY=F(0)+ £/ (0)x b+ ———x" + R, (x; 0)

si chiama in questo case Tomnula di Maclyurin, =

1 resto m-esimo R, (x; x4 ) esprime V'errore che si compie sostituendo alla funzione
£{x} il polinomio P, (x; xo). It teorema di Taylor afferma che quando X ~+xg, quesio
errore va 3 zero pit velocemente di (x—xq)". [ risultati che seguono offrono valuta-
zioni quantitative del resto rmr-esinmo.

Teorema 5.2 Sk f{x) una funzione di classe C™'' in un imtorno U di xg. 8P ha
perx €L, - . .

R, (0 xn)——j (x =y £ D (yar, (5.7)

Xo

Dimostrazione. 8i pud dimostrare ta [5.7] per induzione. Essa & valida per n=0
dato che ,

F1(de=FE)~F (x6)=Ry (%, o).

—— i

Supponiamo allora che 1a[5.7) valga per n— | & dimostriamola per n. Si ha, integrando
per parti, ’

-}

X

l X
" 3[ (x—r}"f‘"“)(t)dr=ﬁ(x—,)nf(n)(,) *

1
ey

J' =) FON ey
Poiché da |5.7] & vera per =1, risulta

)l n-y fR)
(nf”' I {x—1Y lfU(;)d: =R, (x,x0)=f(x)— E f_gﬂ"_)(l Xo)

Ma atlora

1
n!

"’( x5) %)

ey pe 0y = L0 Y+ z TR Gxf

2y i

e dunque la [5.7] vale per n.
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Dal feorema 5.2 discendono immediatamente alcuni corollari.

Corollario §.1 Nelle ipotesi del teorema 5.2 esiste un punto t compreso tra Xy € X

tale che

- +1 .
R,.(x-.xo)=%;%)”;a_ e, [5.51

Dimostrazione. Ponendo p()=(x—1Y"[n' & g{t)=f ") () e ricordando I'eserci-
zio 9.2 del capitolo 4, si conclude che esiste un punto £ compreso tra Xy € ¥, tale che

Ru0:x)=1 0@ [ L2

Xa

da cui segue facilmente la [5.8]. =

L'espressione [5.8] si dice ferma di Lagrange per il resto R, {x, xo): applicando
invece direttamente il teorema della media integrale (cap. 4, teorema 9.1) si ottiene
la forma di Cauchy:

(x—=m)" (x—xp)

n!

Ry(x;x0)= 720 (m),

~ dove 7 & un punto oppoTtUNO COMPTESD Lra X € Xg.

Il teorema di Taylor, e in particolare la formula [5.6] per it resto, consentono di
estendere il teorema 2.2 sui massimi e minimi relativi di una funzione. Abbiamo in-

Fatti il seguente

Teorema 5.3 Sia f(x) una funzione di classe C™ in un intervatlo {a, b), e sia xq un
punio di (a, b). Supponiamo che risulti

Foe)="xe)= =V xg)=0;  F®(x0)*0.
Allora:

{a) Sewucpaie £ (x,)>0, e funzione f{x) ha wn minimeo refativo in xq;
(b) Sewué pari e W xg) <O, In funzivne f(x) I un massino relativo in xy;
(CY S n & dispari, lg funzione son ha né un massino HE un mIRimo in xg.

Dimostrazione. Suppuniaina, per fissare le idee, che sia £ (x> 0. Risubia:
SE)=fia) + o)+ e} (6 —x)™

dove
R, (x:1xp}

e (x-xp)
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lende a zero per x ~+ X Per il teorema della permanenza del segno, esisterd un intorno
Udixgincuila quantita 7% (xy) + € (x) resta positiva.

Cid premesso, supponiamo che # sia pari. Aflora (x—x,)" & maggiore di zero, e
dunque f(x)3 [(xp) in U, cosicché la funzions fF{x) ha un minimo {stretto) in xq.
Se invece rr & dispari, (x —Xx,)" & positivo per x> X, € negativo per x<Xxg. Si avia
dungue f{x)> f(xq) per x>Xxp ¢ F(x)<f(xg) per x <xg, ¢ la funzione non patra
avere in X, né un massimeo né un minimo. ®

6 Sviluppi delle funzioni elementari

La formula di Taylor, insieme con le espressioni [5.7] ¢ [5.8] per il resto R,,, per-
mettono di approssimare una funzione con un polinomio di grado #, e di valutare
'errate che si commette con questa approssimazione.

E’ dunque evidente Iutilitd di questa formula nei calcoli numerici; in particolare,
essa & usatissima nella tabulazione delle funzioni trascendenti, ad esempio nelle tavole
dei logaritmi e delle funzioni trigonometriche.

Non sard dunque privo di interesse uno studio depli sviluppi in formula di Taylor
(o meglio di Maclaurin, ciod con punto iniziale x, =0) per le funzioni elementari,

Le piit semplici sono le funzioni esponenziali e le trigonometriche: ricordando
I'esempio 2.2 e la formula [5.8] per il resto, si ottiene,

n x* peRs

=3 —+——ef, [6.1]
k=0 k1 (n+1)!

. _ n o x;k+| (_])n+lx2n+3

sinx= XU oyt T @asay 16.2]

1yl i+t

_no (= O x

COsX rEn G + Gnt2) cos@, [6.3]

dove £, 7, 8 sone compresitra0e x,
E' immediata 1a stima dell'errore che si commette trascurando il resto n-esimo; ad

esempio,
n+1 B
1R, (x; 0| € —— max(l, "
n G 0) (rt+1)! ¢

per la funzione esponenziale, mentre, per il seno e il coseno, si ha rispettivamente

xl‘lﬂ+3
lﬁznu(x;o)ié(z—nm,

1x|2n +2

IRznn(X:U)Km-

o

DR
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Una seconda serie di formule si ottiene a partire dalla

I n+]

= idxtxt e S .
1-x 1-x°

[6.4]

in cui abbiamo up'espressione esplicita del resto R, (x; 0):

+1

R,(x, )= ix .
B’ chiaro che la [6.4] & interessante solo per |x| <1; infaiti, benché essa sia esatta
per ogni x 71, s¢ |x|>>1 il resto & sempre piuttosto grande e anzd il suo modulo tende
all'infinito al crescere di 5.
Dalla {6.4] si ottengono um gran numero di sviluppi; vediamone alcuni:
{a) Scrivendo —x al posto di x, $i otfiene

1 _ & kK (__1)n+1xﬂ+1
TR N e S 16.5]
¢ ['ultimo termine & il resto R, (x; 0).
(b} e nelle [6.4] e [6.5] scriviamo x? al posto di x, otteniamo
1 n x‘lnil
=% x**+
1—x? Jt==o:c 1—x* ' (6]
1 n (_l}ﬂ+1x1n+2
- E -1 k Jk+H__
1-+x? k-o( Vi 1+x? (6-7]
dove I'ultimo termine & il resto R,y (x;0).
(c) Infine, le formule precedenti si possono integrare tra 0 e x; 5i oitiene
i R n I"*l x f"+l
n(1-x)= > 33T +£ Tordn [6.8]
n (__l)kxk+1 s H I‘HH
(1 4= 2 S+ 1) lmd:, [6.9]
Ly dbx _op 3kt F g
2 n L—x _k=U 2+ J; ]_'z df, EGIO}
n- (_1)kx2k+l x r“‘”
arclgx= L ————+ -l"+'j dt.
k=0 2k+1 “y e i 6111

Una valutazione del resto per fa funzione arctg x &
le”' +3

IR,"+3(x; U)tQm—.
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Esempio 6.1 si ottiene {con la convenzione (— 1! =01 =1)

Si vuole calcolare In3 con un errore inferiore a 1073 Se si pone x=1/2 nella

[6.10] si ottjene 1 a (2x—1) Y CRl) L -n-3
LI T D (i RS
Lins= & I +R (I 0) e . {6.13]
2 e 2k 1 m+1l5s - -
kio (2k-+1)2 2 e quindi anche
Draltra parte se 0 <r </ 1/2 risulta l—-!’>3,-‘4edunque, S % (k- 1) Ky (2n+ DI PRI IS 3 it [6.14]

x

1-x k=g (&Y (Zn+2)M
R 1 ) 4 1 i n+3 ) .

a1 | 330 gi' 25 +3 (3) » Da questa, scrivendo x” al posto di x,

quindi basterd prendere n=3.
Si ha, allora,

1 =§: 2k~ 2k (2r+11

Vi k=0 (2K T an+n

x)nolil_nl)—n—lfl, [615]

I Lyt 1 1 7379
ERLER e e —= dove 53 & un punto compreso tra 0 ¢ x.
2 2 3-8 .93 ; ,
32 7-27 13440 Se si integra la [6.15] tra 0 e x si ottiene
¢ infine
no (k-1
o 1379 - arcsinx= % ———————— x¥*1 4R (x;0) 16.16]
ln3~m~l,{)98110 o | K=o (2N (2k+1) e
con
] Un secondo gruppo di sviluppi di Taylor si ottiene a partize da quello della fun- (Zn+ 1) X%
zione i ; R2"+2(x;0)_—___(2n+2)!! J AR (L) y - gy,
: 0

f)=(+x), «aER
Una valutazione dei resti delle formule precedenti & piuttosto difficile;® se comun-

Se si pone
: ‘ que ci si limita a piccoli valori di x si pud dare una stima delf’errore. Ad esempio, se
(a)z afe—tj(a—-2). (a—k+1) (a) -1 E Ixt<1/2, I'errore nelle [6,13] e {6.14] non supera \/2_(2|.ri)’"' , mentre, se {x|<
k k! : 0 ’ <12, quello nella [6.15] ¢ inferiore a V2 (2 x*Y™! . Infine si ha, per quanto ri-
si ottiene E guarda lo sviluppo della funzione arcsin x,
’ : ] 1
n : |R (GOl ———(2xyr+¥2 ix[< —.
1 4+x1° = x) x o ey . : n+3\t 1
N B A RN 6121 | (2rt3) V2
dove £ & un punta compreso (ra 0 ¢ x, Esercizi

In particolare, pera=-1/2,
. _ 3 . 6.1 Scrivere 1a formula di Taylor, con x4 =0, per le seguenti funzioni,
( ;L/?.):( 2)(=3/2)...( “”2)2(_”,:1_-_3'5..{21»»_11 | N

k! T , e In{l +x%), T X' In(1-x),
+x

e se poniamo
Valutare il resto n-esimo di tali sviluppi.,

(2k—-1M=1-3-5-7 _(2k—1),

(QQKM1=2-4-6-8..2k=2% &, * Un risultato cui st perviene & che per ogni x, con lx| < I, il resto m-esimo delle formuie

[6.13}...[6.16] tende a 0 al 1tendere di n all'infinito,
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5.2 Usandola{6.15} e osservando che si ha
1 4 1

V3T Nany

si calcoli l/\/?? con un errore inferiore a 1975,
6.3 Con il valore di 1{\/3_ trovata, si calcoli
T =arct A
§ VA
con tre cifre decimali esatie.

6.4 Facendo uso del risuliato dell'esercizio 6.1, si calcol

1
e ¥ dx

O e o

con un errore inferiore a 107%.
6.5 Scrivere esplicitamente le formule di Taylos [6.1)...[6.16] pera=5.

. 6.6 Travare la fermula di Taylor per le funzioni sinhx e cosh x (vedi cap. 5, eser-
cizio 1.2).

7 La serie di Taylor (cenni)

Sia f{x) una funzione diclasse €™ si potrd allora scrivere, per ogni n €N, fa formula
di Taylor

n fm(xg)

f)= T S (x=xo) Ry (X %0). {7.1]
k=0 ‘

Ci proponiamo in questo paragrafo di studiare che cosa accade nella [7.1]sesifa
tendere r all'infinito. 1 problemi che sorgono sono due: primo, trovare g x €8 per
cuj la serie

f(k)(xn)

e L ' [7.2]

z
k=0
? convergente, e secondo, vedere se per questi valori della variabile x ta somma della
serie & proprio f(x).
Se si indica con S, (x; Xo) la somma parzizle #-esima della serie [7.2], la 7.1} di-

venia

Fx)=8,{x;x0) + Rp{x: Xa),

Al R S A A i

-4

Sviluppi del calcolo infinitesimale 255
da cui segue immediatamente che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché la serie di Taylor |7.2) converga nel
punto x alla funzione f(x) é che si abbia -

lim R, (x; x0)=0.

S

Nen ci addentreremo qui neflo studio della convergenza delie serie di Taylor, che
verranno trattate in detiaglio nel secondo volume: ci limiteremo a prendere in consi-
derazione le serie di Taylor delle funzioni elementari e a trovare l'insieme in cui esse
convergone, Cid non & difficile se si ricordano le stime el resto ir-esimo trovate per
{e warie Tonzianit si vede sllorn che, pes ogni valore reale di x, risulta

Y o
Z o (7.3]
. s \ xik%l
Smx:!fo —1 ——*‘“”“(zk+ iy {7.4]
s
‘COs X = -
eV G 7]
¢ inoltre, per | x| <1,
L. 3 L 5 (—1Fx*
1-x oo 1+x g-e ! t7-6]
L _F o 7
14+x* k= ’ (771
o k+1
| == T e
n(l-x) kf;n T (7.8
1+x __ & xk
R TS [7.9]
oz (_l)kx:kﬂ
arclgx—kEG—Lk-jﬁ—— {7.10}

Infine, come abbiamo osservato in precedenza, la funzione (1 +x)” si pud svilup-
pare in serie per | x| <1, e quindi per tali x

(1+xf=Z (i)x’*,

2 [7.11]
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da cui, sempre per [x[ <1,

L § o 2

1+x k=0 2kt [7.12]

15 k-
Vi ke @it

[7.13]

- {2k
arcsinx= X ( ik

-—Hﬁ*ﬂxikf!
k=0 {2k)!(2k +1)

[7.14]

Esercizi

7.1 Dimostrare che si ha, per ogni x ER,

sinhx = X ——u
k=0 (2k+ 1)

a3k
coshx= X .
k=0 (2k)

7.2 Dimostrare che per 2> 0 e | x| <q risulta

o k+1
In{z-x)=ina— & — )
k=0 2 *1k+1)

7.3 Dalla formula

Dsett sinhx = 1

F+x?

(vedi cap. 5, esercizio 1.2) trovare lo sviluppo della funzione sett sinh x

8§ L'integrale in senso generalizzato

Nel capitolo 4 abbiamo definito Pintegrale

b
}[f(_x)dx (8.1]

1Tel_caso in cuj (g, b) sia un intervallo limitato della retta reale, e la funzione Fix)sia
limitata in (s, 4). Vogliamo ora generalizzare la definizione e considerare I'integrale

Naghs

e

NP A 1 e b et R

A

TN
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[1.1}anche nel caso in cui Iintervalio (2, b) sia illimitato (ciod quando uno o ambedue
gli estremi siano infiniti) ¢ net caso in cui la funzione f(x) non sia limitata.
A titolo di esempio, consideriamo il problema delfintegrazione della funzione x®
nellintervatio (0,1). ’
Se w>>0, la nostra funzione non ¢ limitata nelf’intorno del punto x =0; se perd si
considera wn intervalle (R, 1}, con A0, la funzione €7 & limitata e continua in
esso, e quindi esiste 'integrale
—-i——(|*-h"“) a#l
1 i—a
J- x %dx=

/ —lnk a=1.
1

Si pud ora far tendere  a zero, ottenendo

1 li-oz o< 1
tim j x~dx=
B0t + o= o=l

E’ naturale a questo punto dire che la funzione x"% con 0<a<1 &imegrabile (in
senso impropric o generalizzato) nell’intervallo (0,1), e porre

0<a<l,

{ 1

J x"%dx = .
| R

0

mentre, e a3> 1, la funzione x~* non sard integrabile.
Sulla base dell’esempio precedente possiamo dare una definizione di integrale su
un intervallo limitato (g, &) per funzioni non necessariamente limitate.

Definizione 8.1 Sia f{x)una funzione definita in (a, b), tale che, per ogni c €(a, b},
esisia Uintegrate

b
‘NC}IJ. fxydx

ed esista e sia finito il limite

lim &)

coa’
In tal caso, diremo che F(x) & integrabile in senso improprio nell’intervallo {a, b) €
porremo

b

b
j f{x)dx= tim, [ Fix)dx. [8.2]
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La definizione 8.1 & opportuna per le funzioni che non sono limitate nell’intorno
del primo estremo a dell’intervallo. Se la funzione f non ¢ limitata nell’interno del
punto b, ma & integrabile in (a, ¢) per ogni c €{a. b), si porra

i f(x)dx=cli._l3’;_£ Flx)dx,

qualora il limite a secondo membro esista e sia finito.

Osservgzione 8.1. Sela funzione F(x) ¢ integrabite in{n, b}, allora per Ia continuitd
della funzione integrale & (c) I'integrale improprio {1.2} coincide con l'inlegrale vefi-
nito nel capitolo 4. Cid autorizza & usare lo stesso simbolo per i due tipi di integrale. =

Osservazione 8.2. Se la funzione f{x) non & limitata nell’intorno di un punto xg
interno all'intervallo {a, b), si diri che f é integrabile in sense improprio in (a, b) se fo
& nei due intervaili (&, Xo) € (Xo, b). In tal caso si pone

f Fla)de= J f(x)dx-kff 70 dx.

Un'analoga definizione si ha se la funzione f{x} non & limitata nell’intorno dei
punti Xy, Xz, .00 Xn dellintervalio (g, b). Occorrerd in questo caso dividere I'intervalio
(¢, b) in tanti intervalli parziali Iy, I3, .. I 10 modo tale che in cgnuno deghi intervalli
J; la funzione sia illimitata 2l pitt in uno degii estremi. 5 definicd integrale improprio
gella funzione f (x) netlintervallo (2, &) la somma degli integrali impropri di f(x) negli
intervalli £, I3, ..., £, (nel caso ovviamente che {utfi questi integrali esistano finiti).

1n maniera analoga a quanto visto sopra, si definird l'integrale improprio di una
funzione f(x) nell’intervailo illimitato (a, + N

Definizione 8.2 Data wna finzione f(x) definita in {a, 1-°=), supponiamo che per
ogni ¢ >>a esista I'integrale

]: f{x)dx

a

ed esista, finito, il limite

[+

lim j f(x)dx.

o= 4w
a
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i tal caso. diremo che {(x) é integrabile in senso improprio in {a, +=) ¢ porrema

+J°_“ fix)ydx= [_i,":.,..j Fixydx.

Esetmpio 8.1, Voghiamo calcolase lintegrale

5 x"%dx, a>0.
1

Sihin
| oo

c oy (t—e"77) a#]

J x "dx =

i Ine a=1,
e quindi

. - a>1
lim Jx““dx=
e em foo a1,

Ne segue che la-funzione x ™ & integrabile in (I, +e=)se a> 1, enonle esea< 1. (Si
confronti guesto risultato con quello dell’esempio introduttivo.} »

Esercizi

8.1 Si calcolino, se esistono, i seguenti integrali impropri:

1 w1 +o
j (x—1)"%3gx, tgxdx, J xe Fdx,
[ -n2
| o
E 1 Lo
- = LN J J =]
» Vx{l—x) ke ¥ : xilnxp
+on Fo ’ + o
J‘ dx J dx J‘ “x— 1 —\/;
14X xhnx ' x d
- 1

*8 2 Con l'aiute deila formula di Taylor (vedi esercizi 6.1 & 6.4} si cerchi un me-
todo per il caleolo approssimato dell'integrale improprio

4 oo

j e dx.
0
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9 Criferi di convergenza per integrali impropri

Talvolta pud essere interessante stabilire se una funzione Fix) definita in [a, + o)
sia integrabile in Ja + <o), indipendentemente dal calcolo eilettivo dell'integrale della
/. che potrebbe essere difficile, se nun impossibile, dy eseguire,?

Cunsideriamo dunque una funziene f: fa, + )= R e supponiamo che per ogni
¢ > a esista Nintegrale -

J Fixda s 1e).?

Si tratta di dase dei criteri che permettano di stabilize Pesistenza dell'integrale impro-
prio di f(x) {ciod 'esistenza del limite di #(c) per ¢ + o9,

Un caso importante & quello in cui {a funzione f{(x} & non negativa; in questa ipo-
tesi, la funzione integrale F(c) sard crescente e quindi esistera il limite

lim F(c)=sup F(c)
c>a

&—F +oa

It questo case dunque i problena & ridatto a verificare se la funzione mntegrale
Fle)y & lmitata o no.
Si ha i seguente

Teorema 9.1 (criterio del confronto) Sizno f (x) e g(x) due funzioni definite in
fa, + =) Supponiama che esista un muonero Xy tale che per x > xy, si abbia

0<fx)=<g(xv). {9.1]

In tal caso, se g(x) é integrabile in la, to°), lo é anche f(x).

Dimnostrazione. Sila, per ¢ >xy,

[

J' Flopdy <

X

gla)dax,

ch‘__tﬂ

u

&, poiché la funzione g(x} ¢ non negativa per x >xg,

ji fx)dx< ].mg(x)d.r.

* 1l caso di fixy defivita in {2, b} e non liniitata si tratta in maniers analoga e viene lasciato per
esercizio. -
5 Questa ipotesi sard sempre sottintesa nel seguito.

s

- AT o

s

L b e e % b
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Ne segue che
[+ t=
3
lim j f(.\-)dxgj g(x)dx < 4o, (9.2]

e Xo o
Draltra parte,

€ *n ¢

] Fix)dx= } f(x)dx +j flx)dx,

a t Xo

¢ quindi dalia [9.2] si conclude che f & integrabile in senso improprio in [z, +=). ™
Corollario 9.1 Siu [:{a, +o0)~ R una funzione non negativa, Se esisie wn o> |

rale che

lim x%f{x)=0,

X =
allora f & integrabile in [a, +°°).
Dimostrazione. Infatti esiste un xg >0 tale che, per x =x¢, risulta x® f(x)<i,e
quindt,
O fix)sx™.

Paiché a>>1, x~® & integrabile in {xq, + ), dunque per il teorema precedente la
F(x) sard integrabile in {g, 4 ). =

Osservazione 9.1, Per la dimostrazione del teorema precedente & sufficiente sup-
porre che per qualche o> 1 risulti

lim x®f(x)=L <+ o=,

Xt
o anche che fa fumzione X*F(x) sin limitata. Daltea parte, se ¢id avviene, si ha anche
B U ONT piy= i x -0 k8 piy )
X e R E ]
e dunque sono verificate le ipotesi del corollario 9.1, dato che (1 +o)f2>1. »

11 seguente teorema riguarda le funzioni non sempre dello stesso segno.

Teorema 9.2 Siz f(x)} una funzione definita in [a, + o2); se la funzjone | f{x)] é in-
tegrahile in a, +=°), aliora lo é anche la funzione f(x) e si ha

IT f(x)dx|<]m:f(x)!dx.
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g
*
T2

Dimastrazione, Consideriamo le funzioni

k + (> -
prge MOHIQ) o VI

Poiché f & integrabile in fa, ¢] per ogni ¢ >>a, lo sono anchie | f], £ e f~. Inoltre si ha

O<IEISIFL 0SS TE)=<If,

e quindi f* e £~ sono integrabili in g, + =) in virtd del criterio del confronto.

[ralira parte,

fly=r1(x)=fx),

¢ quindi anche f(x) & integrabile.
Infine

| j £ dxi=] j rreydx- J f-(_r)dxisj (7 ) +7 ()} dx =

a ]

+os

= j £ ()l dx.

a

Dal teorema 9.2 e dal corollaric 2.1 segue immediatamente il

Corollario 9.2 Sia f(x)} una funzione definita [a, -+ o°); se esiste un a> | tale che

Hm  x%if(x)=0,

x = 4=
allora f(x) é integrabile in [a, +°=).
Osservazione 9.2. 1n generale una funzione f(x) pud essere integrabile in [a, + )

senza che 1f{x) lo sia, contrariamente a quanto accade per Pintegrale di Riemann
(vedi cap. 4, esercizio 3.2). Un esempio ¢ dalo dalla funzione

_sinx
X

flx)
che & integrabile in [, +22), mentre it suo valore assoluio non ko ¢

shib X

(a) € integrahile in [1 +eo).

X

infatii, siha

[

[ .
sinx COSX
dx=-

% casx
] —J‘ — dx
X X

x?
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Si osservi ora che

|cosx] 1
g —_—
x? x*

e quindi esiste I'integrale

ne segue

oo

< .
. sinx cos X
lim dx=cosl— | dx,
X ¢!
d K

et

S X L. -
(b} ]_"\'_l non é integrabite in [1, + oo},

Per k &N, consideriamo I'integrale

He ™ gin x|

X,
X
kT

Risulta

Wkel)n
{sinx|dx=

Ik +1

™ sinx| 1
j dxz= -
x 2k +1)7

2
(k+1ym’

TR 2ka

e dunque

Inn

[

i

Isinx] PELES I
——dxz= —.
T

k=1 £ T1

Poiché la serie armonica & divergente, si ha subito

o & Isinx|
lim [ dx=+4co m
X

PR ]
1

Esercizi

9.1 Enunciare gl analoghi dei risuitati del paragrafo precedente per il caso di fun-
zioni definite e continue nell'intervallo limitato {(a, &), ma non limitate nell’intorno dia.

ez e
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9.2 Dire se le funzioni seguenti sono integrabili in [1, +o0):

~x? sin x g sin® x
4 , —, cosx®, I
Vr x
a -x 1
x e {a>0), T lnx 1
' :
btx b+ x? xvx—1

9.3 Dire se le seguenti funzioni seno integrabili in {0,]1):

sin.x sin tfx xX—sinx
N
Inx

-2/3 -1/3
. x 1—-x
Vi {=x)7.

%.4 Se I a, &una serie, 1a funzione f: [0, + o)+ R, deflinita da
flx}=a, per n- 1< x<n, nEN

si dice associata alla serie.
Disegnare il grafico della funzione associata alla serie & I/n

*9.5 Dimostrare che la serie Z g, &
.5 . n € convergente se e solo se la funzi i
f(x) & integrabile in senso improprio in {0, + =), retone associata

10 L’esponenziale nel campo complesso

Abbiamo visto (vedi cap. 2, esempio 18.2), che la serie

- Zk

r=g K!
& convergenie per ogni numero complesso 2.
Se poniamno

Eal
T [10.1]

b4

e =
k

I

~la [10.1] definisce lu funzione esponenziale per ogni z complesso; la relxzione [7.3]

mastea che questa definizione coincide con quelia wsuale quando z ¢ reale. Si ha

el .ew=ez+w.

[10.2]
Infatti
o e Lk
Eg¥=3% T W
kwo k=o K! Al
e dunque

- k_h
et oW = r ¥ ﬂ_‘
n=0 h+k=n K!A!

i e s iowie LE
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(quest’ultimo passaggio & lecito in virll dell'assoluta convergenza della serie in gue-

stione).
Abbiamo allora

P4z

efev= L

neg k

k. n-k -
2w’ I 2 (n
S 3 L2 (e,
o k'(ﬂ"k}' n=g¢ ﬂ! k=0 k

e dungue, ricordando Ja formula della potenza del binomio,

A=0 "

Poiché & evidente che ¢° =1, I'esponenziale definito dalla [10.}] conserva le pro-
prietd algebriche dell'esponenzizle reale.

Esempio 10.1
Per ogni # reale, si ha

e =cos 6 +ising. {10.3]
Infatti

(0" =(- 1) 67,

(07" *1 =i(~ 1y grhtt

e dunque, separando [a parte realé ¢ la parte immaginaria,

goo 3 0¥ _ s et e iyt
el R - T TR G RN § TR

e la [10.3] segue immediatamente dagli’ sviluppi {7.4] e [7.5] per il seno ¢ il coseno.
In generale si ha, perz=x-t{y,
& == X (cosy Hising), (10.4]

di cui la {10.3] ¢ un caso particolare. m

Isempio 10.2
Abbianto visto che le due serie

-1k e (-1
k=0 k=0
convergono per | x]<1 e non convergono per | x| 1. Questo & evidente per la prima
di esse, la cui somma & 1/(1 +x) (vedi [7.6]), che non & definita (e anzi & singolare)
per x=—1; non tanto ovvio & invece gquesto risuttato per la seconda serie, la cui
somma 1/(1 +x?) (vedi [7.7]) non ha nessuna singolarit in R.

Se perd si considerano valori complessi di x questo paradosso svanisce perché le

PREES———pt 1YL




firsdin 3
e

fondierl

S
poiic

R

2606 Capitnfo sestn

due serie continuano 2 convergere per { x| <1{x €C), ma le loro somme hanno ambe-
due singolaritd per |x|=1, la prima, come abbiamo visto, nel punto — 1, e la seconda
neipunti tie—i =

Esempio 10.3

Le serie a secondo membro delle [7.9) e [7.10] convergono per [2|<1(z€C), &
possiamo porre per definizione
1+z 22%+!

Ty TLE par

5 (_lyrzlk“"l
arctgz= T —
AT LY

|

Si vede facilmente che

144z

f = 10.5
2iarctgz=1In =iz fzi <1, f10.5]

»

Consideriamo ora Pintegrale

I ds =arctgx
11k '

Se si trovano le radici (complesse) del denominatore e si opera come nel eapitolo 5
(§ 3), si ottiene ’

I =L(_1-_1__)
1+ 20 \e-i 44}

e dungue

de 1 f o x=i o ox+iy_ 1 . 1+4ix
( 2 1-ix

x
= n - =—|n
arctgx J- e T2 ; ;
[3}

che si accorda (almeno per [xf<1)conla {10.5]. =

Esercizi

10.1 Bimostrare che

le*|=eRe%,

10.2 Dimostrare che, per ogni # €R,
sinj@ =isinh @,

cosif =coshd,

b
EH
:
g
3
b
>
;%i
e

& Wagﬂ‘ﬂ" R
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dove sinhd e cosh @ indicano il seno iperbolico e il cosena iperhalico di 0 (vedi l'eser-
cizia 1.2 del cap. 5, e gli esercizi 6.6 ¢ 7.1).

10.3 Mostrare che
settsinh x =—! arcsinix, fx] <1
(vedi esercizio 7.3).

10.4 Dimostrare che, per |8 <1,

ln(l—r’ﬂ-)=%ln Vi+8? +iarctgd.

10.5 Dimostrare che, se z=x +iy, con 8<]y|<x, si ha
Inz=In|z|+id,

dove § & targomento di z{|0| <a/4).
{Si ricordi I'esercizio 7.2.)

Notizie storiche

I metodi infinitesimali dall'antichita alls metd del Seicento

In questo primo periodo i motivi ricorrenti sono essenzialnente due: il problema
delle tangenti e il calcolo di aree e volumi, H primo di essi & essenzialmente moderno,
e ha origine dalla rivoluzione operata nelta geometria da René Descaries (1596-1650),
¢ in minore misura da Pierre Fermat {(1601-1665), che intraducono in essa i metodi
algebrici ¢ pongeno i fondamenti della geometria defle coordinate, ta geometria ana-
litica. I greci non avevano immaginato nula di simile, in gran parte a causa dellinef-
ficienza del loro sistema numerico, che rendeva impossibile I'uso sistematico delle
coordinate in geometria, metodo che pud affermarsi salo in seguito al superamento
{anche se in chiave, come abbiame visto, non rigorosa) del problema degli irrazionali.

Al contrario, il calcelo delle aree ¢ dei volumi di figure piane e solide viene intra-
preso can vigore fin dall’epoca immediatamente successiva alla crisi pitagorica, ed &
anzi uno dei maggiori successi da attribuire a quella teoria delle grandezze che viene
introdotta appunto per evitare | paradossi dei numeri irrazionali. Naturalmente non
si tratta di trovare arez o il volume delle figure nel senso che intendiamo oggi, ciod
assegnando ad ogni figura un numero che ne esprima la misura, ché propric questo

metodo aveva fallito clamorosamente con la scoperta dell'irrazionalith di \/f; si tralta
piuttosto di trovare, come vuole la teoria defie grandezze, il rapporto tra due figure
date (ad esempio il triangolo 2 la meta del rettangoio con uguale base e altezza) o
anche di dimostrare che due figure stanno tra loro come altre due, ciot di trovare un
rapporto di proporzionalitd tra le quattro figure date. Un tipico esempio i famoso
teorema di Archimede, secondo cui il cono sta al cilindro di uguale base e altezza
come la piramide sta al prisma omologoe.

I risultati ottenuti in questa direzione sono di grande rilievo; e i basano su un pro-
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cedimento detlo diesaustione che, gid noto a Eudosso e felicemente usato da Euclide,
raggiunge con Archimede una particolare raffinatezza.

L’idea fondamentale del metodo di esaustione € pid contenuta, possiamo dire,
nella Leoria delle grandezze, o megliv di quella particolare grandezza che & il volume
dei solidi o 'area per te figure piane, a cui limiteremo Lt nostra indagine. Per discutere
dunque tale netodo dovremo addentrarci nell’esame delle figure piune intese quali
grandezze.

Le vpeeazioni che si pussonu compiere sulle grandezze in genere sono due:
somma (e dunque, per somme ripetute, la moltiplicazione per un intero), e il confronto
tra due grandezze, che stabilisce qual & maggiore ¢ quale minore, Sono appunto le
modalitd con cui vengona effettuati la somma e il confronto a caratterizzare le varie
classi di grandezze omogenee.

Ad esempio, se si ha a che fare con segmenti, la somma avviene disponendoli di
seguito su una retta, il secondo estremo dell'uno coincidente con il primo estremo
del’altro, mentre il confronto si compie osservando se sia possibile fare in modo che
uno dei due (che sard il minore) sia contenuto nell’aktro. ]

Per le figure il procedimento & un po’ piat complicato, non tanto per la somma,
che consiste essenzialmente nel considerare P'unione delle due (ovviamente quando
I'intersezione & nulla), quanto per il confronto, reso difficile dalla grande varieta delle
figure in oggetto.

Un criterio ovvio ¢ quello dell'inclusione: di due figure la prima & minore della
seconda guando & contenuta in questa, o almeno quando cid avviene dopo opportune
traslazioni ¢ rotazioni. Un tale criterio non & sufficientemente generale, ma si pud
pensare di aumnentarne I'efficacia ricorrendo all’idea di eguaglianza per equiscomponi-
bitita: due figure sono uguali se sono equiscomponibili, ciod se & possibile dividere la
prima in parti che ricomposte diversamenie diano la seconda. Anche questo metodo,
da solo, & di applicabilitd estremamente limitata, essendo uvtile in pratica unicamente
nel confronte di poligoni; 'adozione di entrambi i criteri fornisce perd una tecnica di
confronto molto potente, che pud essere cosi enunciata: una figura 4 & minore di
un'altra B se & equivalente (per equiscomponibilitd) a una figura 4, contenuta in B,
ovvero se pud essere decomposta in parti che, ricombinate altrimenti, diano una figura
contenita in 8. Pid in generale, 4 & minore di & se e due figure sono equivalenti a
duealtre A, e B, con A4, C8,.

La somma ¢ il confronto cosi descritti sono i due procedimenti base per operare
sulle figure piane in quanto grandezze: pud essere interessante notare che tali proce-
dimenti in generale vengono considerati “naturali” (come peraltro avviene per quelli
pilt ovvi relativi ai segmenti} ¢ non vengono mai analizzati esplicitamente; il mancato
riconoscimento della necessita di una tale analisi sard pili tardi causa di fraintendimenti
¢ interminabili discussioni.

Tranne che nel caso dell’equiscomponibilita, i criteri che abbiamo descritto non
dicona come bisogna operare se si vuol dimostrare che A =8, ciog che A ¢ B hanno la
stessa area, ¢ meno che mai come si faccia a determinare il rapporto tra 4 e B.

Limitiamoci al primo caso, il pidt semplice, e chiediamoci come si possa stabilire se
A sia equivalentte a A, nel caso che A ¢ 8 non siano equiscomponibili.

Per fare un esempio, eome si dimostra che il cerchio & equivalente al triangolo che
ha come base la circonferenza e come altezza il raggio? La risposta & basata sul criterio
di confronto che abbiamo delineato, ma usato in via negativa: per dimostrare che
A =8, basterd dimostrare che non pud essere A > B né 4 <B. Sitratta dungue di un
procedimenta per assurdo, che si basa sulla possibilita di trovare, per ogni figura § ar-
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bitrariamente piceola, coppie di figure eguiscomponibili 4'~ 8" ¢ A" ~B" tali che
(vedi fig. 6.7)

4'CAcA", B'CBCH i

B"<8+S (2]

per assurdo che 4 <Hesia S tale che 4 +5<A. Si ha allora

AT<A+ S,
Ci0 fatto, si supponga
A" <A +S5<A+S<BLE",

che & assurdo perché A" e B” sono equiscompenibili. In modo analogo, si eschude il
caso B <A ¢ si conclude quindi che A=8. ) .

Tutta la difficolta tecnica del metodo si riducf qui,r'ndi alla ricerca., per ogni fissato
S, delle coppie di figure cquivalenti A"~ B’ e:A ~B con le p.ropnei.a [!] e {2} ]In
genere tali figure saranno poligoni; ad esempio, s 4 ¢l certflno e Ril tr!.aflgol(.) che
fia base uguale al raggio di A, le figure 4" ¢ A” saranno pqllgonl _regolan inscritti e
circoscritti, mentre B ¢ B" saranno i triangoli (2 quelli_equwa.ienu) che hanno come
pase il perimetro e come altezza I'apotema dei poligoni risgemvamente inscriti e cir-
coscritti; in tal modo, le {1] sono ovvie & le [2] saranno verificate prendendo poligont

o abbastanza grande di lati. '
CU[‘Cg?ngusTgrdetto, il mek;gdo di esaustione conosce la {nassima ﬁoTitura con .'ﬁl'chl—
mede; esso poi viene ripreso nella seconda meti del C;_nquecento_ in com_:omuanza
con la rinascita degli studi di statica, un’altra delle tematiche preferite da_l siracusano-

Ben presto perd £ss0 mosira i suoi limiti, in_parte per la sempre maggior difficoltd
dell’approssimazione quando le figure in questione dlventan.o via via pil complesfle,
ma soprattutto perché, come & siato subito notato, qu_ell_o &i esaust{onc & un metodo
di dimostrazione pill che di scoperta® €550 consente di dl_mostrare.rlgorosz.imel.ne che
A4 ¢ npuale, o doppio, 0 meta di B una volta che questo ‘nsul.taso sia s'lafo intuito, ma
come arrivare a prevedere tale conclusione? Uno dei pil bei nsl_l]latl dl. Arch.lme'de &
che la superficie della sfera & quadrupla dell’area del suo cerchio mz‘assmo; la dimo-
sirazione & contenuta nelte opere del siracusano, ma dove la sco?erta! .

Da queste considerazion] si viene formando l'opin.io{le dell_’esnsu?nza di un m?.tt_ado
segreto che Archimede avrebbe usato per indovinare § risultati da dimostrare poi rigo-

(a} - bl

Figura 6.7
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rosamenie; opinione che molte tempo dopo, agli inizi del nostro secolo, doveva rice-
vere parziale confermna dal ritrovamento di un palinsesto contenente il mctodo
archimedea sotto forma di lettera a Eratostene. Sta di fatto comunque che la ne-
cessitd di una scorciatoia che consentisse di evitare [¢ prolisse dimostrazioni per assurdo
si faceva sentire sempre pit via via che le complicazioni crescevano con la generalita
dei risultati.

E’ in virtu delte ricerche in questa direzione che cominciano a entrare in geometria
considerazioni infinitesimali.

11 primo ad adottare questo punto di vista & Keplero (Johannes Kepler, 1571-1630),
In unasua operadel 1615, dal singolare titolo Nova steregmetria doliorum vinariornim
(Nuova stereometria delle botti da vino).

Egli considera ad esempio In circonferenza come una spezzala composta i infiniti
lati infinitesimi, ¢ il cerchio come formato da infiniti triangolini, aventi come base
une di questi lati e come altezza it raggio, col che I'equivalenza tra questo e il trian-
golo diventa evidente,

Keplere non spinge molto pil in il suo metodo, né si preoccupa di tentare un’im-
postazione generale delia teoria della misura. Questa sard invece opera del frate Bona-
ventura Cavalieri (1598-1647), discepolo e corrispondente di Galileo, la cui Geornetria
indivisibitim, del 1635,% rappresenta la prima irattazione organica non archimedea
del problema.

Non & possibile dilungarci qui sulle teorie di Cavalieri e sulle controversie da esse
provocate; vogliamo menzionare soltanto uno dei suoi risultati pil interessanti, fonte
di innumerevoli appticazioni, noto appunto come principio di Cavalieri: “Se due fi-
gure 4 e B (vedi fig. 6.8), comprese tra due rette parallele, sono tali che ogni retta pa-
ralleia a queste stacchi su esse segmenti uguali, allora A e B sono equivalenti.”

La debolezza teorica e la versatilitd del metodo di Cavalieti suscitano reazioni
contrasianti; alcuni in nome del rigore degli antichi vi oppongono un deciso rifiuto
(salvo contraddirsi, quando & il caso, ricorrendo a ragionamenti molto pit discutibili);
altri tentano di ricondurre i risultati di Cavalieri ai metodi classici, operazione di un
certo interesse ma nel corso della quale si perde uno dei maggiori pregi della teoria
degli indivisibili, ciog la generalita; vi ¢ infine chi, come Pinglese John Wallis (1616-
i703), pid attento alla potenzialitd che ai fondamenti della teoria cavalieriana, si
spinge ancora pilt in 13, sostituendo agli indivisibili segmenti di Cavalieri dei rettango-
lini di altezza infinitesima (o meglio, infiniti rettangolini di altezza “'I {eo>"!}, operazione
la cui importanza ¢ stata spesso sopravvalutaia.

Nello stesso periodo, Fermat ¢ Descartes, in special modo quest’ultimo, compiono
un profondo rinnovamento nella geometria con l'introduzione in essa dei metodi al-
gebrici e con la creazione della geometria analitica.

L’introduzione delie coordinate e la corrispondente identificazione delle curve con
le equazioni del tipo y=f(x), o, pil in generale, P(x, ¥)=0, pone immediatamente i
problemi della ricerca dei massimi e dei minimi delle funzioni, e delle tangenti delie
curve, questioni destinate a sfociare direttamente nel calcolo differenziale.

I primi segni del nuovo calcolo si possono trovare gid nell’opera di Fermat sui
massimi e 1 minimi. Per illustrarli, consideriamo un esempio discusso dalio stesso
Fermat: dividere un segmenta in due parti in modo che il rettangolo costruito con
esse abbia area massima. Se & ¢ la lunghezza del segmento, e x quella di una delle sue

¢ Ne esiste una traduzione i{aliana a cura di L. Lombardo Radice: B, Cavalieri, Geomeiria degl
indivisibili (tMet, Torino 19663,

et AR

-
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Figura 6.8

parti, area del rettangolo sard
flx)=x(b-x),

espressione che dobbiamo rendere massima.

L’idea fondamentale, gid nota peraliro a Kepler & che “nell'intorno del massimo
le variazioni sono insensibili™. In altre parole, se 2 & il punio di massimo per £{x), el
¢ & un numero molto piceolo, risulters, :

flay=fla+te)
ciod
alb-a)y~f(a+e)(h—a—e).
Semplificando,
O~e(b—2a)—e?,
da cui, dividendo per e,
O=~bp—2a—e.

Ora, dice Fermat, questa relazione ¢ vera solo approssimativamente, e con tanto
maggior approssimazionz quanto pil e & piccolo; essa sard vera esatfamente per =0,
e dunque si avra

o=l
50
per cuj il rettangolo di area massima & un quadrato.
Se si torna a esaminare i passaggi compiuti si ha

fla+e)=fla) ~ 0, 3]
fa +ed-fe
ﬁf___._)m.flr_}n =), [4!

I

.
feto-ray) -
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che corrisponde quasi perfeltaniente alla nostra equazione
fay=0

che caratterizza i punti di massimo e di minimo {beninteso interni),

In manigra amaloga, si tratta il problema delle tangenti, che viene ricondotto 7 un
problema di massimo o di minimo.

Si debba ad esempio calcolare la tangente alla curva y ={(x) nel punto 4 (vedi fig
6.9). Fra tutte ie rette che passano per A la langente é caratterizzata dall’essere l’unica.
;E:a)cgfegs(::’mgha fa curva, tuita situata ciod da una parte (nel nosiro caso al di

L’equazione di una retta generica che passa per 4 ={xp, [lxo)) &

y=flxo)ta(x—xy);
poiché tale retta & sempre al di sopra deila curva, la guantita
Fx3=fxp)~alx—x,)

sarass_empre Negativa, e s:_ar;‘l nulla per x =x,, cosicché essa avrd un massimo nel punto
Xp. Si tratterd dunque di trovare il valore di & per cui la funzione data, ovvero (il che
¢ equivalente} la funzione

flx)-ax

abbizf un m;mfim(-) per x =xq.8 Si dovri pertanto applicare il metodo per la ricerca dei

)1:1:5::;11; ;a et minitni alla funzione f(x)—ax. Ad esempio, nel caso della parabola
{xp +e)? ~a(x, +e)mxd —axg,

e dunque

d-pd ey
2xgete” ~apexi),
da cui

a=2Xxg.

Fermat ha dunque inventato la derivata? In realti, una tale conclusione non sa-
re:h.be lecitz, come risulta esaminando pilt da vicino il passaggio da [3]a[5]) Quisi
divide per ¢ e si pane ¢ =0 nella 4], mentre noi oggi facciamo it limite per e~0 otte.
nendo cosi la derivata. Si pud obiettare che j due procedimenti si equivalgono ;rché
dato che f & un polinomio, effettuare il limite pere—Dnella [4] ¢ esauamer;tg come,
;:aonje €=0, naturalmeite dopo aver eseguito le opportune semplificazioni. In effettj
luble‘.*.lolne & valida finché £ 2 un polinomio, ma questo 2 un caso troppo .particolar::’
EFrc(l:é si pgssano cogliere i limiti del procedimento di Fermat. I guai infatti comin-
ﬁ:;ia;;a::ul:nfuon;;:: ¢ un polinomio. Consideriamo ad esempio il problema di massi-

i+ vl-x;

7 Nell: . .
ella sua trattazione "ermat non i i i
prende in considerazione la possibitita dj i
N at ' | iun pu ;
i suoi risultati comungue testano validi anche in questo caso. punto di flesse;

P, A ;
S$i vede subito che questo avviene pera=f"(x ), ¢ dunque che la retta tangente ha equazione
PG -x,)

G S
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applicando il metodo di Fermat siamo condotti all’equazione

atet+vl—-a—e=atvl-a,
e durque
etVi-a—e xVi-a.

Qui non & possibile dividere per ¢ e porre e=0; si dovrd prima tentare di eliminare le
radici elevando al quadrato:

e +1l-a—e+2evVl-a—e =1-a,
e dunque

2evl-a—e —et+et =0.

A questo punto si pud dividere per ¢, porre e=0 e ottenere a=3f4 per il punto di
massimo.

In conclusione, il passaggio dalla [3] alla [5] comporta una tappa intermedia, in
cui si eliminano gli irrazionali, che & semplice nel caso descritto, ma pud dar luogo a
grandi difficoltd in casi pilt complessi. E’ proprio la manipolazione degli irrazionali il
problema che, lasciato aperto dal metado di Fermat, sard risolto con I'invenzione del
calcolo differenziaie.

Linvenzione del calcolo: Leibniz e Newton

Alla metd del Seicento i problemi pib importanti in matematica erano essenzial-
mente due: 1a ricerca di un metodo generale per le tangenti e una teoria soddisfacente
per le quadrature. Attowno a questi ruotano altre questioni di minor rilievo ma di ne
tevole interesse, quali il problema inverso delle tangenti (data una relazione tra i
punto e la tangente risalire alla curva) e pill ancora i calcolo e in generale lo studi
dei logaritmi. Quest’ultimo problema & molto importante, da una parte perché pe

FE S —— Y
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mezzo dei logaritmi, introdotti da Nepero (John Napier, 1550-1617ynel 1615 e per-
fezionali poco dopo da llenty Briggs (1 561-16311Y, si sewplificano in maniera const-
derevole i lunghissimi calcoli astronomici, dall'altra per la relazione dei logaritmi con
la quadratura defl'iperbole, che era stata osscrvata da Gregorio da St. Vincent (1584-
1667} (vedi cap. 5, § 8).

Tutti questi problemi troveranno la Joro sotuzione nel calcolo differenziale, nei
quale il problema delle tangenti assumerd una posizione centrale. 1 fondatori del cai-
cole hanno nomi hen noti; Leibniz ¢ Newton in prime luogo, quindi i fratelli Jacob
{1654-1705) e Johann Bernoulli € il marchese de 'Hépital (1661-1704}.

Le rivendicazioni di prioriti e le accuse di plagio che Leibniz ¢ Newtan si rivolsero
a propusito delP'invenzione del calcolo hanno fatto discutere per pib di un secolo;
oggi, per o spostamento degli interessi dello storico dalle gesta dei singoli alle studio

dei meccanismi, ma anche in seguito a un pib oculato esame dei documenti, si tende a.

ripartire equamente tra i due i meritidelle scoperteela responsabilita delle polemiche.

Per conto nostro, cercheremo di discutere brevemente le due costruzioni indivi-
duandone i molti lati comuni e soprattutto le differenze, talvolta profonde, di punti
di vista,

Esaminiamo in primo tuogo il problema delle tangenti e quello collegato dei mas-
st e dei minimi.

Abbiamo visto che il metodo di Fermat trovava il suo limite nella necessitd di eli-
minare ghi irrazionali dall'equazione f{a +¢) —f (7) =~ 0, eliminazione che doveva essere
fatta sulla funzione f nella sua completezza e che dunque non permette una separa-
zione delle difficoltd quando f & composta di pit parti semplici. '

Perché questa separazione divenisse possibile era necessario scindere i due momenti
del caleolo di f' e delfa soluzione dell equazione f'=0; in altre parole, si doveva rico-
noscere il caratiere di operazione sulle funzioni proprio della derivazione.

Solo dopo questa costatazione & possibile operare prima il calcolo della derivata
{usufruendo di tutte le facilitazioni costituite dalle regole di derivazione, in particolare
dalla linearitd) per poi usario nella ricerca dei massimi e dei minimi, o nella detenmni-
nazione delle tangenti.

1 riconoscimento delia necessitd di separare i due momenti & uno dei punti fonda-
mentali di ambedue le teorie di Leibniz e Newton, In particolare, cid risulta con chiara
evidenza fin dal titolo dellavoro con cui Leibniz introduce i calcola differenziate,” e
dall'esernpio che egli propone per illustrare il metodo, ciod il calcolo del differenziale
delta funzione

x (a +bx}(c-x?)
¥ (eJt'J-er’)2

2

F 10,
Vh? 4 Ix +mx?

® G. Leibniz, Novg methodus pro maximis et mininis, itemque tangentibus, quae nec fractas
nec irrationales quantitates morgtur, et singulere pro illis calculi genus [Nuovo metodo per i mas-
simi & minimi, come pure per le tangenti, che non si arresta daventi a2 quantita frazionarie e itTa-
zionali, e un unico genere di calcole per quei problemi], Acta Eruditorum (Lipsia 1684). Tradu-
zione italiana in G. Castelnuovo, Le origini del calcolo infinitesimale nell'era moderng (Zanichelii,
Balogna 1932: rist. Feltrinelli, Milano 1962). ’

19" Come abbiamo gid osservato (vedi cap. 3, Notizie stariche) la nozione di funzione si afferma
salo nel Settecento, mentre precedentemente predomina il conceito di relazione, espressa dal-
*equazione F(x, ¥)=0. Il problema della derivazione si presenia quindi nella forma: data urna re-
lazione P(x, y1=0 tra le variabili x e y trovare una relazione tra i foro differenziali dx e dy. Vedi
anche I. Newton, A Treatise of the Method of Fluxions and Infinite Series (Londra 1737) in par-
ticolare: “'Problema 1. Data una relazione tra quantitid fluenti, trovare la relazione tra e loto velo-
cita”.

+ax Vgt +yt +
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Naturalmente, non avendo a disposizione un concetlo chiaro i limite, by defini-

~zione della derivata doveva prendere altre vie, o appogpiarsi su consideraziouni pin

intuilive, chie sarannu in seguito oggetto di dure eritiche.

Vediamo cosi Leibniz capovolgere il punto di vista oggi usuale e definire ta derivala
{o meglio il differenziale) per mezzo della tangente, salvo poi, di fatte, considerare
dx come Pincremento infinitesimo della variabile x, e it differenziale dy come il cor-
rispondente incremento delfla variabile p. L'importante perd & che siano riconosciute
immediatamente le regole di derivazione, che permettono di separare le difficolta: in
particolare, la linearitd e fe regole di differenziazione del prodotto e del quoziente.

Ad esempio si ha

d(xy)=(x+dx)(y+dp)-xr,
da cui, trascurando dx dy che & di ordine superiore,
dixp)=xdy+yd x.

1t questo modeo, si possono Lrovare le derivate di una potenza, e da queste le derivate
delle ra(}!‘ici con un semplice accorgimento, se z=x"*, si ha x =2* e, differenziando,
dx =kz¥"1dz, da cui, infine,

dz= % Ve gy,

La differenzinzione delle radici, unita alle regole di derivazione, permette di diffe-
renziare qualsiasi combinazione di polenze e radicali; dunque praticamente qualsiasi
funzione, poiché tali combinazieni, costituivano a quel tempo la quasi totalitd delle
funzioni considerate.

Sono cosi completamente risolti il problema delle tangenti e quello dej massimi e
dei minimi, dato che, per {a similitudine dei triangoli 48P e PR (vedi fig. 6.10) si ha

dy QR _PB
dx PR BA’
a
o
dy
P
R
dx
y
A v, x 8 x
Figura 6.10
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¢ dunque

cosicché per tracciare la tangente nel ; i
: punto P bastera congiungerlo con il
sull'asse delle x, a distanza y dx/dy da B. B punto 4

Lalflljfferenziazique_ h'a un’operazione inversa, I'integrazione. Infatti se dy rappre-
seJ‘n\a mcren}en‘to_ ml‘_'muemmo della variabile y, la somma di tali incrementi ricosti-
tuird la y. Le1bmz indica tale somma con una § allungata; si ha dunque

y= idy_
Se poi si aveva d y =f(x) dx, risulters
_v=jf(x)dx;

. _a . N -
:i:[sif)mplo, se dy=x"dx, si aved y=x*"1f{a+ 1), come si verifica subito differen-

Con questa osservazione il problema delie qu: i
Con < quadrature ¢ ridott i-
mutive, in quanto risulia {vedi fig. 6.11) otte o quello delle pr

dA=f{x)dx,

e dunque I"area & data da

4={redx,

gl pa.ni?olare, se f(x)«fx“ (@5~ 1), risubta A () =x“*f(a+ 1), risuliato giad noto a
avatieri, almeno per o intero positivo, e a Fermat per o razionale # — 1. Per o= — 1 si

y=Fx)

dA

Alx

i

Figura 6.1 1
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ha infine

5£= nx,
X

per il risultato di Gregorio da St. Vincent; comunque Testa ancora ignota ia base dei
logaritmi cosi costruiti.

Fermiamoci un momento a fare il punto della situazione. { ‘introduzione del con-
cetto di differenziale ha risolto it problema delle tangenti e posto su nuove basi quello
delie quadrature. Per quanto riguarda quest’ultimo, esso & stato ricondotto all’inte-
grazione, ciod alla ricerca dejle primitive, in quanto Yintegrazione non & definita indi-
pendentemente, ma soltanto come inversa delia differenziazione, che assume cosi una
posizione predominante in tuita la teoria.

Infine, il problema inverso delle tangenti, relativo ciog alla soluzione di equaziont
del tipo

dy=f(x,y)dx, [el

di cui la ricerca della primitiva & un caso particolare, e che si presentano naturalmente
in tutta una serie di problemi fisici e geometrici, ¢ affrontato tentando di ricondurlo
alle quadrature con una serie di cambiamenti di variabili e in genere di artifici sui
quali si esercita I'inventiva di Leibniz e dei suoi piss vicini collaboratori, i fratelli
Bernoulli ¢ il marchese de ’Hopital. A testimonianza di questo sforzo resta una serie
impressionante diarticoli, e una corrispondenza scientifica tra Je pii ricche del tempo.

Alincirea nello stesso periodo, anzi alcuni gnni prima, Newton viene elaborando,
secondu lnee estremamente simili, la sua Leoria, che perd pubblicherd quilche tempo
piit tardi. A differenza di Leibniz, che considiera in un certo senso le grandezze come
composte di parti infinitesime, Newton, pit attento alle questioni della dinamica ¢
in genere del moto, le considera variabili in funzione del tempo, grandezze fluenti
dungue, che ad ogni istante avranno una determinata velocitd, o flussione.

It ruolo dunque che in Leibniz aveva la derivata d y/d¢ & assunte in Newton dalla
flussione di ¥, ovvero velocita, indicata con 3, mentre al differenziale dy corrisponde
il momente po, prodolto della velocita per I'intervallo infinitesimo di tempoe 0.

E’ immediato vedere che le considerazioni fatte in precedenza sulla teoria leibniziana
si trasportano senza vatiazioni in quella newtoniana; quest’ultima ha tuttavia una nui-
nore agilita a causa di notazioni poco adatte {ad esempio Newton indica la primitiva
di x(1) con il simbolo ) ¢ della scelta a priori della variabile indipendente, il
tempo.

Quello che invece differenzia di gran Junga i due metodi, e che Tappresenta uno
degli strumenti pitn potenti della teoria newtoniana, ma anche, nello stesso tempo,
una delle maggiori remore che si opporranno al suo sviluppo, & I'abilissimo uso che
Newton fa degli sviluppi in seric. Abbiamo gid accennato al fatro che le serie, in parti-
colare Ja serie geometrica

1—x+x?—x* += > (-1y'xt= , (7]

n=0

I+x

erano note fin dail'antichitd. A partire da questa, Mercator effettua una sensazionale
scoperia: la funzione a secondo membro rappresenta ur’iperbole, la cui quadratura
com'® note di il Jogaritine, in questo caso in{1 4 x); d'altra parte, a primo mnembro
¢ uma s di pofende ¢ st sa {Cavaliesi, Wallis) che le guadiature operano additi-




278 Copitelo sesto

vamente, Ne segue, tenuto conto delic quadrature di x™, Ja formula

Xz x3 - {_])?lx"
+xy=x—-— —_— = —_—
In(t +x)=x 3 + 3 'El " . [8]

che pud servire per calcolare i logaritmi.
La scoperta di Mercator fece scalpore; comungue essa non giunse nuova a Newton,

che aveva trovato, oltre alla [8], lo sviluppo di V1 —x?, che aveva usato per la quadra-
tura del cerchio, e poi il pili generale sviluppo di

(P4 Qxym

con nt ed w1 interi relativi (noto col nome di binomio di Newton), oltre allo sviluppo
di sin v, cos x, tg x e delle loro funzioni inverse.

La combinazione degli sviluppi in serie con il metodo delle ftussioni rappresenta
nelle mani di Newton uno strumento di rara potenza; egli risolve d'un sol colpo il
problema dell’integrazione sviluppando in serie la funzione integranda, mentre, per
quanto riguarda le equazioni differenziali {6], costruisce un metodo di approssima-
zioni successive che consentono di caleolare la soluzione con il grado di precisione
desiderato.

In conclusione, Fuso combinato da parte di Newton delle teorie delle flussioni e
delle serie ha portato a soluzione tutti i problemi che avevano stimolato I'invenzione
del calcolo.

Gli sviluppi del calcofo nel diciottesio secolo: la questione dei fondamenti

Ne! momento stesso in cui la teoria newtonjana celebrava i suoi trionfi, iniziava la
decadenza della matematica in [nghilterra. La responsabilitd di questa stasi & parados-
salmente da ascrivere perlopit alle stesse cause che avevano determinato il successo
dell’analisi di Newton.

La combinazione delle teorie delle flussioni e delle serie ha prodotto un metodo
pronto per P'uso; ogni problema che possa essere tradotto nel linguapgio deil’analisi &
afferrato dalla macchina che ne consegna la soluzione sotto la forma di serie, cio# in
una veste adatta per le valutazioni numeriche e dunque per le applicazioni.

Al cortrario, fa scuola leibniziana 2 pit orientata verso la ricerca di soluzioni in
forma compatta o esplicita, pii adatte allo siudio dei comportamenti qualitativi che
atla determinazione numerica dei risultati.

Di fatto, gli sviluppi in serie entrano relativamente tardi nella matematica conti.
nentale, dove essi occupano, almeno per quel che attiene al calcolo infinjtesimale,
una posizione tutto sornmato marginale e per nulla comparabile con il ruolo di cui
sono investiti nella sisternazione newtoniana. Questa differenza in un primo momento
favorisce 12 scuola inglese, che si trova ad avere strumenti pil duttili per le applica-
zioni; ma si traduce a fungo andare in un grave handicap, venendo meno tutta una
serie di stimoli che provengono dai problemi lasciati aperti. Facciamo qualche esempio.
Abbiamo visto che nell'integrazione delle funzioni razionali fratte P{x}Q(x) {vedi
cap. 5, 8§ 3 e 4) uno dei problemi consiste nella ricerca delle radici det denominatore
e guindi della scomposizione del polinomio ({x} in fattori irriducibili, una linea di
ricerca che conduce al cosiddetto teorema fondamentale dell’algebra, che & Ia via ob-
bligata se si vuole trattare il caso generale senza ricorrere agli sviluppi in serie, Al
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contrario, nella teoria newtoniana, nella quale ovviamente & possibile trattare casi

particolari con i metodi del capilolo 5 (8§ 3 e 4), il problema generale 2 risolto sem-

plicemente sviluppando in serie 1/Q(x). e quindi integrando termine o fermine.
Ancora, le equazioni differenziali [6], o, (nelle nolazioni newloniane)

x= flx, 1)

come abbiame detio vengono risolte per approssimazioni successive sviluppando la fe
ottenendo la soluzione x () sotto forma di serie: una soluzione completa e generale.
Al contrario, quando si cerchi di trattare le equazioni differenziali senza usare le serie
si genera una quantitd di problemi (il principale, cioe la possibilitd di riduzione alle
quadrature, ¢ tutiora aperto) il cui studio ¢ di stimolo per ulteriori ricerche.

Gl esempi potrebbero durare a lungo; sta di fatto che dopo Newion i nomi deghi
analisii inglesi sono legati essenzialmente a ricerche sugli sviluppi in serie, in pratica
Punico campo aperto alla speculazione matematica, ma anche vn settore dove la dif-
ficolta dei problemi superava di gran lunga gli strumenti a disposizione, e che si sarebbe
sviluppato solo un secolo pia tardi, dopo la sistemazione dei fondamenti dell'analisi e
dei nusneri reali.

Certamente, le capacitd di Brook Taylor (1685-1713) o di Colin Maclaurin (1698-
1746), per citare i pilt importanti studjosi d’oltremanica, non sono assolutamente
comparabili con il genio di Euler e dei numerosi componenti della famiglia Bernoulli;
2 perd anche vero che & in genere praprio I'esistenza di importanti probfemi non com-
pletamente risolti che stimola gli studiosi a compiere ricerche in quel settore: valga
per tutii 'esempio di Johann Bernoulli, passato alla matematica dalla medicina.

E’ dunque comprensibile come nel preciso momento in cui nel continente si regi-
strava una vivacissima attivitd intorno al puovo calcolo e alle sue applicazioni (in
particolare proprio alla imeccanica newtoniana) in Inghilterra si discuiesse soprattutte
sui suoi fondamenti; una discussione che, in mancanza di una sufliciente elaborazione
della {eoria ¢ dungue di pundi fermi clie potessero servire da guida, cra fin dallinizio
condannata alla sterilita.

La gquestione viene sollevata da un opuscolo del vescovo George Berkeley (un fa-
moso filesofo che, contrariamente a guanto sarebhe poi accaduto consempre maggior
frequenza, usava parlare di scienza con profonda cogniziene di caasa) in un opu-
scolo™ nel quate esamina la presunta chiarezza delle dimostrazioni matematiclie, da
alcuni (probabilinente Fastronomao Ialley) contrapposta -alle oscuritd delle veritd
della fede. Berkeley centra con molta precisione il principale punto debole della co-
struzione newloniana, comune peraltro, s non all'impostazione originale di Leibniz
che evitava ogni considerazione infinitesimule, alineno alle concezioni dei suoi colls-
boratori. §i tratta della definiziene stessa di Mussione, o come diciaino nggi, di deri-
vata. Per calcolare la flussione di una funzione f{x} st deve in pritno lnogo calcolare
1ale funzione in x + ¥ e-in x, sottrarre tali valori e dividere per e'?

fixtex)-1{x)

e

1 G Berkeley, L anelistz, ovvero discorse rivolfo @ un marematico infedele, tiad. it. (Firenze,
Baccini ¢ Chiappi, 1971).

'? Sj noti che nel sisterna newtoniano tufte le grandezze dipendevano dal tempa, e dunque la
flussione di una funzione f(x) non & la nostra derivata f'(x), ma la derivata, rispetio al tempo,
della funzione composta f{x (1)}, e dunque & f"(x) %, dove ¥ & fu velocita di variazione di x.
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Ma, osserva Berkeley, dividendo per ¢ si fa tacitamente I"ipotesi che e non sia pullo;
non ¢ lecito dunque, una volta effettuata la divisione, porre e=0 per trovare la flus-
sione. Ad esempio, net caso della funzione x?, si ha

(xtexy® ~x*

e

=2xx+ext

¢ nell’espressione a secondo membro non si pud porre e =0 per trovare la flussione di
x* uguale a 2.x%; questo risultato non & valido perché si & prima diviso per ¢ (dunque
supponendo e #0) e poi si ¢ posto e=0.

‘ E’ evidente come il paradosso venga superato facendo il limite per ¢ =0, aperazio-
zione per la quale non & necessario, anzi ¢ superfluo, che la funzione sia definita nel
punto in cui si vuol calcolare il limite, nel nostro caso nel punto e=0 (vedi cap. 3, de-
finizione 4.1); in mancanza pesd di una. precisa teoria dei limiti Pobiezione er,a di
difficile scioglimento. Né si salva dalla critica del filosofo I'altra definizione newto-
niana, basata sul principio delle prime e ultime ragioni. Secondo questo principio, la
fussione di una quantitd f'(x) & il valore del rapporto incrementale {9] non quand::: €
¢ diverso da zero, né quando e & uguale a zero, ma nel preciso momento in cui e si
annulla, in cui passa cio¢ dalfl’essere al nulla; una formulazione ancora pil oscitra di
cui faciimente Berkeley si {a gioco, chiamando be flussioni “spettri di quantita defunte”

La critica di Berkeley non si limita allattacco pure e semplice ai fondamenti dei
calcolo; essa deve infatti discutere le ragioni del successo della nuova analisi nell'af-
frontare e risolvere prablemi con unainpiezza che priing ¢ senza i es51 non era nean-
che immaginabile; in altre parole, eghi tenta di spiegare cone da principi cosi precari
possano discendere risultati tanio sorprendenti non solo in matematica, ma in tutte le
scienze naturali. ,

Per Berkeley questi successi sono dovuti a una compensazione di errori Suppo-
niamo, egli dice, di valer trovare la tangente a una curva y (x) (Berkeley usa u.na para-
bola, ma I'idea ¢ identica). Questa sard nota (vedi fig. 6.12) se si conoscera la sotlo-
tangemte, ciot il segmento AP. Dalla proporzionalita dei triangoli ABP & BRT si ha

BR dx
AP= _— ) —
BETR = TR
¥
r
-
5
B
OoP=x
BP =y
PO=BR=dx
SA=dy
A a P o x

Figura 6.12
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Ora, dice Berkeley, si commette un primo errore scrivendo SR =d y =y {x +dx) —r(x}

al posto di TR, un errore che non pud essere trascurato se dx & diverso da zero.
.D'altra parte, dopo aver fatto le dovute semplificazioni, nel quoziente dx/dy si

pone dx=0: un secondoerrore che compensa il primo e che conduce al risultato esatto

AP=y[y".

La mutua cancellazione dei due errori perta dunque a risuliati esatti e si arriva “se
mon alla scienza, almeno alla veritd”; una tesi che verrd ripresa anche da Lazare Carnot
(1753.1823), nelle Refléxions sur la métaphysique du caleul infinitesimal det 1797,
che anzi, alla elisione fortuita di Berkeley, sostituird una teoria della necessita della
compensazione degli errori, nel tentativo di restituire al calcolo una base sicura.

In un ambiente gid poverc di stimoli, le tesi di Berkeley hanno grande risonanza e
finiscono con il condizionare non poco il corso dell'analisi inglese; se matematici
poco dotati prenderanno le difese della teoria con argomentazioni in genere ripetitive
¢ superficiali, gli studiosi pill avveduti sentiranno fortemente il peso della polemica di
Berkeley e si impegneranno soprattutto (& ad esempio il caso di Maclaurin) in vani
tentativi di eliminare le controverse flussioni dell’analisi.

Si conclude cosi, almeno per il momento, la parabola del calcolo in Inghilterra: a
una critica pitt di principio che di sostanza, cio¢ rivolta ai fondamenti poco sicuri
piuttosto che ai risultati ottenuti a partire da questi, si risponde non tanto muoven-
dosi nella direzione di fondazioni pits sicure (direzione impossibile da individuare,
perché & solo il sorgere di difficoltd all'interno della teoria che pud indicare la sirada
verso una revisione dei principi che ne consenta il superamento) ma piuttosto tentando
di camminare 2 ritroso, verso I'illusione di una teoria delle flussioni senza flussioni.

Ben diversa & la situazione sul continente dove, a ulteriore dimostrazione del fatto
che le premature discussioni sui principi attecchiscono solo in un terreno povero di
altri stimoli, vengone aggrediti con la nuova analisi tutti i campi della scienza, in primo
luogo della fisica, e contemparaneamente si assiste a uno sviluppo senza pari dei me-
todi e delle tecniche del calcole, che per un certo periodo si identifica con la matema- -
tica nella sua totalia. .

Se il §ibro dell’'universo, come voleva Galileo, ¢ scritto in lingua matematica, il suo
autore & Eulero: egli pone Paccento sul concetto di funzione (vedi le notizie storiche
del cap. 3) introducendo e studiando sistematicamente le funzioni complesse, getta le
fondazioni del calcolo delle variazioni e perfeziona le conoscenze sulle equazioni dif-
ferenziati: traduce definitivaente in termini matematici la meccanica newtoniana
iniziando cosi la fisica matematica, studia la dinamica dei fluidi e la meccanica celesie;
in breve, tocca praticamente tutti i campi della scienza lasciando a ognuno di essiil
suo contributo o megtio la sua impronta, e ai posteri una mole di scritti che yesterd
ineguaghiata in tutta la scienza: le sue opere complete, in corsa di pubblicazione,
oltrepasseranno probabilmente i ceato volumi.

Accanto a Eulero, pochi studjosi riescono a brillare abbastanza da non esserne offu-
scali: tra gquesti, in particolare, Daniel e Nicola | Bernoulli (1687-1759) e d’Alembert,
autori, | prini, di opere importanti in fisica matemalics, il secondo, famoso come
cozutore {insieme a Denis Diderot) dell'Encyeclopédie e ardente fantore delia neces-
sitd di uny sistemazione pit soddisfacente dell’analisi, da fondarsi sul concetio di
linite.

I tempi sono in effetti pit propizi per tale operazione; nella mole dei risu
otienuti per mezza del calcobo si cominciano ad avvertire debolezze in particolare
quel che riguarda i rapporti tra serie di funzioni e continuita, che diverranno inac
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tabili dopo il trattato di Fouriersulla propagazione del calore. L’ Accademia di Berlino
offre un premio per il miglior lavoro sui fondamenti del calcolo, né vale a interrom-
pere queste ricerche il ciclone della rivoluzione francese, ché anzi & proprio in questo
periodo travaglisto che esce il pill compiuto tentativo in questa direzione prima della
definitiva sistemazione di Cauchy.

L'opera di cui parhamo ¢ fa Theorie des functions analytiques, pubblicata nel
1787, di Giuseppe Luigi Lagrange (1736-1813); in essa si tenta di evilare lo scoglio
defla definizione di derivata usando gli sviluppi in serie. Sviluppando la funzione fa
partire dal punio x4,

L) =aq +ay(x—xg)Faa(x—xg) o0,

i coefficienti a9, ¢y, @2 ,.-- dipenderanno ovviamente da x; di questi, ag # il valore di
f nel punto xq, mentre, per definizione, il coefficiente a, si dice derivata della fin xq,
& si indica con il simbolo ['(xg).

In questa modo sono evitate le difficoltd connesse con gli infinitesimi: una selu-
zione elegante che perd contiene un circolo vizioso, in quanto la rappresentabitita di
uaa funzione mediante una serie di Taylor dipende dal comportamento del resto
neesimo (vedi 8§ 5-7) e dunque, in ultima analisi, richiede il concetto di derivata,

La teoria dell ’integrazioné da Cauchy a Riemann

La sistemazione definitiva dei fondamenti dell’analisi avviene indipendentemente
a opera di due malematici: Bolzano a Praga e Cauchy a Parigi. Di questi, il primo resta
completamente in ombra, € Ja sua opera, rimasla sconosciuta per molto tempo, viene
pubblicata cen tale ritardo da non avere alcuna influenza sullo sviluppo deli’analisi;
essa ha quindi interesse solo come curiositd storica.

Pen diversa & invece I'influenza dei lavori di Cauchy, che segnano un puato di svolta
nel calcolo infinitesimale, determinando in gran parte il successivo corso della teoria.

Abhiamo gia parlato del Cours d’Analyse, Popera in cui Cauchy pone fe basi della
tearia dei limiti, e studia in particolare la convergenza deile successioni e delle serie,
nonché la continuita delle funzioni; I'applicazione della teoria dei limiti al calcolo
infinitesimale & invece contenuta in un altro fondamentale testo del 1823, dal titolo
Résumé des legons données d I'Ecole Polytechnique.

_In esso Cauchy conclude il programma, delineato ma non sviluppato da d’Alembert,
&i fondare il calcolo differenziale sul concetto di limite; a dire il vero, il terrenc era
ormai completamente aperto dalla tearia dei limiti sviluppata nel Cours d"Analyse €
non si trattava che di coglierne i frutti con la definizione rigorosa di derjvata come
limite (vedi cap. 4, § 7} e con la conseguente dimostrazione det noti teoremi def cal-
colo differenziale.

Molto diversa & invece la trattazione dell’integrazione; qui Cauchy non si limita a
considerare lintegrale come Vinverso della derivata, ma al contrariv lo definisce in
maniera indipendente, salva poi confrontare tra loro le due operazioni. Il suo & un
punta di vista analogo a quello descritto nel capitolo 4, e si riallaccia, in un certo §enso,
alle idee sulla misura delle figure che si erano sviluppate nella prima meta del Seicento
{in particolare con Cavalieri e i suoi continuatori} & che erano state spazzate via dal-
I"affermarsi del calcolo infinitesimale.

Con Vintroduzione di questo nuovoe punto di vista, 1 teorerna fondamentale del
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calcole integrale (cap. 4, teorema 9.2), che nella tecria di Leibniz ¢ Newton serviva
essenzialmente per la definizione defl’integrale, assume ora il ruolo di un vero teorema,
in quanio asserisce che le due operazioni di integrazione e derivazione, definite indi-
pendentemente, sono (4 menc di costanti additive) Funa inversa dell’altra.

1l concetio di integrale introdotto da Cavchy & molta simile, ma non ¢ ancora
quello del capitolo 4, ¢, benehé facitmente estendibile a funzioni arbitrarie, & intro-
dotto esplicilamente solo per funzioni continue. Esso pud essere descritto brevemente
come segue,

Una partizione P di un intervalo {a, 5] & costituita da un certo numero # +1di
punti

a=xy <xy Cxg <Ly <xy =hy
si dice ampiczza delia partizione la massima distanza tra due punti consecutivi:
max {x; —Xg¢, X3 =X3 v, Xy — Xy 1 ]

Se f(x) ¢ una funzicne continva in [a, b}, & P & una partizione, si definisce la sorimia
di Cauchy:

5= Ex FGe)Oc-xi2y)

(si vede facilmente che § & V'integrale della funzione semplice nella fig. 6.13).
"Cic‘) premesso, Cauchy dimostra che, per ogni € >0, esisle un 5>0talechese P'e
P" sono due partizioni, ambedue con ampiezza minore di 8, allora

IS‘*'S”‘(E. {9]

Di qui conclude che esiste un numero J al quale le somme si avvicinano man mano
che diminuisce I'ampiezza della partizione, in un certo senso il fimite delle somme di
Cauchy quando & tende a zero; tale nuwero & I'integraie della f'traae b,

La definjzione & suggestiva, ma soggetia a una serie di inconvenienti. Came spesso
accade, perd, un'idea geniale e lacunosa & di gran {unga pit stimolante di molte defi-
nizioni piattamente rigorose,

In prime luogo fa dimostrazioac nol & completa, o quanie meno non seimbra tale:
sfugge a quel tempo la differenza tra continuitd semplice € conlinuiti uniforme, ¢
d'altra parte la definizione di Cauchy lascia adito ad ambiguiti.

fix}

Figuera 6.13
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Questa lacuna & colmata da Diriclidet, che dimosira, per 'occasione, una proprietd
delle funzioni continve in un intervallo chiuso [¢, &] equivalente atuniforme conti-
nuitd,"® e porta in seguito aghi studi sulluniformita da parte di Weierstrass e della sua

* scuola,

In secondo luogo, vi & di nuovo il problema detla relazione tra la proprieta di Cauchy
espressa dalia [9] e 'esistenza del limite; come abbiamo gia osservato, tale problema
conduce allo studio delle proprietd dei nwneri reali e alla formulazione da parle di
Dedekind dell’assioma di continuitd.

Finalmente, si deve osservare che la somma S dipende dalla partizione P e non so-
lamente dall'ampiezza di P, ¢ dungue a rigore non ha senso il limite 5 guando 'am-
piezza tende a zero, una difficolta questa che ha portatoe a generalizzare la definizione
di limite.

Un serio inconveniente dela definizione di integrale di Cauchy & che esso vale solo
per le funzioni continue, una limitazione particolarmente grave specie per la tratta-
zione delle serie di Fourier (per 1a quale si rimanda al secondo volumne di quest'opera).
E’ proprio questa ragione che spinge Bernhard Riemann {1826-1866) a definire U'inte-
grale per arbitrarie funzioni limitate, secondo le Hinee del capitolo 4,

La generalizzazione del concetto di integrale apre immediatamente il problema di
caratberizzare l¢ funzioni integrabili secondo Riemann; certwmente le funzioni conti-
nue sono integralili {cap. 4, teorema 4.1) ¢ anche quelte con un nunero finito dj
punti di discontinuitd (cap. 4, 1eorcing 4.2). Ma si vede subito chie gueste funzioni
non esauriscono le funzioni integrabili: infatti, se i punti i discontinuitd hanne un
numero finito di punti di accumulazione (ciod se insieme derivato 2 D dell'insieme
D dei punti di discontinuitad & finito) la funzione & ancora integrabile (vedi cap. 4,
esercizio 4.1) ¢, ancora, lo sfesso accade se & finito il derivato di questo derivato,
GEAD), e casi via...

Questa linea di pensiero non porta a nulla; una funzione integrabile in [0,1] puo
avere discontinuitd in ogni punto razionale, dunque % D=[0,1] (vedi cap. 4, eserci-
zio 5.2}; tuttavia la considerazione dei derivati successivi di un insieme ha costituito
uno spunto per la teoria degli ordinali transfiniti di Cantor. In un diverso ordine di
idee, lo stesso Riemann ha dato una caratterizzazione delle funzioni integrabili; ia
struttura di tali funzioni ¢ stata perd pienamente compresa solo pib tardi, con la
teoria defla misura di Lebesgue (anch'essa svolta nel secondo volume).

. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen iiber die Lehre von den einfochen und mehrfachen be-
siintnten Integralen {Braunschweig 1904). Si tratta di kezioni tenute da Dirichlet, raceolte e pub-
blicate a cura di G. Arendt.

Nota bibliografica

Sugegerire fetture a chi voglia approfondire gli argomenti trattati in un corso di ana-
lisi non & impresa delle pin facili. Molti temi vengono ripresi ed estesi, specie nel corso
di laurea in matematica, durante il secondo biennio; tutti vengono trattati con mag-
giori dettagli e in modo pitapprofondito in tesii specializzati. In ogni casc 'unita della
materia, che con una certa fatica abbiamo cercato di mantenere in gquesti volumi, si
frantuma in una serie di temi, & loro volta suddivisi in argomenti via via pia particolari
man mano che la specializzazione progredisce.

Una scelta di testi corre dunque due opposti pericoli: da una parte dj tramutarsi in
una enorme guanto inutile bibliografia, dall’altra di riflettere in maniera unilaterale
i gusti dell’autore. Davanti a queste due eventualiti, abbiamo scelto la strada pii
facile, quella di ignorare il problema, evitando ognisegnalazione di ulteriori letture
specialistiche.

Al posto di queste, suggeriremo alcuni testi che possono essere letti parallelamente
al corsa, o addirittura sono propedeutici ad esso.

La scelta & ristretta, anche perché di molti libri interessanti non esiste traduzione
italiana; in altri casi sitratta invece diuna esclusione deliberata. In particolare, il lettore
non troverd citato alcun testo concernente i cosiddetti fondamenti e ¢id non perché
siano poco importanti, ma in quanto, a mio parere, possono essere visti nella giusta
prospettiva solo da chi gid possieda una buona conoscenza della matematica. Al foro
posto un libro che ogni studente con interessi scientifici dovrebbe leggere &

R. Courant e H, Robins, Che cos'é la matematica?, trad, it. (Boringhieri, Torino
1971},
Una letlurs insostituibile, anche se in parte mostra la sua efa:
F. Enriques, Le matematiche nella storia e nella cultura (Zanichelli, Bologna
1938}).

A chi sia interessato ai meccanismi profondi che gavernano §l pensiero matematico,
suggeriremo due libri (i primo privilegia 'aspetto didattico, il secondo j prahlom? ~=:
stemalogici), solo a prima vista dissimili: o

G. Polya, La scoperia matematica, trad. it. (Feltrinelli, Milano | %87
(in generale tutti i libri di Polya sono da seguire) e

1. Lakatos, Dimosirazioni e confurazioni, trad. ii. (Feitrinelh, Mi
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di Cauchy, 93
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