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PREFAZIONE

Un primo corso di geometria a livello universitario viene impartito
a vari Corsi di Laurea di Facoltd distinte; ma i vari programmi hanno
usualmente in comune una parte preponderante, quella relativa alf’algebra,
lineare ed alle sue pit immediate applicazioni geometriche. Questo
testo fornisce argomenti per un “modulo” iniziale, cioe per un corso
di Geometria della durata di circa 60 ore fra lezioni ed esercitazioni. Per
i corsi della durata di 120 ore, siano essi divisi 0 meno in moduli, esso pud
essere integrato con il testo Complementi di Algebra lineare e Geometria,
Ed. Zanichelli. Complessivamente.i due testi sono stati strutturati in
modo da poter essere usati in modo differenziato nei diversi corsi per
poter consentire agevolmente il passaggio dalla cosi detta “laurea breve”
alla laurea tradizionale e viceversa.

Le motivazioni che mi hanno portato alla stesura di questo testo sono
relative a due tipi di esigenze fra loro collegate: la prima riguarda la scelta
degli argomenti ed il metodo di presentazione, la seconda cerca di ovviare
ad alcune difficoltd che spesso incontrano gli studenti che, al primo anno
“di Universitd, devono frequentare un corso iniziale di Geometria. Infatti,
in generale, lo studente non & abituato a leggere un testo di matematica
(spesso nelle scuole secondarie si & limitato ad usare il libro di testo solo
come fonte di esercizi); d’altra parte i diversi tipi di scuola secondaria
non forniscono una base comune di conoscenza matematica ed & quindi
opportuno, per un corso di primo anno, presupporre il meno possibile.
Non deve pertanto meravigliare che si sia assunto come punto di partenza,
per lo studio dell’algebra lineare, il metodo di eliminazione di Gauss che
presuppone solo di saper sommare equazioni lineari (operazione a cui tutti
sono abituati); né deve meravigliare il fatto che i capitoli iniziali siano
scritti con linguaggio il pid possibile semplice e contengano esplicitamente
dimostrazioni dettagliate ed una serie di osservazioni a cui spesso lo
studente non pensa (un pd con lo stile informale con .cui il docente si
esprime a lezione). Via via che si procede nel testo il linguaggio diventa
pid stringato e le notazioni pii compatte. In breve questo testo e stato
scritto perché lo studente lo possa leggere (e lo legga effettivamente!) e
serva solo come traccia per il docente.

Lo studio dell’algebra lineare, ciod degli spazi vettoriali e delle loro
proprietd, risulta pid facilmente assimilabile se si fa uso del calcolo
matriciale e del metodo di Gauss il quale, tra le altre cose, presenta il
vantaggio di abituare subito lo studente al concetto di algoritmo che &
molto importante in matematica.
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In tutto il testo, ove & stato possibile, ho cercato di motivare le
nozioni introdotte e di partire dallo studio di esempi per poi sviluppare
in modo rigoroso la corrispondente teoria astratta. Nella scelta delle
dimostrazioni sono state privilegiate quelle costruttive che evidenziano
un algoritmo (discutendo in alcuni casi i problemi effettivi di calcolo
ad essi collegati), essendo mia convinzione che non si possa al giorno
d’oggi prescindere dall’uso del computer e dalla conoscenza di elementi
di programmazione, indipendentemente dal Corso di Laurea.

0 libro & costituito da otto capitoli ciascuno dei quali & suddiviso
in sezioni. Alcune sezioni efo dimostrazioni sono state segnate con un
asterisco; esso sta ad indicare che I’argomento pud essere OmessO senza
alterare la sostanza del programma proposto globalmente nel testo e puod
essere lasciato allo studente volenteroso come parte facoltativa.

Una particolare enfasi & stata data sia alle applicazioni di carattere
geometrico sia allo svolgimento di esercizi in quanto molto spesso per
lo studente @ pid facile imparare la dimostrazione di un teorema che -
applicarlo in un caso concreto.

In media ogni sezione & seguita da esercizi attinenti all’argomento
esposto; alla fine di ogni capitolo vi & una sezione dedicata ad esercizi di
ricapitolazione. Ciascuno di essi & composto da tre quesiti riepilogativi
del materiale svolto nel capitolo stesso e nei precedenti. Questo serve da
una parte ad evitare uno studio per compartimenti separati ed obbliga
lo studente ad uno sforzo di sintesi; dall’altra fornisce, nella parte finale
del testo, veri e propri facsimile di un compito d'esame. A tal proposito
& opportuno che il docente fissi all’inizio del corso la durata del comnito
d’esame e le modalitd (se & consentito o meno, per esempio, l'uso del
testo) in modo che durante l'anno lo studente svolga gli esercizi di
ricapitolazione con le stesse modalita (in media due ore sono sufficienti
per presentare un elaborato ben giustificato ed ordinato, ovvero scritto
con calligrafia leggibile).

Alla fine del testo vengono fornite le soluzioni degli esercizi proposti,
proprio per venire incontro alle continue richieste degli studenti che si
sentono pitd sicuri quando sanno che l’esercizio ¢ venuto! Alcune soluzioni
sono dettagliate, altre pid sintetiche e ... speriamo! ... senza troppi errori
di calcolo e/o di stampa. In ogni caso & mia personale convinzione che
un esercizio sia utile solo se viene svolto con accuratezza, richiamando
gli argomenti di cui ci si avvale e giustificando i passaggi, a prescindere
dal tisultato numerico che deve comunque essere coerente con i dati.

Gli argomenti trattati corrispondono ad argomenti standard per un
corso di Geometria, cui sono state affiancate altre nozioni (come quella
di invariante, di diagonalizzazione simultanea, di orbita, etc.) che non
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presentano difficolta didattiche e che sono particolatmente utili non solo
per studi pit approfonditi di matematica, ma anche per le applicazioni in
altre discipline. Gli argomenti possono essere sviluppati tutti o in parte
a seconda delle esigenze didattiche. Le sezioni ed i capitoli sono articolati
in modo tale che alcuni sono totalmente indipendenti da altri e possono
essere omessi oppure svolti in un ordine differente. In questg modo &
possibile scegliere se e quanto mettere in evidenza gli aspetti geometrici
che sono contenuti nei capitoli 4 e 6.

Prima di terminare voglio esplicitamente ringraziare quei colleghi
che, avendo utilizzato il testo Algebra lineare e Geometria, Ed.
Zanichelli (1990), di cui questo € una filiazione, hanno fatto osservazioni
estremamante utili che ho cercato di accogliere.

Un ringraziamento anche agli studenti di Ingegneria e di Matematica
che hanno recentemente seguito corsi di Geometria da me tenuti presso
I’Universitd di Roma Tor Vergata; essi hanno influenzato con domande ed
osservazioni la scelta e la presentazione degli argomenti di questo libro.

Un ringraziamento infine alla Sig.na Michela Procesi che ha effettuato
i disegni (volutamente naifs) del testo (facendo uso del programma Cricket
Draw su Macintosh) e successivamente li ha inseriti nei files di ApS-TEX
con cui questo testo & stato elaborato.
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SIMBOLI LOGICI ED INSIEMISTICI

qualunque voce del verbo esistere

per ogni

qualunque voce del verbo appartenere (¢ negazione)
forma attiva del verbo contenere

forma attiva del verbo contenere propriamente
forma passiva del verbo contenere

forma passiva del verbo contenere propriamente
intersezione di insiemi

untone di insiemi

insieme vuolo.

qualunque voce del verbo implicare

se e solo se



Capitolo 1
SISTEMI LINEARI

INTRODUZIONE. In questo capitolo studiamo i sistemi lineari di m
equazioni in n incognite. Un tal studio necessita che si precisi la
natura dei coefficienti del sistema che sono, in generale, elementi
di un “campo”.

Nella prima sezione diamo alcuni cenni sui campi numerici gia
noti allo studente (numeri razionali e reali) ed introduciamo altri
esempi significativi. La trattazione dei sistemi lineari perd, per
motivi didattici, viene svolta usando i numeri reali. '
Si studiano inizialmente le soluzioni di sistemi di tipo particolare,
detti anche “sistemi a scala”. Il metodo di risoluzione proposto
per un sistema generale & “Veliminazione di Gauss” che permette
di riconoscere se un sistema & compatibile e di ricondurlo al caso
precedentemente citato.

Viene inolire introdotto il linguaggio degli “spazi vettoriali”
facendo uso di esempi numerici. Nelle successive sezion] si introduce
il “calcolo matriciale”, in particolare viene presentato un algoritmo
efficiente per il calcolo della matrice inversa.

Brevi cenni storici saranno dati alla fine del capitolo 3, quando
avremo collegato la teoria dei sistemi a quella degli spazi vettoriali
ed avremo introdotto la nozione di “determinante®.

1. ALCUNI CENNI SUI CAMPI DI NUMERI

Allo studente sono noti dalle scuole secondarie vari insiemi di numeri:
N . DI’insieme dei numeri naturali {0,1,2,...,n,...},
Z Yinsieme dei numeri interi {0, 1, %2, ..., +n,...},
Q@ linsieme dei numeri razionali, |
R. Yinsieme dei numeri reals. ,
Sugli insiemi N, Z, Q ed R lo studente sa certamente “operare” cioe

eseguire calcoli. Probabilmente ha anche sentito parlare dell’insieme C dei
numeri complessi, almeno con riferimento alle soluzioni delle equazioni di
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secondo grado, anche se probabilmente non ha mai eseguito dei calcoli.
Tralasciamo quindi per un momento i numeri complessi.

Le osservazioni che vogliamo fare sono le seguenti: in ciascuno degli
insiemi citati abbiamo le operazioni di somma e di prodotio che godono
delle proprietd commutativa, associativa e distributiva. Inoltre 1’ “elemento
neutro” per la somma, cioe 0, € 'unico numero che gode della proprieta:
O+a=a+0=a; 1 &1 “elemento neutro” per il prodotto, cioe & I'unico
elemento che gode della proprieta la = al = a, per ogni elemento a
dell’insieme. .

Cid che distingue i numeri naturali dagli interi & il fatto che
I’operazione di somma ha un’operazione inversa (la differenza) in Z e
non in N nel senso che per ogni a € Z il suo opposto —a € Z, il che ¢
falso per i numeri naturali.

Cio che distingue Z dai rimanenti insiemi di numeri Q ed R & il fatto
che la seconda operazione, cioé il prodotto, si inverte solo negli ultimi due
insiemi citati. Ogni elemento non nullo in Q@ ed in R ammette un inverso
1/a = a~! ancora appartenente all’insieme e tale che aa”! =a"la=1; cio
non accade in Z perché in generale 1’inverso di un numero intero & un
numero razionale e quindi non appartiene a Z!

In questo senso noi diciamo che Q@ ed R sono dei campi: di numeri.

I numeri complessi godono delle stesse proprieta che abbiamo messo
in evidenza per i numeri razionali e reali. C & l’insieme dei “numeri”
z = a + 1b, dove a,b € R prendono rispettivamente il nome di parte reale
e parte immaginaria del numero complesso z: a = Re(2z), b=TIm(z).

Per esempio il numero z =0 ha Re(z) =Im(z) = 0; z = 1 ha
Re(z)=1, Im(2)=90; z =1 ha Re(z)=0, Im(z)=1.

Per riconoscere che C & un campo (di numeri) occorre preventivamente
definire le operazioni di semma e di prodotto. 5i pone quindi:

SOMMA (a+ib) + (c+id) = (atc)+ i(b+d)
(1.1)
PRODOTTO (a+1idb) - (c+id) = (ac— bd) + i(ad-bc)
In particolare per il numero z = ¢ risulta i® = —1 (e quindi i = /-1).

Una volta noto come si effettua il quadrato del numero z = i, le definizioni
di somma e prodotto si ottengono applicando alle espressioni a primo
membro di (1.1) le proprietd di associativitd e distributivita valide per
i numeri reali. E chiaro quindi che queste due operazioni godono della
proprietd associativa, distributiva e commutativa. Inoltre z = 0 & 1’elemento
neutro rispetto alla somma, z = 1 & l’elemento neutro rispetto al prodotto;
per ogni numero z = a+1ib € C, I’opposto & il numero —z = —a—1ib € C. Se
z # 0 il suo inverso & dato da z~! = a/(a®+b%) — ib/(a®+b?).



§1. Alcini cenni sui campi di numeri 3

©88-08-15538 -8

*  Vogliamo ora presentare un altro esempio di “insieme numerico” che
€ un campo, nel senso che gode delle proprietd degli insiemi Q, R, ¢ C
senza per altro dare una definizione “formale” di tale concetto.

|

1.2 EseMP1o. Consideriamo 1’insieme Q(+/3) costituito da tutti ij numeri
della forma a+b\/§, dove a e b sono numeri razionali. Si ottiene cosi un
sottoinsieme di numeri reali (che in generale non sono razionali) sui quali
si pud operare con l'usuale somma e prodotto, ottenendo come risultato
sempre un numero appartenente a Q(\/.'-f) Infatti si ha:

(6 +6v3) +(a + ¥v3) = (a+a') + (b + 8')v/3

(a+ bvV3)(a' + b'V3) = aa’ + 36’ + ab'v/3 + ba' /3
= (aa' + 3b’) + (ab’ + ba')V/3.

Ogni elemento a+b/3 € Q(+/3) ammette come opposto il numero —a—b/3
che appartiene ancora a Q(+v/3). D’altra parte se a+ bv/3 # 0, ciod se i
numeri razionali a e b non sono simultaneamente nulli, esso ammette come

‘ 1 _ 1 _ a— b/3 _ a— b3
(a+bv3)™ = a+bv/3  (a+bV3)(a—bv3) (a® —3b7)

che & ancora un numero di Q(v/3). Lo studente tenga presente che per
invertire un elemento non nullo occorre fare la “razionalizzazione” del
denominatore, operazione ben nota dalle scuole secondarie e di cui forse
non ha mai capito a fondo ’importanza!

Q(v3) gode chiaramente di tutte le proprieta di Q e di R, (infatti & un
sottoinsieme di R) e quindi fornisce un altro esempio di campo. v

Si possono costruire altri campi simili a questo? Lo studente provi
per esempio a definire Q(v5). Si otterra un campo diverso dagli esempi
precedentemente dati? Qual & il ruolo svolto dal numero intero 3
nell’esempio Q(v/3)? Se si considera Q(V4) si ottiene un campo diverso
" da quelli gid descritti? *

In generale si pud dare una definizione assiomatica di campo K (cfr. [H]
dei testi comsigliati) e sviluppare la teoria dei sistemi lineari su K.

Per ragioni di semplicita tratteremo il caso K = R anche se non
ci sono sostanziali differenze fra questo e il caso generale. Lo studente
interessato potra, per esempio, provare a ripetere i ragionamenti esposti
nelle sezioni che seguono nel caso degli ulteriori esempi di campi numerici
che abbiamo introdotto.
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2.3 EseMpPI1o. Consideriamo il sistema di due equazioni nelle tre incognite

L1,%2,%3 : ' ‘ .
20y —z9g 423 =1

To + 223 =0.

In questo caso il sistema ha una forma particolare” “a! scala” ¢
le soluzioni possono essere determinate riconducendosi ad un sistems
triangolare superiore nel modo seguente. Posto £ = h sostituendo in
2.3 si ottiene il sistema “triangolare superiore” nelle incognite zy,z,:
2.3) SHEEDER
f zy = —2h ;
la cui soluzione, determinata con la risoluzione all’indietro, & data da
§1 = 1/2(1 = 3h), & = ~2h. Pertanto le soluzioni di 2.3 sono date dalle
infinite terne di numeri & = 1/2(1 - 3k) ,& = —2h ,€3 = h, al variare di
h nei numeri reali. | Q

Scriviamo ora la forma generale di un sistema lineare di m equazioni
nelle n incognite x1, z3,...,2y,: :

1121 + a1222 + - - F a1pxn = by
a2121 + Q2222 + -+ + ATy = by
(2.4) :
G121 +Anm2T2 + o Gy Ty = by
dove i numeri reali @11, @12,...,8mn s0N0 i coefficienti del sistema ed i

numeri- by, by,...,b,, sono i termini noti.
I coefficienti del sistema sono stati denotati con due indici, dei quali il
primo indica 1’equazione ed il secondo Vincognita cui si riferiscono; cosi,
per esempio, il coefficiente az; & il coefficiente della seconda incognita (cioé
di z3) nella terza equazione. |

I coefficienti del sistema (2.4) sono numeri assegnati, che potremo
anche disporre in una matrice A di tipo m X n, ciod in una tabella con
m righe ed n colonne; i termini noti si possono disporre in una tabella b
con una sola colonna: '

a1 ai12 N Ain bl

_ as aze  ...... Qzn bg

(24') A= . : , . b=| .
aml am2 LI I R '] amn bm

La matrice A prende il nome di matrice dei coefficienti del sistema; b
prende il nome di vettore termine noto ('uso del termine vettore verri
giustificato nella sezione 4).
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In particolare se nel sistema (2.4) il numero delle equazioni & uguale
al numero delle incognite, ciod se m = n, il sistema si dice quadrato e la
corrispondente matrice dei coefficienti & una matrice quadrata di ordine n.

Una soluzione di (2.4) & costituita da = numeri &, &2,...,&n che,
sostituiti rispettivamente al posto delle incognite r1,Z3,...,%n, verificano
simultaneamente tutte le equazioni del sistema.

Un sistema si dice compatibile se ammette almeno una soluzione.

95 PROBLEMA. Determinare se il sistema (2.4) é compaltibile ed in caso
affermativo “contare ” le soluzioni. In quali casi la soluzione é unica? Q

Prima di dare risposta al precedente problema ne studieremo un caso
particolare, il caso in cui il sistema sia quadrato e di forma triangolare
superiore:

a;1z1 + a2zt ... + G1pa Tn1t G1n Th= b1
a29Z3+......+ @2p1 Tpa+ G2n Tn= by

(2.6)
Gpi n-1Zn-1FTCn1nTn= bp
Gnn Tp= bn

in cui la matrice dei coefficienti e:

ajnny a1z e-eeen a1 n-1 Aln
0 A22 e a2 n-1 Aon
(2.6") A=
0 0 ...... Apn-1n-1 QGn-in
0 0o ...... 0 Gnn

Il nome deriva chiaramente dal fatto che la matrice quadrata n X n
dei coefficienti ha la parte sottostante la “diagonale principale” riempita
di zeri, mentre il triangolo superiore, delimitato dalla stessa diagonale, &
riempito con numeri arbitrari (ma fissati!). Il sistema (2.6) & un caso
particolare di (2.4) e corrisponde all’esempio numerico sviluppato in 2.2.

2.7 Proposizione. Sia dato un sistema lineare di n equazioni in n
incognite di forma triangolare superiore. Esso ammette una ed una sola
soluzione se e solo se tutti gh elementi aiy, a22,...,8nn, della diagonale
principale della matrice quadrata A dei coefficienti, sono non nulli.

Dim. Supponiamo che gli elementi della diagonale principale di A
siano tutti non nulli. Possiamo procedere ad una risoluzione all’indietro.
Dall’ultima equazione si ricava in modo unico la soluzione &, = bn/ann,
(cfr.la discussione di (2.1)). Sostituendo nella penultima equazione questo
valore numerico si ottiene un’equazione di primo grado nell’incognita 2,1
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che ammette un’unica soluzione £, _;. Cosi procedendo per sostituzione si
perviene alla prima equazione che é di primo grado nell’incognita z; ed
ammette un’unica soluzione & . Il sistema (2.6) ammette pertanto 1’unica
soluzione &, &2,...,&, che si ricava con il procedimento indicato.’

* Viceversa assumiamo che il sistema (2.6) ammetta un’unica soluzione

£, E2,...,6n.  Supponiamo per assurdo che qualche coefficidnte sulla
diagonale principale sia nullo ed indichiamo con k il minimo indice per cui
arx = 0; a11,822,...,8k1 -1 sono quindi non nulli. I numeri £x41,...,&n
sono una soluzione del sistema costituito dalle ultime n — k equazioni e la
k™2 equazione axipTir+-:+agnTn = b ammette la soluzione &k, €ky1,...,&n;
ma poiché azx = 0 essa ammette anche la soluzione «, €x41,...,£&,, dove
_a & un qualunque numero reale. Poiché nelle prime k£ — 1 equazioni
i coefficienti sulla diagonale sono tutti non nulli si puo ricavare, per
sostituzione all’indietro, una soluzione del sistema per ogni valore di o
¢ quindi si ottengono infinite soluzioni, contro 1'ipotesi. Ne segue che i
coefficienti sulla diagonale sono tutti non nulli. = &

2.8 USSERVAZIONE. Abbiamo qui dato un esempio di dimostrazione fatta
attraverso la descrizione di un algoritmo il quale, non solo dimostra la tesi,
ma fornisce anche un metodo di calcolo della soluzione. Questo & di fatto
un metodo ricersivo in quanto esso, calcolata 1’incognita z,, permette di
calcolare 1’incognita z,_;; note queste due permette di calcolare 1’incognita
Zn_2 e cosi via fino alla determinazione di z, e di =,. Q

2.9 Esemrio. Consideriamo il seguente sistema lineare di tre equazioni
nelle sei incognite z,,z3,--- ,%¢ :

Ty —Tg+ T3 —24+2T5—T6 =1
T3 — 24+ 25+ 124 =0,
375"'376=2

la cui matrice dei coeflicienti ha la forma “a scala”:

I -1 1 =1 1 -1
0 0 1 -2 1 1
0 0 0 0 1 -1

essendovi all’inizio di ogni gradino un coefficiente non nullo (in questc
esempio tutti 1) certamente possiamo ricavare da ogni equazione 1’incognita
corrispondente. Se portiamo a secondo membro le “variabili libere”

T2,24,2¢ otteniamo un sistema triangolare di tre equazioni nelle tre
incognite z,,z3,Zs :
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a:1+:c3—|—:z:5=:cﬁ2+x4+a:5+1
Ty + Ts = 2T4 — Te
T5 = Tg + 2

in cui i termini noti dipendono dalle: variabili libere e la cui matrice dei
coefficienti & la matrice triangolare superiore:

)
I
I
| .
I
I
I

L B e B
O e
— e

Pertanto il sistema triangolare ammette un’unica soluzione (cfr.2.7) per
ogni scelta arbitraria, ma fissata, di z2,%4,76 (& questo il motivo per
cui queste variabili si chiamano libere). Con la risoluzione all’indietro si
ottiene &5 = z¢ + 2, &3 = 2x4 — 2%6 ~ 2, £1 = x5 — 24+ 226 + 1. Le soluzioni
del sistema a scala 2.9 sono quindi infinite e ciascuna & data da:

£y =23 — 24+ 226 + 1

£2 = z2

63 =23}4 —21:5—-2
. (2.9') €4 = 24
~ €5 = z6 + 2

€6 = X6

cioé si ottiene dalle formule scritte sostituendo esplicitamente valori
numerici al posto delle variabili libere; per esempio se ra=x4=2¢=0 si
« ottiene la soluzione 1,0,-2,0, 2, 0. Q

- 910 OSSERVAZIONE. Al posto del sistema 2.9 consideriamo il “sistema
omogeneo associato” che ha la stessa matrice dei coefficienti ed i termini

» poti tutti nulli:
Ty — 22+ 23— T4+ T5— 26 =0

T3 —2z4+ 25+ 26 =0,

in ) :L‘5-~.’85=0

- Ripetendo lo stesso ragionamento si tratta di risolvere all’indietro il sistema

triangolare: _ ,
o | T3+ 23+ 25 =22+ T4+ 2Zs

z3 + Ts 214 — Tg
5 = I
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che dipende ancora dalle variabili libere z3,z4,z¢. Per il sistema omogeneo
proposto si ottengono quindi le soluzioni:

Z2 — 24 + 2z¢

! H1 =
| M2 = T2
= 2x4 — 2z
(2.10") H3 4 6
H4 = T4
Hs = Tg
He = Xg .

Se confrontiamo queste con le soluzioni (2.9') vediamo che esse hanno
la stessa parte dipendente dalle variabili libere e le soluzioni di 2.9 si
ottengono da quelle del sistema omogeneo associato 2.10 sommando dei
coeflicienti numerici che dipendono dai termini noti del sistema e forniscono
la soluzione particolare 1,0,-2, 0, 2, 0.. Questo fatto non & casuale, come
vedremo in seguito (cfr. 5 18) Q@

Passxamo ora, a formalizzare quanto visto negli ultimi esempi.

2.11 Definizione. Un sisterna lineare di v equazioni in n mcogmte r<n,
si dice 'di forma a scala se la sua mairice dei coefficienti ¢ della forma:

0 0 p1 *...% * % . * ok, % * kL., %
0 0 0 0...0 po2 * . * kL. k L., % k.. %
0 0 0 0...0 0 0. 0 p3...=* k% L.k

S = :
= O 0O 0 0...0 0 0. 0 0...0 x kL, %
0 . 0 0 0...0 0 O 0 0...0.... 0 p,...x

- dove i numeri py, ps,...,p, Sono tutti non nulli e prendono il nome di
pivots della matrice a scala. | &
o .

In particolare se r = n il sistema a scala si riduce ad un sistema
triangolare supenore con i pivots sulla diagonale principale (e quindi
ammette un’unica soluzione, per quanto visto nella proposmmne 2.7).

La matrice S’ non & la piu generale matrice a scala, come vedremo nella
prossima seznone, ma. sara la parte essenziale per la risoluzione dei sistemi.

- Indichiamo con 7,73, ,7» le colonne di §' in cui si trovano
rispettivameénte i pivots py,pa,--- ,p,. Nell’esempio 2.9 si ha J1=1, ja =3,
Ja=35 ed i pivots sono p; =1, p, =1, ps = 1. Spesso si avrd j; = 1;
ma, come vedremo nell’esemplo 2. 14 é utile non porre a priori questa
restrizione.
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Supponiamo di avere un sistema a scala di r equazioni nelle n
incognite T1,%2,°°* ,%Tn © di matrice S'; p1 e il coefficiente dell’incognita
z;, nella prima equazione del sistema, p2 & il coefficiente dell’incognita zj,
nella seconda equazione, p, & il coefliciente dell’incognita z;, mnell’ultima
equazione. Le n—r variabili residue prendono il nome di variabili libere (se
r — n non vi sono variabili di questo tipo) e possono essere raggruppate
nel modo seguente:

1°  gruppo: Ty, T2y ------ N PR

2°  Eruppo: Tj 4lye----- s & jg—1,
(2.12)

(r4+1)™° gruppo: Tj 41sec---- s Tn.

2.13 Proposizione. Un sistema a scala del tipo 2.11 ammelle sempre
soluzioni (qualunque sia il termine noto b). Se r < n le soluzioni sono
infinite, dipendenti da n—7 parameltri liberi; se T =0 la soluzione é unica.

Dim. Se r = n il sistema & triangolare superiore ed & verificata la
condizione della proposizione 2.7 quindi il sistema ammette un’unica
soluzione. '

Se r < n seguiamo lo stesso procedimento usato per trovare le s~luzione
dell’esempio 2.9: portando a secondo membro tutte le n —r variabili libere
si ottiene un sistema triangolare superiore di T equazioni nelle r incognite
;) ,Tis Zj, del tipo:

przj, = dr,

dove d, dipende dalle variabili libere dell’(r+1)™° gruppo e dal termine
noto b, del sistema a scala, dr_1 dipende dalle variabili libere dell’(r4+1)™°
e dell’r™ e dal termine noto b,_1, ..., d1 dipende da tutti i gruppi
tranne il primo e da b;.

Per ogni scelta di tali variabili libere il sistema triangolare ammette
un’unica soluzione (cfr.2.7) che pud essere ricavata con la riscluzione
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all’indidtro: ,
: Ejl = f1 (20,...,(1‘-}-1)"‘0)
€2 = F2(3% 000, (H1)™)

&, = fr((r+1)™), N

dove f;,f2,+-+,fr sono funzioni di primo grado delle variabili libere i cui
gruppi abbiamo brevemente indicato con 2°,..., (r41)™°
Il sistema a scala ha quindi le soluzioni:

&L =z
5_7'1-1 =T -~1

£ = N1(2°..., (rH)™)

Eirt1 = Tj 41

(2.13") Eiam1 = Tjp1
£ = f2(3% ..., (rH1)™)
&, = fr((r+1)™)
i1 = Zj. 41
gr = Iy
che dipendono dalle n — r variabili libere. &

Se consideriamo il sistema omogeneo associato al sistema a scala della
proposizione 2.13, cioé il sistema con la stessa matrice dei coefficienti e
termini noti tutti nulli, per esso vale l'osservazione 2.10: le soluzioni del
sistema (non omogeneo) con termine noto b # o si otftengono da quelle
del sistema omogeneo sommando dei coefficient: numerici (dipendenti da
b) che ne forniscono una soluzione particolare.

Vogliamo ora dare una giustificazione al fatto che per una matrice a
scala (cfr.2.11), non abbiamo fatto I’ipotesi che si abbia sempre j; =1

2.14 EsegMprio. Consideriamo il sistema lineare di due equazioni nelle tre
incognite x;,z2,x3:
tzy 4+ 22 —23a=1

txg + 323 =0,
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dove alcuni dei coefficienti dipendono dal numero reale (parametro) t. Le
soluzioni di questo sistema dipendono quindi dal valore di t, oltre che
dalle variabili libere.

Se t # 0 la matrice dei coefficenti ha la forma a scala:

t 1 -1

0 ¢ K | j1=1,j2=2; p1=1t,p2 =1; x3 variabile libera

e le soluzioni sono: & = (1/8)[(1 + 3/t)za + 1], &2 = —(3/t)xa, &5 = z3.
Se t = 0 si ha invece la forma a scala:

] j1=2,j2=3; p1=1,p; =3; = variabile libera

0 1 -1
0O 0 3

e la soluzione &: & = z1, &, = 1, &3 = 0. Notiamo che essa non pud essere
ottenuta da quella valida per ogni altro valore del parametro ¢, sostituendo
il valore t = 0! v/

Il problema 2.5 nella sua forma generale verra discusso nella prossima
sezione, dove introdurremo il procedimento di “eliminazione di Gauss” che
ora passiamo ad illustrare solo su alcuni esempi significativi. Per semplicita
le incognite del sistema verranno indicate con z,y,z e una soluzione con
la terna di numeri £, 7, .

2.15 EseMPio. Si consideri il seguente sistema:

tty+z=1 1 1 1
22 +3y+22=10 con madtrice A=12 3 2
r+2y—z=190 1 2 -1

Lo studente & abituato dalle scuole secondarie a tentare di risolvere
un sistema sia effettuando delle sostituzioni, sia sommando o sottraendo
equazioni eventualmente premoltiplicate per opportuni numeri. Proviamo a
seguire questa seconda strada avendo in mente, con queste operazioni, di
trasformare il sistema in uno che sia “pil facile” da risolvere, per esempio
portandolo alla forma a scala.

A questo scopo lasciamo inalterata la prima equazione; sostituiamo
la seconda con l’equazione ottenuta sottraendo alla seconda la prima
moltiplicata per 2; sostituiamo la terza equazione con quella ottenuta
sottraendo alla terza la prima. Il risultato di tutto cido & che si perviene
al sistema:

zty+ z= 1 1 1 1
(2.15) ] =—2 con matrice Air=|0 1 0
y—2z=-1 0 1 -2
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Il sistema’ (2.15); non & ancora nella forma a scala. Possiamo perd iterare
il procedimento: lasciamo inalterate le prime due equazioni e sostituiamo
la terza con la differenza fra la terza e la seconda. Otteniamo il sistema:

—

\ $+y+ z = 1

: : : 1 1
(2.15); \\ y =—2 con matrice  A; = 1 0 |
—2z= 1 | 0 -2

che & di forma triangolare superiore (e quindi a scala) e con elementi sulla
diagonale principale tutti non nulli. Per la proposizione 2.7 la soluzione
di (2.15)2 € unica. Con la risoluzione all’indietro si ottxene la soluzione

£= 7/2 n=-2, (=-1/2. | Q

A questo punto & lecito porsi delle domande:
a) La soluzione trovata per il sistema (2.15); €& anche soluzione del
sistemna (2.15) che volevamo risolvere?
b) Ammesso che a) abbia risposta affermativa, abbiamo trovato tutte le
soluzioni di (2.15)?7 .
¢) II procedimento usato funziona sempre"

La domanda a) ha risposta affermativa; una giustificazione generale
verra data nella prossima sezione. Nel caso di questo esempio perd, avendo
trovato esplicitamente una terna ordinata di numeri, possiamo controllare
che essi forniscono una soluzione di (2.15) sostituendo nelle sue equazioni.

Alla domanda b) da.remo ancora una risposta affermativa nella
prossima sezione.

Per quanto concerne c) daremo fra breve esemmpi in cui il metodo

deve essere leggermente modificato, ma consente sempre di dare risposta
al problema 2.5.

2.16 OSSERVAZIONE. Siamo passati dal sistema (2.15) al sistema (2.15),
e al sistema (2.15)2, ma in effetti avremmo potuto direttamente operare
nello stesso modo sulla matrice dei coefficienti e sui termini néti invece
che sulle equazioni. Partendo da:

._ 1 1 111 _ 1 1 1 1
(2.15") 2 3 2|0 siottiene (2.15"), 0 1 0f-2
1 2 =110 , 0 1 -2} -1
ed infine:
1 1 1 1
(2.15')7" o 1 of-2.
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Si pud ora ricostruire il sistema (2.15); a partire dalla matrice dei
coefficienti e dai termini noti che sono stati disposti sull’ultima colonna.Q

2.17 EseMmpi1o. Consideriamo il sistema:

zr+3y+2=0
3z 4+9y+42=1, ovvero
2z + y+5z=10

o IR o
— 0 W
v o =
Q= o

e risolviamolo col metodo usato in 2.16 facendo uso solo della matrice dei
coefficienti, cui & affiancata la colonna dei termini noti. Lasciamo inalterata
la prima riga; sostituiamo alla seconda la differenza fra la seconda e la
prima moltiplicata per 3; sostituiamo alla terza riga la differenza fra
la terza e la prima moltiplicata per 2. Queste operazioni producono
ovviamente sulla prima colonna, al di sotto di 1, due zeri: e

o e B

3
0
o

W =
O -

A questo punto dobbiamo ripetere il procedimento sulla seconda e terza
riga. Dovremmo sostituire la terza riga con la differenza fra la terza
e la seconda moltiplicata per un opportuno moltiplicatore, allo scopo di
ottenere 0 al posto di —5; questo & ovviamente impossibile! Sembra quindi
che il procedimento non si possa effettuare; ma cid non & vero! Infatti,
scambiando la seconda con la terza equazione (cosa che lascia certamente
immutato il sistema 2.17) e ripetendo il procedimento, otteniamo:

1 3 1{0
2 1 5|0,
3 9 4|1
che corrisponde al sistema con le equazioni scambiate. Per produrre

gli zeri voluti sulla prima colonna usiamo ordinatamente i moltiplicatori
A21 = 2/1 =2 e Az1 =3/1=3. 5i ottiene:

1 3 1}0 z+3y+2z2=0
0 -5 310 cui corrisponde il sistema —5y+3z=0
0 0 1}1 I

che ammette un’unica soluzione £=-14/5, n=3/5, {(=1.

Lo studente avra notato che abbiamo effettuato alcuni passaggi inutili
ricominciando 1’esercizio fin dall’inizio; quali? Q
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2.18 ESEMPIO. Si consideri il sistema:

4z 4+ 6y — 22 = 2 ovvero 4 6 -2 2,
z 4+ (3/2y - (1/4)z = 1/2 1 3/2 -1/4]1/2

e si operi come negli esempi precedenti. Per ottenere gli zeri voluti sulle
prima colonna si devono usare rispettivamente i moltiplicatori Ay = 4/2 =%
e A3z1 = 1/2. Effettuando i calcoli si ottiene:

2 3 -1]1
0 0 0]o.
0 0 1/4{0

A questo punto automaticamente si sono prodotti sulla seconda e terza rige
una ulteriore colonna di zeri e lo scambio delle due righe lascia invariatz
la situazione. Passiamo allora alla terza colonna dove, con lo scambio dellz
seconda e terza riga, si ottiene la matrice a scala ed il corrispondente
sistema a scala di due, equazioni in tre incognite:

2 3 -1f1 2 +3y—z=1
0 0 1/4|0, y14?—0
o 0 0o /42 =10,

(abbiamo omesso 'ultima equazione in quanto essa & 1’identiti 0 = 0 che
aminette come soluzioni qualunque scelta di numeri).

Abbiamo y come variabile libera e la risoluzione ali’indietro fornisce comse
soluzioni le infinite terne di numeri £ = (1-3y)/2, n =1y, ( = 0, al variare
di ¥y nei numeri reali. V.

2.19 EseMPIO. Vogliamo ora dare un esempio simile a 2.18 ma per il quale
il sistema, trasformato con il metodo proposto, non ammette soluzioni.
Rlspetto al sistema precedente variamo solo i termini noti. La tabellz
iniziale & pertanto:

2 3 -1 1

4 6 -2 3

1 3/2 -1/4 1/2

Gli stessi calcoli effettuati nell’esempio 2.18 danno ora:

2 3 —-1{1 ) 2z +3y—-2z2=1

0 0 1/4;0, cui corrisponde il sistema (1/4)2 = 0
00 0 o0 |1 , 01
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 In questo caso I’ultima equazione, che pud anche scriversi Oz+0y+0z=1
non ammette soluzioni, e, come vedremo in seguito, il sistema 2.18 non
- ammette soluzioni.

i Gli esempi precedenti devono convincere lo studente che per un sistema
lineare di m equazioni in n incognite le soluzioni possono presentare le

" stesse eventualita del caso di una sola equazione in una sola incognita.
L’avere un’unica soluzione dipende solo dalla matrice dei coefficienti (esempi

' 2.15 e 2.17); in caso contrario la presenza di infinite o nessuna soluzione
viene a dipendere anche dai termini noti (esempi 2.18 e 2.19).

- Va inoltre osservato che lo studio dei sistema quadrati non porta alcun

; vantaggio semplificativo, perch&, come si & visto nell’esempio 2.18, spesso
ci si riduce a risolvere un altro sistema che ha un numero di equazioni

—inferiore al numero delle equazioni del sistema iniziale.

-2.E Eserciz:

'} 1. Determinare, se esistono, soluzioni per il sistema:
2x1—\/§a:2+:r:3=0
22 + 3 =0
o (1/2)z3 = —1/8.
'72. Determinare le soluzioni del seguente sistema a scala:
s 3z —4z2+ 23 =1
To —ax3 =0
3. Risolvere il seguente sistema a scala:
e 3z1 — 223 + (log3)zs — 24 = 0

- r3 — 21‘4 =0 |
4. Risolvere il seguente sistema:

22, +2w;§ — 3z4 —~a:5‘= 0
ry —4r + 223 —3z4 +z5 = 1.

™ Ty + x5 = 3
ln. Discutere se il seguente sistema ammette una, infinite o nessuna
oluzione:

éz ~-1/V2)y =1
z — (V2/4)y = 1/2.

6. Verificare che il seguente sistema non ammette soluzioni:
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\ 4z — 32, + 23 = =1
‘ 22:1 — (3/2)2.‘2 + (1/2)&73 = 1/2
b 233 =0.
3. I .. METODO DI ELIMINAZIONE DI GAUSS E LA

RISOLUVZI_(I‘)NE DEI SISTEMI LINEARI COMPATIBILI
Ricordiamo innanzi tutto la seguente:

3.1 Definizione. Due sistemi lineari nelle incognite Z1y...,2, i dicono
equivalenti se e solo se ammettono le stesse soluzioni. &

3.2 Definizione. Si considerino le due equazioni linear: del lipo:

X%+ azTy + -+ onZp —a =0, ﬂ1$1'+ﬂ2x2+"'+ﬁnxn_ﬁ=0-

Si chiama combinazione lineare delle due equaziont date con coefficienti (o
pesi) h e k (numeri reali) lequazione:

(33) §h(a1m1+f-;+an:cn—a)+k(ﬂ1m1+---+ﬁnxn-,@)=o. &

L’equazione (3.3), sviluppata, ha come coefficienti ordinatamente hai+kp3,,
haz+kBs, ..., ha,+kf,, —(ha+kp). L'operazione di combinazione lineare
- di due equazioni con pesi h e k comporta di effettuare Joperazione di
“combinazione lineare” sui coefficienti delle equazioni e con gli stessi pesi.

3.4 Lemma (fondamentale). I sistemi:
T 121+ -+ apZp —a =0
! (3.5) |
Prai+ -+ fazn —f =0

:a1x1+---+anfzn—a‘=05
k(Brz1 + -+ + Bpz, = B)+ h(a1z, + rtanzy —a)=0

3‘? sono equivalenti per ogni valore di h e per ogni valore di k #0.

i:
3
%

. (3.6
ﬁ(.)

0
1
h
b

Dim. Proviamo innanzi tutto che ogni soluzione ¢i,...,£, di (3.5) & anche
U soluzione di (3.6). L’ipotesi implica che sono verificate le due equazioni
A di (3.5) e valgono le eguaglianze numeriche:

) al§1+-i..+anfn-a=0, 1) i+ + 66, —8=0
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Sostituendo la soluzione in (3.6) si ottiene, tenuto conto di i) e 1i):
kO + h0 = 0 che & verificata per ogni valore di h e k& (la prima equazione
di (3.6) & ovviamente verificata in quanto coincide con la prima di (3.5)).

Viceversa, supponiamo che £1,...,£, sia soluzione di (3.6); cio implica
che:

.7) q161+“'+an§n_a=0,
37) k(Br1&r+ -+ Bnbn —B)+ hlarbs + -+ + apbn — a) = 0.
Sostituendo j) in jj) e tenuto conto che k # 0 otteniamo:

j') ﬁl£1+"‘+ﬂn£n_ﬂ=0-
Le relazioni j) e j') dicono che &;,...,&, & soluzione di (3.5). &

3.7 OsseRVAZIONE. Il sistema (3.6) € ottenuto da (3.5) sostituendo una
delle equazioni con una combinazione lineare (di pesi h e k) delle due
equazioni date. Questa “operazione elementare” non altera le soluzioni.
Questo giustifica le risposte affermative date ai punti a) e b) alla fine
dell’esempio 2.15, e che valgono anche per gli esempi successivi, dove
abbiamo eseguito operazioni di questo tipo. V)

Vogliamo dare ora risposta al problema 2.5, cioé dare un criterio
operativo per riconoscere se un sistema & compatibile e, in caso affermativo,
trovarne tutte le soluzioni.

Useremo un procedimento di eliminazione di (Gauss che ha lo scopo
di trasformare, facendo uso di operazioni elementari, il sistema dato in
uno ad esso equivalente e con matrice dei coefficienti S di tipo m X n e
di forma “a scala”, cioé:

0 ... 0 p1 *...% * * . Xk ...k * k... %
0 ... 0 0 0...0 p *. Xk ...k * k... %
0O ... 0 0 0...0 0 0. 0 p3...* - T S
0o...0 0 0...00 0. 0 0...0 X K ...k
(3.8) S= S P : :
0 0 0 0...0 0 O 0 0...0 Preo. *
0 0 0 0...0 0 O 0 0...0 0
o...0 o0 0...000...0 0...0 ... 0 O0...0

dove si ¢ brevemente indicato con * gli elementi di matrice che non stiamo
mettendo in evidenza; i pivols p1, p2,...,Pr sono tutti non nulli e risulta
r < min(m,n). |

La (3.8) &€ la forma piu generale di matrice a scala; rispetto alla
matrice S’ definita nella precedente sezione, se r < m le ultime m —r
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righe sono tutte nulle. Di questo tipo pili generale sono le matrici cui
siamo pervenuti nella discussione degli esempi 2.18 e 2.19.

Voglia.mo\nra esporre in modo formale il procedimento indicato per la
risoluzione degli\esempi della sezione precedente. Esso viene eﬂ'ett‘.\ato per
passi successivi e prevede di riordinare pil volte le equazioni del! sistema
inizialmente dato (cfr. esempio 2.17).

3.9. ELIMINAZIONE DI GAuss. Consideriamo un sistema lineare dj m
equazioni in n incog/ ite con matrice dei coefficienti A di tipo mx n e

termine noto b. y

s

1° PAsso. Si eseguano le seguenti istruzioni sulla matrice 4 e su b, ovvero
-sul sistema assegnato: '

ay) Si determini I’intero j; per cui nella matrice A almeno un elemento
sulla colonna j; & non nullo e tutti gli elementi sulle colonne precedenti
sono nulli. Si riordinino le equazioni del sistema dato, se necessario, in
modo che nella prima equazione il coefficiente di zj, sia non nullo (in
generale vi sard arbitrarietd di scelta!) Effettuata questa scelta avremo il
sistema “aggiornato” con il riordinamento eventuale delle equazioni, per il
quale indichiamo rispettivamente con A’ e b’ la matrice dej coefficienti e
la colonna dei termini noti:

o ... 0 ai;,  na a1n bl

0 ... 0 ay; Y 2 ' b

y Ji. n 2

A" == . . . Y b' = .
0 L 0 amjl L B ] amn bm

Il numero p; = aij, #0 e il 1° pivoet.

b1) - Si calcolino i moltiplicatori Xy = azj, /p1, A3t = asj, /p1,...... ,
Aml = @mj, [D1.
¢1}) = A partire dalla matrice A’ e dai termini noti b’ si calcolj la

matrice A; e la colonna di termini noti b; nel modo seguente:

)
i
0..0 " ai: ae Qin bl
0..0 0 see agt—/\nau agn—/\gl Qin bg—Azl b1
Al =1. . . . . P 1= .
0 0 O amt—/\mia“ amn—/\ml Q1n m“’\ml bl

Il 1° passo & cosi terminato. Con esso si & determinato un nUovo
sistema di matrice A; e termine noto by che & equivalente al sistema iniziale
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in quanto & ottenuto da esso lasciando inalterata la prima equazione,
sostituendo la seconda con la combinazione lineare della seconda e della
prima con pesi 1 e —A21,.., sostituendo la m™*, con la combinazione
lineare della medesima e della prima, con pesi 1 e —A,,; (cfr.lemma 3.4
ed osservazione 3.7).

2° Passo. Si eseguano le seguenti istruzioni sulla matrice A; e su by,
ovvero sul sistema, ottenuti alla fine del 1° passo.

az) Si determini 1’intero j; per cui nella matrice A;, a partire dalla
seconda riga in poi, almeno un elemento sulla colonna j; & non nullo
e tutti gli elementi sulle colonne precedenti sono nulli. Si riordinino le
equazioni del sistema in esame, se necessario, in modo che nella seconda
equazione il coefficiente di z;, sia non nullo. Effettuata questa scelta, il
2° pivot py & il coefficiente di z; nella seconda equazione del sistema
“aggiornato” con il riordinamento eventuale delle equazioni, per il quale
indichiamo rispettivamente con A} e b) la matrice dei coefficienti e la
colonna dei termini noti.

b2) Si calcolino i moltiplicatori Aszq, Ag2...Am2 che si ottengono
rispettivamente dai rapporti dei coefficienti della matrice A} che si trovano
sulla colonna j2, rispettivamente nella seconda, terza,...,ultima riga, ed il

pivot pa.

c2) Si consideri la matrice A; e la colonna di termini noti by ottenuti
da A] e b} rispettivamente lasciando inalterate le prime due righe e
sostituendo la riga k™* (k = 3,...,m) con la combinazione lineare della
medesima e della seconda con pesi 1 e —Ag;. La matrice 4, & del tipo:

) J2
! ]
0 0 p; = * ok * * * * ok
0 0O 0 O 0 p2 =* * % * * ok
A, =10 0 0 O 0 0 =« *x  * * * ok
0 ... 0 0 0 ... 0 0 =*= ... * * ... % ... %= =*

I 2° passo & cosi terminato. Con esso si & determinato un nuovo
sistema di matrice A; e termine noto b; che & equivalente al sistema
iniziale, in quanto & ottenuto da esso tramite operazioni elementari
(cfr.lemma 3.4 ed osservazione 3.7).

t™? PAss0O. Si eseguano le seguenti istruzioni sulla matrice A;—; e su b;_q
ottenuti all’(z — 1)™° passo, ovvero sul corrispondente sistema.
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a;) Si determini I’intero Ji per cui:nella matrice Ai_1, a partire dalla
¢™® riga in poi, almeno un elemento sulla colonna Ji € non nullo e tutt;
gli elementi sulle colonne precedenti sono nulli. Sj riordinino le equazioni
del sisteiné\- in esame, se necessario, in modo che nella ;™ma. equazione
il coefliciente di -Zj sia non nullo. Effettuata questa scelta 1™ pjvot
pi & il coefficiente di Zj; nella iM% equazione del sistema “aggiornato”
con il riordinamento eventuale delle equazioni, per il quale indichiamo
rispettivamente con Ai_; e bl_, la matrice dej coefficienti e la colonna -
dei termini noti. |

b)) Si calt_:olin i moltiplicatori Ait1iy Aigoi we.Ami  che si ottengono
rispettivamente dai rapporti dei coefficienti della matrice Al_, che si
trovano sulla colonna j;, rispettivamente nella (t+ )™ (i + 2)ma ., mma
riga ed il pivot p;. |

ci) Si consideri la matrice A; e la colonna di terminj noti b; ottenuti
da 4] , e b!_, rispettivamente lasciando inalterate le prime ; righe e
sostituendo la riga kma (k=1i+1,...,m) con la combinazione lineare della
medesima e della ™2 cgop pesi 1 e —X4;. La matrice A; & del tipo:

0..-.0 P1 * I L I L *

0.--.0 0 0 0p2 K oteak e ¥ ok K s eeneena *

0---0 0 0 0 0 0.---0 ...... L I *
A = "

0--.0 0 0.00 0 o ...... 0 Pi *ovevvnn. *

0..0 0 0--.0 0 0 g ...... 0 0 Eeeeen..., *

0---0 0O 0:--.0 0O 0--.0 ...... 0 0 %-vouunn.. *

L’i™° paAsSso & cost terminato ed il sistema dj matrice A; e termine noto
“bi & equivalente al sistema iniziale. '

11 procedimento di eliminazione di Gauss ha termine all’r™® passo,
quando nella corrispondente matrice A,, se r < m, le ultime m — T righe
sono tutte nulle, oppure quando r = m. In ogni caso si ha r < min(m,n)
e la matrice A, & una matrice a scala del tipo (3.8) che verra anche
indicata con S. Se r=m =1 la matrice ottenuta & triangolare superiore
con i pivots sulla diagonale principale e verra anche denotata con 7. Posto
quindi b, =ic abbiamo che: '

- 3.10 Propdsizione. Il sistema di matrice S (oppure T) e termine noto
- ¢ € equivalente al sistema di matrice A e termine noto b sy cut -abbiamo
“effettuato Peliminazione di Gauss. L



22 Cap.1 Sistemi lineari

©8s-00-16538-8

3.11 OSSERVAZIONI CRITICHE. Il procedimento di eliminazione di Gauss si
pud applicare ad una qualunque matrice a prescindere dal fatto che essa
sia o meno la matrice dei coefficienti di un sistema. Abbiamo visto infatti
che i vari passi si effettuano sulle matrici che via via si producono e
separatamente sui termini noti. Si parlerd quindi di pivots di una matrice.

Supponiamo di effettuare su una matrice A, di tipo m x n, il
procedimento di eliminazione di Gauss. Nel far questo vi & una larga
arbitrarieta che deriva nel passo i™° dalla operazione a;) di riordino delle
righe; questa scelta determina il valore dell’s™® pivot. Pertanto i pivots di -
una matrice, o di un sistema, non sono univocamente determinati.
Si consideri ad esempio la matrice:

i 2
2 1

-

Se indichiamo con T la forma triangolare cui si perviene sénza
offettuare scambi di righe e con T' quella nel caso che si scambino le

due righe, si ha:
1 2 12 1 4.
0 —3\ » = IO 3/2\ ’

i pivots sono rispettivamente p;1 =1, p2=-3 e pi=2, phy=3/2.

Certamente ad ogni passo dell’eliminazione avremmo potutc dare un

criterio di scelta per 'operazione a). Avremmo potuto, per esempio, all’t™°
passo (per ogni i=1,...,7) “scegliere fra le righe coinvolte la prima che
ha il coefficiente di z; diverso da zero”. Ma cid non & conveniente per
il seguente motivo. Lo studente si sara reso conto che il metedo di
eliminazione & stato scritto tramite le istruzioni a), b), ¢} che sono sempre
dello stesso tipo ad ogni passo e che possono facilmente essere implementate
su un computer tramite un programma.
Non staremo qui a discutere i problemi tecnici che sorgono nell’elaborazione
di un programma di calcolo numerico; lo studente li vedra in un corso di
programmazione. In particolare vi sono i problemi relativi al “costo” del
calcolo e quelli relativi alla “propagazione degli errori” {cfr. per esempio
[B-C-M] dei testi consigliati). -

Nel caso di sistemi lineari in generale influisce sul costo il numero n
delle variabili che, in problemi concreti, pud essere estremamente elevato.
Si pud facilmente verificare che, nell’algoritmo di Gauss su una matrice
quadrata di ordine n, si effettuano approssimativamente n®/3 “operazioni”.
Sulla propagazione degli errori influisce negativamente I’aver scelto un
pivot molto prossimo a zero. Si pud facilmente capire che la scelta sopra
indicata non & conveniente; infatti i pivots scelti vengono usati in b) come
denominatori. Se un pivot & “molto prossimo™ a zero un computer che
usi floating numbers pud approssimarlo a zero e non essere in grado di

T =
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3.11 OSSERVAZIONI CRITICHE. Il procedimento di eliminazione di Gauss si
pud applicare ad una qualunque matrice a prescindere dal fatto che essa
sia o meno la matrice dei coefficienti di un sistema. Abbiamo visto infatti
che i vari passi si effettuano sulle matrici che via via si producono e
separatamente sui termini noti. Si parlera quindi di pivots di una matrice.

Supponiamo di effettuare su una matrice A, di tipo m X n, il
procedimento di eliminazione di Gauss. Nel far questo vi & una larga
arbitrarieta che deriva nel passo i™° dalla operazione a;) di riordino delle
righe; questa scelta determina il valore dell’i™® pivot. Pertanto i pivots di
una matrice, o di un sistema, non sono univocamente determinati.

Si consideri ad esempio la matrice:

1 2
2 1

-

Se indichiamo con T la forma triangolare cui si perviene sénza
effettuare scambi di righe e con T' quella nel caso che si scambino le

due righe, si ha:
T:1 2|, T"_:l2 1‘;

0 -3 0 3/2

i pivots sono rispettivamente p1=1, pp=-3 e pi=2, pi=3/2.

Certamente ad ogni passo dell’eliminazione avremmo potuto dare un

criterio di scelta per ’'operazione a). Avremmo potuto, per esempio, all's™°
passo (per ogni ¢ =1,...,7) “scegliere fra le righe coinvolte la prima che
ha il coefficiente di z; diverso da zero”. Ma cid non & conveniente per
il seguente motivo. Lo studente si sara reso conto che il metedo di
eliminazione & stato scritto tramite le istruzioni a), b), ¢} che sono sempre
dello stesso tipo ad ogni passo e che possono facilmente essere implementate
su un computer tramite un programma.
Non staremo qui a discutere i problemi tecnici che sorgono nell’elaborazione
di un programma di calcolo numerico; lo studente li vedrd in un corso di
programmagzione. In particolare vi sono i problemi relativi al “costo” del
calcolo e quelli relativi alla “propagazione degli errori” (cfr. per esempio
[B—C-M] dei testi comsigliati). -

Nel caso di sistemi lineari in generale influisce sul costo il numero n
delle variabili che, in problemi concreti, pud essere estremamente elevato.
Si pud facilmente verificare che, nell’algoritmo di Gauss su una matrice
quadrata di ordine n, si effettuano approssimativamente n3 /3 “operazioni”.
Sulla propagazione degli errori influisce negativamente I’aver scelto un
pivot molto prossimo a zero. Si pud facilmente capire che la scelta sopra
indicata non & conveniente; infatti i pivots scelti vengono usati in b) come
denominatori. Se un pivot & “molto prossimo” a zero un computer che
usi floating numbers pud approssimario a zero e non essere in grado di
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effettuare ), o comunque lo inverte creando un errore molto grande.
Per implementare tale programma sul computer & conveniente la seguente
istruzione: “Si scelga, fra le righe coinvolte ad ogni passo, quella il cui
coefficiente \ii z; € in valore assoluto massimo”. Questo pud evitare
P’inconveniente descritto sopra. ' |
D’altra parte se lo studente esegue il procedimento a mano su un
sistema a coefficienti interi, & conveniente scegliere, se possibile, pivots
uguali ad 1; in questo modo non gli appariranno “frazioni indesiderate”
come moltiplica.toriL! | @

3.12 OSSERVAZIONE. A partire da un sistema lineare supponiamo di
aver effettuato u_r{ certo numero di scambi di equazioni nei vari passi
dell’eliminazione. Lo studente si convinca che, una volta noti questi scambi,
avremmo potuto effettuarli tutti simultaneamente nel sistema iniziale. In
questo’ caso l'eliminazione di Gauss potrebbe essere nuovamente effettuata
senza necessitd di scambi. ' | Y

A questo punto abbiamo chiarito che i pivots di un sistema o di una
matrice dipendono dalle scelte fatte durante il procedimento di eliminazione.
Si potrebbe pensare che per un ordinamento delle righe si ottengono r
pivots e che con uh ordinamento diverso se ne possano ottenere r' # T
Cio & falso! Si ha infatti la seguente: ;

3.13 Proposizione. Se una matrice ammette r pivots per una
scelta, nell’eliminazione di Gauss, dell’ordinamento delle righe, ogni altro
ordinamento dd luogo allo stesso numero di pivots.

Per la dimostrazione si veda l'osservazione 4.8 . del capitolo 2;
osserviamo' pero che, proprio in virtli di essa, possiamo porre la seguente:

3.14 Deﬁfxfzione. i) Si chiama rango di una matrice A di tipo mxX n il
numero r dei pivots di una sua riduzione a scala S ottenuta con il metodo
di eliminazione di Gauss. Risulta r < min(m,n), e si pone rg(A) = r.

ii} Una matrice quadrata A di ordine n si dice non singolare se rg(A) = n,
cioé se ammetle n pivots. In caso contrario A si dice stngolare. [ 3

3.15 EsErcizio. Calcolare il rango delle seguentt matrict:

2 -3 -2 1 : 0 1 3

A=i{4 -6 1 -2{, B=l2 -2 -1
6 —9 —1 -1 1 -1 1

Al primo passo dell’eliminazione di Gauss su A si ha Jji=1 e non
occorre effettuare scambi di righe, basta usare i moltiplicaori Az; =4/2 e
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A31 = 6/2 per ottenere la matrice

2 -3 -2 1
A; =10 0 5 —4].
0 0 5 —4

Al secondo passo jp = 3 ed il moltiplicatore & Azz = 5/5 = 1. Si ottiene la

matrice a scala:
2 -3 -2 1
S=A4, =10 0 5 —4|.
0 0 0 0

Pertanto rg(A) = 2. .
Per la matrice B al primo passo si ha j; = 1 ma occorre effettuare

uno scambio di righe; per esempio scambiando la prima con la terza si
ha:

1 -1 1 . 1 -1 1
B' =12 -2 -1}, A21 =2, Az1 =0, By =10 0 -3].
0 1 3 0 1 3

Al secondo passo risulta j, = 2 ed occorre scambiare in B; la seconda con
la terza riga, ottenendo la matrice a scala (triangolare superiore):

1 —1 1
T=B;=(0 1 3
0 o0 -3
Pertanto si ha rg(B) =3 e la matrice & non singolare. Y

Siamo ora in grado di dare una risposta completa al problema 2.5
fornendo un criterio operativo per riconoscere.la compatibilita di un sistema
lineare e per la determinazione delle soluzioni.

3.16 Teorema. Sia A una matrice mxn e b un vettore ad m componenti.
Jl sistema di matrice A e termine noto b é compatibile se e solo se, detli
S e c rispettivamente la matrice a scala e i termini noti ottenuti con
un’eliminazione di Gauss, risulta: ¢y = 0,...,¢m =0, dove 7= rg(A).

In questo caso il sistema é equivalente ad un sistema a scala che
ammette infinite soluzioni, dipendenti da n—r parametri se r < n; ammetie
un’unica soluzione se r = n.

Dim. Ricordiamo che il procedimento di eliminazione di Gauss fornisce,
all’ultimo passo, un sistema, equivalente al sistema iniziale, di matrice Se
termine noto ¢. Le ultime m—r equazioni (corrispondenti alle righe nulle di
S) si riducono a: Ozy +0z3+-- 4 0Zp = Cpp1y-0.,021+ 0224+ 02y =,
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ed ammettono soluzioni se e solo se si riducono tutte all’identitd
0 = 0 (che & verificata per qualunque scelta delle incognite) ovvero se

¢r1 = 0,...,¢;m = 0. Le prime r equazioni danno luogo ad un sistema a
scala (cfr.2.11) e per la proposizione 2.13 si ha la tesi. Le soluzioni del
~ sistema sono del tipo (2.13) | L

In parti Jxa!re si ha il seguente:

3.17 Corollari « 1) Un sistema omogeneo di matrice A di tipo m x n
(termine noto b ﬁo) é sempre compatibile. La soluzione § = o ¢é unica se
e solo se rg(A) = n. |

Vogliamo ora descrivere un metodo alternativo, ma del tutto
equivalente alla risoluzione all’indietro, per trovare la soluzione di un
sistema quadrato con matrice A non singolare (indipendentemente da]
termine noto b).

3.18. ELIMINAZIONE DI GAUSS ALL’INDIETRO. Sia A una matrice quadrata
non singolare. Il metodo di eliminazione di Gauss procede sulle righe di
A dall’alto verso il basso ed opera, in questo caso, inizialmente sulla
prima colonna, poi sulla seconda e cosj via, pervenendo ad una matrice T°
triangolare superiore che ha sulla diagonale principale elementi non nulli,
gli n pivots. Avremmo potuto procedere (in modo del tutto simile) sulle
righe di A dal basso verso 1’alto ed operare prima sull’ultima colonna, poi
sulla penultima e cosi via. Saremmo pervenuti ad una matrice triangolare
inferiore. ~ Simbolicamente indicheremo con" EG. | il procedimento di
eliminazione di Gauss descritto in dettaglio precedentemente, ¢ con E.G.1
il procedimento all’indietro. ‘ | ‘

Supponiamo di partire quindi da un sistema, quadrato di matrice 4
non singolare a termine noto b. L'E.G.] produce un sistema, equivalente
di matrice T triangolare superiore e termine noto ¢. Se ora operiamo su T
e.c con 'E.G.T1 otteniamo un sistema equivalente di matrice D e termine
noto d. Osserviamo che questa seconda eliminazione di Gauss pud essere
effettuata senza scambi di righe perché gli elementi della diagonale di 7T
sono i pivots (per ipotesi non nulli) e D & diagonale (i pivots di T si
trovano sulla sua diagonale principale e tutti gli altri elementi sono nulli).
‘Quindi Dultimo sistema ottenuto & della forma:

hir = dl, P2Zo = dg, ...... y Pnlpn = dn :

e la soluzione del sistema  iniziale si ottiene dividendo i termini noti
dy,...,dy, per i rispettivi pivots. 1l procedimento indicato, equivalente alla
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risoluzione all’indietro, pud essere simbolicamente riassunto in:

divisione
(3.19) |Alb Z8 |Tc BGY 1 p|d ":"; | I €&
i pivots

dove I & la matrice identica di ordine n, ciod la matrice i cui elementi
sulla diagonale principale valgono 1 e tutti gli altri sono 0.

3.90 EseMpPio. Riprendiamo in esame ’esempio 2.15 per il quale I’E.G.|
ha prodotto come matrice e termini noti rispettivamente:

\1 1 1) 1
0 1 0f-2.
lo o -2} 1

Applicando 'E.G. 1 abbiamo che il primo passo dell’eliminazione usa i

moltiplicatori Azz = 0, M3 = —1/2 e si ottiene:
1 1 0}3/2
0 1 0 -2.
0 0 -2} 1.

Al secondo passo dobbiamo usare il moltiplicatore A2 =1 e si ottiene:

1 0o o]7/2
0 1 0f-2
0o 0 -2|1

da cul si ricava la soluzione £ = 7/2, 1= —2, (=-1/2. Q

3.91 Esgrcizio. Si consideri il seguente sistema lineare, dipendente dal
parametro reale s:

st +y=1 3 1

0] 1
—y+8z=s5-1 ovvero 0 -1 s|s—1
(1+s)z+y+2z=1 14s 1 1] 1

Determinare il rango della matrice A, det coefficienti, al variare di 8
e vedere per quali valori del parametro il sistema & compatibile.

Procediamo con l’eliminazione di Gauss: per nessun valore di s la
prima colonna & tutta nulla. Discutiamo innanzi tutto il caso s # 0: non
occorre effettuare scambi di righe, si ha:

3 1 0 1
p1 =8, A1 =0, Agg = (1+s)/s, 10 1 s s—1
0 —1/s 1| -—-1/s
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Al secondo passo si ottiene:

_ s 1 0 1
Pz = —1, A3; = 1/s, 0 -1 s]s-—-1,
0 0 0f -1

quindi, pei' ogxﬁxva.lore di s#0, rg(A4,)=2 ed il sistema & incompatibile.

Nel caso s =0 la matrice del sistema e la colonna dei termini noti
SONno: \ '
0 1 0 1
0 -1 o0f-1.
1 1 1 1

Occorre quindi effettuare nuovamente I’eliminazione di Gauss: dopo aver
scambiato la prima .con la terza riga, si passa direttamente al secondo
Passo e con il moltiplicatore A3y = —1 si ottiene:

T+ 22+ 23=1
e = 1.

e il sistema a scala

ce=_
o
C O
O =

Pertanto, in questo caso, rg(Ao) = 2 ed il sistema & compatibile.

3.E Esercizi

1. Applicare il metodo di eliminazione dj Gauss per determinare se i
seguenti sistemi ammettono un’unica soluzione:

39 — 423 + 24 = 1
A 321 + 225 — 5z3 = 2
T —T2—2T3+x4=0

a b Ty —x3 = —1
( ) ’ 2:’21 —22:2--2:1:3-1-21‘4 = () 2 3
Tz +23 =1/2

‘.’1:1—3}2-}-4333—-.’54:—“1

2. Decidere se i seguenti sistemi sono compatibili ed in caso affermativo
determinarne le soluzioni:

z4+2z= -1 u4 v=20
3zt+y—z= 0 () Ju—2v=1
z+4y+32= 1 Cbut+ v=1
2z —~y = 1. : u-—4v =1,

(a)
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3. Trovare, se esistono, le soluzioni del sistema che ha come matrice dei
coefficienti e termini noti rispettivamente:

1 2 3 2 1
A=l2 -1 2 -4, b=|0
3 1 5 2 _ 5

4. Risolvere i tre sistemi con matrice dei coefficienti A e termini noti
rispettivamente by, by, b3 :

3 2 5 1 0 ~1
A=10 2 -1 by =10 b, =] 1 by =|-2].
0 1 1 0 -1 V2

(Si consiglia di operare simultaneamente su tutti i termini noti, visto che
la matrice dei coefficienti dei tre sistemi & la stessa!).

5. Determinare se le seguenti matrici sono o meno singolari:

1 0 2 4] -2 1 -2 -3
13 1 2 2 11 1 3 o0
A=19 4 1 3" Pl o 1 1 4
2 1 -1 0 -2 2 -1 -4

6. Verificare che per la seguente matrice A si possono ottenere  pivots
p1, p2, p3 senza effettuare alcuno scambio di righe; siano poi Py, ph, P53 1
pivots che si ottengono effettuando lo scambio della prima con la terza
riga, verificare che pip2ps = —p1PyPa:

i -1 2
A=|0 -1 -1}.
2 1 4

7. Calcolare il rango delle seguenti matrici:

2 5 3 —4 gég”é

A=11 -1 1 1 B = .
s a4 2 3 01 2 2
0 2 4 1

8. Determinare per quali valori del parametro reale t il seguente sistema
risulta compatibile e trovarne le soluzioni:

z1+ z2+tzz =1
21 +23=0

z1 +32+t3$3=3
)+ 3 +23=0.
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9.* Si. consideri il sistema lineare:
22 +3y—2=0
z+2y=1
¥y—2:=3

a coefficienti interi. Applicare ad esso il metodo dj eliminazione di IG::muss
e determinare se ammette o meno un’unica soluzione. In caso affermativo
tale soluzione sard costituita da una terna di numeri interi? Giustificare

la risposta. \.

10.* Si consideri il\sistema a coefficienti in Q(v3):
23z + y=20
\(1-—\/5)3:+\/§y=2+5\/§.

Provare, facendo uso /dell’eliminazione di Gauss, che ammette un’unica
soluzione costituita da una coppia di numeri di Q(\/ﬁ) e spiegarne il
motivo. .

4. SPAZI VETTORIALI NUMERICI SUI REALI

Ricordiamo che 1l’insieme R dej numeri reali & munito delle due
operazioni “binarie”, la somma ed il . prodotto, le quali godono di alcune
proprietd (associativa, commutativa, distributiva, ... etc.) note allo
studente dalle scuole secondarie; tali proprietd consentono le manipolazioni
algebriche e le regole di calcolo con cui si opera sui numeri reali.

4.1 Lo spazio vettoriale R”. Sia R™ l’insieme delle n-uple (ordinate)
di numeri reali: un elemento x € R"™ & costituito da n numeri
reali 1, 3,...,2, che chiameremo componenti del vettore numerico x;
scriveremo usualmente per colonna tali componenti:

Ty

T2
X =

Ln

Quest’ultima & ovviamente una convenzione; se ci riferiamo ad essa
parleremo anche di vettori colonna di R™. Un’altra convenzione possibile
¢ quella di scrivere x € R® come vettore riga: x =|zy 25 ... z, |-
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] Nell’insieme R" possiamo definire due operazioni (di natura diversa)

. nel modo seguente:

OPERAZIONE DI soMMA. Ad ogni coppia di vettori x, y € R" essa associa
* il vettore x +y € R™ definito da:

i z N 1+ W%
2 Y2 z2 + Y2

: x+y=|.1%| .| .

B In Un Tn + Yn

Questa & un’operazione binaria interna: binaria perché opera su coppie di
elementi, interna perché sia gli elementi che il risultato appartengono allo

stesso insieme R™.

OPERAZIONE DI PRODOTTO PER UNO SCALARE. Ad ogni numero . reale
(scalare) @ € R e ad ogni vettore x € R™ essa associa il vettore ax € R"

definito da:

T1 azi
- 1] arsz
oax = . =
- def
»
Zn azy,

Questa & un’operazione binaria perché opera su due elementi, ma e esterna
perché uno dei due elementi, lo scalare @, non appartiene all’insieme R™".

Le proprietd fondamentali di queste operazioni sono le seguenti:

4.2 Proprieta.
I 3 un vettore o € R™ tale che o+tx=x+4+0=x,¥Vx €R". FEsso st
chiama vettore nullo ed ha tutte le componenti nulle (ovviamente

é unico). |
I VxeR®3 un vettore —x € R tale che x+(—x) = o. Esso si chia-
ma vettore opposto di x ed ha per componenti gli opposti delle com-
ponenti di x (ovviamente é unico).
11 Vx,ye€R" st ha:
Xx+y=y+x proprieta commutativa della somma.

IV Vx,y,z€R" si ha:

(x+y)+z=x+(y+2) proprietd associativa della somma.
V VxeR" si ha:lx=x. / |
VI Va,8ER eVYxeR"® siha

(aB)x = a(fx), (a+f)x=ax+ gx.
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VIIT VaeR e Vx, y € R* st ha:

ao(x+y) =ax+ay proprieta distributiva della somma
rispetto al prodotto per uno scalare.

Dim. La verifica delle proprieta € immediata vista la definizione delle due
operazioni: esse altre non sono che le ben note proprieta della somn)ua, e
del prodotto fra numeri reali (ripetute per ciascuna componente). &

Noi diciamo %e R™ & ora munito di una struttura di spazio vettoriale
su R, o anche che‘® un esempio di spazio vettoriale su R, proprio perché
siamo riusciti ad introdurre nell’insieme R™ le operazioni di somma e di
prodotto per uno scalkre (di R), godenti delle proprieta 4.2.

Le proprietd I, ..l,VII permettono di operare sui vettori di R™.
Possiamo per esempio estendere la somma da due a piu vettori e possiamo
combinare le due opera;izioni nel modo seguente. Se vy, v3,...,vx € R" e
se oy, az,...,0k € R,.é]lora. risulta: | '

(4.3) w=a1v1+azvy + -+ axvi € R*.

I vettore w si dice combinazione lineare dei vettori vy,v3,...,vy con pesi
(o coefficienti) ay,a2,...,0k. '

4.4 Esempio. La combinazione lineare, con pesi 1, 3,—2, dei vettori di
R%: | ‘

-1

1 0 1 0 -1 3
12 11 N Y - 2 1] 1{ (3

by = ol bzi— 0 , ba= 1] ®© il vettore 0 +3 0 2 _11=la]s ©
1 2 1 1 2 1 5

4.5 Definizione. Dato un insteme di vettori vy,...,vy € R® essi si dicono
linearmente indipendent: se l’equazione:

(4.6) j vy + azve + -+ agvg = o,

nelle incognite ay,az,...,ax, ammette la sola soluzione ay=---=a; = 0.
Essi si dicono linearmente dipendenti se l’equazione (4.6) ammelte anche
altre soluzioni in cui i pest non siano tutti nulli. '

4.7 ESgMPI1O. Si considerino i vettori canonici di R4:
| 1 0 0

e =

[l = e T

0 1 0
ol’ e = 0l €3 = 1]’ €4 =
0 0 0
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Essi sono linearmente indipendenti.. Infatti in questo caso ’equazione (4.6):

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
a1 + a2 0 + a3 1 + oy ol =lol°
0 0 0 1 1]
ammette ’unica soluzione a; = oz = a3 = ag = 0. \V,

4.8 EsgMplio. 1 vettori di R? : x di componenti 1,2,~1 ed y di componenti
1/2,1,—-1/2, sono linearmente dipendenti. Infatti 1’equazione (4.6") diviene:

1 12| o et (/28] |0
al 2|4+8| 1 j=10], cioe 2a + =0},
~1 ~1/2| |o —a—(1/2)8] |0

ovvero il sistema a+(1/2)3=0, 2a+8=0, —a—(1/2)3=0. Questo sistema
omogeneo di tre equazioni in due incognite ammette infinite soluzioni in
quanto, effettuando ’eliminazione di Gauss, si trova che rg(A) =1 quindi
il sistema ammette infinite soluzioni, dipendenti da un parametro libero

(cfr.3.17 i)). Q

4.9 OSSERVAZIONE. Supponiamo di aver assegnati k vettori di R"; due
casi sono possibili, a norma della definizione 4.6: o essi sono indipeindenti
oppure dipendenti. La verifica di cid & legata allo studio delle soluzioni
dell’equazione (4.6) che di fatto & un sistema omogeneo di n equazioni
nelle k incognite ai,...,or. Tale sistema ¢ sempre compatibile in quanto
ammette la soluzione costituita dalla n-pla nulla. Si tratta quindi di vedere
se la soluzione & unica oppure no (cfr.3.17, i)). Q

Fra i var sottoinsiemi di R™ ve ne sono alcuni importanti dal punto
di vista delle operazioni.

4.10 Definizione. Un sottoinsieme non vuoto W C R™ si dice un
sottospazio veltoriale se é chiuso rispetto alle operazioni di somma e di
prodotio per uno scalare definite in R™, cioé:

a) Vwi,we €W deve risultare che wi +wq €W,

b) VaeR e Vw e W deve risultare che aw € W. &

Il sottoinsieme W = {o}, costituito dal solo vettore nullo, & un sotto-
spazio. Se W C R™ esso si dice un sottospazio proprio.

4.11 OSSERVAZIONE. Un sottospazio contiene sempre il vettore oy infatti
se w€ W si ha che —lw=—w € W e quindi w+(-w)=o0¢€ W, Q©
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Diamo ora un procedimento per costruire sottospazi.

SOTTOSPAZIO GENERATO DA k VETTORI Vi,V2,..., Vi € R™". Si consideri
il sottoinsieme:

W=Span(v1,v2,._ cyvi)=4{w € R" | w=aivitazve+.. . fogvg, o 4 R}.

Al variare del\ numeri reali oy, az,...,ax si ottengono tutti gli element;
di W il quale cont're\zne infiniti elementi se almeno uno dei vettori v; & non
nullo. In particolare\W contiene il sistema di generatori V1,V2,...,Vvi (V3
si ottiene per a; =1, mz =...=0, etc); il loro nome deriva dal fatto che
essi generano i vettori di W per combinazione lineare.

4.12 Proposizione. W i

!
Dim. Basta verificare le due proprieta a) e b) della definizione 4.10. Per
la verifica di @) siano w; = bjvy + ... + bivi € wy = 3vy + -+ + crve
elementi di ‘W, per opportuni pesi b;,...,b; e €1,...,Ck. Si ha:

pan(vi,vz,..., Vi) é un sottospazio di R™.

wi+wy = bivlfi-'"+bkvk+clv1+-°-+0kvk = (bi+eci)vi+- -+ (bt c)ve.

Per effettuare questa somma si sono usate le proprieta VI e III. In ogni
caso a) & verificata perché wi + wy & combinazione lineare dej generatori
di W. Per la verifica di b) sia a € R. e sia w € W, w=a;vi+...+apvy,
si ha aw = a(a;vi+ -+ apvy) = (aai)vy + -+ + (aag)vy che appartiene
a W. . &

4.13 ESEMPIO. - Si considerino in R3 i vettori x e Yy di componenti
rispettivamente 2,1,0 e ~1,3,0. Allora:

2 -1 - |2a-p

. Span(x,y) = {w = ax+8y} = {w =al|ll|+ 8] 3 } = {w5= a+ 38 },

al variare dei pesi @ e 8. Ci si pud chiedere se Span(x,y) & tutto R3.
. La risposta & no in quanto, al variare di a e B, i vettori che si ottengono
., hanno la terza componente nulla. Q
: 4.14 Lo spazio vettoriale M,,,(R). Vogliamo ora presentare un esempio
% di spazio vettoriale su R che solo apparentemente & diverso da R™. Fissiamo

%1 numeri interi positivi m ed n ed indichiamo con My n(R) Pinsieme delle
matrici con m righe ed n colonne. In esso si pud introdurre una struttura
'di spazio vettoriale definendo le due seguenti operazioni:

i

)

RS ek T



34 Cap. 1 Sistemi lineari

©88-08-18538-8
OPERAZIONE DI SOMMA (binaria interna):

a1 @iz --- @inl] b1 b2 ... bia a11+b11 arz+biz ... G1ntbin
dz1 @22 ... @an| |b21 b2z ... b2n az1+b21 az2+b2z2 ... azntban

.: : -. L) - - .- . def - . [l -

- - -

m1 Gn2 -+ Gunl (a1 bn2 ... bBmn Gn1+bnt Gn2+bn2 ... Gmatban

OPERAZIONE DI PRODOTTO PER UNO SCALARE (binaria interna):

a1 a12 ... Q1in|: ady;; adiz ... QQin

az1 422 ... Q2an|: tdqp Gdzy ... Qd2n
a . . * * — - . . .
: S U : S

Ant @n2 .-+ Gmil aan1 Gn2 -.. Cluan

Valgono anche qui le proprieta I, ..., VII perché di fatto stiamo operando
sui numeri reali; in particolare la matrice nulla, indicata con 0, ha tutti

gli clementi nulli. Si ottiene cosi uwro esempio di spazio vettoriale su
R.

4.15 OSSERVAZIONE Abbiamo detto che questo esempio & solo appar:nte-
mente diverso da R™. Infatti se ad ogni matrice A € M,n(R) associamo il
vettore a di componenti a1, a12,...,81n, @21, 822,...,82n,++-,8ml1,...,0mn
(che possiamo scrivere sia come vettore riga che come vettore colonna di
R™") vediamo che gli insiemi Mmn(R) ed R™" sono in corrispondenza
biunivoca e si corrispondono anche le operazioni! Come spazi vettoriali

sono in sostanza la stessa cosa o, come si dice, sono “isomorfi”. Per
questo motivo non illustreremo qui le solite nozioni, combinazione lineare,
dipendenza ed indipendenza lineare, sottospazi. Sarebbe una inutile
ripetizione.

Lo studente tenga presente negli esercizi che il passaggio dalle matrici
ai vettori (colonna) & utile!

4.EI Esercizl

1. Verificare che i vettori x di componenti 1,0,3 ed y di componenti
—~1, 0, -3 sono linearmente dipendenti.

2. Scrivere il vettore di R* combinazione lineare, con pesi rispettivamente
a; =3, a3 = —2, a3 = 0, dei vettori:
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1 : -2 log 3

. 3 0 -1
VIS o1 VRS g0 va=[
2 -3 1

3. Vedere se i seguenti vettori sono linearmente indipendenti:

1 3 V2 -1
\ V] = 0 ’ V2 = 2 ) V3 = -1 y V4 = ~1
‘ 0 0 2 -1
| \ 0 0 1

4. Scrivere il vettore v € * di componenti 1,2,—-1,3, come combina-
zione lineare dei vettori e, ei, e3, 4 dati nell’esempio 4.7.

5. Scrivere la combinazione 5‘inea,re, con pesi rispettivamente o = -1,
ay=1, az=1/2, delle ma.trici%
1 2] 3 1 1 2
A1=|g 1l’ A2= g 4,”43‘ 4 —1’

6. Si considerino le matrici elementari d; M3(R):

-

_J1 0 o _0o 1o _ oo 1
ell""‘OOO, 912“0001 ‘13"‘000v
~j000 _Jj0ooo0o __Joo o
921_‘1003 22"""0 1 ol 23.—.00 1l

Verificare che ogni matrice 4 ¢ M33(R) si pud scrivere in modo unico
come loro combinazione lineare.

7. Vedere se le seguenti matrici sono dipendenti o indipendenti:

-1 0 1 2 -1 =2 1 0
)A3=,

A = 00'"42‘_"00 1 0 ~1 2

$A4:‘

5. PRODOTTO FRA MATRICI E SUE PROPRIETA

Ci proponiamo ora di definire una huova operazione fra matrici, che
associ ad una coppia di matrici 4 e B una matrice C = AB. Questa
operazione sara possibile solo nel caso che il' numero di colonne della
matrice A sia uguale al numero dj righe della matrice B. Vogliamo con

questo dire che il prodotto AB sard definito solo nel caso che A abbia
tipo m x k e B abbia tipo k& x n.



36 Cap. 1 Sistemi lineari

©88-06-16538-8

5.1 NOTAZIONI Sia A una matrice di tipo m X n. Ciascuna delle sue
righe di luogo ad un vettore riga ad m componenti e di tali vettori ne
abbiamo esattamente m.- Analogamente ciascuna delle sue colonne da
luogo ad un veitore colonna ad m componenti e ne abbiamo esattamente
n. Esplicitamente data la matrice :

a1 ai? s e din
as az9o Qan

»
. L] L] L]
. . L .

aml am2 ----- . amn

i suol vettori riga sono dati da:

alzl ajn @12 ...a1n |, ag=| az21 @22 ...02n gy am = amlam2-..amﬂ

i suoi vettori colonna sono dati da:

ail a2 ain
az1 az2 Q2n

al=| | |, at=| . {,..., a*=]| . [. Q
ami am2 Amn

Gli indici in basso ed in alto, che abbiamo usato per indicare
rispettivamente i vettori riga ed i vettori colonna derivano da una
“notazione tensoriale”. Ci spiace di non poter dar qui una giustificazione
sia del nome che del significato di cio.

A seconda che si voglia evidenziare, nella matrice A, i suoi vettori
riga o i suoi vettori colonna, scriveremo anche: '

Daremo la definizione di prodotto fra matrici attraverso i seguenti
passi.
5.2 Definizione. PRODOTTO DI UNA MATRICE 1 X n PER UNA MATRICE

n x 1. Esso & definito da:

by

b2
|a1 az ... anl . .c-l;:f aiby + azb2 + - -+ anby. ¥ N

b
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I risultato & una matrice 1 x 1 (ciod un numero, come diremo anche
con abuso di linguaggio); abbiamo omesso le sbarre che indicano_ di solito -
la matrice, per non confondere una tale matrice (di ordine 1) con il valore
assoluto del, suo unico elemento. ' |

In questo modo abbiamo definito il prodotto di un vettore riga.l per
un vettore colonna con lo stesso numero dj componenti.

5.3 Proprieta.

' by b1 €1
: bz b : C2
lar az ... a,| : ay | +lai a2 ... a,]| .

Dim. Basta effettuare i calcoli\a primo e a secondo membro. I tutto si
riduce alla proprietd distributiva della somma rispetto al prodotto ed alle
proprieta commutativa ed associjiativa, della somma dei numeri reali. &

5.4 Definizione. ' PRODOTTO DI UNA MATRICE A DI TIPO m X n, PER
UNA MATRICE x DI TIPO nX1 (VETTORE COLONNA). Usiamo la notazione

5.1 per la matrice A e definiamo il prodotto Ax come il vettore colonna,
ad m componenti, dato da: | '

at T a1 x
—_ a2 T2 azx '
Ax = . =1 . 1. &
. : def .
am — T : aAmX

Il vettore colonna Ax ha per componente :™* il prodotto dell’;im°
vettore riga di A per il vettore x, secondo la definizione 5.2.

5.5 OSSERVAZIONE (FONDAMENTALE). Se esplicitiamo il calcolo otteniamo:

ain  aiz2 ...... aip ||z @11Z1 + a1222 + -+ + dya Ty
- @31 @22 ...... Q2q ||%; @211 + @223 + - - + a2,
’!. Ax = " " . L] . == .
! - : |
I ' Gm1 am2 ...... QGmunllz, 1 T1 + am2Z2 + - + GunTy
. aun aiz a1n
L azi az; a2n 5 : n
= I . + x4 . +---4z, . = z1a" + 22a +eezpa
am1 Am? Cmn

In definitiva: il prodotto di una matrice per un vetlore uguaglia la
combinazione lineare dei vettori colonna della matrice con pest le coordinate

R TR R T

iF.

B .12'» i
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del vettore. <

5.6 Proprietél. A(x +y) = Ax + Ay, A(ax) = a(Ax).

Dim. Sono immediate, basta far uso a primo e a secondo membro della
precedente osservazione fondamentale. &

5.7 Definizione. PRODOTTO DI UNA MATRICE A DI TIPO m X k PER UNA
MATRICE B DI TIPO k X n. Per la matrice A mettiamo in evidenza g m
vettori riga e per la matrice B mettiamo in evidenza gli n veitori colonna,

(¢fr. notazione 5.1); tutli questi vettori hanno k componenti. Poniamo per
definizione:

___ ay — a;b! a;b? ... a;b"
—— a?  — ‘ ‘ ‘ agbl a2b2 800 a.gbﬂ'
AB= . b! b2 ... b" = . . i . ,
: e : : . :
——— 8 e— l | l a,bl amb? ... axpb"

dove a;bi & lelemento di posto i,j nella matrice prodotto ed é definito da

52. &

La matrice che ne risulta & di tipo m X n. Abbiamo cosi dato la
definizione generale di prodotto fra matrici. Esso si chiama anche “prodotto
righe per colonne” ed il motivo & ovvio dalla definizione 5.7.

Avvertiamo subito che questo non & l'unico modo di delnire un
prodotto fra matrici; ve ne sono altri, ad esempio il prodotto “righe per
righe”, o quello “colonne per colonne” etc. La scelta che abbiamo fatto
determinerhd le proprietd algebriche che seguono; gli altri prodotti non
posseggono invece buone proprieta.

5.8 OSSERVAZIONE. La colonna i™* della matrice AB & il vettore colonna
Ab' prodotto della matrice A per il vettore colonna b' di B (cfr.5.4).
Pertanto la colonna i™ del prodotto dipende dalla matrice A (che e il
primo fattore) e dalla sola colonna ima di B (che & il secondo fattore).
La riga i™* del prodotto AB & il vettore riga a;B ottenuto moltiplicando
nell’ordine la matrice a; (di tipo 1 x k) per la matrice B (di tipo k x n).
Possiamo quindi scrivere:

E—— alB S
l | asB
AB = | Ab! Ab? ... Ab™|= . Q

I

Y amB
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5.9 Proprietd. Supponiamo che le righe e le colonne delle matrici A, B, x
siano tali che si possa effettuare il prodotto (AB)x. Allora si ha:

(AB)x = A(Bx).

Dim*. Calcoliamo separatamente il vettore a primo e a secondo n1embro.

—_—a - a1 ___ l(alﬂ)x
' —_— 8y — aB ____ (a; B)x
(4B)x = ( : B) 2 x=| "2
{ x = . X = : = .
l_._._ a,,;\___' — amB _ (am B)x
—_—ag _..__\ I | al(Bx) _
| as ___ a;(Bx
A(Bx) = : Bx| = | P9

am(.B:;c)

_— Ay —
La tesi & provata nth appena avremo verificato 1’uguaglianza delle
componenti omonime dei due vettori, cioé (aiB)x = ai(Bx). In definitiva

dobbiamo provare che (yB)x = y(Bx) per una matrice B di tipo kX n e
per i 'vettori: |

Z
y=I|lvn ... yi|, x=
Tn

Questa identitd si verifica con un calcolo esplicito.

bur b1z ... bin
b21 b22 “es b2n

|y oo Yk e =K511y1+...+bk1yk)---(b1nyl+--.+bknyk]
brr bio e bin
(yB)x =§21(61;y1 to b baye) bt Ta(binyr e+ brnys) =
=91(b11%1 + + + binzy)Ho e oo +Yr(bk1z1+ -+ + binz,) = y(Bx),

.infatti il vettore colonna Bx & dato da:

b1z 4+ bipzn |
ba12y + -+ + bypz,

Bx = &

byiz1 4+ < + bypz,

Vogliamo ora elencare le proprietd fondamentali del prodotto fra
matrici:
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5.10 Proprietd. Per ogni terna di matrici A, B, C, per cut sono definite
le operazioni indicate, valgono le seguenti uguaglianze :

A(B+C)= AB + AC, proprietd distibutive della
(B+C)A=BA+CA, somma rispetto al prodotio,
b) (AB)C = A(BC), proprietd ‘associativa del prodotto.

Dim.* Per a) basta controllare che le due matrici a primo e a secondo
membro abbiano gli stessi vettori colonna. La j™* colonna di A(B + C)
¢ data da A(b? + ¢7), dove b7 e c/ sono rispettivamente la j™* colonna
di B e C. Per la proprietd 5.6 si ha A(b’ +c¢i) = Ab? + Ac/, ciot la
jms colonna di AB + AC. L’altra uguaglianza ¢ simile; lo studente pud
facilmente controllare che le due matrici hanno lo stesso elemento di posto
i,j. Per b) controlliamo che le due matrici a primo e a secondo membro
hanno gli stessi vettori colonna. Il j™° vettore colonna in (AB)C e dato da
(AB)c? = A(Bci) (cfr. proprietd 5.9). Essendo Be’ il j™ vettore colonna
di BC segue che A(Bcf) & il j™ vettore colonna del prodotto A(BC). &

Lo studente avrd notato che il prodotto fra matrici gode di proprieta
“formalmente” analoghe al prodotto fra numeri reali. Sara quindi
meravigliato che non abbiamo scritto la proprieta commutativa AB = BA
del prodotto fra matrici. Perché cid sia possibile occorre innanzi tutto che
le matrici siano quadrate e dello stesso ordine. Cid nonostante 1’uguag.ianza
in generale non vale! Per provare cio basta esibire due opportune matrici
che non commutino. Per esempio:

13\-12‘ 25| —12113 3 *

* %k

AB =

—_—

2 4 1 1 2 8 1 1]1{2 4

ed & inutile continuare il calcolo! AB # BA perché non hanno lo stesso
elemento di posto 1,1 ! '

: BA=|

511 OSSERVAZIONE. Dire che la proprietd commutativa “non vale” non
vuol dire che il prodotto fra matrici non commuti mai. Alcune coppie di
matrici commutano fra loro; per esempio la matrice nulla commuta con
ogni altra matrice. Vedremo fra breve altri esempi. L’affermazione “non
vale” deve essere intesa in modo corretto, cioé “non vale sempre” ! V.

Nell’insieme M,(R) delle matrici (quadrate) di ordine n si puo sempre
eseguire il prodotto di due matrici; inoltre abbiamo un elemento speciale,
detto matrice identita, definita da:

1 0 ...... 0 0
0 1 ...... 0 0
I=I,=1}: : ) P
0 0 ...... 1 0
0 0 ...... 0 1
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I vettori riga di 7 € M, (R) sono i vettoti di R":
e1={10...0],..., =[0...010...0],..., en=[0 0 ... 01].

I suoi vettori colonna e!, e?,...,e™ sono esattamente gli stessi, con le
coordinate scritte per colonna Essi si chiamano i vettori canonici dJ'R".

La proprieta fondamentale della matrice identitd & che risulta:
(5.12) o IA=AI=A

per ogni matrice quadrata A € M,(R). In particolare la matrice identica
commuta con\w le matrici di M,(R).

Vogliamo intronrre alcune matrici di tipo speciale ed illustrare il loro
comportamento rispetto al prodotto.

S oy 1
a ‘ az * O *+ 1
Ca . aﬂ. * * LRCI an * * .o 1
matr. scalare  matr.diagonale matr. triangolare ,  matr. triang.
inferiore - inf. unipotente

E facile verificare, facendo uso della definizione, le seguenti:

5.13 PROPRIETA -
1) Una matrice scalare commuta con gqualunque matrice.
2) I pradbtto di due matrici diagonali é una matrice diagonale.

3) Il prodotto di due matrici trzangolam inferiori (o unipotenti) é una
matrice dello stesso tipo. &

Prima di terminare questa sezione vogliamo da.re una prima relazione
fra i sistemi lineari e gli spazi dei vettori numerici, le matrici ed i loro
. brodotti. Infatti il sistema lineare (2.4) pud essere scritto, fa.cendo uso del
prodotto fra matna nella forma compatta (cfr.5.5):

(5.14) Ax=b, dove A€ Mun(R), x€R", beR™.

I sistema & compatibile se e solo se esiste un vettore £ € R tale che:
Af = b e quindi, tenuto conto di 5.5, si ha:
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5.15 Proposizione. Il sistema lincare Ax = b ¢é compatibile se e solo se
b € Span(al,...,a™) dove al,...,a" sono i vettori colonna di A. &

5.16 Esgmpio. Consideriamo ancora il sistema lineare dell’esempio 2.9
e la soluzione & € R%, data da (2.9') e dipendente dalle variabili libere
T9,T4,%, PUO essere riscritta facendo uso dell’operazione di combinazione
lineare in R®:

& x2 — T4+ 276 + 1 z2 —T4 2z¢ 1
&2 Zg Zg 0 0 0
_ 453 _ 2:(:4 e 2.’126 — 2 _ 0 2274 "'2336 —2
&= €| T4 =10t T4 1 o 1o
€s Te + 2 0 0 Tg 2
€6 T 0 0 T 0
1 —1 2 1
1 0 0 0
0 2 —2 —2
=224 +z4] 4 +2Ze| ¢ +| o) = F2Vv2 + z4vs + zeve + £o-
0 0 1 2
0 0 1 0

Con un semplice artificio algebrico (raccogliendo ciod i termini
dipendenti dalla stessa variabile ed i termini noti), abbiamo scritto tutti i
vettori soluzione del sistema come combinazione lineare di vettori numerici
va, V4, Ve, §o € con pesi le “variabili libere® z2, ©4%¢, ed il numero 1.
Osserviamo inoltre che il vettore v3 ha la seconda componente uguale ad
1 e le successive tutte nulle, v4 ha la quarta componente uguale ad 1 e
le successive tutte nulle, ve ha la sesta componente uguale ad 1. Tenendo
presente 1’osservazione 2.10 abbiamo, per il sistema omogeneo associato, le
soluzioni: @ = z2va + T4V4 + TeVe. , Q

Quanto abbiamo messo in evidenza con riferimento all’esempio 29 &
del tutto generale. Se un sistema & compatibile esso & equivalente ad un
sistema a scala del tipo 2.11 le cui soluzioni (2.13") possono essere scritte
vettorialmente separando i contributi delle singole n—r variabili libere e
quelli dei coefficienti numerici, ottenendo:

(5.17) E =z1v1+ -+ Tj-1Vj—1 + TH+1Vi41 4+ ...... ITnVn + qfo;
le soluzioni del sistema omogeneo associato sono date da:
(5.17") p=z1vi 4+ +ZjH-1Vih-1 + T 41Vl T 4+ zpVn,

dove i vettori vi,...,Vj—1,Vji41l,--+sVn SONO vettori numerici che godono
_ ] ' n s ¥ii+1 )

della seguente proprieta: vk ha la coordinata k™ uguale ad 1 e le
successive tutte nulle. :
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Il sottoinsieme A delle soluzioni del sistema omogeneo associato & il
sottospazio Span(vi,...,Vj-1,Vj41,...,Vn). Dalle (5.17) e (5.17") si
ottiene quindi il seguente teorema di struttura delle soluzioni di un sistema
compatibile:!

5.18 Teorema Sia Ax = b. un sistema compatibile di m equazioni in n
incognite.

a) Uinsieme A dei vettori soluzione del sistema omogeneo Ax = o ¢ un
sottospazio. '

b) Detto A' Pinsieme dei vettori soluzione del sistema Ax = b risulta:
A=A+ &

dove & ¢ una soluzione (particolare) del sistema Ax = b. ]

5.E Esercizi

1. Calcolare il vettore Ax), dove:

1 0 3 1
A=|-1 1 1}, x=]{-1].
c 1 0 3

2. Scrivere il vettore w = 3vi + 2vy — v3 come prodotto di una matrice
per un vettore, sapendo che:

1 0 -1
V1=0 V2=1 V3 = 2
2y 11’ 4
0 , 1 1

3. Calcolare il prodotto ABC e verificare ’associativita:

-1 2
2 1 0 0 1
a=[t o 2] m=| 43042 G

4. Calcdla.re;, se possibile, il prodotto AB per le seguenti matrici:

1 0 1
(a) A=10 1 0|, B= é ? _i‘l;
3 10
' 1 0 1
(b) A=1|1 1-1|, B={0 1 0]}.
| 3 1 0
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5. Calcolare, se possibile, la seconda riga e la terza colonna della matrice
' prodotto AB, dove:

10 2 3 2
¢ A=]|0 2 1 4|, B= 1 4l
3 210 2 0
t 6. Vedere se le seguenti matrici commutano:
1 0 0 0O 1 0 0 O
: 01 00 0 1 0 0
e 0 3 1 0§ S 0O 010
' 0 0 0 1 0 -2 0 1
+ 7. Calcolare i prodotti AB e BA per le matrici:
t
' 1 0 0 1 0 0
A=le 1 0}, B=10 1 0].
' 0 0 1 0 b 1
' 8. Calcolare i prodotti AB e BA per le matrici:
- 2 0 0f |1 -1 2
, A=10 1 0, B=[v2 3 1/2]|.
0 0 1 4 1 2

' 9. Verificare che per ogni matrice B € M3(R) risulta AB = BA, duve:

3 00
A=|0 3 0f.
i {0 0 3
0 1 0
, 10. Sia P=|1 0 0| e sia A una qualunque matrice di M;(R).
' 0 0 1

Calcolare i prodotti PA ed AP. In che modo & ottenuta la matrice P a
partire dalla matrice identica? In che modo & ottenuta la matrice PA e
la AP a partire dalla matrice A? ‘

11. Verificare l’ugua.glia,nza,:

ajai
zaz

i
a2

Qpan

b an
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12. Per il sistema assegnato in 3.E, esercizio 3, e per il sistema omogeneo
- associato, scrivere le soluzioni nella forma (5.17).

6. .MATRICI INVERTIBILI: UN ALGORITMO DI CAchLO
DELLA MATRICE INVERSA

Lo studente avrd notato che, formalmente, la matrice I (cfr.5.12) gode
della stessa proprietd del numero 1 fra i numeri reali! Per ogni numero
reale @ # 0 esiste ed & unico l’inverso, indicato con a~! (€ R) che gode
della proprietd: aa~! = e la = 1.

6.1 Definizione. Una matrice quadrata A € M,(R) si dice invertibile

se esiste una matrice, delta matrice inversa di A ed indicata con
A~1(e M,(R)), tale che:

AA™ = A°lA = 1. | &

6.2 PROBLEMA. Quali matrici qtjadmte sono invertibili ¥ \V

In R, che pud essere pensato come l’insieme M;(R) delle matrici
quadrate di ordine 1, il numero 0 non & invertibile! Non ci si pu¢ quindi
aspettare che tutte le matrici quadrate siano invertibili! La risposta al
problema proposto sara data fra breve. E facile comunque dare esempi
di matrici invertibili: 1’inversa della matrice identita I & la matrice [
stessa, l’inversa di una matrice scalare relativa al numero a # 0 &
la matrice scalare relativa al numero 1/c; una matrice diagonale che
abbia rispettivamente sulla diagonale i numeri ¢,...,a, tutti non nulli,
ha per inversa la matrice diagonale che ha sulla diagonale i reciproci
1/a1,...,1/an.

6.3 Proposiizione. Se la matrice A € M,(R) é invertibile, la sua inversa
¢ unica.

Dim. Supponiamo che A possegga due inverse, indicate con A™! e B,
godenti quindi delle proprieta: -

AA 1= A"YA=1, AB=BA=1.

Da cid si deduce che AA~! = AB; moltiplicando a sinistra entrambi i
membri per'A~! si ottiene A"1(AA™1) = A"1(AB) ed usando la proprietd
associativa del prodotto (A=14)A~1 = (A~1A)B. Per la 6.1 e la 5.12 si
ricava A™' = B. | | | L

6.4 (OSSERVAZIONE. Nella dimostrazione precedente abbjamo usato
entrambe le uguaglianze di 6.1 per la matrice A™! ma solo la relazione
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AB = I per la matrice B; per quest’ultima abbiamo quindi usato la sola
proprietd di essere una “inversa destra” di A. @

Abbiamo qui un esempio di dimostrazione in cui abbiamo fatto uso
delle proprieta formali del prodotto fra matrici, cosi come si fa per i1
numeri reali. E di fatto questa I’importanza delle proprietd dimostrate!
Esse permettono di effettuare il calcolo fra matrici come fra i numeri reali
con la sola avvertenza di non usare la proprieta commutativa, a meno
che non si sappia a priori che le matrici in esame commutino. Altre
proposizioni della stessa natura sono le seguenti.

6.5 Proposizione. Se A, B € M,(R) sono entrambe invertibili, allora 1l
loro prodotto AB ¢é invertibile e si ha:

(AB)~' = B~1A~1, .
Dim. Basta verificare che (B~'A"1)(AB) = I. Usando la proprieta
associativa si ha infatti B~1(A"'A)B = B~'(IB) = B™'B = I
Analogamente si verifica che (AB)(B~'A™1) =1. ! )

6.6 Proposizione. Se A ¢é invertibile anche Al ¢ invertibile e risulta

(A-—l )—1 —

Dim. F immediata e lasciata allo studente. - 'y

Lo studente attento si porra certamente il seguente problema: se
AX = I ¢é anche vero che XA = I?7 In altri termini, se X & una inversa
destra di A, & anche una sua inversa sinistra? In effetti cio & vero per le
matrici quadrate ma non & un fatto formale.

Cid che invece si pud dedurre dalle proprieta formali e la seguente:

6.7 Proposizione. A € Mn(R) é invertibile se e solo se esiste un’unica
inversa destra, cioé un’unica matrice X tale che AX = 1.

Dim.* Se A & invertibile A~ 1 & D'unica inversa destra (cfr.6.3 e 6.4).
Viceversa se AX =TI con X unica, si ha 0 = AX — I e quindi:

0=(AX - DNA=AXA-A=AXA-1I).
Pertanto I = AX = AX + A(XA-I)= A(X + XA - 1TI). Per Punicita
dell’inversa destra deve aversi X = X + XA — I, da cui XA - 7T =0 cioe
la tesi. i

Faremo uso di questa proposizione per dare risposta al problema 6.2.

Sia A € Mn(R) una matrice assegnata e sia X € Mn(R) una
matrice (incognita) i cui vettori colonna indichiamo con x1, x?,. ., x™
La condizione necessaria e sufficiente affinché X sia tnversa destm di 4e

sia unica € che valga la relazione:
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(6.8) AX =1,
ovvero che valgano simultaneamente le relazioni:

(6.9) | Ax! = el, Ax? =e€?,...... ,Ax" = e™,

1

con vettori x!, x?

x*,...,x™ unici. | |
Le (6.9) ci dicono quindi che:

x1 deve essere 1'unica soluzione del sistema quadrato Ax = e!,

x2 deve essere 'unica soluzione del sistema quadrato Ax = e?,

(6.10) : \

x™ deve essere\l’unica soluzione del sistema quadrato Ax = e"

Perta,nto una inversa destra X di A esiste ed & unica se e solo se la
matnce A & non singolare (c}'r teorema 3.17). Abbiamo cosi provato che:

6.11 Teorema. Una matricc A € M,(R) ¢ mvert:b:le se e soltanto se
essa € non singolare. ) | ]

Come applicazione d1 qua.nto a,ppena. visto, abbiamo le seguenti
proposizioni

6.12 Proposizione. Sia Ax = b un sistemma gquadrato con malrice dei
coefficienti non singolare. L’unica soluzione é allora data da § = A~ b,

Dim. La dimostrazione & di tipo formale. Poiché esiste la matrice inversa
di A possiamo moltiplicare a sinistra l'uguaglianza A€ = b per A~}
associando, il prodotto A~YA = I si ottiene la tesi. &

6.13 Proposizione. La matrice A € M, (R) é singolare se e solo se esiste
un vettore, € # o tale che A{ = o.

Dim. Il sistema Ax = o ammette sempre la soluzione banale o. La
matrice A & singolare se e solo se il sistema ammette parametri liberi,
cioé se e solo se esiste una soluzione non nulla. : ' 3

6.14 UN ALGORITMO DI CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA. Sia A una
matrice non singolare, per determinare la matrice X = A~! dobbiamo
risolvere simultaneamente i sistemi di (6.10) che hanno tutti la stessa
matrice déi coefficienti. Possiamo quindi operare I’E.G.] simultaneamente
sulla matrice A e sui termini noti el, e?,...e" che , affiancati, forniscono la
matrice identica. Otterremo n sistemi triangolari superiori che intendiamo

risolvere con I’E.G.T (cfr. (3.18)). Il procedimento da effettuare & quindi
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il seguente:

divisio er
a1 == ryBl 2 ypiep TEEDT g rpatt

i pivots

“dove si é indicata con B la matrice i cui vettori colonna sono i termini
noti dei sistemi in forma triangolare superiore, con C quella i cui vettori
colonna sono i termini noti dei sistemi in forma diagonale.

"6.15 ESERCIZIO.” Determinazione dell’inversa della matrice:

A=

N RN
B b
- D

Applicando I’E.G.| alla matrice data ed alla matrice identica (dei
termini noti) si ottiene:

2 1 1|1 00} |2 1 1| 1 0 ©
|AlI|l=| 4 1 0]0 &t 0|— |0 -1 —2| -2 1 o|=|T|B].
—2 2 1]0 0 1 0 0 —4)-5 3 1

Applicando I’E.G.T a T si ottiene

2 0 0]1/4 1/4 -1/4
ID|C|=|0 -1 0]1/2 —-1/2 -1/2
0 0 —-4| -5 3 1

Dividendo le righe per i corrispondenti pivots si ottiene:

1 0 0] 1/8 1/8 —1/8
|IJAY|=|0 1 0] -1/2 1/2 1/2],
0 0 1| 5/4 —3/4 -1/4

da cui si legge la matrice inversa. | ©

|
5.E Esercizi

K
1. Verificare che le inverse delle matrici:

_ D =
ek
o)
o

1 0 0 1 00
B0 1 0,0 2 0| sono rispettivamente
4 0 1 0 0 3 O 0 1/3
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2. Vedere se ciascuna delle seguenti matrici @ invertibile facendo uso
dell’eliminazione di Gauss e in caso affermativo determinarne 1’inversa:

1 -1 D I (1) (1) (1) -—(1)
A= .B=|2 1 3|, C=
0 2| . 2 s 0 1 -1 1
0o 2 o0 -1] |

3. Calcolare, se possibile, la soluzione del seguente sistema facendo uso
della proposizione 6.12: :

z+y—z=1
rTH+z=2
—y+z=3.

4, Provare che le matric¥ e B sono una inversa dell’altra:

1 00 1 0 0
A=|0 1 oy, B=|010
| b 0 1 -5 0 1

7*.  FORMA MATRICIALE DELL’ELIMINAZIONE DI GAUSS.

LA FATTORIZZAZIONE PA = LDU PER UNA MATRICE A NON
SINGOLARE ' : |

In questa sezione vogliamo descrivere il procedimento di eliminazione
di Gauss in termini di prodotti di matrici.

Ricordiamo che tale procedimento prevede di operare su una matrice
sia con la sostituzione di una riga con la somma della medesima e di
un’altra riga moltiplicata per un coefficiente, sia con scambi di righe.
Vediamo quindi come si possono tradurre questi due tipi di operazioni in
termini di prodotti di matrici. :

Fra le matrici triangolari inferiori unipotenti hanno particolare interesse
le matrici triangolari inferiori unipotenti elementari che hanno tutti gli
elementi nulli al di sotto della diagonale principale, escluso al pit uno. Se
indichiamo con A tale elemento e con r ed s, r > 8, rispettivamente la
riga e colonna su cui si trova, avremo la matrice: |
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1...0 0 0 0 0
0...0...1 0 0 0
Ers(A)=1]0...2...0 1 0 0
0...0 0 0 1 0
0...0...0 0 0 ... 1

Se A = 0 si ottiene ovviamente 1la matrice identica.

7.1 PROPRIETA. Sia A una _matrice quadrata di ordine n ed E.s()) dello
stesso ordine. Allora:

. ai S al S

" Ay — I : A -

. En(MA=En(Y) : = -: Y
aAr —— aryt+Aa,
am s s e ——— am ———

[ ]
1l risultato & la matrice che ha le stesse righe di A tranne la ™2 che

. ¢ la combinazione lineare della riga rma o della s™ di A con pesi 1 e A.

- Come applicazione consideriamo il seguente:

_.7.2 EseMp10 Per la matrice trangolare inferiore unipotente a primo membro
vale la fattorizzazione:

hs
1 1 1 1
— a 1 =|la 1 0 1 0 1
b ¢ 1 0 0 1{|b 0 1[|0 ¢ 1

¥
La verifica dell’uguaglianza & immediata, basta a secondo membro usare
~ la proprieta associativa e moltiplicare inizialmente le due ultime madtrici

. facendo uso di 7.1; si ottiene la matrice

1 | 1 1
-; 0 1 , effettuando quindi il prodotto |a 1 0 1
- b ¢ 1 0 0 1i|lb ¢ 1

_ sempre per 7.1 si ottiene la matrice a primo membro. Q
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La formula scritta permette di fattorizzare una matrice triangolare
inferiore unipotente -tramite matrici triangolari ‘inferiori - unipotenti
elementari prese in un “ordine opportuno” e vale in generale per. le’
matrici di ordine n, infatti si ha: |

7.3 Proposizione Se L ¢ ‘una matrice triangolare inferiore unipotenie di
ordine n, per essa st ha la fattorizzazione:

L=FEnks...Ey Es2Eq ... Epa oo Encyn2Enn—2En ny

dove la matrice elementare E;; (con i > j) ha nel posto i,j l’elemento Ay
della matrice L.

Dim. La dimostrazione & la stessa che abbiamo esplicitamente fatto nel
caso n = 3 ed & lasciata per esercizio. &

Notare che & importante ’'ordine con cui abbiamo scritto i fattori di
7.3; infatti in generale\due matrici elementari unipotenti non commutano

(cfr.7. di 5.E). \
\
Sempre come applica}i\one di 7.1 abbiamo che:

7.4 Proposizione Ogni ma,hice triangolare inferiore unipotente elementare
E.s(A) & invertibile e I’inversa & la matrice triangolare inferiore unipotente
elementare E,,(—A).

Dim. Basta effettuare il p odottoE,,(A) E;4(—A) facendo uso di 7.1 per
riconoscere che si bttiene la matrice identica. &

Osserviamo che, come conseguenza della fattorizzazione 7.3 e della
proposizione 6.5, ogni matrice triangolare inferiore unipotente & invertibile.

Nel pré)cedimento di eliminazione di Gauss sono previsti scambi di
righe. Anche questi si possono effettuare tramite prodotti.

7.5 Definizione. i) Una matrice P € M,(R) si dice di permutazione
se ¢ ottenuta dalla matrice identita I permutandone i vettori riga, cioé
scambiandoli fra loro (cfr. capitolo 3, sezione 1.).

ii) Una matrice di permutazione si dice elementare, e st indica con Pjj,
se ¢ ottenuta da I scambiando il vettore e; con e;. &

7.6 Proposizione Il prodotto P;;A & la matrice A’ ottenuta da A
scambiando la riga ¢ con la riga j.

Dim. Basta ricordare che e;4 = a;. ' F

Osserviamo infine che una matrice di permutazione P si puod
scrivere come prodotto di matrici di permutazione elementari in quanto
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membro, relativamente ai moltiplicatori con gli stessi indici e nell’ordine
previsto dalla proposizione 7.3. La proposizione & cosi provata. &

Supponiamo ora che la matrice A € M,(R) sia non singolare. La
fattorizzazione (7.9) avviene con una matrice triangolare superiore T i cui
elementi sulla diagonale principale sono i pivots. Facendo uso dell’eéercizio
11 della sezione 5.E possiamo scrivere T = DU, dove D & la matrice
diagonale che contiene ordinatamente i pivots ed U & la matrice unipotente
ottenuta da 7T dividendo ciascuna riga per il corrispondente pivot. In
definitiva si ottiene: |

7.10 Proposizione. Se A € M,(R) é non singolare per essa vale la
fattorizzazione di Gauss:

PA = LDU
dove: |
P é una matrice di permutazione,
L é una matrice triang‘c{[are inferiore unipotente,
D é

una mairice diagondﬁecon elementi sulla diagonale tutti non nulli,
une maltrice triangolare superiore unipotente.

.-

U

7.11 EseMpro. Consideriamo le matrici A e B di 3.15 per le quali
abbiamo gia effettuato una eliminazione di Gauss; la fattorizzazione per
la matrice A & del tipo A =JLS in quanto ’eliminazione & stata effettuata
senza scambi di righe: S |

12 -3 -2 1] |1 0 o||]2 -3 -2 1
14 -6 1 -2f{=[2 1 0{[0 0 5 -4
16 -9 -1 -1| |3 1 1{jo 0 O O

. La matrice B & non singolare e per essa vale la fattorizzazione PA = LDU
dove P corrisponde agli scambi effettuati: al primo passo la prima e la
terza riga, al secondo passo la seconda e la terza. Va osservato che
se effettuiamo questi due scambi su B l’eliminazione pud avvenire senza
scambi di righe e se cosl procediamo troviamo gli stessi moltiplicatori fra
loro scambiati, cioé A;; =0, A3; = 2. La fattorizzazione & quindi:

0 0 1/} o 1 3} [t o0 of|]t o0 o]j1 -1 1
1 00/ 2 -2 -1f={0 1 oflo 1 oflo 1 3.
0 1 0[f 1 -1 1] (2 0 1[0 0 -3]lo0 o 1
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7.E Esercizl

1. Determinare una fattorizzazione PA = LS per la matrice:

1 2 3 4

-1 1 3 -1
A= 0 3 6 31
1 1 0 1

I possibile una fattorizzazione PA=LDU?

2 Calcolare una fattorizzazione di Gauss per le matrici:

1 3 1] i1 1 1|
A=13 9 4i, B=12 3 2.
2 1 5 1 2 -1

3. Determinare una fattorizzazione PA = LS per la matrice:

0 3 -4 1
1 -1 -1 1
A= 2 -2 =2 2
1 -1 4 -1

8. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

Esercizio 1
1. Determinare il prodotto delle due matrici:

2 0 1 3 2 7

-1 2 5 0 a0
A=\, 3 1 2" P -
0 10 -3 1 3 1

2. Scrivere, se possibile, il vettore w come combinazione lineare delle
colonne della matrice A:

0 1 -1 0 2
1 111 1 0
il - 3 A=1_1 o0 -1 1
) 0 -3 -1 4

3 Trovare due matrici E ed F, appartenenti ad Mz(R) ed entrambe
non nulle, tali che EF = 0. (Si consiglia di scegliere per F' una matrice
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numerica opportuna e di imporre la condizione richiesta ‘per una madtrice
E arbitraria).

Esercizio 11
1. Risolvere i sistemi Ax = b;, Ax = by, Ax = b, dove:

1 -1 1 |t 2 0
A=1(0 1 2 y b1 = 0 ’ b2 = 1 ) b3 = {2].
1 1 6 0 -1 : 1

2. Calcolare il rango di A e determinare il sottospazm delle soluzmm del
corrispondente sistema omogeneo:

12 5 3 -4
1 -1 1 1.
, 3 4 4 -3 .
3. Sia A una matrice d1 ordine 2 che commuti con tutte le matrici dello
stesso tipo:(ossia AB = BA per ognl matrice B € Mg(R)) Dimostrare che
A & una matrlce scalare.

Esercizio II1
1. Esegmre i seguenti prodotti AB, A?, CB, CAB, dove

1
A= 0 '
-1 2 —-2

2. Invertxre la matrice A =
!

3. 5Si determini il rango della

sistema: '

OO \w
I

Q

Il

o

|

N O

i

ke

O =
bk i ek

=

atrice A(s) dei coefficienti del seguente

y+(s+5)z=1
ST + 28y + 2z = s*
z+2y—z2=3s

al variare del parametro s. Per quali valori del parametro s il sistema &
compatibile ?

/U E.G. e’ utilissimal ™\
/ Vorrei provare a quello e’ |

“\ ‘eliminare il Prof.! 1 ! ~__coriaceo . . . /

e J— — -
[ - ‘J/ ~ —

/ s
! Non ti illudere f S~
5

s e =



Capitolo 2
SPAZI VETTORIALI

INTRODUZIONE. In questo capitolo introduciamo altri esempi di
spazi vettoriali, di cui uno di natura geometrica. Diamo quindi
la nozione di “base” per un sottospazio e quella di “dimensione”,
illustrandole esplicitamente su esempi.

Introduciamo in fine la nozione astratta di spazio vettoriale
di “dimensione finita® e, tramite la scelta di una “base”, ci
riconduciamo agli spazi vettoriali numerici.

La teoria svolta nel capitolo 1 per i sistemi di equazioni lineari
ci permette di determinare “basi” per i sottospazi e di studiare
le loro intersezioni. In particolare viene introdotta la noziome di
decomposizione in “somma diretta.”

1. ALTRI ESEMPI DI SPAZI VETTORIALI

1.1 Spazio vettoriale dei segmenti orientati centrati in O. Consi-
deriamo lo spazio £® della geometria euclidea (cfr.sezione 6 del capitolo
4), noto allo studente (si spera!) dalla scuola secondaria. Esso e stato
storicamente la ”modellizzazione matematica” dello spazio fisico anche se,
dal punto di vista della relativitd, si ha un modello geometrico diverso da
quello euclideo. Per questo motive Vo verra anche chiamato lo "spazio
ordinario”. _

Fissiamo un punto O arbitrariamente in &3 ed indichiamo con Vo
"insieme dei segmenti orientati OP di primo estremo O e secondo estremo
un punto qualunque P di £%. Un segmento orientato OP lo chiameremo
anche vettore geometrico; Vo & pertanto l’insieme dei vettori geometrici
dello spazio ordinario, ovvero l’insieme dei segmenti orientatt centrati nel
punto O.

Nell’insieme Vo possiamo introdurre due operazioni, la “somma” ed il
“prodotto per uno scalare”, che formalmente godono delle stesse proprieta
I, ...,VII date in 4.2 del capitolo 1.

OPERAZIONE DI SOMMA. Dati comunque due vettori geometrici OP ed
0Q di Vo, a partire dal punto P tracciamo il segmento PR parallelo ad
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OQ e con la stessa orientazione di OQ. Poniamo quindi, per definizione:

In particolare se O, P, Q non sono allineati il punto R & il quarto vertice
del parallelogrammo costruito sui vettori OP ed 0Q.

Osserviamo che in questo caso il .vettore geometrico nullo, cioé
Pelemento neutro per la somma, & dato dal segmento orientato di primo
estremo O e di secondo estremo P = O; esso verrd anche indicato con
o. Il vettore geometrico gpposto di OP & il vettore OP’, ove P’ & il
simmetrico di P rispetto a.3<0, cioé —OP = OP’, '

P A o

< 5 »f

OPERAZIONE DI PRODOTTO PER UNO SCALARE. Sia OP un qualunque
vettore di Vo e sia @ € R, a # 0/ Sulla semiretta dj origine O e contenente
P costruiamo il punto Q (unic ) tale che il rapporto fra i segmenti OQ
ed OP sia il valore assoluto | @ | (stiamo usando qui la teoria dei rapporti
fra segmenti!). Definiamo quindi, per ogni a € R: :

[

oQ se a >0
aOP ={ 00 =0 se a=70 :
oqQ/ se a <0, ove Q& il simmetrico di Q rispetto ad O.

Il risultato & comunque un segmento orien-
tato, cioé un elemento di V5. Nella figura
sono rappresentati i vettori OQ = 20P ed
OR = (~1/3)0OP.

Abbiamo gid annunciato che queste
due operazioni godono delle stesse proprieta
I, ...,VII date in 4.2 del capitolo 1,
~sostituendo ovunque Vo al posto di R™. La
verifica non & pilt basata sulle proprieta dei .
numeri reali, bensi sulle proprietd di similitudine fra parallelogrammi e
sulla teoria dei rapporti fra segmenti; cio & ovvio visto che le operazioni
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in Vo sono state definite tramite questi ingredienti. Omettiamo quindi le
verifiche esplicite, che ogni studente potra fare per proprio conto.

A titolo di esempio osserviamo che
la VII, che qui si scrive a(OP + oQ) =
«OP + aOQ, in generale altri non & che
* la similitudine fra i parallelogrammi OPRQ
e OP'R'Q'. Avvertiamo infine che le
[ e II corrispondono a degenerazioni del
parallelogramma che determina la somma.

Noi diciamo che Vo & munito di una struttura di spazio vettoriale su
R, o anche che e un esempio di spazio vettoriale su R, perché in Vo siamo
riusciti a definire due operazioni: la somma ed il prodotto per uno scalare
(reale), godenti delle proprieta I, ..., VII (cfr.4.2 del capitolo 1).
Tale esempio & di natura geometrica e sara importante nello studio della
geometria dello spazio ordinario (cfr.anche 6.6 del capitolo 4).

Cosi come in R™, anche in Vo abbiamo la nozione di ’:_;_gﬂt‘tpsgazio W,
di combinazione lineare di vettori, di sottospazio generato da un insieme
di vettori, di vettori linearmente indipendenti; basta per cio ripetere le
definizioni date per R™ (cfr. capitolo 1, sezione 4) e che di fatto prescindono
dalla natura degli elementi dello spazio vettoriale in esame.

In questo caso abbiamo perd delle interessanti interpretazioni
geometriche.

Fissato un vettore OPg € Vo con Po # O, abbiamo che il sottospazio
Span(OPg) da esso generato & costituito da tutti e soli i vettori OP, dove
P varia sulla retta s passante per O e Fo.

Viceversa il sottoinsieme W dei vettori
OP, dove P varia su una retta s passante
per O, & un sottospazio vettoriale. Basta
per far cio scegliere su s un punto Py # O
ed osservare che ogni altro vettore OP & un
multiplo di OP per un opportuno scalare
reale (positivo, nullo o negativo).

D’altra parte per esempio 1’insieme W C Vo dei vettori OP, ove P
varia sulla retta r non passante per O, non € un sottospazio vettoriale
perché non contiene il vettore nullo.
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Consideriamo due vettori OP; ed OP, entrambi non nulli. Se i punti
O, Py, P; sono allineati allora il segmento OP; pud esprimersi come un

multiplo, secondo un numero reale positivo,
del segmento OP;. Pertanto OP, = kOP;
e quindi kOP; — OP, = o e l’equazione
che definisce la dipendenza o indipendenza
lineare dei due vettori dati, a;OP; +
a; 0P, = o, & soddisfatta oltre che dalla
soluzione banale a; = a; = 0 anche da

a; = k, as = —1. Pertanto i vettori OP,
e OP, sono dipendenti.

Se i punti O, P;, P; non sono allineati essi determinano un piano su cui
giacciono i vettori OP; e OP; (ed il parallelogramma da essi determinato.)

In questo caso essi sono indipendenti, infatti \
’equazione a;OP; + a;0P, = o ci dice che /
la diagonale del pa,rallelogracmmo di lati "
a;OP; ed a;OP, deve ridursj al segmento
nullo e questo & possibile sklo se i lati
sono nulli. Segue che deve aversi a; =0,
a2 =0 (come unica soluzione). \Osserviamo
infine che se i vettori OP; ed| OP; sono
indipendenti il sottospazio da essi generato
Span(OPy, OP;) & costituito dai /vettori OP
il cui estremo P varia sul pial}b dei punti
O, Py, Py; se sono dipendenti invece il punto P varia sulla retta passante

per i tre punti.

Lasciamo allo studente di discutere il caso in cui siano assegnati tre
vettori OPy, OP2, OP3. Riprenderemo in ogni caso lo studio di Vo nella

sezione 5.

Se. consideriamo il piano £? della geometria euclidea e fissiamo
arbitrariamente un punto O possiamo considerare lo spazio vettoriale V),
dei segmenti orientati OP di primo estremo O e secondo estremo un
punto qualunque P di £%; Le operazioni e quanto abbiamo esposto per

Vo continuano a valere per V.

1.2* Lo spazio vettoriale dei polinomi in una variabile. Sia R[z]
I’insieme dei polinomi

p(z) = ag + a1z + azz® 4 -+ - +anz”,
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al variare dei coefficienti a; €ER e al variare di n € N, (se an, #0 n e il
grado di p(z)).

In questo insieme si puo introdurre un’operazione di somma (binaria e
interna) ben nota allo studente: per ogni coppia di polinomi p(z) e
¢(z) € R[z] abbiamo:

p(z) + q(z) = a0 + a1z + @2z’ + 0o + anz"
4 bo + b1z + bpz? 4o H bz 4o+ g™
= (ao+bo) + (a1+b1)z + -+ + (@ant+bn)2™ + -+ bmz™ € Rz},

(stiamo supponendo m > n).

D’altra parte possiamo anche introdurre un’operazione di prodotto per
uno scalare reale (anche questa nota allo studente): per ogni numero & € R
e per ogni polinomio p(z) € Rz] abbiamo

ap(z) = « (ao + a1z + a232 LR = akx")
= (aao) + (@ar)z + (aaz)z? -+ (Otak)a:"c € Riz].

I immediato verificare che valgono le proprieta I, ..., VII facendo
riferimento, invece che alle n—ple di numeri reali, ai polinomi di R[z]. In
particolare il vettore nullo o & in' questo caso il polinomio i cui coefficienti
sono tutti nulli. Anche R[z] & quindi un esempio di spazio vettoriale su
R. Tutte le proposizioni e definizioni date nella sezione 4. del capitolo 1
continuano a valere perché conseguenza delle operazioni e delle oroprieta
citate.

1.3 Lo spazio vettoriale C". Sia C” 1'insieme delle n-uple di
numeri complessi: un elemento x € C"* & costituito da n numeri
complessi z1, Z2,...,%Tn che chiameremo componenti del vettore numerico

»

x; scriveremo usualmente per colonna tali componenti:

z

I2
X =

Tn

Quest'ultima & ovviamente una convenzione; se ci riferiamo ad essa
parleremo anche di vettori colonna di C". Un’altra convenzione possibile
& quella di scrivere x € C™ come vettore riga: X =| %1 T2 ... Tn |

Nell’insieme C™ possiamo definire due operazioni (di natura diversa)
nel modo seguente:
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OPERAZIONE DI SOMMA. Ad ogni coppia di vettori x, y € C™ essa associa
il vettore x +y € C™ definito da:

Ty n zy + Wy
Zz2 + Y2 z2 + Y2

IS T s a| |
Tn it i YUn Tn + Yn

OPERAZIONE DI PRODOTTO PER UNO SCALARE. Ad ogni numero complesso
(scalare) a € C e ad ogni vettore x € C™ essa associa il vettore ax € C™

definito da, [
] arg
T2 oz
ax =al| . | =
‘ 0 def
Tn az,

E 1mmed1ato verificare che anche qui valgono le propieta 4.2 del
capitolo 1: esse altre non sono che le ben note proprietd della somma e
del prodotto fra numeri comp essi (ripetute per ciascuna componente).

Noi chcmmo che C™ & ora munito di una struttura, di spazio vettoriale
su C, o anche che & un esempig di spazio vettoriale su C, proprio perché
siamo rlusc1t1 ad introdurre nell’insieme C™ le operazioni di somma e di
prodotto per uno scalare (di C), godenti delle proprieta I, ..., VIL

A questo punto vorremmo che lo studente riflettesse a fondo sugli
esemp1 di - spa.z1 vettoriali presentatl al fine di poter trovare, dal punto di
vista “astratto”, cosa li accomum'

2. BASI E DIMENSIONE PER UN SOTTOSPAZIO

In questa sezione indichiamo con V uno qualunque degli si)azi vettoriali
R, C*, Mp.(R), Vo, Vj.

2.1 Definizione. Sia W C V un soltospazio. Un insteme ordinato di

veltori vi, va,..., vy si dice una base per W se:
i) W = Span(vi, va,...,vk), cioé i vettori dati sono un sistema di

generatori per W,

i) 1 vettori vy, vy,..., vy sono linearmente indipendenti. &



62 Cap. 2 Spazi vettoriali

©88-08-16538-8

2.2 EseMpio. Sia e; € R™ il vettore che ha tutte le componenti nulle
tranne la i™ che vale 1. I vettori e;, ez,...,e, sono una base per R",
che prende il nome di base canonica. Infatti ogni vettore x € R™ si pud
scrivere nella forma:

X = 11 + T2e2 + : -+ + ZTpen,

dove z.,23,...,%, sono le componenti di x. Quindi i vettori dati
sono un sistema di generatori. Inoltre sono linearmente indipendenti
in quanto l’equazione aje; + azep + ---+ arey, = 0 & verificata solo per
a; = az = -+ = ay = 0, (cfr. definizione 4.6 ed esempio 4.7 del capitolo 1).
Notiamo che gli stessi vettori sono una base di C", basta ripetere quanto
detto facendo uso del campo C invece che di R. Q@

2.3 Proposizione. L’insieme dei vettori vy, va,...,vk € una base per
il sottospazio W C V, se e solo ogni w € W st puo esprimere come
combinazione lineare dei vettori della base ed i coefficienti sono unici.

Dim. Supponiamo che vi,...,v, sia una base e che per un vettore
w € W si abbia :

w=o1v)+ava+ -+ apve, w=p0vi+PBva+t -+ B

Sottraendo membro a membro si ha:

o= (a1 — f1)vi+ (az — Ba)ve + « -+ (ar — Br)Vk.

Essendo i vettori vi,...,vx indipendenti deve necessariamente essere
aj— 1 =0,0; — P2 =0,...,ax — B =0, da cui I'unicita dei coeflicienti.
Viceversa supponiamo che per ogni vettore w € W si abbia w =
a1vi + azvey + -+ + axpvy, e che tali coefficienti siano unici. Ne segue
che i vettori vi,...,vig _generano W; inoltre per il vettore nullo la
rappresentazione o = a;Vvy + azva + -+ + Vv, deve essere unica e quindi
i vettori in esame sono indipendenti. &

In virti della proposizione appena dimostrata possiamo dare la
seguente:

2.4 Definizione. Sia W C V un sottospazio e sta vy, va,...,Vi Una sua
base. Si chiamano coordinate di un vettore w € W, rispetto alla base
data, i coefficienti che lo esprimono come combinazione lineare della’ base
medesima. F 3

Le coordinate di un vettore di R™ rispetto alla base canonica ei,...,en
coincidono con le componenti del vettore stesso.
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2.5 Teorema. Se il sottospazio W C V ammette due basi v1, Vo,..., Vi €
w1, Wa,...,wy allora k = h. |

Dim. Supponiamo, per assurdo, che sia k > h. 1 vettori vy, va,..., v
sono in W ed essendo wi, wa,...,ws una base per il sottospazio possiamo

scrivere ciascuno dei vettori del pnmo gruppo mediante quelli del secondo,
cioé:

V1 = C11W1 + C12W2 + - C1pwy
Ve = c21W1 + C22W2 + -+ CoaWh

(26)
Vi = ClWi + Ck2 W2 + ies 4 kAW

Noi sappiamo che lequamone ayvy +azve + -0 + axvy = 0 ammette

la sola soluzione ay = a; = -+ = a, = 0, per l’mdlpendenza dei vettori in

questione. Sostituendo in questa equazione le relazioni (2 6) ed assocnando
_ opportunamente i terxmm otteniamo:

(Cuax + co1ag + -+ Cklﬂ’k)wl + (1207 + Ca2@z + -+ + Crak)W2

+ . i (C1h.Ot1 +e2naz + -0 + Chrok)Wh = 0.
L’indi endenza dei vettori wi,...,wps implica che anche i coefficienti di
p kB ]
questa combma,zmne lineare |[devono essere tutti nulli, cioé:

c1101 +\62102 + o4 eprap =0,
c1201 + ¢22a2 + -+ - + crr0) = 0,

Clh01/¥ Copy + -+ cppap = 0.

Ma il sistema che abbiamo scritto, per il quale le incognite
sSOno ap, az,...,oar, ammette infinite soluzioni perché la matrice C dei
coefficienti & di tipo h x k e rg(C) < min(h,k) < k. Abbiamo ottenuto un
assurdo in quanto cio implicherebbe la dipendenza dei vettori v,,...,vy.
Quindi e assurda l’ipotesi & > A.

Scambiando le veci delle due basi in modo del tutto analogo proviamo che
non pud essere k < h e quindi otteniamo che k = h. &

Questa proposizione ci permette di porre la seguente:

2.7 Definizione. Sia {o} # W C V' un sottospazio; si chiama dimensione
di W, e si indica con dim(W), il numero degli elementi di una sua
qualunque base. Se W = {0} si pone dim(W) = 0. &

Osserviamo che per un sottospazio proprio W C V risulta:

(2.8) 0 < dim(W) < dim(V)
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abbiamo illustrato prescindono dalla natura degli elementi dello spazio
vettoriale in esame: in altri termini sono del tutto generali.
Possiamo ora calcolare la dimensione degli spazi V = R", M, (R),

] Lo studente avra notato che tutte le definizioni e proposizioni che
]C", Vo. In virti dell’esempio 2.2 abbiamo che:

.(2.9) dim(R") =n dim(C") = n dim(Mu,n(R)) = mn,

. (per M,,»(R) abbiamo tenuto conto dell’osservazione 4.15 del Capitolo 1).
" Vogliamo provare infine che:

J(2.10) : dim(Vo) = 3.

a Consideriamo tre vettori 1= OUj, j=0Uz, k=0U; tali che i punt-i

U,,U1,U; individuino un triangolo su un piano non passante per 0.
= Vogliamo provare che questi tre vettori sono una base per Vo. Infatti sia

»
ot
L]
-
-
r
2
]
"4
. .
_ OP € Vo un qualunque vettore e siano r1,72,73 le rette che congiungono
O rispettivamente con Ui,Uz,Us; esiste un’unico parallelepipedo che ha
» come diagonale OP e con i lati sulle rette ry,72,73. Corrispondentemente
abbiamo la decomposizione unica:
(2.11) OP = OP,; + OP3 + OPg = zi + yj + 2k,
=

dove OP; = ri, OPg = yj, ed OPg = zk. La tesi & quindi provata; in
particolare da (2.8) segue che in Vo i sottospazi propri hanno dimensione
0, 1 e 2.
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In modo analogo si vede che dim(V;)=2; basta infatti verificare che
una base & costituita da due vettori i=0U;, j=O0U; tali che i punti
O, Uy, U; non siano allineati. ;

2.E Esercizi |

a b
| b
vettoriale di M2(R) e calcolarne la dimensione.

1. Provare che ’insieme § = {A = ,a,b,c € R} & un sottospazio

2. Provare che il sottoinsieme di M,(R) costituito dalle matrici triangolari
superiori & un sottospazio e determinarne la dimensione.

3. Provare che I’insieme R4{z] dei polinomi di grado < 4 & uno spazio
vettoriale e calcolarne la dimensione.

4. Provare che il sottoinsieme di R4[z] costituito dai polinomi di grado
esattamente 4 non é un sottospazio vettdria.le.

5. Deterrruna.re una base per il sottospa,zxo di M;;(R) delle matrici per
cui a;j = aj; per i#j.

6. Siano vy,...,vg € vettori linearmente dipendenti; provare che
almeno uno di essi si scrive come combinazione lineare dei. rimanenti.

3. SPAZI VETTORIALI SU UN CAMPO K: IL CASO DI

DIMENSIONE FINITA .
/

In questa, sezione e nelle seguenti faremc uso di un campo K che

sia il campo dei numeri reali R oppure il campo dei numeri complessi C,

ma tutto quello che diremo vale per un campo qualunque; -per esempio lo

studente pud far riferimento al campo dei numeri razionali Q o agli esempi

di campi numerici di cui abbiamo parlato nella sezione 1 del capitolo 1.

3.1 Definizione. Sia V un insieme, si dice che in esso st ¢ inirodotla una
struttura di spazio vettoriale sul campo K, se in esso sono state definite
due operazioni: la somma che associa ad ogni coppia di elementi Vi,V € | %
~un elemento vy + vz € V, il prodotto per uno scalare che associa ad ogni

a € K e ad ogni v € V lelemento av € V, in modo tale che siano
verificate le seguenti proprietad: = |

i | 3 un vettore o € V tale cheo+x-x+o-—x Ver FEsso st
chzama vettore nullo.




66 : Cap. 2 Spazi vettoriali

©B8-08-16538-8

II Vx eV, 3 un vettore —x €'V tale che x + (—x) =o. Esso si
chiama vettore opposto di x.

I Vx,y €V si ha x+y=y+Xx
proprieta commautativa della somma;

IV  Vx,y,z€V siha (x+y)+tz=x+(y+2)
proprietd associativa della somma;

V VxeV st ha: 1x = x.

VI Va,e€K eVx €V si ha (af)x = o(fx), (a+ B)x=ox+ fx.

VII Vac K eVx,y €V si ha a{x+y)=oax+ay
proprieta distributiva della somma .
rispelto al prodotto’ per uno scalare. &

Questa definizione & il risultato dell’operazione di “astrattizzazione”
che abbiamo richiesto allo studente alla fine della sezione 1! Gli esempi
che abbiamo pid volte citato, a prescindere dalla natura degli elementi
degli insiemi che sono chiaramente diversi, hanno in comune il tipo di
operazioni (anche se il campo da cui si prendono gli scalari pu® essere
diverso) e le proprietd di cui le operazioni stesse godono! ‘

Tutte le conseguenze delle operazioni e delle proprietd possono quindi
essere ripetute. Lo facciamo rapidamente per le principali:

_ Un sottoinsieme W C V si dice un sottospazio vettoriale di V se esso &
chiuso rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per uno scalare
definite in V. '

— Un insieme finito di vettori vi,v2,...,Vk € V si dice [linearmente
indipendente se l’equazione:

(32) civy + vy + -+ Cp Ve = O,
nelle incognite ¢;,cz,...,ck, ammette la sola soluzione in K
cp=c = +=cx=0.
— Un insieme di vettori vi,va,...,Vh,... (finito o infinito) si dice un

sistema di generatori per V (o per un suo sottospazio W) se ogni
vettore v € V (ovvero v € W) si scrive come combinazione lineare di
un numero finito di essi.

_ Un insieme ordinato di vettori vi,v2,...,Vh,... (finito o infinito) si
dice una base per V (o per un suo sottospazio W) se esso & un
sistema di generatori per V (o per W) ed ogni suo sottoinsieme finito
¢ costituito da vettori linearmente indipendenti.
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Le ultime due definizioni sono piit generali di quelle fornite negli esempi
di R™, Vo, etc., proprio per poter contemplare anche il - caso di R[z]
(cfr.esempio 1.2). Osserviamo infatti che i polinomi 1,z,z%,...,z" ...
non solo sono un sistema infinito di generatori (ogni polinomio si scrive
come combinazione lineare di potenze di T), ma sono anche una base:
fissato infatti un qualunque numero di essi: a:"’,x"?,...,:t:"',Tsi ha
c1x* + gk 4 .- 4 c,.25" = 0 se e solo se il polinomio a primo membro &
i1 polinomio nullo e quindi se e solo se i suoi coefficienti sono tutti nulli.

A questo punto per uno spazio vettoriale V # {o}, dobbiamo
distinguere due casi:

i) V ammette una basé—gﬁnita, nel qual caso possiamo provare, senza
alcuna variazione, il teorema che afferma che ogni altra sua base
ammette lo stesso numero di elementi (cfr.2.5) e questo numero prende
il nome di dimensione finita di V.

i) V non ammette base finita ed in questo caso si dice che V ha
dimensione infinita.

In questo corso di algebra lineare tratteremo solo il caso di spazi vettoriali
di dimensione finita. :

R[z] e C[z] sono esempi di spazi vettoriali di dimensione infinita; lo
studente incontrerd altri esempi nei corsi successivi. Essi generalmente
nascono da spazi di funzioni. Notare, per esempio, che un polinomio
p(z) € R[z] pud essere interpretatoc come una funzione polinomiale
p: R — R e come jftale & una funzione continua. IL’insieme F delle
funzioni continue f:R — R ha anch’esso una struttura di spazio vettoriale
su R ed R[z] & di f9, to un suo sottospazio proprio; da cid segue che F &
uno spazio vettoriale di dimensione infinita (perché?).

3.3 OSSERVAZIONE (FONDAMENTALE). Sia V uno spazio vettoriale di
dimensione finita n sul campo K. Fissata una base Vi,..+,Vy Ogni vettore
v eV si scrive in modo unico: '

(3.4) | V=2x1Vy+ o TaVa

quindi al vettore v € V possiamo associare il vettore numerico x € K"
che ha come componenti le coordinate di v nella base fissata e viceversa.
Inoltre se v, v/ € V ed x, x’ sono i vettori numerici corrispondenti, alla
somma v+v’' in V corrisponde la somma x+x' in K" ed analogamente ad
av corrisponde ax. Quindi possiamo sostituire allo spazio vettoriale V lo
spazio vettoriale numerico K" (R™ oppure C" se K =R,C) dove sappiamo
effettuare calcoli. | '
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4. L’ALGORITMO DI GAUSS PER SELEZIONARE UNA BASE
DA UN SISTEMA DI GENERATORI

Quanto segue sara specifico degli spazi di vettori numerici R", c™.
Cid non & restrittivo se si tien conto dell’osservazione 3.3.

4.1 Esgmprio. Consideriamo la matrice a scala S € M34(R):

2 -3 -2 1
s=l6 o 5 -4},
o 0 0 O

dove rg(S)=2 e le colonne contenenti i pivots sono rispettivamente ji =1,
j2=3. 1 primi due vettori riga s; e s sono linearmente indipendenti:

aysy + agss = |20q  —3m -2a; + 5oy ai —4az| =0 0 0 Ol

implica infatti oy = a2 = 0 e per ottenere cid basta considerare solo le
componenti jj-ma e jp-ma del vettore a,;s; + aasz.

Consideriamo i. vettori colonna si* = s! ed s = s corrispondenti ai pivots.
Essi sono linearmente indipendenti perché l’equazione a8l + a8 = o
pud essere scritta come il sistema Spa=o0 dove a& il vettore colonna di
componenti aj,o; ed So @ la matrice a scala che contiene per colonne
ordinatamente i vettori in esame (cfr.5.5, capitolo 1). Poiche non“vi sono
parametri liberi la soluzione a; = a2 = 0 & unica. I due vettori selezionati
sono anche il numero massimo di vettori indipendenti fra i vettori colonna
di § in quanto se aggiungiamo ad essi altri vettori (uno o due in questo
caso) e scriviamo l’equazione di dipendenza e indipendenza lineare sotto
forma di sistema otteniamo una matrice a scala (estratta da §) che ha
parametri liberi. | | Q

Quanto abbiamo ora visto su un esempio e un fatto che vale in
generale, infatti si ha:

4.2 Proposizione. Sia S una matrice a scala di tipo m X n e di rango
r (cfr.(3.14) del capitolo 1). Indicati con sq,...,5, i suoi vettori riga non
nulli e con s91,...,s?r 1 vettori colonna corrispondenti ai pivots, si ha che:

a) i vettori sy, S2,...,Sr SONO linearmente indipendenti e costituiscono
una base per il sottospazio generato dai vetlori riga di S.

b) i vettori i, si2,... 87" sono linearmente indipendenti e costituiscono
una base per lo spazio generato dai vettor: colonna di S.

Dim. La dimostrazione & del tutto simile a quella dell’esempio 4.1. Per
a) si consideri I’equazione a1s1 + -+ arsyr = 0; la componente ji-ma del
vettore a primo membro & ai1p; = 0 e poiche p; # 0 si ha o; = 0, ne segue
che la componente j-ma & azpz = 0 da cul oy = 0,..., la componente
jr-ma & a,pr =0 da cui ar =0.
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Per b) si ricordi che ’equazione a;si* +-. ‘4 a,8ir = 0 & la stessa cosa del
sistema Spa= o, dove Sy & la sottomatrice dj S corrispondente alle colonne
J1,.-.,Jr; poiché non vi sono parametri liberi la soluzione & unica. Se’ poi
aggiungiamo uno o pilt vettori s® ed indichiamo con S, la corrispondente
sottomatricfe di S essa & a scala e vi & almeno un parametro librero e
quindi i vettori sono dipendenti. &

4.3 Propofsizione. Sia A una matrice di tipo m X n e rango r ed S una
sua riduzione a scala. Allora: '

a) I vettéri riga si,s2,...,sr di S sono una base per il sotlospazio
Span(ay, az,...,a,) generato dai vettori riga di A, e quindi si ha:

. N ) . . ’
Span(%l,[ag,.. +y8m) = Span(sy, s2,... ,s,.)

B) Il rango di A ¢ il numero massimo di vettori riga di A che sono

linearmente indipendenti. |
Dim. Proviamo innanzitutto che:

Span(ay, ay,...,a,,) = Span(sy, s3,... y8r)-
Questa & diretta conseguenza del modo in cui opera l’algoritmo di elimi-
nazione di 'Gauss.| Infatti nel' primo passo che effettuiamo sulla matrice
A, dopo aver eventualmente permutato alcuni vettori riga (operazione che
certamente non altera il sottospazio Span(a,, az,...,am)), otteniamo la
matrice A;' i ‘cui vettori riga indicheremo con aj, aj,...,al; essi sono
legati ai vettori rigal della matrice A dalle relazioni (cfr.3.9, capitolo 1):
!

/ L '
ay =ay, ap; =as/— Aa1, az=az-—A3ai, ..., ap, = am — Am1ay ,

che si invertono in: -

~

- ' ! ! : [ ‘ ! ! t
ay = a;, ap =a;+ Aya;, ajz=ajz+ Azal, ..., am = a, + Amia].

Quindi ogni vettore che si esprima come combinazione lineare dei vettori
riga di A si' esprime anche come combinazione lineare dei vettori
riga della matrice A} e viceversa. Abbiamo pertanto provato che
Span(ai, az,...,an) = Span(a}, a},...,a’.). Poiché i successivi passi
dell’eliminazione sono tutti dello stesso tipo con la stessa tecnica proviamo
che lo spazio generato dai vettori riga di A & lo stesso dello spazio generato
dai vettori riga di §. Per ipotesi A ha rango r e quindi i primi r vettori
riga di S sono indipendenti e costituiscono una base per lo spazio generato
dalle sue righe, cosi come & stato visto in 4.2 a). Abbiamo cosi provato

a).
Per provare () basta osservare che seiestraiamo fra i vettori ai,...,am
un numero Imassimo qi vettori indipendenti otteniamo una base di
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Span(ai,...,am); infatti, per la massimalita della scelta, ogni altro vettore
a; & dipendente da quelli estratti. La tesi segue ora dal fatto che, per a),
la dimensione dello spazio generato dalle righe di A & 7. &

4.4 Proposizione. Sia A una matrice di tipo mXn e rango T € sia S una

sua riduzione a scala in cui i pivols st trovino sulle colonne j1, j2,-.-5Jr-
Allora:
a) I vettori colonna alt_af? ... al di A sono linearmente indipendenti

e sono una base per il sottospazio generato dai vettori colonna di A.

B) Il rango di A é il numero massimo di vettori colonna che sono
linearmente indipendenti. |

Dim. Sia Ao la sottomatrice di A ottenuta prendendo nell’ordine solo le
colonne ji, j2,---,jr €d So 'analoga matrice estratta da S; il procedimento
di eliminazione di Gauss eflettuato su A & tale che Sy & la riduzione a
scala di Ao (perché?). Pertanto le soluzioni di Aga = o sono le soluzioni di
Soa = o; ma quest’ultimo sistema ammette solo la soluzione banale (come
abbiamo visto in b) di 4.2); ne segue che i vettori colonna afl, a2 ... alr
di A, sono indipendenti.

Se indichiamo con A, la sottomatrice di A ottenuta prendendo
ordinatamente i vettori colonna relativi alle colonne j1, j2,.--,17r, €d
inserendo un ulteriore vettore a®, una sua riduzione a. scaia & la
sottomatrice S. estratta da S prendendo le medesime colonne. II sistema
A.a = o & quindi equivalente al sistema S.a = o il quale ammette ora
infinite soluzioni (cfr.dim. b) di 4.2), da cui la dipendenza dei vettori
colonna di A.. I vettori colonna di Ap sono una scelta, fra 1 vettori
colonna di A, di vettori indipendenti ed in numero massimo.

In particolare, se prendiamo una soluzione non banale a'di A,a = o
abbiamo la relazione di dipendenza: a'1a51+a’2a52+...+a’hah+. . +4alalr =o,
dove il coefficiente o deve essere necessariamente non nullo, altrimenti
. rimanenti vettori sarebbero dipendenti. Possiamo quindi ricavare il
vettore a® (cioé uno qualunque dei vettori rimanenti che generano
W = Span(al,a?,...,a"™)) in funzione di ai, a’,...,a’r. In definitiva
ogni vettore di W, che si esprime quindi come combinazione lineare dei
vettori a!, a%,...,a™, pud esprimersi anche come combinazione lineare dei
vettori a’!, a’? ...,a’r e questo prova che i vettori indicati generano W,
pertanto sono una base. Abbiamo cosi provato a). Da cio segue che lo
spazio generato dai vettori colonna di A ha dimensione r e quindi ogni

altra base estratta dal sistema di generatori dato & costituita da r elementi,

cioe ). &

4.5 PROBLEMA. Dati k vettori apparienenti ad R™ come si fa a verificare
che essi sono linearmente indipendenti ed in caso contrario come si fa a
determinare una base per il sottospazio da essi generato?
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La rlsposta. si puo ottenere in due modi diversi.

I) Scriviamo i k vettori dati come vettori riga di una matrice A ed indi-
chiamoli quindi con a;, az,...,ax € R™; la matrice A & di tlpO kX n.
Basta ora calcolare il rango T di A tramite una sua riduzione a scala S.
Se r = k i vettori sono indipendenti; se r < k i vettori sono dipendenti e
una base per lo spazio da essi generato e dato dai vettori riga norJe nulli
della matrice § (cfr. proposizione 4.3). ; ©
II) Scriviamo i k vettori dati come vettori colonna di una matrice A e
pertanto indichiamoli con al, a%,...,a* € R"; la matrice A & di tipo n x k.
Calcoliamo il rango r di A tramite una sua riduzione a scala §. Se r =k
i vettori dati sono indipendenti; se r < k i vettori dati sono dipendenti
ed i vettori a/t, a’2 ... ,a/r che si trovano sulle colonne relative ai pivots
sono una base per lo spazio da essi generato (cfr. proposizione 4.4). ©

Questo secondo metodo permette di estrarre una base da un sistema
di generatori dato.

4.6 OsseRvAZIONE. 1 metodo di E.G.] ( che opera sui vettori riga)
seleziona vettori colonna linearmente indipendenti ed in numero massimo,
secondo il seguente criterio: a partire dai vettori ordinati al,...,a* il
vettore a’t & il primo non nullo; a’? & il primo vettore tale che a’l, a2
sono linearmentel|indipendenti; a’* & il primo vettore tale che a’t, af2, as
sono linearmente \indipendenti; ... ; e cosi via.. Naturalmente se si cambia
Pordine dei vettori si perviene in generale ad una base diversa. \V

4.7 ESERciZIO. ati 1 vettort

-1 1 1

determinare una base e la dimensione del soltospazio da essi generato.

Identifichiamo M;(R) con R* scrivendo i vettori dati come vettori riga
(usiamo quindi il procedimento I):

-1 11 2,1 =83 0 -2],]0 -1 1/2 0]. |

Si tratta ora di determinare una base e la dimensione dello spazio da essi

generato. Consideriamo la matrice A (costruita con i vettori riga) ed una
sua riduzione a scala S:

-1 .1 1 2 ~1
- 0 -1 1/2 0 0

OI'IOD—'-
=
S O M
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72

M
[ vettori sono pertanto dipendenti;

“s costituita dai primi due vettori

-1 1 0 -2
1 20 1 O

una base per lo spazio da essi generato |
di S, cioe dalle madtrici:

w Questa base non & estratta dal sistema di generatori dato; in ogni caso la

dimensione richiesta e 2.

anche il procedimento II) descrivendo le matrici

Possiamo  usare
i ottiene ora la seguente matrice A ed una

date come vettori colonna;
[ | . .
sua riduzione a scala S:

' -1 1 0 -1 1 O
1 -3 -1 _ 0o -2 -1

o A=) 1 o 1/2|’ 5=19 o o
2 -2 0 o 0 O

A sono una base; essa, riscritta in termini

I primi due vettori colonna di
ema di generatori dato. ' Q

™ J4i matrici, ¢ una base estratta dal sist

B 3) della proposizione 4.3 (oppure di 4.4) permette

4.8 OSSERVAZIONE. La
di affermare che il numero di pivots di una matrice & indipendente dalla

» .
particolare riduzione a scala con cui essi sOno determinati. Questo fatto

~ & importante perche permette di dare la definizione di rango, cosi come
abbiamo fatto in 3.14 del capitolo 1.

b
» ..
4.E Esercizi
. _
1. Decidere se i vettori uj, uz, uz SOno una base per R> e dire se ed in
m quanti modi pud esprimersi il vettore w di componenti 1, 9,—2 come loro
combinazione lineare:
i 2 3 1
N ‘ u1=5,u2=1,u3=—-4
0 2 2

1 numero massimo di

1

2. Dati in R* i vettori u, v, w trovare fra essi i
vettori linearmente indipendenti:

]
t 0 2 1
w8 =2, w={?
1|’ -1/’ 0
= —1 1 0
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3. Determinare la dimensione del sottospazio W C R* generato dai vettori:

1 2 1
1 2 1
1p° 1{’ 2
1 1 2

4. Verificare che'i vettori v, w sono linearmente indipendenti e completarli
ad una base di R3:

-3 1
v=| 1|, w=]| 5
2 -1

5. Sia W C R® il sottospazio generato dai vettori:
12 0 -11], |k+3 k—=1 -2f, |k*—-1 k-1 0],

dove k & un parametro reale. Determinare la dimensione d1 W al variare
di k.

6. Verificare se i vettori vi, vy, v3, v4 sono una base di R? ed in caso
affermativo scrivere il vettore v come loro combinazione lineare:

1 0 -1 |0 1
v = |1 N B Y I 1 !
1=1 9 V2T V3T -2 Tl YT 1

0 0 0 1 o1

7. Si considerino le due matrici A date nello svolgimento dell’esercizio 4.7
e le corrispondenti riduzioni a scala S. Provare che il sottospazio generato
dai primi due vettori colonna di A non coincide con il sottospazio generato
dai primi due vettori colonna della corrispondente matrice 'S.

8. Sia A una,matnce ed S una sua riduzione a scala. Provare che in

generoal}/lﬁazm generato dai vettori colonna di A non comc1de con lo
spazid generato dai vettori colonna di §.

.

9. Dati i vettori vy,...,vx €ER" llnea.rmente indipendénti,z completarli ad
una base di R™ aggiungendo n—k vettori canonici (quali?).

5. SOTTOSPAZI E SOTTOVARIETA AFFINI

Prendiamo in esame ancora una volta il teorema di struttura 5.18
del capitolo 1: 1’insieme A dei vettori soluzione di un sistema omogeneo
Ax = o & un sottospazio vettoriale; ’insieme A’/ ¢ R™ dei vettori soluzione

~di un sistema Ax = b (b # o), compatibile e con la stessa matrice dei
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coefficienti, non & un sottospazio vettoriale. Infatti se A =Db e Af' =Db,
risulta A€+ €') = A+ Af' =2b=b e A(af) = a{Af) = ab = b Va, se
e solo se b =10. . ‘

Indichiamo con V uno qualunque degli esempi di spazi vettoriali di
dimensione finita che abbiamo introdotto. Prendendo spunto dalla relazione
A! = A+ & (cfr. (5.18") del capitolo 1) poniamo la seguente:

5.1 Definizione. Sia W C V un sottospazio (proprio) e sia Vo € |4
un vettore fissato; st chiama sottovarieta lineare affihe parallela a W i
sottoinsieme W' = W + vo otienuto sommando a vo tutli i vettori di W.
Si pone inoltre:

i”n{‘r‘r’}. &

Per brevitd d'ora in poi ometteremo Paggettivo linecare il quale si
riferisce alle equazioni che troveremo fra breve. Nel caso che vo € W si
ha W' = W, altrimenti W' & ottenuto traslando W con il vettore vo.
L’insieme W' & detto parallelo a W in quanto questa & la situazione
geometrica che si presenta nello spazio vettoriale Vo.

5.9 SOTTOVARIETA AFFINI DI Vo

Sottovarieta affini_di _dimensione 0. W = {o} & l'unico sottospazio di
dimensione 0; fissato un vettore 0y € Vo la sottovarietd corrispondente

& W' = {0Qo}-

Sottovarieta affini di_dimensione 1. Un sottospazio W di dimensione 1 e
del tipo:

W = Span(OPy) = {OP € Vo | OP = tOPy, tER},
dove Py # O ed il punto P varia sulla retta r per O e per .il punlo Pi.
Fissato OQg € Vo, la corrispondente sottovarieta parallela é:
(5.3) W’:{OQ€V0|OQ=tOP1+OQO, teR}.

Notiamo che al variare di OP € W il secondo estremo di OQ varia sulla
retta ' passante per {o e parallela alla retta 7.

Sottovarieta _affini di dimensione 2. Un sottospazio W di dimensione 2 &
del tipo:

W = Span(OPy, OP;) = {op — tOP; + 1 OP3, t,t' € R} ,

dove i punti O, P, P; non siano allineati ed il punto P varia sul piano%

da essi determinato. Fissato OQo € Vo, la corrispondente SOttQVa.I‘ietfi.lf
parallela eé:
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(5.4) | {OQEVOIOQ-—tOP1+t’OP2+OQO t, €R}.

Notiamo che al variare di OP € W il secondo estremo di- OQ varia

sul piano Ioz per (o e parallelo al piano «.

Viceversa & immediato vedere che, data comunque una retta 7',
Iinsieme dei vettori OQ, dove Q € 7/, si pud scrivere nella forma
(5.3), basta fissare arbitrariamente un punto Qg € r’' e considerare come
sottospazio parallelo i vettori di secondo estremo P variabile sulla retta r
per O parallela ad r’. Stesso discorso vale nel caso di un piano «'.

Se consideriamo lo spazio bidimensionale V}, si hanno gli stessi risultati
per le sottovaneta. di dimensione 0 e 1. , &

In R" un sistema compatlblle Ax = b fornisce equazioni cartesiane
(lineari) per la sottovarietd affine A’ delle sue soluzioni; dal teorema di
struttura si ha A’ = A + & e quindi A’ & parallela al sottospazio A le
cui equaz:om cartestane sono date dal sistema omogeneo Ax = o.

Spesso A e detto spazio nullo o anche nucleo della matrice A e si indica
con A =ker(A). Cido & legato alla interpretazione di A come operatore
lineare”, come vedremo nel Capitolo 5, dove & provato che (cfr.i) di 1.6):

dim(A) = dim(ker(A))=n—r, r=rg(A).

Lo studente che lo desideri pud leggere gid da ora tale dimostrazione;
‘essa & basata sul fatto che i vettori numerici vy,...,v;, 1,V 41,--- ,Vn,
_ottenuti con una E.G. nella (5.17') del Capitolo 1, sono una base di A

5.5 ESERCIZIO. Si considerino i due sistemi lineari

7 2$1—$2+$3=1 '2$1-:E2+.’L'3=1
;;(a) z2+23=0, (b) | o + 23 = 3.
3 | z1+z3 =0 ' 1+ x3 =2

TR TR

E_Dir‘e se ctascuno di essi rappresenta o meno equazioni cartesiane per una
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soltovarietd affine. In caso affermativo determinare la dimensione.

Si tratta di verificare innanzi tutto la compatibilita dei sistemi dati.
Questo si pud fare simultaneamente visto che la matrice dei coefficienti di
(a) e (b) & la stessa, facendo uso dell’E.G. Si ottiene la forma a scala ed
i termini noti (rispettivamente per (a) e (b)):

2 -1 1| 1 1
o 1 1| 0 3.
0o 0 0|-1/2 0

Nel caso (a) quindi il sistema & incompatibile, pertanto non rappresenta
una sottovarieta affine. Nel caso (b) il sistema & compatibile e quindi
rappresenta una sottovarieta affine W’'. La sua dimensione & la dimensione
del sottospazio parallelo W che & rappresentato dal sistema OMOEENeo
associato; poiché dalla riduzione a scala si legge che la .matrice dei
coefficienti ha rango 2 se ne deduce che dim(W) = 1. Le equazioni
date in (b) non sono quindi tutte essenziali; lo stesso sottospazio W' pud
essere rappresentato con due sole equazioni, per esempio le prime due. ©

5.6 SOTTOVARIETA AFFINI DI R3: EQUAZIONI CARTESIANE MINIME.
Esaminiamo in dettaglio lo spazio R® in cui indichiamo con z,y,z le
componenti dei vettori. |

Sottovarieta_affini di dimensione 2: sono rappresentate dal sistema
(costituito da una sola equazione): '

(5.7) az +by+cz+d=0 A=la b ¢}, rg(A)=1,

al variare di a,b,c,d (con a,b,c non sono tutti nulli); il sottospazio paurallelé
ha equazione:

ar + by + cz=0.

Sottovarietd affini di dimensione 1: sono rappresentate dal sistema:

ar +by+cz+d=0
(5.8) Y A=

a'z+b'y+cztd =0 , o) =2,

¢
a b
al variare dei parametri a,b,...,d. 1l sottospazio parallelo ha equazioni:

ar + by +cz=0
a'z+by+c’z=0.

Sottovarieta_affini di_dimensione 0: sono rappresentate dal sistema:




ST TR P TR
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az +by+cz+d=0 . b c
(5.9)  dz+bytcz+d =0 A=|a ¥ |, rg(4)=3,
a"z4by+cz+d =0 A AL
al variare dei parametri a,b,...,d". Il sottospazio parallelo & rappresentato
dal sistema: |
" ar +by+cz=0
a'z4+b'y+c’z=0
a"z+b"y+¢"z= 0

che ammette come unica soluzione il vettore nullo. &

Per le sottovarieta affini W/ di R™ si possono dare anche equazion:
parametriche: basta fissare una base per il sottospazio parallelo W eod
esprimere i suoi vettori come combinazione lineare di una base; i pesi sono
i parametri al variare dei quali varia il vettore in W.

5.10 SoTTdVARI'ETJ\ 'AFFINI DI'R3: EQUAZIONI PARAMETRICHE.

Sottovarietd_affini di dimensione 0: ﬁssa,to .un vettore vo € R® di
componenti o, %o, 20 la sottovarietd parallela a W = {o} & W' = {vo}.

Sottovarietd affini_di_dimensione 1. Sia W ={x¢€ R¥|x=tv; v #o0}, se
indichiamo con z,y,z le componenti di x e con I,m,n quelle del generatore
v e si ottengono le equazioni parametriche del sottospazio:

r=1It, y=mt z=nt t parametro reale.

Fissato un vettore vo € R, la corrispondente sottovarieta parallela &:
W' = {x € R®| x =tv+vg} cui corrispondono le equazioni parametriche:

I, - .
*(5.11)  z=lt+z0, y=mit+ty z2=nt+2 t parametro reale.

Sottovarietd affini di dimensione 2. In questo caso W = Span(v,v');
indicate con I,m,n e I',m',n' le componenti dei vettori di base e tali
quindi che risulti:

m n
! nl

m )=2,

rg(

{
Il

si ha W={xeR} | x=tv+tv', ¢t €R} e seindichiamo con z,y,2
le componenti di un vettore variabile in W si ottengono le equazioni

~ paramelriche del sottospazio:

c=1t+1't', ‘y=mt+m't', z=nt+n't, t,t' €R.
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Fissato un vettore vp € R3, la corrispondente sottovarieta parallela é&:
W'={x€R?|x=tv+t'v'+vo} e se indichiamo con z,y,z le coordinate
di un vettore x variabile in W' si ottengono le equazioni parametriche:

(5.12) e=lt41'"t' +xo, y=mt+m/t' +yo, z=nt+n't'+2, t,t'€R. &

5.13 ISOMORFISMO FRA Vo ED R3.

Riprendiamo 1'osservazione 3.3 con riferimento al modello geometrico
Vo di spazio vettoriale tridimensionale su R. Fissata una base i,J,k come in
(2.11) ad ogni vettore geometrico OQ € Vo, OQ = zi+ yj + zk, possiamo
associare il vettore numerico x € R?® le cui componenti z,y,z sono le
coordinate di OQ rispetto alla base fissata e viceversa. Notiamo che, .
mentre in R® vi & una base privilegiata, la base canonica e;,ez,es, in
Vo non vi & alcuna base privilegiata ma, fissata una base i,j,k, 'si
ha la corrispondenza biunivoca Vo — R3 la quale, in particolare, fa
corrispondere ordinatamente alla base i,j,k la base e;,e;,es.
Si vede subito che alla somma di vettori in Vo resta associata la somma
dei vettori corrispondenti in R® ed analogamente per il prodotto per
uno scalare. Da cid segue che ad ogni sottovarieta affine (in particolare
sottospazio) di Vo resta associata una sottovarieta affine di R? e viceversa.
Se ai vettori OQg, OP;, OP, € Vo di (5.2) corrispondono, nella base
fissata, i vettori wvg,v,v' € R3 di (5.10), le (5.3) corrispondono alle
equazioni parametriche (5.11) che per questo motivo si chiamano equazioni
parametriche di una retta, cosi come le (5.4) corrispondono alle (5.12) che
si chiamano equazioni parametriche di un piano. 5 &

In R* si pud facilmante passare da equazioni cartesiane di una
sottovarietd a equazioni parametriche e viceversa. Se & dato un sistema di.
equazioni cartesiane basta trovare le soluzioni in funzione di parametri liberi
(ottenuti tramite una E.G.). Viceversa se sono date equazioni parametriche
basta eliminare i parametri nel modo che illustriamo sul seguente:

5.14 Esgrcizio. Determinare equazioni parametriche e cartesiane per il
sottospazio W C R* generato dai vettori:

1 : 0 2

-1 2 0

Vi = R V2 = —~11? V3 = -1
2 ' 0 4

A priori, combinando linearmente i tre vettori assegnati, otteniamo
certamente equazioni parametriche per il vettore variabile in W in funzione
di tre parametri; ma se i tre vettori assegnati non sono indipendenti, e
quindi non sono una base, i coefficienti della combinazione lineare non sono
unici (cfr. 2.3) e sono “sovabbondanti”. Conviene preventivamente estrarre
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dal sistema di generatori una base. Consideriamo quindi la matrice A che
ha per colonne i vettori dati e una sua riduzione a scala 5:

1 0 2 11 0 2
a2 o «_lo 2 2
A=ty -1 211> %=lp 0o o

2 0 4 0 0 ol |

I vettori vi e vy sono quindi una base di W ele cornspondentl equazioni
parametriche sono: : :

T 1 1 0 71 =1 ; :
RN -1 2 : ‘ Ty = —t + 2t
: =1 + 1 , Ovvero : .
| 22 o 211 ) T3 = —ta.

i 2 0 T4 =2t

Per trovare equa,zmm cartesiane ricaviamo t; e ¢, da due delle equazioni
parametriche gla. trovate e sostituiamo tali valori nelle equa,zmm residue.
Se si ricavano i parametri dalla prima e dalla terza equazione si ottiene
thy = 2,4, ;tz = —z3 e la sostituzione nelle equazioni residue fornisce
1+ T2 +2%7:3 =0, -2z, + 24 = 0, cioé un sistema di equazioni cartesiane.Q

Se ripé:tia.mo quanto visto nell’esercizio a partire dalle equazioni (5. 11)
otteniamo equazioni del tipo (5.8) che prendono il nome di equazioni
cartesiane 'di una relta; a partire da (5.12) otteniamo un’equazione del
tipo (5.7) che prende il nome di equazione cartesiana di un piano.

5. F Esercizi

- [ |

1. Determinare equazioni parametriche e cartesiane per il sottospazio W
generato dai vettori:

1

1

0

? b

1 2
2 3
1 1
1 0 -1
2. Trovare 'équa,zioni parametriche e cartesiane per il sottospazio W di
Mz(R) generato dalle matrici:
1 0 0 1 2 -1
g 1’ 0 1}’ 0 1]
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p 3. Scrivere equazioni cartesiane per la sottovarieti affine di R3 ottenuta
!traslando il sottospazio Span(vy, v2) con il vettore w:

1 —1 -1
vi=|ll, vo=§{1|, w=] 2
\ IR ERE

4. Scrivere equazioni parametriche per la sottovarietd di R* ottenuta
traslando il sottospazio di equazioni cartesiane =, — z3 + 3 — 74 = 0,
Ty — 223 — 3z3 + x4 = 0 con il vettore di componenti 1,0, 1, 1.

5. Dire se le equazioni z+y+32=0, —z+2y+2=-3,2c —y+2z=3
efiniscono una sottovarieta affine di R3 ed in caso affermativo determinarne
:a. dimensione ed equazioni parametriche. '

' 6. INTERSEZIONE E SOMMA DI SOTTOSPAZI: SOMME
DIRETTE

[ Siano U e W due sottospazi dello spazio vettoriale V sul campo

K(= R,C); a partire da essi possiamo costruire altri due sottospazi di. V:
il “sottospazio intersezione” ed il “sottospazio somma” definiti nel modo

[:guente.
-1 Definizione. Dati i sottospazi U W C V:

i) st chiama sotlospazio intersezione, e si indica con U N W, l’insieme
E det vettori che appartengono simultaneamente ad U e W,

1t) si chiama sottospazio somma, e si indica con U + W, P’insiemne dei
t vettor:i di V' della forma u+w, al variare diuelU ediweW. &

|
Perché le definizioni poste abbiano senso dobbiamo provare che UNnW

e U+ W sono effettivamente dei sottospazi.

[ Siano x,y e UNW, quindi x,y € U e x,y € W; poiché U &-un
ottospazio il vettore x-+y appartiene ad U, analogamente esso appartiene
a W e quindi appartiene a UNW. Se x € UNW e A€ K abbiamo che
€U e x € W, essendo U e W sottospazi Ax € U e Ax € W, pertanto
[.x € UNnW. Abbiamo quindi provato che UNW & un sottospazio (in
,aanto chiuso rispetto alle operazioni di somma.e di prodotto per uno
scalare).

[ Siano ora x,y € U + W; per definizione x = u+w, y = u + w'
er qualche u,u' € U e w,w' € W. Risulta x4+y=u+w+u' +w =
ut+u'+w+w' e poiche u+u' el e w+w' € W anche x+yeU+W.
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Se x € U+ W e quindi & della forma x = u+w per qualche u € U e
‘wEW ese e K abbiamo che Ax = A(u+ w) = Au+ Aw; poiché Aue U
e \2w € W anche Ax € U + W. Abbiamo con cid provato che U + W e
chiuso rispetto alla somma ed al prodotto per uno scalare. :

6.2 OSSERVAZIONE. Lo studente avra notato che UNW & definito tramite
’'operazione di “intersezione” fra insiemi (non cosi U+ W) e puo chiedersi
perché non abbiamo tentato di definire un ulteriore sottospazio facendo
uso dell’operazione di “unione” fra insiemi, cioe U U W. 1l motivo e
semplice: U UW non é un sottospazio. Per provare questa affermazione
basta produrre un “controesempio”, ciod un esempio in cui ’affermazione
fatta sia falsa. Si consideri a tal scopo il sottospazio U C R? costituito da
quei vettori di R? che hanno la prima coordinata nulla ed il sottospazio
W C R? costituito dai. vettori che hanno la seconda coordinata nulla.
L’insieme U UW & costituito da quei vettori che hanno o la prima o
la seconda coordinata nulla. Ora i vettori della base canonica e; e e;
appartengono a UUW (e; € W, e; € U) ma la loro somma non vi
appartiene in quanto nessuna delle sue componenti & nulla e quindi UUW
non & chiuso rispetto alla somma.

Cosi come abbiamo spiegato nell’osservazione 5.11 del capitolo 1,
Vaffermazione “U UW non & un sottospazio” non vuol dire che non lo sia
. maij! . | Q
6.3 Esercizio. Sia U il sottospazio di equazioni T, — Tz + 23 = 0, z4=0
e sia W = Span(wy,w2) dove w; e wq hanno rispettivamente component:
1,1,1,1 e 0,1, 0, —1. Determinare una base per U+ W e per UNW.

Una base per U & data dai vettori u; e uz di componenti
rispettivamente 1,1,0,0 e —1,0,1, 0. Poiche U + W & costituito dai
vettori u+w al variare di u € U e w € W, i vettori uj,uz,wy,wz sOno un
sistema di generatori dal quale, tramite I'E.G. possiamo estrarre una base,
si trova quindi che essa & costituita dai primi tre vettori e dim(U+W) = 3.

Per determinare equazioni cartesiane di U N W conviene trovare
equazioni cartesiane per W. A partire dalle equazioni parametriche
g =t zg=t+thza =124 =1~— t' si ricavano le equazioni cartesiane
£y —x3 = 0, 2z — 3 — 4 = 0. Poiché appartengono a U NW tutti e
soli i vettori che sono simultaneamente in U e W essi devono verificare
le equazioni! di entrambi i sottospazi. Si ottiene quindi un sistema di
4 equazioni in 4 incognite la cui matrice dei coefficienti ha rango 3
(verificarlo!), Pertanto dim(U N W) =1 ed una base & costituita per
esempio dal vettore di componenti 1, 2,1, 0. : Q

|

Notiamcfp che, se uj,...,u; & una base per U e wi,..., Wi € una base
per W, i vettori uy,...,un, Wi,..., Wi generano U+ W.
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5.4 Definizione. Si dice che due sottospazi UW CV decompongono lo
spazio vettoriale V in somma diretta, e si indica:

V=UsW,

se ogni vettore v € V si scrive in modo unico nella forma:

| v=u+w con unelU, weW. F

Per esempio lo spazio vettoriale Vg (di
dimensione 2) & somma diretta di due rette
Iu = Span(OU;) e W = Span(QUz) dove
i punti O,U,,Uz € £? non sono allineati
(perche?). Vo & somma diretta di un piano
Ie di una retta (non contenuta nel piano).

6.5 Proposizione. Siano U e W sottospazi di V. Risulta V = UpW se

ue solo se:
(6.6) v=U+W, Unw = {o}.

Dim. Se V & somma diretta di U e W ovviamente risulta V = U + W.

D’altra parte se U NW # {0} esiste u€U e wE W tali che u=w # o;
pertanto o = o+o0o =u—Ww e la decomposizione del vettore nullo non

Viceversa supponiamo che valgano le due condizioni (6.6), vogliamo provare
che ogni vettore v € V si scrive in modo unico come somma di un vettore

n U e di un vettore in W. Supponiamo che si abbia simultaneamente
lv=u+wev=u+w conue w in U e w e w in W; sottraendo
h abbiamo o = (u—u') + (w —w') e quindi u - u = —(w—w'). Il vettore
a primo membro, che & un vettore di U, & uguale al vettore a secondo
membro che & un vettore in W, quindi tale vettore & in UnNW. Poiché

[ tale intersezione contiene solo il vettore nullo deve necessariamente essere

u sarebbe unica.

u=u e w=w' &
- 6.7 Proposizione. V=U®BW see solo se, dette uy,...,un una base in

U e wy,...,wi una base in W, i vettori Up,...,Up, W1,..., Wi SOTO Uuna
B base di V.

Dim. Supponiamo che valga la decomposizione in somma diretta; la rela-
zione o:(a1u1+--_-+ahuh)+(ﬂ1w1+---+ﬁkwk) implica o=ajur+---+anrup
m e o= Biwi+ -+ PBrwi in quanto per il vettore nullo vale 1’unica

decomposizione o = o + o; pertanto a3 = -+ = anr = 0, /= -~ Bxr =0
- e l’indipendenza dei vettori & provata. D’altra parte essi generano in



§6. Intersezione e somma di sottospazi: somme dirette 83

©B88-08-16538-8

quanto U + W = V{(cfr.6.5). Viceversa se i vettori proposti sono una base

di V per ogni v € V si ha la decompozizione unica v = (ajuy + --- +
apup) + (hrwi+ -+ bxwg) =u+w, dove u=aym1 +---+arnun €U e
w=>bwi+ -+ bwi €W, &

6.8 ESERCIZIOr Sia U = Span(u;,uz) dove u; ed uz sono i vetiori di 34
di componenti 1,1,1,1 e —1,1,—1,1. Determinare un sottospazio W tale
che R =UoW. -

Osserviamo innanzi tutto che i vettori wuy, uy sono linearmente
indipendenti e quindi sono una base di U. Completiamo ora questi vettori
ad una base di R* aggiungendo, per esempio, i vettori canonici e;,e;
(tramite I’E.G. verifichiamo facilmente che e;, ez, uy, u; sono una base
di R*).. Pertanto si pud assumere W = Span(e;, e;). Naturalmente questa
scelta non & unica! - | Q@

6.9 ESERCIZIO. Si considerino i soltospazi U, di equazion: cartestane
Ty + T2 + 223 =0, —z3 +24 =0, e W = Span(wi,w;), dove w; ha
componenti 1,1,2,0 e wo ha componenti —2,0,0,1. Verificare che risulta
R{=UoW.

I due vettori che generano W sono indipendenti, pertanto dim(W) = 2.
Le soluzioni del sistema che rappresenta U sono & = x4, & = —223 — 24,
£3==x3, 4 =124 ed i vettori u; e uz, di componenti rispettivamente 0,—2,1,0
e 1,~1,0,1, sono una base di U. A questo punto basta controllare, tramite
I’E.G., che w;, w3, u;, u; siano indipendenti. Q

Vogliamo infine vedere, dati due sottospazi U e W, quale relazione
intercorra fra le loro dimensioni e quelle dei sottospazi U+ W e UNW.

6.10 ForMULA DI GRrASSMANN. Dati due sottospazi U, W C R™ si ha la
seguente formula:

dim(U + W)+ dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Dim.* Indichiamo con uy, uz,...,u, una base per U e con wy, wa,..., Wk
una base per W. 1 vettori u;, uz,...,us, Wi, wa,...,Wj SONoC un
sistema di generatori per il sottospazio U + W. Sia @ la matrice
n X (h+ k) che ha come vettori colonna i generatori indicati; risulta
(cfr.4.4): dim(U + W) = rg(Q). -

“Consideriamo ora il sottospazio UNW C R™ ed il sottospazio A dei vettori
soluzione del sistema omogeneo, in h+k incognite, ¢@x = o. E ovvio
che non sono lo stesso sottospazio, visto che il primo & costituito da
vettori con n componenti ed il secqndo da vettori con h + k& componenti;
cid non di meno essi hanno la stessa dimensione. Per provare questa
affermazione consideriamo 1’applicazione ¢ : ker(Q) — U NW definita nel
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modo seguente. Sia £ € A, di componenti ai, az,...,Qh, B, Ba,-- -, Bk,
ciod tale che Q& = o = ajuy + - + apup + fiwy + -+ + Bxwi e quindi
oqug + -+ apup = —(biwi + - + Brxwi) = y. In questa uguaglianza

il vettore y @& scritto sia nella base di U che in quella di W e
quindi appartiene a U N W; poniamo quindi per definizione (§) = y.
L’applicazione ¢ & biunivoca in quanto se prendiamo un qualunque vettore
y € UNW esso pud scriversi sia nella base di U che in quella di W ed in
entrambi i casi le coordinate sono uniche; esso proviene, nell’applicazione
¢, dall’unico vettore che ha per componenti (nell’ordine) le coordinate
di y nella base di U e quelle nella base di W con segno opposto.
Questa applicazione biunivoca, per il modo in cui & stata definita in
termini di coordinate, conserva chiaramente le operazioni di somma e di
prodotto per uno scalare (come vedremo nella sezione 4 del capitolo 6
si tratta di un “isomorfismo™), quindi a vettori linearmente indipendenti
nel primo spazio corrispondono, via ¢, vettori linearmente indipendenti

nel secondo spazio e viceversa. - In conclusione abbiamo provato che
dim(U N W) = dim(ker(Q)) = h + k — rg(Q). La tesi & quindi provata.

6.E Esercizi

1. Nello spazio R* si considerino il sottospazio U = Span(ui, uz) ed il
sottospazio W = Span(wiy, wz, wa); determinare una base per UNW e
per U+ W: | '

1 2 1 2 3
u:l Ug = I w1'=2 w2=3 W3=3.
1 1!’ —4|° ol 3! 2

1 —4 0 3 o

2. In R* si considerino il sottospazio U = Span(uy, uz, uz, ug) ed il
sottospazio W = Span(wy, wa, w3); trovare le dimensioni di U, W, U+W,
Unw:

1 2 1 0 1 0 0
0 1 3 5 12 1 3

u] = 0 y U2 = 0 y U3 = 1 y U4 — 2 3 Wi = 0 y W2 = 1 y W3 = 0 .
-3 4 2 0 0 0 1

3. Si considerino i sottospazi di R3: U= Span(u;,u;) e W==Span(wi,w2);
dire se essi decompongono R® in somma diretta:
1 2 3 _ —6
u; = (1], ues=|1{; wi1=|[2], wo = |—4].
0 3 0 0
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4. Determinare una base per il sottospazio U NW C M,(R) sapendo che
U e W sono generati rispettivamente dalle matrici: :

0 1 11 1 2], |t o0 01 1 0
O 1({” |1 1] {1 -2} 10 1}* |-1 of” |1 oO]"
5. Dare un esempio di due sottospam UeWCVo per1 quali [)UW

sia un sottospazio.

6. Vedere se i seguenti vettori sono linearmente indipendenti ed in caso
affermativo completarli ad una base di RS :

1. ¢+ 1 2
11 —1 0
11, 0], 1
1 -2 1
11 1 1

7. ESEIi,CIZI DI RICAPITOLAZIONE

Esercizio 1

1. Si consideri, al variare del parametro reale {, la matrice:

|14t 0 242 0
Ar={ 1 0 24t -Bt+1
1 -1 1 1

Determinare rg(A,) al variare di ¢ € R e vedere se esistono valori di ¢ per
cui il vettore di componenti —1, 0, 0 appartiene allo spazio generato dai
" vettori colonna, di A;. ‘

2. Determinare equazioni parametnche e cartesiane per il -sottospazio di
M, (R) generato dalle matrici:

2 0
1 0

12’

0 O
1 O

1 1

3. Sia A € M,;(R); dire se ¢ vero o falso che, se esistono in R™ due
vettori x,y tali che Ax = Ay, allora x = y. Giustificare la risposta.

: Esnacmo Il

1. Si considerino le matrici:
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5 1 0 2 1
A=13 o 1|, B=l20
4 -1 3 4 &k

al variare del numero reale k. Determinare per quali valori di k il sistema
AX = B, nell’incognita X € Ma2(R), ammette soluzioni.

2. Nello spazio vettoriale RY sia U il sottospazio di equazioni cartesiane
9ry — 23 + 23 =0, T2 + T3 — 2z, = 0 e W = Span(w1,wz, w3), dove:

-1 3 : 1

4 6 -1

Wi — _5 Wao = —3 3 Wa — 9
2! 1 8| ,1!3

Determinare basi per U e W e provare che Ri=UoW.

3. Provare che se si effettua sulla seguente matrice A I’E.G.| senza scambi
di righe si ottiene la fattorizzazione A= LDU dove LT =U:

1 2 1
A=12 -1 0].
1 0 3

Esercizio II1

1. Sia W C M33(R) il sottoinsieme delle matrici C i cui vettori colonna
cl, c2, ¢ soddisfano la relazione ¢! — 2¢? + ¢® = o. Provare che W & un

sottospazio. Trovare una base e la dimensione di W.

2. Nello spazio vettoriale R?! determinare una base per i sottospazi'U.+W
e UNW, sapendo che U e W sono generati rispettivamente da:

1 0 1 -1 2
u = 0 5 17 = 1 5 wi = 1 s Wo = 1 Wa = 3
1 —2 2 0f’ 5
0 1 1 1 3

- 3. Teorema degli orlati. Sia A € Mny.(R); provare che rg(A) =1 se e

solo se esiste una sottomatrice A’ di A, quadrata di ordine 7 non singolare

tale che ogni altra sottomatrice A" ottenuta da A’ aggiungendo comunque
una ulteriore riga e colonna di A, sia singolare.

Esgrcizio 1V

1. Decidere se il seguente sistema & compatibile ed in caso affermativo

/

v
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scriverne le soluzioni tramite il teorema di struttura:

£ 429 =1
1+ z2+ 23 =4
Ty + x3 + 24 =3
T3+ 24+ 25 = 2

T4+ T5 =—f—1.

2. Siano A B € Mq(R) dove A & una matrice smgolare.; Provare che le
matrici AB e BA sono singolari.

3. Sia W C M3(R) il sottospazio delle matrici triangolari superiori e si
consideri la’ matrice;

A=1y

1 -2'

~ Vedere se A, A%, A% sono una base di W. In caso negativo dire se A e
- A? possono essere completate ad una base di W.

- - -
P I S ™~ .

Non (mi) e’ chiaro ,

it ragno Y
di una matrice

e I
R R T

Sono chiaro, anzi
chiarissimo :
SONo un Prof. universitario |
Approfondisca di piu’



Capitolo 3
DETERMINANTI

INTRODUZIONE. In guesto capitolo viene introdotta la nozione di
“determinante” di una matrice quadrata a partire da una formula
(probabilmente gid nota allo studente per matrici di ordine piccolo)
che fa intervenire la nozione di “permutazione.” Lo studic e la
generazione delle permutazioni permette in modo facile di avere
subito lo “sviluppo di Laplace.” Successivamente studiamo le .
proprieta formali del determinante e Peliminazione di Gauss fornisce
sia una dimostrazione dell’unicita della funzione determinante che
un metodo efficiente di calcolo.

Come applicazioni diamo V’espressione algebrica per I’inversa di
una matrice quadrata non singolare e la formula di Cramer per la
soluzione unica di sistemi quadrati con matrice dello stesso tipo.
Da ultimo diamo una breve nota storica sullo sviluppo dell’algebra
lineare senza pretesa di completezza ma perché lo studente si renda
conto del periodo in cui si sono sviluppate le idee fondamentali.
e conosca, almeno di nome, alcuni dei matematici che vi hanno
contribuito.

1. LE PERMUTAZIONI DI n ELEMENTI

In questa sezione vogliamo introdurre la nozione di “permutazione” e
mettere in evidenza alcune proprietd che saranno utili in seguito.

1.1 Definizione. Una permutazione o Su n elementi & un’applicazione
biunivoca (e quindi invertibile) o di un insieme di n elementi {ay,a2,...,0n}
in se. ’ X

Di solito si sceglie 1'insieme dei numeri {1,2,...,n} e quindi:
o {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Consideriamo 1’insieme ordinato dei numeri o(1), 0(2),...,0(n)

costituito rispettivamente dai corrispondenti degli elementi 1,2,...,n.
La permutazione o(1)=1, 0(2)=2,...,0(n)=n, viene detta permutazione



§1. Le permutazioni di n elementi 89

t8g-08-16538-8

identica (o anche permutazine fondamentale); essa corrisponde all’ordina-
mento naturale (crescente) dei numeri 1,2,...,n. Ogni altra permutazione
determina un diverso ordinamento e viceversa ogni ordinamento dei numeri
{1,...,n} determina una permutazione. Cosi, ad esempio, la permutazione
che manda 1 in ¢(1)=3, 2 in 0(2)=5, 3 ir 0(3)=2, 4 in 0(4)=4, 5
in ¢(5) =1 determina l’ordinamento 3 5 2 4 1; viceversa I’ordinamento
52 4 3 1 corrisponde alla permutazine che manda .1 in o(1) =35, 2 in
o(2)=2, 3 in o(3)=4, 4 in ¢(4)=3, 5 in o(5)=1.

1.2 GENERAZIONE DELLE PERMUTAZIONI SU n ELEMENTI. Indichiamo
con S, l'insieme delle permutazioni su n elementi; vogliamo ora contare
il numero N di elementi che esso contiene al variare di n.

Consideriamo inizialmente i casi n = 1,2,3:

permau tazionj'
n=1 1 N=1
n=2" 12

21 P N=2
n=3 123 132

231 213 | ;

312 321 N=6=23-2

Osserviamo che abbiamo scritto sulla stessa riga le permutazioni che
. hanno lo stesso elemento iniziale. Nel caso n = 3 le permutazioni sulla
. prima riga hanno al primo posto 1 e gli altri posti sono occupati dalle

%}{;due permutazioni degli elementi dell’insieme {2,3}; sulla seconda hanno al
Ea::. . . . . L] L) - .
s primo posto 2 e gli altri posti sono occupatl dalle due permutazioni degli
! elementi dell’insieme {1,3}; analogamente per la terza riga. Questo spiega

! la fattorizzazione N = 6 = 3-2. Ovviamente la stessa osservazione si pud
f fare nel caso n = 2.

B
I

i Consideriamo quindi il caso di n = 4. Le permutazioni avranno al primo
1 posto uno dei numeri 1,2,3,4; quelle che iniziano con 1 hanno nei successivi
£ posti una qualunque delle permutazioni sull’insieme di tre elementi {2,3,4};
B quelle che iniziano con 2 avranno le ‘permutazioni di {1,3,4}; quelle che
iniziano cdn 3 avranno le permutazioni di {1,2,4}; infine quelle che iniziano
¥ con 4 avranno le permutazioni di {1,2,3}. Abbiamo suddiviso l'insieme
; delle pe:mjutazioni su quattro elementi in quattro gruppi, ciascono costituito
.- dd 6 = 3-2 elementi; pertanto N = 4.3.-2. In questo modo 'non solo abbiamo
E,E'conta,to il numero delle permutazioni su quattro elementi ma abbiamo anche

w,
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indicato un modo con cui generarle tutte a partire dalle permutazioni su
tre elementi.

Supponiamo di aver generato ricorsivamente le permutazioni su
n—1 elementi e di aver trovato che sono in numero di (n—-1)}! =
(n—1)(n—2)---4-3-2, (m! si legge “m fattoriale” ed indica il prodotto dei
primi m interi positivi). Le permutazioni su n elementi si suddividono in n
gruppi a seconda dell’elemento al primo posto: se il primo elemento e ki
rimanenti posti sono occupati da una qualunque delle (n—1)! permutazioni
di {1,2,...,k~—1,k+1,...,n}. Pertanto il numero degli elementi di Sy
¢ n! = n(n-1)(n—-2)---4-3-2. Abbiamo inoltre dato un procedimento
ricorsivo per costruire le permutazioni su n elementi, procedimento che
pud facilmente essere implementato su un calcolatore. Q

Ad ogni permutazione g € Sn resta associato un “segno” che & o
I’intero 1 o 1’intero —1. Per spiegare in quali casi si attribuisca uno o
’altro dei segni partiamo da un esempio. Consideriamo la permutazione
3152 4; possiamo riportarla alla permutazione fondamentale riordinando
. numeri sulla seconda riga con la regola di scambiarli a due a due.
Scambiamo inizialmente 3 con 1, poi 2 con 3, poi 3 con 5 ed in fine 5
con 4: con i vari passaggi indicati si ottine la permutazione fondarientale.
In totale abbiamo effettuato “quattro scambi”. Lo studente non deve pero
cadere nell’errore che vi sia un sol modo di effettuare tali scambi né che
sia costante il loro numero. A tale scopo consideriamo un’altro esempio.
Sia data la permutazione 3 21 & immediato che con lo scambio di 1 e 3 si
ottiene la permutazione fondamentale (uno scambio). Si pud d’alvra parte
scambiare prima 1 ‘con 2, poi scambiare 1 con 3 ed infine lo scambio di
2 con 3 porta alla permutazione fondamentale (ire scambi)!

Di fatto si pud dimostrare che il numero degli scambi necessari per
riportare la permutazione o a quella fondamentale € o sempre pari oppure
sempre dispari. Corrispondentemente o si dice di classe pari oppure dispari.
Si pone quindi la seguente:

1.3 Definizione. Per ogni permutazione o € Sn il suo segno é dato da
sgn(o) = *1, valendo il segno + o il segno — a seconda che o sig di
classe pari o dispari. L

La permutazione del primo esempio ha segno +1 mentre quella del secondo
esempio ha segno —1. Nel caso n=3 della tabella 1.2 sulla prima colonna
vi sono le permutazioni pari, sulla seconda quelle dispari. '

1.4 Proposizione. Sia o una permutazione degli elementi {1,2....,n};
indicato con o(1)=k il primo elemento e con o' la parte residua (una
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permutazione degli elementi {1,...,k—-1,k+1,.. .. ,n}) risulta:
sgn(o) = Lsgn(o’)

a seconda che U’intero k sia dispari o pari.
: P

Dim. Per riportare o alla permutazione' fondamentale si pud tener ﬁ#so il
primo elemento ed effettuare scambi sulla parte residua ¢’ fino a riportarla

alla permutazione fondamentale; si ottiene ¥ 1 .---k—1 k+1---n e si
deve ancora scambiare k con 1,--- ,k—1. Pertanto se k—1 & pari si ha
sgn(o) = sgn(c'), se k—1 & dispari si ha sgn(g) = —sgn(o'). &

Ricordiamo infine che due permutazioni 0,0’ € S,, si possono comporre
in quanto applicazioni e le composizioni:.

oho:{1,2,...,n} =% {1,2,...,n} <> {1,2,...,n},

o' {1,2,...,n} = {1,2,...,n} -5 {1,2,...,n}

sono ancora permutazioni. In questo modo §,, & munito di una operazione
binaria interna rispetto alla quale la permutazione identica si comporta da
elemento neutro. D’altra parte ogni permutazione o, in quanto applicazione
invertibile, ammette una permutazione inversa ¢~ ! € S,,. Abbiamo dunque
un esempio di insieme con una struttura di “gruppo”, struttura che lo
studente avra occasione di incontrare in altri corsi. '

2. LA lDEFINIZIONE. DI DETERMINANTE -

In questa sezione vogliamo mtrodurre la funzione determinante, cioé
" un’applicazione

det : M,(R) — R

che associ ad ogni matrice quadrata A un numero reale det(A) e che, cosa

molto lmportante, verifichi alcune proprietd fondamentali che mtrodurremo
nella prossima sezione.

Nel caso delle matrici di ordine uno si pone:

(21) det|an| = a11;

questa & chiaramente una funzione det : M;(R) — R, ma non !’unica
possibile anche se sembra la pii naturale. |
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Nel caso delle matrici di ordine due si pone:

a1nx 412

2.2 det
( ) € azy Q22

= a11dz2 — 212421

b

i determina cosi un’applicazione det : M3(R) — R. Non & chiaro a priori
perche si & fatta la scelta di questa funzione e non per esempio la scelta
della funzione

ayl 412

) = ay1812 — G21422.
az1 Q22

(2.2") S(

Non pud certamente bastare, come giustificazione, il fatto che la (2.2)
» nota allo studente dalla scuola secondaria! Ritorneremo su questo fra
breve. |

Nel caso delle matrici di ordine tre si pone:
a11 aiz a3

(2.3) det | ay; @22 @23 | = ai1@22a33 + a13@21432 + @12023431
aszy aaz2 433 :

— (@a13az2a31 +a@11023a32 +@12421 a33) -

La (2.3) prende il nome di regola di Sarrus e probabilmente & nota allo
studente secondo la seguente regola meccanica: si ricopiano accanto alle
tre colonne di A le prime due:

ai a2 as an a2
az1 a2 a23 Ga21 az2
asi 32 ‘@33 a31 asz

e si scrivono i tre prodotti degli elementi sulle diagonali principali
(punteggiate) e si sottraggono i tre prodotti relativi alle diagonali
secondarie. :

Volendo ora passare al caso di matrici di ordine n qualunque vediamo
cosa accomuna le formule introdotte. Nella (2.2) vi sono due addendi con
segno, ciascuno dei quali & il prodotto di due elementi (della matrice) i cui
indici di riga sono ordinatamente 1 e 2; gli indici di colonna sono nel primo
caso la permutazione fondamentale 1 2 nel secondo caso la permutazione
dispari 21. Nella (2.3) vi sono sei addendi con segno, ciascuno dei quali
& il prodotto di tre elementi i cui indici di riga sono la permutazione
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fondamentale 12 3; gli indici di colonna corrispondono ad una delle sei
permutazioni su tre elementi ed il segno & quello della permutazione.
Possiarﬁo ora generalizzare le formule precedenti ponendO'

2.4 Deﬁn1z1one. Si chiama determinante la funzione che associa ad ognt
matrice A = (a,J) di M,(R) il numero |

det(A) = E Sgn(a)ala(l)aza(z) '+ Qng(n)s
cES,

dove o varia su tutte le permutazioni di n elementi. &

L’espressione di 2.4 contiene n! addendi con segno, ciascuno dei quali
& il prodotto di n elementi della matrice due dei quali non si trovano
mai né sulla stessa riga n& sulla stessa colonna (visto che sia gli indici di
riga che quelli di colonna sono distinti). Gli stessi addendi possono essere
riordinati in. modo da ottenere ulteriori regole di calcolo.

2.5 Deﬁniiione. Data la matrice A = (a,_,) si chiama complemento

algebrico o, cofattore dell’elemento a;j, e si indica con .A,,, i numero
definito da -

.A.‘_,‘ = (--—1)‘.+jd6

dove si intende che la riga i™ e la colonna ;™ di A vengano omesse. &

_Per esempio il complemento algebrico di a3; nella seguente matrice A &:

-1 2 3 1 3l
A= 0 1 41, & Az = (—1)2+3d8t| 0 4| = 4.
2 1 3

2.6 Teorema (SVILUPPO DI LAPLACE PER RIGHE O PER COLONNE). Data
una matrice A di ordine n, comunque st fissi una sua riga o una sua
colonna, la somma dei prodotii degli elementi della riga o della colonna
per t rispettivi complementi algebrici ¢ il det(A). In formule:

i'(‘iet(A) = ai1 A + @i Aiz +oonnn. + ainAin (sviluppo per la riga i™*)
ayjA;taz;Azi+... ... +an;An; (sviluppo per la colonna j™*).

Il

tel
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Dim. Dimostriamo la formula nel caso della prima riga. Ricordiamo che
le n! permutazioni di S, possono suddividersi in n gruppi, ciascuno dei
quali @ formato da (n—1)! permutazioni aventi lo stesso elemento iniziale
(cfr.1.2). Basta quindi raccogliere in 2.4 gli addendi per cui o(l)=1e
mettere in evidenza aip, gli addendi per cui o(1)=2 e mettere in evidenza
aja, ..., gli addendi per cui o(1)=n e mettere in evidenza a;,. Si ottiene:

det(A)=a113,5917(0")a241(2)" * “Cnot(n) — @122 ;5910 )815(1)B307(3)" * * Eno’ (n)

+..- % al“za,sgn(a’)alan(l)o **Qpofn—1)»

dove o' nmella prima somma varia nelle permutazioni dell’insieme
{2,3,...,n}, «o--e , nell’ultima somma varia nelle permutazioni dell’insieme
{1,2,...,n—1}. Basta tener conto di 1.4 per riconoscere i cofattori.

Un analogo ragionamento, che omettiamo per brevita, prova la formula
nel caso di una qualunque riga o colonna. &

Lo sviluppo di Laplace per calcolare un determinante & molto utile!
Innanzi esso permette di calcolare un determinante di ordine 7= tramite
determinanti di ordine n—1, ed il procedimento pud essere reiterato fino
ad arrivare a determinanti di ordine 2 (d’altra parte cid corrisponde al
modo con cui abbiamo generato le permutazioni). Certamente il numero di
passaggi da effettuare pud essere molto grande! Il calcolo si semplifica se,

scegliendo opportunamente una riga o una colonna, molti degli elementi
sono nulli.

2.7 EsgMplo. Calcolare il determinante della matrice:

1 0 1 3
a1 1 -4 V2
13 0 logd 11|°
4 0 0 2

Conviene scegliere la seconda colonna; si ha:
1 1 3

1 3 1 1
det(A) = det|3 log5 1|=4det ‘ + 2det| I
4 0 2 log5 1 3 logh
— 4(1 — 3log5) + 2(log 5 — 3) = —2 — 10log 5. Q

Vogliamo infine introdurre la nozione di “matrice trasposta.”

2.8 Definizione. Sia A una matrice di tipo m X n; si chiama matrice
trasposta della matrice A, e si indica con AT la matrice di tipo n X m
ottenuta da A scambiando i vettori riga con i vettori colonna. &
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Esplicitamente se indichiamo con aj,...,a, i vettori riga di A (matrici

di tipo 1 x n) i vettori colonna di AT sono a7,...,aZ.

Per esempio si ha:

2.1 4 3 5 2101
|1 01 0 o0 -1 0-45
A= . AT =4 1 o0 2|. |
04 0 1 1
11 5 2 1 3 3 0 11
50 1 3

In particolare se risulta A = AT la matrice si dice simmetrica (reale);
in questo caso essa & necessariamente quadrata e risulta apx = axs;.

Proprieta importanti della trasposizione sono le seguenti:

2.9 PROPRIETA.

(a) det(A)=det(AT), V A€ M, (R);
() (AT =4, V A€ Mun(R);
(c) rg(A) = "Q(AT) , VA€ Mp,,(R);

(d) (AB)T = BTAT, V A€ M (R) B € Mi,.(R).

Dim. (a) & conseguenza del fatto che lo sviluppo di Laplace del
-determinante si pud indifferentemente effettuare su una riga o su una
colonna; (b) & immediata. Per (c) ricordiamo che il rango di una matrice
A (cfr.4.3 e 4.4 del capitolo 2) @ il numero massimo dei suoi vettori riga
o dei suoi vettori colonna che risultano linearmente indipendenti.

* Per (d) osserviamo che se x & un vettore riga di R™ ed y un suo
vettore colonna, con un calcolo immediato si ha che xy = y7x7. Sia
C = (cij) = (AB)T; l'elemento c¢;; & uguale all’elemento di posto 7,7 nel
prodotto AB, cioe c¢;; = a,«b‘. Sia ora D = (d;;) = BT AT, L’clemento d;j
¢ il prodotto dell’#™® vettore riga di BT, cioé (b¥)T, per il ;™ vettore
colonna di A7, cioe (a;)7; ne segue che d;; = (b*)T(a;)T = a;b’ = ¢;; e
questo prova che D=C. *

2.E Esercizi

1. Ca.lcola.ré, con il metodo di Laplace i determinanti delle seguenti
matrici:

100 0 1 L8 -1 4f

0 00 10 "

A=|0 1 0 1 1|, B= :

2 3 1 4

11100 N
00100 ,
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2. Si consideri la matrice A; dipendente dal parametro reale t:

1 t t—1
At =10 1 2t
1 1-t -1

Determinare, se esistono, valori di ¢ per cui il determinante & nullo.

3. Scrivere tutte le 24 permutazioni sugli elementi 1,2,3,4 e calcolarne il
Segno.

4. Facendo uso dell’esercizio 3 scrivere esplicitamente la formula (2.4) per
la generica matrice di ordine 4.

5. Provare che per una matrice di permutazione P (cfr.capitolo 1;
definizione 7.5) si ha det(P) = 1.

6. Provare che il determinante di una matrice triangolare inferiore
unipotente (cfr.capitolo 1, sezione 5) vale 1.

3. PROPRIETA DEL DETERMINANTE

La funzione determinante, che abbiamo considerato nella sezione
precedente, gode di alcune proprieta fondamentali che ne guistificano
I’introduzione:

3.1 Proprietd. La funzione det: M (R) — R &

I lineare nel primo_vetfore riga, ctoé:
__.)\a1+pa;_.. fe—_— a1 —_— a'l —_
a2 — _— a2 — _— 82
det . =Adet . +p det . .
a, ____ a, — Qp
II alterna nei vettori riga, cioé scambiando fra loro due righe della

matrice il valore del determinante cambia di segno,

III det(I)=1, I = I, la mairice identica.
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Dim. La matrice a primo membro di I ha sulla prima riga gli elementi
Aai; + pay; e sulle altre righe gli elementi a;; (3,5 = 1,2,...,n). La
formula (2.4), esplicitata per questa matrice, &: |

sgn(a) Aala(l) + #aia 1) ) @20(2) " " Cno(n)
(1)

= A Z Sgn(o)amu)aza(z) vt lpg(n) T M Z sgn(a)a;a(l)a2a‘(2) *clQpg(n)-
o o

Abbiamo quindi provato la linearitd nel primo vettore riga.

Sia A = (a,-j) e sia B = (b,‘j) tale che Arj; = bhj, ap; = bkj e a;; = b,'j
per ogni altro valore di ¢ diverso da h e k (la matrice B & ottenuta dalla
A scambiando fra loro le righe h e k). Poiché h # k possiamo suppore
che h < k. La formula (2.4) applicata alla matrice B da luogo a:

| Z sgn(a)bis(1) - - - Oho(n) ** * Bro(k) ** * Bna(n) -
(3.2) 2 -
= Z Sgn(a)ala(l) *rQkg(h) """ Qho(k) """ CQna(n) *

Sia 7 la trasposizione che scambia h con k& e consideriamo la permutazione
o' = 0.1, essa & esplicitamente definita da o'(h) = o(k), o'(k) = o(h)
e cr'(z) = a(z) Vi # h,k; al variare di o fra tutte le permutazioni di n
elementi la ¢/ varia ancora fra tutte le permuta.z:om di n elementl d’altra
parte sgn(o’) = —sgn(o). -

La (3.2) pud ora essere riscritta:

= 2o $97(0)01511) * - Bhot(h) * * Qo (k) “* Cnot(n)-

Abbiamo quindi provato che ’espressione (2.4) & alterna.

La III & banale perché 1’unico addendo non nullo della (2.4), quando
~ la si applichi alla matrice identica I, & quello costituito dal prodotto degli
elémenti sulla diagonale; esso corrisponde alla permutazione identica che

ha segno +1. &

: Osserviamo che una funzione f: M,(R) — R pud essere bensata come
- funzione f(A)= f(ai, a2,...,a,); sull’insieme ordinato dei vettori riga di

. A. In particolare questo vale anche per la funzione f = det definita in 2.4.
.Le proprietd I,II,III di 3.1 di possono riscrivere nel modo seguente:

1 f(Aay +jpa'1, as,...,a,) = A f(a1, az,...,a,) + u f(ai, az,...,a,),
II f(al$‘°'!sais'°-saja---,an) = —f(al,...,a_,-,...,a;,...,an),

I f(0) = fer,...,en) = 1.
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Per inciso si osservi che per la funzione data in 2.1' non vale la I,
infatti: 3

Aau )\an
an az?

ay; ai2
a1 a22

f( ).

) = XMaj1a12 — a21a22 # AS(

L’importanza della funzione determinante & messa in evidenza dal
seguente:

3.3 Teorema. Esiste un’unica funzione f : M,(R) — R godente delle
proprieta 1,11,111. -

=4
©
o
o+
-
o
El
o]
o
[}
E}.a
£
(o3
w
(D
o9
£
(¢
5
3
4]
E-
i~
[~
:
(T
=
o+
®
=L
D,
=)
=y
o]

La di prietd che

passiamo ad enunciare e a provare senza far mai uso della definizione
esplicita di determinante, cioé della formula 2.4.

3.4 Proprietd. Sia f: M,(R) — R una qualunque funzidne godente delle
proprieta 1,11 III. Allora:

a) f ¢ lineare in ciascuno dei vettori riga.
B) Per ogni matrice A che abbia due vetlori riga uguali risulta f(A) =0;

v} Per ogni matrice A, se alla riga a; si somma un multiplo di una
qualunque alira riga a; si ottiene una matrice B tale che f(A) = f(B);

§) Per ogni matrice diagonale A risulta :

f(A) = Q11022 " qnny

v) Sia A una matrice ed § una sua forma a scala (ottenuta tramite una’
E.G.]), allora risulta f(A)= xf(S) valendo il segno + o il segno —
a seconda che nell’E.G. si sia effettuato un numero pari o dispari di
scambi di righe. In particolare se A é non singolare si ha:

f(A) = £p1p2---Pn
dove p1,-..,Pn Sono i pivots dell’eliminazione.

Dim. a) f(ai,...,Aai+pai,...,an) 4 —f(Qa;+pal,...,a1,...,a5)

1
= —Af(aiy...,a1,...,an) — pf(al,...,a1,...,a5)

It |
= /\f(al_,..-.,a,-,...,an)+pf(a1,...,a§,...,an).

Per () osserviamo che scambiando fra loro le due righe uguali la matrice
non cambia ma la funzione cambia di segno per la II, si ha quindi

7(A) = - f(A) = 0.
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In v) poiché i # j possiamo assumere, senza perdjta, di generalitd, che
T > 7. Rlsulta

f(B) = f(al,...,aj,... sai+Aaj,...,an)

2 flatye - s ir @) F AL (@D sB e sBgye - - an) D F(A).]
In particolare se un vettore riga di A & nullo risulta f(A) = 0.

In §) la matrice A & diagonale quindi 1'i™° vettore riga & aj;e;, pertanto
risulta:

f(A) = f(aiier,aez,...,anney) =l aiidszy - - 'annf(el,ez, civy€n)

IT1
=, 411Q22 * **Ann.
Ricordjamo infine che ) segue dal procedimento di eliminazione, visto
che f & alterna (cfr.II) ed abbiamo provato 7). Se A & non smgolare

possiamo effettuare su § I’E.G.T ottenendo una matrice diagonale con
elementi non nulli, i pivots, e da §) segue la tesi. | ]

Dim. 3.3 Sappiamo gida che esiste almeno una funzione verificante le
ipostesi del teorema, basta assumere (cfr.3.1) f = det. Siano fi, f2 :
M,(R) — R due funzioni godenti delle proprieta I, II, III; esse sono diverse
se esiste almeno una matrice Ao € M,(R) tale che f;(Ao) # f2(A4o). Sia ora
A una matrice qualunque di ordine n. Se A & singolare una sua riduzione
a scala porta ad un vettore riga nullo; pertanto f1(4) = f2(A) = 0 (cfr.v));
se A & non singolare, indicati con py,...,p, i pivots di una sua riduzione
a scala, risulta fi(A) = £p;---p, = f2(A) dove il segno dipende dall’E.G.
(cfr.u)). Pertanto le due funzioni assumono lo stesso valore su qualunque
matrice, cioé coincidono e questo prova ’unicita. : L

In definitiva abbiamo provato che:

Il determinante é lunica funzione, definita sulle n-ple di vettori di R™
ed a valori in R, che risulti multilineare (lineare in ciascun vettore),
alterna e che valga 1 sulla n-pla de: veltori canonici. '

Facciamo uso di cid per esempio per provare la seguexﬁte:

3.5 Proprieta.. Siano A e B due matrici di ordine n, allora risulta:
det(AB) = det(A) - det(B).
Dim. Se A o B & singolare, allora il prodotto AB & singolare (cfr.2,
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esercizio IV di ricapitolazione, capitolo 2). Per la proprieta ) o la ) della
sezione 3 il determinante di una matrice singolare & nullo e la formula &
provata.

Sia ora B non singolare e consideriamo la funzione f definita da
f(A) = det(AB)/det(B). Se proviamo per essa le proprietd I, II, III
caratteristiche del determinante, dall’unicitd di quest’ultimo ne segue che
f(A) = det(A) e la formula & provata.

Se il primo vettore riga della matrice A & della forma Aaj + pay
il primo vettore riga della matrice AB & della forma (Aaj + pay)B =
Aa} B + ua)B; poiché det @ lineare nel primo vettore riga abbiamo che
det(AB) = Mdet(A'B) + pdet(A"B), dove A’ ed A" sono le matrici che
hanno come primo vettore riga rispettivamente aj e ay e le altre righe
coincidenti con quelle di A. Si ha quindi f(A) = det(AB)/det(B) =
Adet(A'B)/det(B) + pdet(A" B)/det(B) = Af(A")+uf(A") e la I ¢ provata.

Per provare II basta osservare che se nella matrice A scambiamo due
righe, nella matrice prodotto AB si scambiano le stesse righe; poiché il
determinante & alterno, nell’espressione di f(A4) il numeratore cambia di
segno ed il denominatore rimane inalterato, da cui la tesi. Si ha inoltre

F(I) = det(IB)/det(B) = 1. B

3.6 OsSSERVAZIONE. I calcolo del determinante con la formula 2.4
(e in generale con lo sviluppo di Laplace 2.6), per n grande, ¢
manualmente impraticabile e richiede ad un calcolatore un numero elevato
di operazioni; le difficoltd derivano dal fatto che n! & un num-ro che
cresce in maniera estremamente rapida al crescere di n (per esempio se
n = 11, n! = 39.916.800. Un metodo efficiente di calcolo & invece fornito
dall’E.G. (cfr.proprietd v) e 3.9 del capitolo 1). Q

3.7* (QSSERVAZIONE SUI PIVOTS DI UNA MATRICE. Nell’osservazione 3.11
del capitolo 1 abbiamo insistito sul fatto che i pivots di una matrice non
sono univocamente determinati ma dipendono dall’arbitrarieta delle sceite
fatte durante il procedimento di eliminazione di Gauss.

Vogliamo ora mettere in evidenza un “invariante” dell’eliminazione,
ciod una quantitd numerica che non dipende dalle scelte effettuate. Poiché
abbiamo provato D’esistenza della funzione determinante, la p) della sezione
1 ci dice che:

det(A) = £p1p2..-Pn,

e poiché il numero det(A) dipende solo da A deve necessariamente aversi
che il prodotto dei pivots, comunque calcolati, & in valore assoluto costante.
(cfr. esercizio 6 di 3.E, capitolo 1).
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3.E Eserciéi

1. Sia A una matrice non singolare. Calcolare il determinante -della sua’
matrice inversa AL

2. Si considerino le matrici quadrate A e C~1'AC, provare che ha.mro lo
stesso determinante.

3. Per ogﬁi matrice quadrata A di ordine n e per ogni @ € R provare
che det(aA) = a™det(A).

) A ""'\"" 'y

4. APPLICAZIONI: CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA,
TEOREMA DI CRAMER

A) CARATTERIZZAZIONI DELLE MATRICI NON SINGOLARI.

Nel capitolo 1, teorema 6.11, abbiamo provato che una matrice A di
ordine n & non smgolare se e solo se & invertibile. D’altra parte A & non
singolare, per definizione, se e solo se i suoi n pivots sono tutti non nulli
(si usa qui I’E.G.| che porta la matrice in forma triangolare). La formula
del determinante tramite i pivots ci dice che i pivots sono tutti non nulli
se e solo se det(A) # 0.

In  definitiva abbiamo per le matrici non singolari le seguenti
caratterizzazioni:

A non singolare <= rg(A) = n <= det(A) # 0 <= A & invertibile

B) IL CALCOLO DELLA MATRICE INVERSA DI UNA MATRICE NON
SINGOLARE. -

Dimostriamo innanzi tutto il seguente:

4.1 Lemma Sia A una matrice quadrata di ordine n. La somma dei
prodotti degli elementi di una sua riga (o colonna) per i complementi
algebrici rispettivi di un’altra riga (o colonna) é nulla. In formule, per
h 75 k, si ha

k1 An + aka Apa + -+ @kn Apn = 0,
a1xA1n + a2 A2p+ - + appAnn = 0

Dim. Le formule indicate corrispondono allo sviluppo secondo la riga (o
'colonna) k del determinante della matrice B ottenuta dalla A sostituendo
la riga A con la riga k (ovvero la colonna h con la colonna k); in questo
- modo B ha due righe (o due colonne) uguali. (Si tenga presente che i
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complementi algebrici Ap;, i=1,...,n non contengono elementi della riga
h, cosi come gli A;, non contengono elementi della colonna h, ed & per
questo che abbiamo potuto sostituirla!). L

4.2 Definizione. Si chiama matrice_aggiunta di A, e si indica con Agg(A),
la matrice che ha come elemento nel posto i,j il complemento algebrico
Aj; della matrice A. &

Per esempio calcoliamo la matrice aggiunta della matrice:

1 -2 1/2
A=10 1 0
1 1/3 2

Secriviamo esplicitamente tutti i cofattori: Ay = 2, A1z =0, Az = -1,

Az = 25/6, Agz = 3/2, Az = =T7/3, As1 = —1/2, A3z = 0, Aaz = L.

Ricordando che la definizione di matrice aggiunta prevede uno scambio
degli indici di riga e di colonna otteniamo:

2 25/6 —1/2
Agg(A)={ 0 3/2 0
' -1 —7/3 1

4.3 Proposizione. Se A ¢é una matrice non singolare per la sua inversa
A~ vale la formula:

det( A)
Dim. Si tratta di provare che:
A - (1/det(A)) - Agg(A) = (1/det(A))A - Agg(A) = 1.
L'elemento di posto i,j nel prodotto A - Agg(A) & dato da:

0 se t # J
airAji + aizAj2 + -+ + dinAjn = { det(A) s ifj :

Dividendo per lo scalare det(A) si ottiene la matrice identica. &

Calcoliamo ora la matrice inversa della matrice data nell’esempio
precedente. Sviluppando secondo gli elementi della seconda riga si ottiene
det(A) = 3/2; la matrice A~! si ottiene ora dall’aggiunta dividendo per il
det(A): -
2 25/6 —1/2
A1 =2/3] 0 3/2 0
-1 -7/3 1
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4.4 AVVERTENZA. Nel calcolo della matrice inversa & facile commettere
errori, pa.rtlcola.rmente se si fa uso del metodo che abbiamo adesso esposto

 che & pilt complesso (dal punto di
J eI - vista del calcolo) di quello ottenuto
Quanto ™ tramite ’eliminazione di Gauss (cfr.
AL 6.14 del capitolo 1). Lo studente|si
JRUURERA <~ ricordi perd che & sempre possibile ed
d utile effettuare la verifica AA~1 = 1.
Se sbaglia anche questo calcolo ...,
ebbene ... al destino non si sfugge!

C) I TEOREMA DI CRAMER PER LA RISOLUZIONE DEI SISTEMI QUADRATI
CON MATRICE NON SINGOLARE.

4.5 Teorema Sia Ax = b un sistema quadrato con mairice non singolare;
la sua unica soluzione £ é data da:

L det(B;)
§= T (A)

dove B; é Ia matrice ottenuta da A sostituendo l’zm" vettore colonna a‘
con b.

Dim. R1cofd1amo che la soluzione di Ax = b pud scriversi nella forma

E=A"1b = (l/det(A)) Agg(A)b (cfr.la proposizione 6.12 del capitolo 1
e la 4.3).

Calcoliamo il determinante di B; con lo sviluppo di Laplace secondo
gli elementi della colonna ™ : det(B;) = b1 A1 + b2 A2i + -+ 4 b Ani.
Esso coincide con la componente i™* del prodotto Agg(A)b; dividendo

per det(A) otteniamo che il numero §¢; & la componente i™* di
(1/det(A)) Agg(A)b, da cui la tesi. / &

4.6 EsgMPio. Determinare la soluzione del sistema Ax = b :

T—y+2=0 1 -1 1

zt+y—z=1, A=|1 1 -1

2 —2=0 2 0 -1

Poiché per fla, matrice dei coefficienti si ha det(A) = —2 il sistema ammette
un’unica soluzione che, per il teorema di Cramer & data da:

1o -1 1 10 1 1 -1 0
=—(1/2)det|1 1 -1|,p=—1/2)det|1 1 —1|,v=—(1/2)det|1 1 1
10 0 -1 2 0 -1 2 00

ovvero: £ =1/2, p=3/2, v=1.
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- ..
E Esercizi

. Calcolare il determinante ed i complementi algebrici della matrice:
1 1 1 1
1 1 1 2
11 3 1}°

- 1 4 1 1

x. Determinare, se esistono, valori del parametro reale ¢t per i quali la
matrice A; & singolare:

= 1 t—-3 =2

. A, =0 t—1 t?-1
0 -2 -2

“. Determinare, se esistono, valori del parametro reale k per i quali la
_natrice Ax & invertibile:

k k 0 _— k "ﬂ,\

| - 1 0 k?2—k -1 :
Ae=147 0o 1
- Kk 0 —k

y 4. Determinare, se esiste, la matrice inversa della matrice A facendo uso
della matrice Agg(A) :

h-S

fl
o o
o =
—_

5. Dato il sistema lineare:
- ' z+y+3z2—-1=0
' z—-y+z+1=0
—y+2-2=0
! -vedere se & compatibile ed in caso affermativo esprimere la soluzione

_ifacendo uso del teorema di Cramer.

6. Sia A una matrice .ad elementi interi e tale che det(A) = 1. Provare
~che A™! & ancora ad elementi interi.

1
‘7. Si consideri il sistema:

i . ez +by+ecz=0

_l a'z+by+cz=0

nelle incognite z,y,z e si assuma che la matrice dei coefficienti abbia rango
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massimo. Provare che le soluzioni sono tutte fra loro proporzionali e che
si ha: |
' b ¢

a b
b : det

a b

(Suggerimento: si assuma, per esempio, che z sia una variabile libera e si
risolva il sistema nelle incognite z,y facendo uso del teorema dl Cra.mer)i

z Yy : z=det : —det z,

5%, CENNI STORICI SULLO SVILUPPO DELL’ALGEBRA
LINEARE | | |

L’algebra lineare & una sistemazione moderna di idee e tecniche molto
antiche. Regole di calcolo di tipo lineare erano note ai Grec1 ed ai
Babilonesi che sapevano risolvere alcuni sistemi lineari.

" Nell’epoca moderna i progressi maggiori furono, fino al secolo scorso,
pii che altro legati al miglioramento delle notazioni matematiche. Un
impatto notevole ha avuto l’introduzione dei determinanti e le formule
risolutive esplicite dei sistemi di n equazioni in n incognite (con matrice
‘non singolare),l dovute apparentemente a G.W. Leibnitz (1646-1716) che
.perd non ha pubblicato i risultati. E interessante notare che per lungo
tempo un problema in cui il numero delle equazioni fosse dlverso da quello
delle incognite era considerato mal posto!

Un impatto notevole sullo ‘sviluppo dell’algebra lmea.re nel senso
moderno del termme, ha avuto lo studio della geometria analitica,
iniziata da P. Fermat (1601-1665) e da R. Descartes (1596-1650) ed in
particolare 1’idea di classificare, a seconda del grado, le curve piane che si
rappresentano con un’equazione p(z,y) = 0, dove p(zx,y) & un polinomio in
due variabili. E proprio dalla ricerca di una curva piana del tipo indicato
(e di grado fissato) passante per alcuni punti assegnati che nasce, con G.
Cramer (1704-1752) e E. Bézout (1730-1783), la nozione di determinante le
cui proprietd essenziali sono poi state messe in evidenza da A.L. Cauchy
(1789-1857) e C.G.J. Jacobi (1805-1851). L’introduzione delle matrici &
dovuta a J.J. Sylvester (1814-1897) il quale ha 1mphc1ta.mente introdotto
- anche la nozione di rango, (tale nome & dovuto perd a G.F. Frobenious
(1849- 1917)) La definizione assiomatica di determinante, cui abbiamo
accennato in questo capitolo, & dovuta a L. Kronecker (1823 1891) ed a
- C. Weierstrass {1815-1897). Si tratta di un campo di rlcerche degli ultimi
trenta anni del secolo scorso.

L. Eulero (1707 1783), G.L. Lagrange (1736-1813) e F. Gauss (1777-
1855) in vari modi si sono occupati di problemi tipicamente lineari. In
particolare Gauss trattd sistemi lineari sia per calcoli di astronomia che
in tutt’altra disciplina: la teoria dei numeri. Il metodo di eliminazione di
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Gauss che abbiamo esposto nei capitoli precedenti & in realtd una variante
pii recente dei metodi usati da Gauss. .

La nozione di spazio vettoriale numerico e la sua interpretazione
geometrica si & andata formando lentamente nel secolo scorso, inizialmente
per le dimensioni n = 2,3 e poi per n qualunque, a partire dallo studio
delle equazioni differenziali lineari (Eulero-Lagrange) e seguendo le idee
sintetiche della geometria proiettiva, sviluppata da A.F. Mobius (1790-
1868) e da M. Chasles (1793-1880), e da quelle analitiche sul calcolo delle
matrici dovuto a A. Cayley (1821-1895) e W.R. Hamilton (1806-1865). La
nozione moderna di spazio vettoriale, in forma praticamente assiomatica
(cfr. capitolo 2, sezione 3), & dovuta a H. Grassmann (1809-1877) che tra
’altro introduce la nozione di indipendenza lineare e prova la formula sulla
dimensione dell’intersezione di sottospazi (cfr. capitolo 2, sezione 6). Una
trattazione completa dei sistemi lineari qualunque & dovuta a Kronecker.

Il contributo pit importante di Grassmann nel settore & lo sviluppo
del “calcolo esterno” di cui non parleremo in questo volume ma che &--
alla base della geometria differenziale. Altrettanto importante & il “calcolo
tensoriale” dovuto a Kronecker e che & stato introdotto in geometria
differenziale da G. Ricci (1853-1925) e da T. Levi Civita (1873-1941).

Una grande influenza sullo sviluppo dell’algebra lineare e della teoria
delle matrici ha avuto la “teoria degli invarianti” sviluppata da Cayley,
C. Hermite (1822-1901), Sylvester, R.F. Clebsch (1833-1872), P. Gordan
(1837-1912) e di cui diamo alcuni esempi nei prossimi capitoli.

La teoria degli “autovalori”, che lo studente vedrd nel capitolo 7,
nasce con Lagrange dallo studio di un sistema di equazioni differenziali
rappresentante il moto di un sistema ad n parametri e successivamente
dal moto dei pianeti. Per le trasformazioni lineari la teoria si sviluppa
inizialmente con Cauchy che la applica alle matrici; in particolare egli ¢
dimostra che gli autovalori di una matrice simmetrica reale sono reali.

6. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

Esercizio I

1. Sia P € M,(R) una matrice di permutazione. Provare che PT = p-1,
2. Si interpretino le equazioni:
1 =2 4+t, zp=t+t, xz3=-—t+2, =z4=(1/2)t

come equazioni parametriche di un sottospazio W C R*. Determinare la
dimensione ed equazioni cartesiane per W.
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3. Calcolare il determinante della seguente matrice A e determinarne il
rango: -

1 -1 3 2
0 2 1 0
A=l2 1 1 3
0 1 -2 1

EsErcizio II:

1. Nello spazio Vo @& fissata una base i, J,k e sono date due sottovariet
U' e W' che hanno equazioni parametriche rispettivamente:

T=2t41, y=—t+2, 2=t+1;  z=-6t'+2, y=3t'+3/2, z=-3'+3/2.

Provare che le due sottovarietd coincidono.

2. Sia Ra[z] lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < 3 e sia W ¢ Ra[x]
il sottoinsieme dei polinomi p(z) tali che p(1)=0, p’(1)=0 (dove p'(x)
& la derivata di p(z)). Provare che W & un sottospazio e calcolarne la
dimensione.

3. (Teorema di Rouché - Capelli) Sia Ax = b un sistema lineare di
matrice A di tipo m X n e sia A’ la matrice ottenuta da A aggiungendo
come ultimo vettore colonna il vettore b. Provare che il sistema Ax = b
¢ compatibile se e solo se rg(A) = rg(A').

(Suggerimento: si consiglia di far uso dell’eliminazione di Gauss).

L™
Pl S
.|’ 1! ‘b_-"
.-+ Cosi S,

, lPinversa "~
e facilissima -




Capltolo 4
GEOMETRIA AFFINE

INTRODUZIONE In questo capitolo assumiamo inizialmente che lo
studente conosca dagli studi secondari la geometria euclidea, cosi
come abbiamo fatto nel capitolo 2. Tramite 1’introduzione di’
coordinate cartesiane vengono quindi riformulate nel linguaggio
dell’algebra lineare le “proprietd affini” dello spazio, cioeé quelle
relative alle nozioni di incidenza e di parallelismo fra rette e
piani. Lo studioc del piano discende da quello dello spazio come
caso particolare, Le proprietd geometriche in esame sono tutte
esprimibili tramite condizioni lineari e la nozione di rango viene
letta geometricament.e come “gradi di libertd” di un sistema..
Nell’ultima sezione, mﬁne, discutiamo brevemente 1 fondamenti
della geometna euclidea in quanto spesso lo studente ha solo
un 1mmag1ne intuitiva della geometria (del piano); non ha idea di
quali siano i suoi fondamenti logici e, anche se ha sentito parlare
di assiomi, non ne ha capito l’lrnport.anza

1. RIFERIMENTI CARTESIANI SULLA RETTA, NEL PIANO E
NELLO SPAZIO

Ricordiamo brevemente come si introduce la nozione di ascissa su una
retta =. Si fissano arbitrariamente un punto origine O ed un punto unild
U su di essa; questa scelta determina una “orientazione” sulla retta, cioe
un ordinamento dei suoi punti, secondo cui il punto U segue il punto
0. Inoltre & possibile associare ad ogni punto P di r un numero reale z
definito come segue: il valore assoluto | z | & la misura del segmento OP
rispetto all’unitd di misura costituita dal segmento OU, il segno di z e
positivo o negativo a seconda che P segua o preceda O nell’orientazione
fissata. - ,
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I numero reale z prende il nome di ascissa del punto P nel riferimento
- cartesiano (affine) RA(O,U) determinato dai punti fondamentali O ed U.
Il postulato della continuitd permette di affermare che:

1.1 Prop'osijzione. La corrispondenza r — R fra i punti della retta ¢d 4

numeri reali, che associa ad ogni punto P r la sua ascissa nel riferimento
RA(O,U), é biunivoca. | - | &

Dalla scuola secondaria dovrebbe essere nota allo studente la nozione
di sistema di riferimento cartesiano (ortogonale monometrico) nel piano:
si fissano due rette ortogonali (dette asse z ed asse y) incidenti nel punto
O e su di esse si prendono i punti Uy, Uy in modo che i segmenti OU; ed
QU, (unitd di misura) siano uguali; su ciascuno degli assi abbiamo quindi
un riferimento e la corrispondente ascissa. Dato comunque un punto P si
considerino le sue proiezioni su uno degli assi e parallelamente all’altro; il
punto P; possiede un’ascissa z cosi come il punto P, possiede P’ascissa ¥
ed in definitiva ad ogni punto resta associata la coppia ordinata di numeri
reali z,y. La. cornspondenza, £%2 — R? fra i punti del piano e le coppie
di numeri rea.h & biunivoca (in virtd della proposizione 1.1).

» A
Y B
y 4
U e U [T —
2 \ 3 \\
N \
_ i > \
O U, x o \ .
Z =Y, y
U1
X

Nello spazio si ha una situazione del tutto simile: si fissano “tre
rette mutuamente ortogonali e passanti per un punto O e su di esse
rispettivamente i segmenti unitd di misura OU;, OU;, OU; uguali fra loro.

Osserviamo perd che non vi & alcuna necessitd di misurare i segmenti,
sugli assi ¢ ed y, con la stessa unita di misura; spesso & conveniente
assumerle diverse (per esempio quando su uno degli assi si debbano
riportare numeri molto grandi e sull’altro numeri molto piccoli). D’altra
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parte non vi & alcuna necessitd. di assumere gli assi ortogonali fra loro.

I..
.
6/ U P

Nel piano e nello spazio ordinario abbiamo tre tipi di nozioni: quelle
di appartenenza (o incidenza) che riguardano l’appartenere o meno un
punto ad una retta o ad un piano, ’appartenere o meno una retta ad
un piano, I’intersezione di rette, di piani, di rette e piani etc.; quelle di
parallelismo che riguardano il parallelismo di rette, piani o rette e piani e
quelle di angoli e di misura dei segmenti (da cui deriva che due segmenti,
comunque messi nel piano o nello spazio, sono uguali se e solo se hanno
la stessa misura). Noi non vogliamo far uso per ora delle nozioni angolari
¢ di misura; pertanto studieremo la “geometria affine” del piano e dello
+ apazio ordinario intendendo con questo lo studio di tutte quelle proprieta
che sono deducibili dalle proprietd di “appartenenza” e di “parallelismo”.
In questo caso si parla anche di piano o spazio affine ordinario (dal punto
di vista dell’assiomatica che verra illustrata nella sezione 6, si vogliono
' assumere tutti i gruppi di postulati ad eccezione del terzo).

Per i nostri scopi & interessante mettere in evidenza la relazione fra
lo spazio euclideo £2 e lo spazio vettoriale R3.

] Fissato arbitrariamente un punto O dello spazio euclideo abbiamo lo
spazio vettoriale Vp; la corrispondenza &2 — Vo che associa al punto P
il vettore OP, & biunivoca e fa corrispondere a punti, rette, piani di £3
rispettivamente sottovarietd affini di dimensione 0,1,2 di Vo. Fissata una
base i = OUy, j = OU,, k = OUj; di Vo si ha la corrispondenza biunivoca
Vo — R? (cfr.5.13 del capitolo 2). Pertanto si ha la corrispondenza
biunivoca (determinata dalla scelta di O e di i,j,k):

£3 — Vo — R®

P —  OP=zityj+zk — (z,¥,2)

che fa corrispondere a punti, rette, piani di £° rispettivamente sottovarieta
affini di dimensione 0,1,2 di R3. In particolare si chiamano coordinate
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cartesiane del punto P le coordinate z, y, z del vettore OP nella base
fissata. ;

La scelta di un punto O in &3 e di una base in Vo determina
un rzfertmento cartesiano affine di assi z,y, 2 (le rette generate dai
vettori della base) che viene di solito mdlcato con RA{O,1i,j,k) o anche
RA(O a:,y,z) Nel caso si vogliano usare tutte le proprietd della geometria
euclidea e si fissi in Vo una base ortonormale (cfr.capitolo 6, sezione 1)
si ottengono riferimenti cartesiani ortogonali monometrici (o ortonormali)
che vengono indicati con RC(0O,z,y,2).

2. .~ CONDIZIONI ANALITICHE DI APPARTENENZA E
PARALLELISMO

F1ssmmo in £ un riferimento affine RA(O,i,j,k) ed il corrispondente
sistema di coordinate cartesiane. Nel capitolo 2, sezione 5, abbiamo
discusso le equazioni parametriche e cartesiane sia di rette che di piani
ed il modo di passare dalle une alle altre. Osserviamo ancora che nelle
equazioni ‘parametriche vi & una larga arbitrarietd derivante dalla scelta di
generatori per il sottospazio e dalla scelta del vettore traslazione (cfr.5.2
e 5.10 del capitolo 2). Nell’ equazione cartesiana di un piano

(2.1) ax +by+cz+d=0

i coeﬂimentl a,b,c,d non sono unici in quanto possono essere moltiplicati
sxmultanea,mente per uno stesso fattore non nullo. Anche per una retta le
equazioni:

art +by+cz+d=290
(2'2) ! ! | ! i

az+by4+cz+d =0
non sono uniche. Essa appare infatti come intersezione dei due piani
corrispondenti alle due equazioni date; ma la stessa retta pud essere
rappresentata come intersezione di altri due piani passanti per essa.

2.3 Definizione. Si chiama fascio proprio_di piani la totalita dei piani
passanti per una reita s assegnata. &

2.4 Propbsizione. Se la retta s é rappresentata dalle equazioni (2.2), i
piani del fascio si possono rappresentare con l’equazione:

(2.5) Maz +by+cz+d)+u(a'z+by+c'z2+d)=0
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—

ol variare dei parametri reali (omogenet) A, u, (A ) #(0,0).

Dim. Infatti tale equazione & lineare in z,y,z ed & soddisfatta dalle
_woluzioni del sistema che determina s; rappresenta quindi, al variare dei
parametri, piani per s. Si ottengono cosi tutti i piani per s; infatti se
®, assegna un punto R = (Zo,Yo0,%0) ¢ s esiste un unico piano per R ed
» (cfr. proposizione 6.1 alla fine di questo capitolo) e la corrispondente
~ equazione si ottiene assegnando a A e p valori che verifichino la relazione:

»
Aazo + byo + czo + d) + pla'zo + Vyo + 20 + d)=10;

quest’ultima & un’equazione lineare nelle incognite A e p, con coefficienti
@ non tutti nulli (percheé R ¢ s) le cui soluzio-

ni sono tutte fra loro proporzionali. I
- parametri A, p sono detti omogenei perché
s¢ si moltiplicano simultaneamente per uno
stesso fattore non nullo, i coefficienti di (2.5)
si moltiplicano per lo stesso fattore ed il
h piano non varia. &

I piano generico del fascio di asse

s si pud anche rappresentare dividendo
'equazione (2.5) per esempio per A,
‘¢ nell’ipotesi che A # 0; si ottiene I’equazione:

* (2.6) az +by+ecz+d+k(az+by+cz+d)=0

ove k = p/A & un parametro reale (essenziale) al variare del quale varia
il piano del fascio. Si osservi perd che in questa rappresentazione il piano
(del fascio) di equazione a'z +b'y+c'z+d =0 non si ottiene per nessun
_ valore di k, esso quindi non & rappresentato nell’equazione (2.6).

‘s 2.7 Esgrcizio. Data la retta s di equazioni z+y—z+2=0, 2z —-y+5=0,
determinare tutti i piani passanti

-+ (a) per s e per il punto P = -1,-3, 0);
(b) per s e per il punto Q = (0,5,7).

Il piano richiesto in (a) esiste ed & unico in quanto il punto assegnato
non apparticne alla retta s (le sue coordinate non verificano la prima
cquazione di 8). . Fsso pud essere ricercato fra i piani del fascio di
asse s di cquazione Mz +y—2z+2)+pn2z—-y+ 5) = 0 imponendo che
quest’ultima sia soddisfatta dalle coordinate dc! punto P. Si ottiene la
condizione lineare AM(—1 -3+ 2)+ p(—2+3 +5) = 0, ciod —2A + 6p = 0
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da cui si ricava per esempio A =3, u = 1. 11 piano cercato ha equazione
3(z+y—-24+2)+(2z-y+5) =0, ovvero 52 +2y—3z+11=0.

Nel caso' (b) tutti i piani del fascio di asse la retta s verificano la
condizione richiesta in quanto @ € s. D’altra parte se si procede in modo
analitico, come nel caso (a), si ottiene A(0+5—-7+2)+u(0~-5+5)=0
ciod O\ + Op = 0 che ammette come soluzione qualunque coppia di nun}eri
reali. ] | V)

9.8 ESERCIZIO. Determinare il piano che passa per la retta s dell’esercizio
precedente e per il punto @ = (—1,3,1) ¢ s.

Rappresentiamo il fascio di asse s con l’equazione (2.6): z+y— 2+
2+ k(2z — y+ 5) = 0. Imponendo il passaggio per Q otteniamo l’equazione
Ok +3 = 0 la quale non & verificata per alcun valore di k. La conclusione
non & certamente che il piano cercato non esiste! Infatti poiché Q ¢ s
tale piano esiste ed & unico . Dobbiamo tener conto perd che 'equazione
(2.6) non rappresenta tutti i piani del fascio; nel caso attuale non @
rappresentato il piano 2z —y+5=0. La conclusione & pertanto che il
piano cercato & proprio quello omesso nell’equazione (2.6). Q

2.9 Definizione. Si chiama fascio_improprio di piani, ovvero fascio di
piani paralleli, la totalitd dei piani paralleli ad un piano dato. &

I piani di un fascio improprio sono tutti rappresentati dall’equazione:
(2100 ax+bytecz+k=0,

al variare del pdrametro reale k, infatti si ottengono cosi tutte le
sottovarietd affini parallele ad uno stesso sottospazio. :

Poiché i piani di un fascio (proprio o improprio) dipendono da un
parametro reale k si dice che essi costituiscono un “sistema lineare di oo!
piani”, ('aggettivo lineare si riferisce al fatto che nell’equazione (2.6) o
nella (2.10) il parametro k figura al primo grado!).

2.11 Definizione. Si chiama stella di piani di centro Py la totalita dei
piani che passano per il punto Po = (%o, Y0, 20)- 1 X

L’equazione dei piani della stella di centro Fp & data da:
(2.12) a(z —zo) + by — yo) + c(z — 20) = 0,

: al variare dei parametri omogenei a,b,c € R e non tutti nulli. Infatti la
(2.12) rappresenta piani passanti per Fp; d’altra parte un qualunque piano
dello spazio, di equazione az + by + cz + d = 0, passa per Py se e solo se
azo + byo + czo + d = 0, ovvero d = —(azg + byo + c2p). Sostituendo tale
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valore di d si ottiene la (2.12).

I piani di una stella costituiscono un “sistema lineare di 0o® pia,nf”,
infatti nell’equazione (2.12) si pud dividere per uno dei coefficienti a,b,c;
per esempio se si divide per ¢ (¢ # 0), si ottiene:

(2.13) k(z —z0) +h(y—yo)+z2— 2 = 0,
ove k =afc, h=>bfc ed i parametri essenziali sono di fatto due.

Da questo punto di vista possiamo anche dire che la totalitd dei piani
dello spazio & un “sistema lineare di oc® piani” in quanto l’equazione
di un piano dipende dai quattro coefficienti a,b,c,d non tutti nulli, ma
I’equazione pud essere divisa per uno di essi (supposto non nullo) ed i
coefficienti essenziali sono tre.

L’infinitd di un sistema (in questo caso di piani), cio¢ il numero di
parametri essenziali da cui esso dipende, rappresenta i gradi di liberta -
dell’elemento variabile nel sistema medesimo. Per esempio i gradi di
libertd di un punto dello spazio sono tre in quanto esso dipende da tre
parametri essenziali: le sue coordinate ! '

Un punto variabile su una retta ha un grado di liberta in quanto le
sue coordinate = = zo + I,y = yo + mt, z = z0 + 1t (cfr.(5.11) del capitolo
2) sono funzioni lineari del parametro (essenziale) ¢t € R; equivalentemente
i punti di una retta costituiscono un nsistema lineare oo!'”. In modo
analogo, facendo riferimento alle equazioni parametriche (5.12) del capitolo
2, si vede che un punto variabile su un piano ha due gradi di liberta in
quanto le sue coordinate dipendono da due parametri o, equivalentemente,
i punti di un piano costituiscono un “sistema lineare 0o?” . -

Per determinare un punto su una data retta (o piano) basta assegnare
un valore esplicito al parametro (o ai parametri) e sostituire nelle equazioni
parametriche.

914 EsgMPio. La retta r di equazioni parametriche z = 1+, y=2+2¢, "
z=—1—1 passa per lorigine che si ottiene per t = —1. Essa non passa
per il punto P = (3,2,0) in quanto, se cosi fosse, dovrebbe aversi simul-

taneamente 3 = 1+t, 2=2+2t, 0 = —1— ¢, ma questo sistema non & com-'
patibile. | @

915 EsgErcizio. Determinare, se esiste, il punto di intersezione della retta
r di equazioni paramelriche z = 3t—-1,y=t, z=1t+1 con il piano a di
equazione ¢ — 2y +z—1= 0.
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Il punto generico P variabile su r ha coordinate P = (3t—1,¢, t+1),
cioé coordinate che dipendono linearmente dal parametro t. Se un tale
punto appartiene ad o deve esistere un valore di tale parametro per cui
le sue coordinate soddisfano 1’equazione cartesiana di a. Effettuando la
sostituzione si ottiene: 3t —1 -2t +t+1— 1= 0, ciod ’equazione (lineare
in t) 2t — 1 = 0 che ammette 1’'unica soluzione ¢ = 1/2. II punté cercato
pertanto esiste, & unico ed ha coordinate (1/2, 1/2, 3/2). E chiaro che,
in altri esempi, pud accadere che 1’equazione lineare in t ammetta infinite
o nessuna soluzione; nel qual caso si deve concludere che o r ed a si
appartengono o che r ed «a sono paralleli. Q

2.16 Definizione. i) S:a r una retla passante per l'origine O (sottospazio
di Vo ); un suo vettore non nullo v = (I,m,n) si chiama un vettore dircttore
per la relta r e per tutte le rette s ad essa parallele. Le coordinate I, m, n
di v si chiamano anche paremetri direttors.

ii) Sia a un piano passante per lorigine O (sottospazio in Vo) ; una
coppia v = (I,m,n), v/ = (I',m',n") di suoi vettori indipendenti si chiama
una coppia di vettori di giacitura per il piano a e per tulti i piani § ad
esso parallels.

Si chtamano parametri di giacilura di un piano 1 coq[ﬁc:ent: a,b,c_di
un’equazione cartesiana del piano. &

I parametri direttori di una retta e i parametri di giacitura di un
piano sono terne (non nulle) di numeri definite a meno di un fattore di
proporzionalita non nullo e sono comuni rispettivamente ad una retta e

a tutte le sue parallele, ovvero ad un pla,no e a tutti i piani ad esso
paralleli.

" RICERCA DEI PARAMETRI DIRETTORI DI UNA RETTA. Essi si leggono
. direttamente, nelle equazioni parameuriche, dai coefficienti del parametro.
: Se la retta & nota attraverso equazioni cartesiane ar + by +cz+d = 0,
‘a'z+by+c'z+d =0, un vettore direttore v = (I,m,n) deve appartenere
 al sottospazio parallelo e quindi deve soddisfare il sistema omogeneo:

ey e i e —vaiv T

R

RN SR

R A A G T

al+bm+cn=20
a'l+bm+c'n=0.

Poiché la matrice A dei coefficienti ha rango due (cfr (5.8), capitolo 2),
il sistema ammette infinite soluzioni fra loro proporzionali, legate alle

.sottomatrici della matrice A dalle relazioni, (cfr. 7 di 4.E, capitolo 3):

b

(2.17) l:m:n=det b

c d b
crl . _d‘?t a! b" .

Cc,lzdet
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In definitiva si possono ricavare parametri direttori per la retta
calcolando direttamente i determinanti indicati in (2.17) a partire dalla
matrice dei coefficienti del sistema di due equazioni che la rappresenta.

RICERCA DE!I PARAMETRI DI GIACITURA Di UN PiaNO. Essi si leggono
direttamente dai coefficienti dell’equazione cartesiana. Se sono invece note
cquazioni parametriche del piano, & nota una coppia di vettori indipendenti
di glacitura v = (I,m,n), v/ = (I',m',n’) che devono appartenere al
sottospazio parallelo az +by+ cz = 0; ne segue che v ¢ w devono verificare
il sistema nelle incognite a,b,c :

la + mb +ne=20
Va4+m'b+n'c=0
le cui soluzioni sono date da:
m n
[}

(2.18) a:b:c=det )| 1 —det
m' n

l
v :,. : det

I m
Ir'r m\)"°

In definitiva i parametri di giacitura si possono ricavare dai determi-
nanti indicati in (2.18) a partire dalla matrice che ha come vettori riga
una coppia di vettori di giacitura del piano.

Notiamo che un vettore v = (I, m,n) & parallelo al piano di equazione
ax + by +cz+d =0 se e solo se:

al +bm + cen = 0.
Possiamo ora riassumere le condiziont analitiche di parallelismo nello

spazio, facendo intervenire parametri direttori per le rette e coefficienti di
giacitura per i piani:

Al =m:m'=n:n parallelismo fra rette,
a:a’' = b:0 =c: ¢ parallelismo fra piani,
al + bm + cn =0 parallelismo fra retia e piano,

ove (I,m,n) ed (I',m',n') sono parametri direttori delle rette, (a,b,c) ed
(a',b',c') sono parametri di giacitura dei piani.

Le condizioni scritte rappresentano non soltanto il parallelismo ma
anche il caso in cui le due rette o i due piani coincidano, ovvero che
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la retta giaccia sul piano. Per verificare cid basta controllare che le
sottovarieta abbiano un punto in comune.

2.19 EsemMP10. La retta ¢ = 2+t, y = 1—¢, 2z = 4 ed il piano r+y+z—3 =0
sono paralleli ma la retta non appartiene al piano. Infatti i parametri
direttori della retta sono (1,-1,0), i coefficienti di giacitura dél piano
sono (1,1,1) ed & verificata la condizione al + bm + ¢n = 0. D’altra parte
il puntoe P = (2,1,4), che appartiene alla retta in quanto si ottiene per
t =0, non appartiene al piano visto che tali coordinate non soddisfano la
sua equazione. @

2.E Esercizi

Nel{o spazio affine ordinario si consideri il riferimento RA(O,z,y,z).

1. Scrivere un’equazione per tutti i piani passanti per la retta r di
equazioni 3z ~y+2-3=0,z+4+2—-1=0.

2. Scrivere equazioni per la totalita dei piani passanti per P = (1,3,2).

3. Determinare un’equazione cartesiana per il piano a passante per il
punto P = (3,0,1) e per la retta r di equazioni 3z—y+2—2 = 0, -3z = 0.

4. Verificare che ’equazione A(z+y—2)+ u(3z+3y—~32z+5) = 0, al variare
dei parametri reali A, u, rappresenta 1’equazione di un fascio improprio di
piani. Determinare fra essi quello che passa per il punto @ =(1,3,0).

5. Dire che cosa rappresentano i seguenti ‘sistemi:

3z —y+22=0

—z=1 —2 ~3=
a) —z4+y+22=0, b) FTET g TTAt 2

2z —y+32=4

6. .--Deteﬁrﬁnare, se esiste, il punto di intersezione della retta r di equazioni
t—3y—~2=0, 22+3y+22—-5=0 con il piano di equazione 3z4+2—5 = 0.
In caso contrario dire se r ed a sono paralleli o si appartengono.

7. Dire se le equazioni z =3t + ¢/, y =t 4+ (1/3)t', z = 2t + (2/3)t', al
variare dei parametri reali ¢,¢', rappresentano le equazioni parametriche di
un piano. S

8. Vedere se il punto P = (1,0,2) appartiene o meno alla retta r di
equazioni z = 2t+ 1, y =t—1, z =t +2 o al piano o di equazioni
z=t+t'+1, y=3t z=5t'+ 2. | -
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9. Determinare un vettore direttore per la retta r di equazioni
parametriche z = -2t + 1, y = 2t — 4, 2z = t 4+ 3 e scrivere equazioni
parametriche per la retta r’ parallela ad r passante per P = (1,3,—4).

10. Determinare, se esiste, il punto di intersezione della retta r di
equazioni parametriche 2z = 14t, y = 2¢, 2z = 3 -1 con il piano o di
cquazione 3z —y+ z— 1= 0. In caso contrario dire se r & parallela ad o
oppure se r & contenuta in a.

11. Scrivere equazioni parametriche per il piano a passante per l'origine
cd avente come coppia di vettori di giacitura il vettore v = (3,1,—2) ed
un vettore direttore della retta r di equazioni parametriche z = ¢, y = ¢,
z=1441.

12. Verificare che la retta r di equazioni parametriche t=14¢, y=t, 2=3¢
appartiene al piano a di equazione 2z +y— 2z —2=0.

13. Trasformare le equazioni date nell’esercizio 8 in equazioni cartesiane
e fare la verifica ivi richiesta.

14. Trovare equazioni cartesiane per la retta r dell’esercizio 10 e svolgere
il medesimo facendo uso di equazxom cartesiane.

15. Determinare un’equazione cartesiana per il piano « assegnato nello
esercizio 11.

16. Fare la verifica dell’esercizio 12. facendo uso di equazioni «:-rtesiane
per la retta r.

17. Determinare i parametri direttori delle rette r ed s di equazioni
rispettivamente: z=3t -1, y=1+1,2=3%; z—y+2-5=0, z+4+2y-32+2=0.

18. Si consideri un piano a che ammetta v =(3,1,-1), w=(-1,2,1)
come coppia di vettori di giacitura. Determinare coefficienti di giacitura
per i piani paralleli ad «a.

19. Determinare la posizione reciproca della retta r di equazioni z =71 -1,
y=1, z =3t e del piano a di equazione 2z —y+ 2 -2 = 0.

20. '+ Vedere se la retta r di equazioni z =3¢, y=1-1,2=2% e la retta
s di equazioni 2z —y+2z—1=0, £+ y — 3 = 0 sono parallele.

21. Vedere se la retta r di equazioni 2z —3y+2—-1=0,z4+y=0 ed il
piano a di equazione z — (3/2)y + (1/2)z = 0 sono fra loro paralleli.

22. Determinare la posizione reciproca (incidenti, parallele o sghembe)
delle due rette r ed s di equazioni rispettivamente: z = 1-¢, y = 2t, z = 3¢;
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:r:——y+z=:0, 2 —y—2=0.

23. Deterrif:lina.re_la posizionel‘reciproca. (incidenti, paralleli o coincidenti)"
dei due piani o« e O di equazioni rispettivamente 2z — y+ 2 = 0 ¢
c=3t+t,y=1t z=1t.

24. Deterninjna,re la posizione reciproca delle due rette: |

4 0 T =2t -1
z—y+z=
e = —3i
22 —y—z=-3° ? y
‘ z:l—t

3. LA GEOMETRIA ANALITICA DEL PIANO AFFINE

In ‘questa sezione vogliamo esaminare il caso (pii semplice) del piano
euclideo £% e dello spazio vettoriale bidimensionale V5, pitt che altro per
mettere in evidenza le analogie con il caso tridimensionale.

Fissiamo quindi un punto O in £? ed una base i,j nello spazio V§ dei
segmenti orientati del piano. Queste scelte determinano la corrispondenza
biunivoca: :

£? —_— v, — R?

P +— OP=zrityj +— (z,¥)
nella quale’ punti e rette di &% corrispondono a sottovarietd affini
di dimensione 0 e 1 in V5, ed in R? dove ammettono sia

equazioni di tipo parametrico che cartesiano. Esplicitamente le rette
in V5 (come in Vp) sono caratterizzate dall’equazione vettoriale:

(3.1)  OQ = OP + OQy.

o~

O

n passaggio ad R? da luogo ad equazioni parametriche:

$=$0+lt

3.2
( ) y=y0+m.t’

dove v = (I,m) # o & un generatore per il sottospazio parallelo.
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Notare che le equazioni parametriche di una retta nel piano si
ottengono dalle analoghe scritte nello spazio sopprimendo semplicemente
la terza equazione e quindi valgono per esse tutte le proprietd gia viste
nello spazio.

I sistemi lineari sono ora in due variabili e precisamente:

(3.3) az +by+c=20 rgla bl|=1,
‘ az +by+c=10 a b
(3.4) az4+by+c =0 ™9\ & b" = 2.

Le formule (3.3) e (3.4) danno rispettivamente l’equazione cartesiana di
una retta r e quelle del punto P, di intersezione delle due rette r ed s,
rappresentate rispettivamente dalla prima e dalla seconda equazione del
sistema (3.4).

Va sottolineato che una retta nel piano & rappresentata da una sola
equazione (in due variabili), mentre nello spazio una sola equazione (in tre
variabili), rappresenta un piano! : B .
Quindi vi & perfetta analogia fra le rette dello spazio e le rette del piano,
se ci si riferisce ad equazioni parametriche; l’analogia & invece fra piani
dello spazio e rette del piano, se ci si riferisce ad equazioni cartesiane (con
’avvertenza che in ogni caso il numero delle variabili passa da tre a due).

Cosi, ad esempio, 1’equazione:

(3.5) Maz +by+c)+p@z+by+c)=0

ottenuta combinando linearmente le due equazioni di (3.4) rappresenta il
fascio di rette di centro il punto Py che & il punto di intersezione delle
due rette rappresentate dalle due equazioni di (3.4) (analogo del fascio dis
piani nello spazio in quanto ci stiamo riferendo ad equazioni cartesiane!). .
La (3.5) rappresenta la totalita delle rette passanti per Pp e puo essere
riscritta facendo uso, invece dei due parametri omogenei A,u, di un unico !
parametro k. Ne segue che le rette di un fascio (proprio) nel piano .
costituiscono un sistema lineare ool. i

In modo analogo un fascio improprio di rette nel piano si scrive con
’equazione: |

(3.5") az +by+ k=0, :

al variare del parametro k, e rappresenta tutte le rette parallele alla retta
fissata di equazione az + by = 0. - it



§3. La ge?ometn'a analitica del piano affine 121

" ©83-08-16538. 8

- La condizione di parallelismo fra due rette si scrive :

(3.6) : aa’=b:¥,
ovvero:
- (3.7) | | Ll =m:m', , |

a seconda che ci riferiamo ai coefficienti delle equazioni cartesiane delle
due rette o ai loro parametri direttori.

La condizione di parallelismo di un vettore v = (I,m) e della rctta
az + by + ¢ = 0 si scrive: '

(3.8) al +bm =0,
~che & equivalente. a:
(3.8") ~b:a=1:m.

Da essa si iegge che per la retta az +by+c =20 | parametri direttori sono,
per esempio, la coppia di numeri —~b, a.

FORME PARTICOLARI DELL’EQUAZIONE DI UNA RETTA. L’equazione:

(3.9) a(z ~20)+b(y —y) =0

‘ | |
rappresenta una retta passante per il punto FPo(zo,y0) e varia al variare dei
coefficienti omogenei a e b; questo & dunque un altro modo di rappresentare
il fascio di rette di centro P,. B utile usare la (3.9) quando sia noto il

centro di un fascio, mentre & utile la (3.5) quando siano note due sue
rette. : ’

L’equazione:

T = ' equazione sotto Jorma di rapporti uguali,

1oy 2=F0_y=w
o m
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Y

v-oq-qu
si ottiene eliminando il parametro ¢ dalle equazioni parametriche (3.2).
L’equazione:

T—T0 _ Y— Y
Iy — o Y1 — Yo

(3.11) equazione della retta per due punii,

si ottiene osservando che se Qo e @1 sono i due punti dati, il vettore
v=0Q —0Q = (x1—%0, 11 —Yo) & un vettore direttore per la retta
passante per essi.

Le equazioni:
(3.12) z =k, v=nh,
rappresentano rispettivamente le rette parallele all’asse y ed all’asse z.

Le rette di equazione y = mz + ¢, al variare di m e ¢ rappresentano
~ tutte le rette del piano tranne le parallele all’asse y, infatti i parametri
direttori sono (1,m) che danno un vettore v non appartenente all’asse y;

. anologa discussione vale per l'equazione z =ly+p :

, (3.13) z =ly+p, y=mzc+q equazioni ridotte.

Dalla forma ridotta dell’equazione di una retta si legge che le rette: del

| . 5 .
piano formano un sistema lineare oo?.

(0,9
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(3.14) 4 -:;—’ =1 - equazione segmentaria,
mette in evidenza i punti di intersezione (p,0) e (0,q) della retta con gli
assi coordinati. Tale equazione rappresenta una qualunque retta che non
passi per l'origine e si ottiene dall’equazione cartesiana az + by + ¢ = 0,
dividendo per —c # 0 e ponendo p = —cfa, ¢= —c/b.

3.E Esercizi

Riferiménto RA(O,z,y) nel piano ordinario

1. Determinare equazioni parametriche e un equa.zmne cartesiana peor Ia
retta pa.ssa,nte per P =(1,3) ed avente vettore direttore v = 3,-1).

2. Determinare parametri direttori per la. retta 3:1: +7y—1/2=0.

3. Dlre se il sistema di equazioni 3z ~ y — 1 = 0 3z — y = 0 rappresonta
0 menoc un punto. -

4. Vedere se le due rette 5000 incidenti, parallele o coincidenti:

T =3t .
T y=1+1t" s: 3z—-—y+1=0.

5. Scrivere equazioni per il fascio di rette di centro il punto P = (-1, -3).

6. Scrivere un’equazione per la retta passante per P = (—~2,5) ed ap-
partenente al fascio generatd dalle rette 7 ed s di equazioni rispettiva-
mente:

z=—~t—2

pootes ' O 2z 4+y+3=0.

7. Scrivere equazioni para.metnche e un’equazione ca,rtesxa,na, per la retta
passante per i punti P =(0,1) e @ = (0,-2).

8. Scrlvere se possibile, 1’equazione segmentana della retta z = 1 — 3t,
y=2+t.

9. Scrlvere, se possibile, equazioni ridotte per le seguentl rette:

z=(1/2)t -3 :iz—-5=0 3’_x=t

: 22— 3 5=0, : .
ri2e—3y+ y=—Tt 421 | y = —2t

10 Scrivere un equazione per la retta r passante per i ﬁunti P =(1,1),
= (—1,3) e un’equazione per il fascio di rette ad essa parallele. Fra
queste ultlrne determinare quella che passa per il punto R = (3,3).
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4. FORME PARTICOLARI DELLE EQUAZIONI CARTESIANE DI
RETTE E PIANI NELLO SPAZIO. RISOLUZIONE GEOMETRICA
DI ALCUNI PROBLEMI

Le equazioni dei piani coordinati sono rispettivamente:
(4.1) xz =0, y =0, z=0.

I piani paralleli ai piani coordinati sono rappresentati rispettivamente da:

(4.2) z =k, y==k, z=k.

Le equazioni:
(4.3) ar+by+d=0, ax+cz'+d=0, by+cz+d=0,

rappresentano rispettivamente i piani paralleli all’asse z, all’asse y e all’asse
z. Infatti, se per un momento ignoriamo lo spazio e consideriamo il solo

piano z,y, sappiamo che 1’equazione az 4 by + d = 0 rappresenta una retta
r ed un suo punto Py = (zo,¥o) verifica la condizione azq + byo 4+ d = 0.

Nello spazio il punto @ = (xo,%0,k), al variare di k, descrive la retta per
Fp e parallela all’asse z e le sue coordinate verificano ancora l’equazione
del piano az +by+ d =0, in quanto in essa non figura la variabile z. Al
variare di Fp su r dunque tale piano appare come luogo di rette parallele
all’asse 2 e ’affermazione & completamente provata.

L’equazione:

(4.4) Zy¥4Z2 equazione segmentaria del piano,
p 9 7

mette in evidenza i punti di intersezione del piano con gli assi coordinati.
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Le equazioni:

(@5)

N
0
x> o
I
&

(0,q,0) ¥

< e

rappresentano rispettivamente le rette parallele all’asse z, all’asse y, all’asse
z. In particolare gli assi coordinati hanno equazione:

=0 z=0 =0
(4.6) v=" e
z2=10 z2=10 y=0
Le equazioni:
(4.7 z=1z+0p z=Ily+p y=mz+p
' y=mz+q’ z=ny+q’ z=nzx+q’

si chiamano equazioni ridotte di una retta e sono dei tre tipi indicati.

'y

Per esempio il primo sistema, 2

al variare dei parametri [,m,p,gq,
rappresenta tutte le rette dello spazio,
escluse le rette parallele al piano
z = 0. Infatti i parametri direttori
sono (I,m,1), (basta porre z =1 per
ottenere equazioni parametriche!); ma

~ un tal vettore non appartiene al piano /0
37, y' ‘ X

Analogamente il secondo sistema
rappresenta tutte le rette escluse le parallele al piano y = 0, il terzo
esclude le parallele al piano £ = 0. In ogni caso una retia qualunque dello
spazio pud essere rappresentaia in una almeno delle tre forme ridotle, in
quanto non vi & nessuna retta che sia simultaneamente parallela ai tre
piani coordinati. A partire da equazioni cartesiane di una retta si possono

v= (L m,n)

Y

D i s S — — — —
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dedurre equazioni ridotte risolvendo il sistema dato rispetto a due delle

tre variabili.
Da una qualunque delle forme ridotte deduciamo che le rette dello

spazio costituiscono un sistema lineare oo', in quanto in essa figurano
quattro coefficienti essenziali.

Vogliamo ora dare forme di equazioni particolarmente utili per rette e
piani che siano individuati tramite condizioni di passaggio per punti o per
rette (condizioni di appartenenza O di incidenza), e/o tramite condizioni
di parallelismo, forme che permettono di risolvere rapidamente una vasta

collezione di esercizi.

RETTA PER DUE PUNTI Qo = (Zo,%0,20), Q1 = (z1,¥1,21). 1 vettore
v = (1 — Zo, Y1 — Yo, 21 ~ zg) & un vettore direttore; quindi si scrivono

immediatamente:

=20+ (21 — )1 .

(4.8) y = yo + (1 — ¥o)t equazioni parametriche, |
|
'1

Z = 20 +(21 -'Zo)t

ovvero le uguaglianze:

z—To _ Y — Yo Z— 20

(4.9) = :
1 — To Y1 — Yo zZ3 — 20
: di rapporti uguali,

che danno luogo a due equazioni. Ge uno dei denominatori & nullo, per!

esempio 1 — Zo = 0, da (4.8) si deducono le equazioni:

(4.10) y—Y _ 272 o z=0
Y1 — Yo Z1 — 20

Quindi se nella (4.9) uno o due denominatori si annullano, la catena.dij;

= equazioni sotto forma |

L M
' Uy

uguaglianze perde di significato; ma equazioni si ottengono annullando, i}
corrispondenti numeratori. La (4.10) in particolare rappresenta l’equa.zioq_e.f

di una retta parallela al piano z = 0.

RETTE PER UN PUNTO (o = (zo, Y0, 20)- Costituiscono una stella di ret
ovvero un sistema lineare oo? di rette di equazioni: -

T — o ¥ — Yo zZ— 20
( ) l m n

al variare dei parametri omogenei [, m,n (i parametri essenziali sono quin

due soli!). - vﬁ
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RETTA PER UN PUNTO Qg = (z0,%0,2%) E PARALLELA AL .VETTORE

= (I,m,n). E data dall’equazione (4.11) ove ora i parametri diretton
0) (1o’ assegnatl

P1anNI PASSANTI PER UN PUNTO Qo = (Zo,%0,20). Essi hanno equazione

(4.12) a(z —z0)+ 0y —yw)+c(z—2)=0,

DAL L CEATIFE T L e T e

. al variare dei coefficienti omogenei a,b,c. Si ha cosi la rappresentazione
. per la stella di piani di centro il punto Qo che abbjamo gia visto nella
sezione 2.

PIANI PASSANTI PER UNA RETTA r. Conviene rappresentare r con equazioni
. cartesiane, combinando linearmente le quali si ottiene la corrispondente
equazione del fascio (cfr. sezione 2.).

PIANO PER UN PUNTO E PER UNA RETTA CHE NON SI APPARTENGONO:
"Qo ¢ r. Basta rappresentare innanzi tutto i piani del fascio di asse r e
determinare i parametri omogenei A e u (ovvero il parametro non omogeneo
i k) imponendo che ’equazione del fascio sia soddisfatta dalle coordinate

; 'PIANO PER TRE PUNTI NON ALLINEATI Qo = (:co,yo,zo), 1= (z1,%1,21),
Qg = (:cg,yg,zg) I vettori:

v = (z1—%0, Y1—¥0, Z1—2), W = (T2—%o, Y2—Yo, 22—20) ,

i sono una coppia di vettori di giacitura per il piano cercato. Si possono
quindi scrivere subito le equazioni parametriche:

; | g =20+ (71 — w)t + (22 — )t
(4.13) ; ¥y=vo+ (1 — yo)t + (2 — yo)t'.
' 2 Zo + (2’1 e Zo)t + (2'2 e ZQ)t'

I

0

Un’equazione cartesiana si ottiene
Rrappresentando i piani per (o tramite
R l'equazione (4.12) e determinandone i
Peoefficienti  di  giacitura  a,b,c  (come
tindicato in  (2.18)) facendo uso della
teondizione di- parallelismo con i vettori
vy =0Q, —0Qp e w = 0Q; — 0Qy.

Vi & inoltre un procedimento rapido di
ittura, per chi ama i determinanti:
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T—Zo Y—UY
(4.14) det 11—y Y1— Yo
r2—%p Y2—VYo

z — 20
Z1—<p
22— 20
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0,

del tutto equivalente al procedimento sopra indicato e che fornisce
un’equazione dello stesso piano, in quanto esprime la dipendenza dei tre
vettori riga della matrice scritta in (4.14), dipendenza che si legge anche
dalle equazioni (4.13) (basta scrivere <o,Yo,20 a primo membro).

RETTE PER UN PUNTO (Jo INCIDENTI AD
UNA RETTA 7, Qo ¢ r. Sono tutte le rette
che appartengono al piano per Qo e per 7,
esclusa la retta r per Qo e parallela ad r
(che non soddisfa la richiesta condizione di

incidenza).

PIANO PARALLELO A DUE RETTE 7 ED 7' E PASSANTE PER UN PUNTO Qo-

b T
/>c<
0
_A ~

I vettori v e w direttori rispettivamen-
te per le rette r ed 7' individuano
una coppia di vettori di giacitura per
il piano cercato se e solo se sono
indipendenti. In tal caso il piano &
unico e per esso si PpOSsoOno scrivere
direttamente le equazioni (4.13) oppure
la (4.14).

Se r ed r’ sono parallele i vettori
v e w sono sulla stessa retta e non
individuano una giacitura. In questo
caso il problema proposto ammette
infinite soluzioni costituite da tutti i
piani del fascio di asse la retta r!f
passante per Qo e parallela ad r.

/

&
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RETTA INCIDENTE A DUE RETTE SGHEMBE r ED 7' E PASSANTE PER UN

"PUNTO Qo NON APPARTENENTE AD ESSE. Le rette r ed r’ sono per ipotesi

sghembe, cioé non esiste un p1a.no che le contiene; inoltre Qo ¢ r, Qo ¢ r'.-
Tale retta, se esiste, deve giacere sul piano per Qo ed r e su_l piano g’
per Qo ed r’. La retta cercata, se esiste, deve appartenere all’intersezione
dei due piani g e 8’ di cui sappiamo determinare le equazioni. Il problema
d’altra pa.rte non ha soluzmne se la retta SN B’ & parallela alla retta r o
alla retta r/.

RETTA PARALLELA A DUE PIANI 8 E 8 E PASSANTE PER UN PUNTO Qp.
Se i due piani § e B’ dati non sono paralleli, essi individuano una retta

“r=p8nNp e la retta cercata & l'unica parallela r’ alla retta r passante
per il punto Q¢. Se B8 e B’ sono paralleli ogni retta passante per Qo ed

WSRTREF I e

Ty AR AR

appartenente al piano (3" per questo punto e parallelo a 3, soddisfa la
condizione richiesta.
/B

Notiamo - che, nel caso la retta richiesta »’ sia unica, un modo
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per rappresentarla & di determinare i piani o e a' per Qo paralleli
rispettivamente a 8 e g, infatti ' = « Nna'.

FFAsCIO DI RETTE NELLO SPAzIO. Vogliamo
rappresentare la totalitd delle rette di un
piano fissato a e passanti per un punto
» € a. Per far cid basta fissare un punto
Qo ¢ o e considerare la retta r che passa
per Py e Qo. Il fascio di piani di asse 7
interseca il piano a nelle rette del fascio
richiesto.

Abbiamo qui indicato alcuni procedimenti
geometrici per determinare rette o piani
soggetti a condizioni e che vanno ovviamente
attuati tramite la geometria analitica.

La scelta, fra le varie possibili, con cui rappresentare gli enti puo dar
luogo ad una soluzione pid o meno rapida. Lo studente deve di volta in
volta proporsi il problema di evitare calcoli inutili!

Rimandiamo gli esercizi numerici alla sezione 5.E in quanto. vogliamo
ulteriormente chiarire 1’importanza della conoscenza dei gradi di liberta
degli enti che vogliamo rappresentare. |

5*. GRADI DI LIBERTA E CONDIZIONI LINEARI

Quando si cerca di determinare una sottovarietd affine (o un
sottospazio) soggetta a condizioni (di appartenenza efo di parallelismo) &
utile conoscere “a priori” se il problema non ammette soluzioni, oppure ne
ammette una o infinite (come abbiamo visto in alcuni esempi della sezione
precedente), ovvero il numero di parametri essenziali da cui dipende la
sottovarieta quando non & soggetta ad alcuna condizione ed il numero di -
condizioni (lineari) indipendenti che si devono imporre. Se questo numero ;
& superiore ai gradi di libertd il problema non ammette soluzione; se & .
uguale la soluzione & unica; se & inferiore le soluzioni sono infinite.

Abbiamo gid imparato, nelle sezioni precedenti, a contare i gradi di |
libertd: i piani ed i punti dello spazio sono due sistemi lineari oo?, le
rette sono un sistema oo?, etc..

Occorre ora analizzare le condizioni di appartenenza e di parallelismo.
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CONDIZIONE DI PASSAGGIO PER UN PUNTO Qo = (Zg,%0,%0). Ad un

piano si impone una condizione lineare, cioe i coefficienti a,b,c,d del piano
devono soddisfare la relazione: : )

ato + dyo + c2o +d = 0 |
ad una retta, si impongono due condizioni lineari: 1’appartenenza del punto
a due dei piani passanti per la retta.

CONDIZIONI DI PARALLELISMO. 1l pa:rallelismo di una retta ad una
retta data, di parametri direttori noti I',m/,n’, impone due condizioni
lineari, le due uguagha.nze che si deducono da'

It parallehsmo di un piano ad un plzmo dato, di coefﬁc:lentl noti

a’,b',c’, impone due condizioni lineari:

a:a'  =b:b =c:c.

I1 parallelismo di un piano ad una retta da,ta, di parametri direttori
noti I,m,n, impone una condizione lineare:

al +bm + cn =0,

ed ancora una condizione lineare, la stessa, si ottiene imponendo ad una
retta il parallelismo con un piano assegnato.

La condizione per un piano, che ha tre gradi di libertd, di contenere
una retta assegnata impone dunque due condizioni lineari, in quanto basta
imporre che tale piano contenga due punti (fissati e distinti) della retta.
Se ne deduce che i piani passanti per una retta sono ocol.

Se si richiede ad un piano di contenere quattro punti assegnati,
i ciod quattro: condizioni lineari, tale piano in generale non esiste, le
¢ ‘condizioni sono troppe!, a meno che tali condizioni siano dipendenti,
il che avviene quando i quattro punti dati sono in posizione speciale
¢ (complanari), o in posizione pil speciale (allineati) o in posizione ancora
¢ ~ pii speciale '(coincidenti) - Se si presentano queste eventualitd sappiamo
gia. che nspettlvamente si ottiene un sol piano oppure tutt1 i piani di un
¢ fascio oppure tutti i piani di una stella.

: Vediamo quindi che un calcolo esatto delle soluzioni dJ un problema

. d1 questo tipo lo sappiamo fare solo se siamo in grado d1 riconoscere
lmdmendenza. delle CODdlZlOIu imposte.
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Non vorrei che queste considerazioni inducessero lo studente a risolvere
i problemi “per condizioni”!. Non & certamente questo, bensi metodi
gcometrici, quello che abbiamo illustrato nella sezione 4. Il computo a
priori dei gradi di libertad e delle condizioni lineari da imporre & in ogni
caso utile perché ci dice il “numero” delle soluzioni che ci dobbiamo
aspettare, nel caso le condizioni siano indipendenti. Se poi tali condizioni
sono dipendenti, le soluzioni non possono che aumentare! Se per esempio si
deve ricercare la totalitad delle rette parallele a due piani 8 e 3’ e passanti
per un punto (g, questo equivale ad imporre ad una retta variabile
nello spazio, che ha quattro gradi di libertd, due condizioni lineari per il
parallelismo ai due piani assegnati e due condizioni lineari per il passaggio
per Qo e quindi “in generale” ci aspettiamo che vi sia una soluzione, che
andremo a cercare con il metodo geometrico proposto alla fine della sezione
precedente dove & anche indicato un caso in cui le condizioni imposte non
sono indipendenti.

I1 '‘computo delle condizioni & importante in geometria anche se le

condizioni imposte non sono lineari, il che pud accadere quando si studino
curve efo superfici.

5. E Esercizi

Riferimento affine RA(0,z,y,2) nello spazio ordinario.

1. Sia r la retta di equazioni parametriche z = —1+1¢, y = ~2¢, 2 =1+3¢

e sta @ =(1,1/2,3). Verificare che ¢ non appartiene ad r e determinare
un’equazione cartesiana per il piano a passante per @ ed r.

2. Siano r ed s le rette di equazioni parametriche rispettivamente
r=t+1, y=—-t4+4,2=(1/2)t-1; z=t+5, y=2t+1, 2= -t - 3.
Determinare, se esiste, un’equazione cartesiana per il piano a passante per
il punto P = (1,1,1) e parallelo simultaneamente ad r ed s.

3. Determinare equazioni parametriche per la retta, r passante per
P = (0,0,1) e parallela ai due piani a e 8 di equazioni rispettivamente
3t +2y~2=0, -2z +4+3y—224+1=0.

4. Sia r la retta di equazioni ¢ = (—1/2)t -2, y= -3t +4, z=1-1
ed s la retta di equazioni t —y~242=0, 2x+y+ 324 5 = 0; studiare
la loro posizione reciproca e, nel caso esse siano complanari, determinare
un’equazione del piano che le contiene.

5. Scrivere equazioni parametriche ed un’equazione cartesiana per il piano

passante per i punti di coordinate (0,0,1), (3,0,0), (0,5,0).
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6. Determinare tutte le possibili equazioni ridotte per la retta di equazioni
parametriche z =1, y = —4t -2, 2z =1 — 9.

7. Determinare equazioni per la retta r, se esiste, passante per il punto
P = (0,-1,-1), parallela al piano a di equazione 2z —y —-32+ 1 =0 ed
incidente alla retta s di equazioni 2z +3y—-1=0,z+4+2—-3 = 0. '

B. Sia r la retta di equazioni z =37+1, y=-27r, 2=2—17 e sia R un
punto variabile su di essa. Determinare, se possibile, R in modo tale che
il vettore OR. sia parallelo al piano a di equazione z — y + z = 0.

9. Sia R un punto variabile sulla retta r dj equazioni r =2¢, y =t — 2,
Z = —t+2 e sia § un punto variabile sulla retta - s di equazioni
T =2r—-1/2, y = -7, z = 3. Determinare, se possibile, R ed § in
modo tale che il vettore v = OS — OR. sia parallelo alla retta p di
equazioni —T+y~22=0,z2+4+2y—1=0. :

10. Verificare se i tre piani a,8,v di equazioni rispettivamente z—y—2z =0,
*T—2z—1=0, y—2+5 =0 si intersecano a due a-due in tre rette parallele
e distinte,

11. Scrivere equazioni cartesiane per la retta r passante per il punto
P = (-1, 1,-2), parallela al piano v di equazione 2z — 3y + 5z = 0 ed
incidente all’asse 2. |

12. Riconoscere che le equazioni z = 3v+w, y = v+ 4w + 1, z=v - w,
al variare dei parametri reali v e w, rappresentano un piano a di cui
si chiede un’equazione cartesiana. ' Verificato che il punto P = (0,1,0)
appartiene ad «, scrivere equazioni per il fascio di rette del piano a e dj
centro P, facendo uso di un parametro non omogeneo.

13. Determinare, se esiste, la retta passante per il punto P = (1,-2,-1)
ed incidente simul neamente alle due rette r ed s date rispettivamente
dalle equazioni: z =2z~-1,y=~242; z=1t+35, y=t—2, z = —¢,

14. Date le rette r ed s di equazioni rispettivamente Z-y+z =0, 2422—1 = 0;
zT=2t—1, y=2t+5, z2=1-2¢ ‘determinare, se esiste, il piano passante
per s e parallelo ad r. ' |

6*. SUI FONDAMENTI DELLA GEOMETRIA EUCLIDEA

La geometria euclidea ha un carattere intuitivo (fortunatamente!) ma
¢ di fatto costruita su un sistema di assiomi che Euclide (300 A.C) presenta
nel libro “Gli Elementi”. In questo testo gli assiomi sono:introdotti dj
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volta in volta quando se ne presenta la necessita e sono del tutto naturali,
o almeno sembrano tali alla luce dell’esperienza umana. E probabile
che lo studente abbia sentito parlare solo di alcuni di essi (postulato
delle parallele, postulato della continuita) ma certamente non ha mai
approfondito questo aspetto della geometria euclidea. Per questo motivo
vogliamo presentare tali assiomi seguendo la trattazione fatta da Hilbert
(1862-1943) la quale non si discosta dalla trattazione classica di Euclide, ma
tiene conto, anche in senso critico, dello sviluppo della matematica avvenuto
durante molti secoli ed in particolare nel secolo XIX. Hilbert (cfr.[Hi],
testi consigliati) sceglie quindi il punto di vista ipotetico-deduttivo il quale
consiste nel non definire esplicitamente gli oggetti geometrici fondamentali:
"punti”, “rette”, "piani” ma di definirli implicitamente per mezzo di
assiomi. Si possono cosi ampliare gli oggetti geometrici definendone altri
(segmenti, angoli, triangoli) e la geometria che si ottiene & costituita da
tutte quelle proposizioni che si possono dedurre dagli assiomi (ipotesi) e
da altre proposizioni gia precedentemente ricavate.

Gli assiomi sono divisi da Hilbert in cinque gruppi: assiomi di
collegamento, assiomi dell’ordinamento, assiomi di congruenza, assioma
delle parallele, assiomi di continuita. A ciascuno gruppo Hilbert fa .
seguire la dimostrazione della compatibilitad dei corrispondenti‘ assiomi e
I'indipendenza da quelli dei gruppi gid precedentemente introdotti tramite
la presentazione di "modelli” costruiti a partire da altri campi della
matematica, per esempio l’algebra. Egli dimostra infine che vi & un’unica
geometria che verifica gli assiomi dei cinque gruppi, che vizne detta
geometria euclidea dello spazio, che abbiamo denotato con &£°. Nel testo
abbiamo fatto uso del modello analitico R® che Hilbert presenta per provare -
la compatibilita di tutti gli assiomi posti.

Diamo infine la lista degli assiomi, che riportiamo mnel linguaggio
il pitt possibile familiare allo studente, facendoli seguire solo da brevi
commenti. Nel seguito ogni qual volta nominiamo punti, oppure rette o
piani, intenderemo che siano distinti.

I. AssloOMI DI COLLEGAMENTO (O DI APPARTENENZA): stabiliscono
un collegamento fra gli oggetti "punti”, "rette”, ”piani” precisando il
significato dei verbi appartenere, passare, giacere, contenere etc.

I.1. Per due punti passa almeno una retta.
[.2. Per due punti passa al piu una retta.

1.3. Su una retta vi sono almeno due punti e vi sono almeno tre punti che
non giacctono su una stessa retta.

[.4. Per tre punti, che non appartengono alla stessa retta, passa almeno
un piano. Su ciascun piano vi € almeno un punto.
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1.5. Per tre punti, che non appartengono alla stessa retta, passa al pit un
piano.

I1.6. Se due punti di una retta appartengono ad un pidno, tutti i punti
della retta appartengono al piano.

1.7. Se due piani hanno in comune un punto, allora hanno in comune
almeno un altro punto.

I.8. Vi sono almeno quattro punti che non stanno in un piano.

A titoio di esempio diamo la ”"dimostrazione” di una proposizione ben
nota (?) allo studente. ‘

PROPOSIZIONE _§.1. Per una retta r ed un punto C, non appartenente ad
essa, passa ufgunico piano che li contiene.

Dim. Siano ;[ B due punti di r (essi esistono per 1.3); per 1.2, 1.4 ed 1.5
esiste ed € unico il piano che contiene i punti A, B, C e tale piano contiene

r per 1.6. ' : '

Se. ci si limita alla geometria euclidea del piano gli assiomi di collegamento
sono solo 1.1, 1.2 e 1.3; per la retta bastano i primi due e la prima parte del
terzo. Lo studente provi, per esempio, a dedurre da essi che due rette di un
piano o non hanno punti in comune oppure ne hanno uno sole! Una volta
provato cid'si pud definire nel modo usua.le la nozione di rette parallele.

Un es¢mpio di ”geometria” che verifichi gli assiomi del primo gruppo
si costruisce immediatamente. Prendiamo come insieme di punti un insieme
di quattro elementi {a, b, ¢, d}; come insieme di rette scegliamo Vinsieme
delle coppie {{a, b}, {a,c}, {a,d}, {b,¢c}, {b,d}, {c, d}}; in modo
analogo come insieme di piani scegliamo Dinsieme delle terne di punti
{{a, b, c}, {a, b, d}, {a, ¢, d}, {b, c, d}} E immediato che tutti gli assiomi
di collegamento sono verificati quando si assuma come relazione di collegamento
fra gli enti la relazione insiemistica di ”contenuto”. Si ottiene cosi un esempio
di ”spazio grafico” |

II ASSIOMI DI ORDINAMENTO: tramite essi viene definita la nozione che
precisa quando un punto giace "fra” altri due.

II.L1. Se un punto B giace fra un punto A ed un punto C, allora A, B, C
stanno su una stessa retta e B giace fra C e A.

I1.2. Dati comungue due punti A, B vi é almeno un punto C, sulla retta
che li congiunge, tale che C giace fra A e B.

I1.3. Datt tre punti qualsiasi su una retia ve ne é al pit uno che giace fra
gli altrz due. :

DEFINIZIONE 6.2. Si chiama segmento una coppia (non ordinata) di punt:
A, B. Esso viene indicato con con AB oppure HA.
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Cili assiomi permettono di chiamare punti interni del segmento i punti che
giacciono fra Ae B. I punti Ae B si dicono estremi del segmento.

1.4. Siano A, B, C tre punti non allineati del piano a ed r una retla ap-
partenente ad o la quale non passi per nessuno dei tre punii.
Allora, se la retta r passa per
un punto del segmento AB, essa r 8
passa certamenle per un punto
del segmento AC, ovvero per un /
punto del segmento BC. A c

In base agli assiomi del I e II gruppo si pud dimostrare che:

PROPOSIZIONE 6.3. Ogni segmento, e quindi ogni retla, contiene infiniti
punti. Ogni retta T di un piano divide i punti del piano (che non stanno
in r) in due regioni (semipiani) tali che per ogni coppia di punti A, A’
che sono in semipiani diversi il segmento AA’ incontra r in un punto, per
ogni coppia nello stesso semipiano il segmento non la incontra. (Analoga
proprietd vale per i piani dello spazio).

Notiamo che nozioni considerate “intuitive”, in un contesto rigoroso, come
qnello presentato da Hilbert, devono essere dimostrate (nel senso che abbiamo
kid precisato).

Si possono dare ora la definizione di semiretta, quella di orientazione della
retta, quella di angolo (convesso) di due semirette con la stessa origine e di
punti interni all’angolo; si possono definire le figure poligonali, in particolare
triangoli, etc. ritrovando le propriea ben note. A titolo di esempio consideriamo
la seguente:

DEFINIZIONE 6.4. Dati due punti O e U sulla retta 7 si chiama semiretia

r' di origine O e contenente U 1’insieme dei punti di T che sono interni al
segmento OU, i suoi estremi ed i punti P tali che U giace fra O e P. La
semiretta opposta & determinata da O e da un qualungue punto U'¢r'.

La scelta della semiretta 7', di origine O e passante per il punto U, sulla
retta 7 determina un’orientazione ciod un ordinamento totale dei suoi punti.
{nfatti indicata con '’ la semiretta opposta, si ha che P precede () se e solo
ve vale una delle condizioni: 1) P giace fra O e @ e P, Q appartengono ad .

t

v 2) Q giace fra O e P e P, Q appartengono ad r”; ~ 3) P appartiene
ad " e Q appartiene ad r'. | : '

[1I. ASSIOMI DI CONGRUENZA: servono a definire il concetto di congruenza
(uguaglianza) e quindi anche quello di movimento (sovrapponibilita).

111.1. {Trasporto del segmento) Sia AB un segmento ed a' una semirella
di origine A'; si puo sempre trovare su a' un punto B' tale che il
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segmento AB é congruente ad A'B’; in simboli AB = A'B’.

A ' A B a

I11.2. Se due segmentz sono congruenii ad un terzo, sono congruentz fml
di loro. ' |

IT1.3. ‘(A_ddi‘ziéna.bilité, dei segmenti) Siano A, B, C tre punti tali che B
: giace fra A e C ed A',B',C' altri tre punti tali che B' giace fra A’
e C'; se AB=A'B' e BC B'C' allora AC = A'C'.

I11.4. (Tra,sporto dell’angolo) Siano h e k due semiretle del pzano a con
la stessa origine O e sia h' una semiretta del piano a' di origine O’
ed appartenente alla retta a'. Fissala comunque uno dei due semi-
piani w in cui a’ divide o, esiste ed ¢ unica la semiretta k' in x, di
origine O', tale che l’angolo hk & congruente ad h'k!, in simboli

kk = hik’. Inoltre ogni angolo é congruente a se stesso.

II1.5. Siano A,B,C ed A' B’ ,C' due terne di punti non allineati. Se si
hanno le congruenze AB= A'B’, AC = A'C' e BAC = B'A'(C’,
S st hanna anche le congruenze ABC = A’'B'C' e ACB = A'C'B'.

1 Nell’assioma III.1 non si suppone P’unicitid del trasporto del segmento in
', 'quanto essa pub venire dimostrata; nel caso del trasporto dell’angolo invece
Punicitd non pud essere dedotta dai postulati dei tre gruppi.

E“ Lo studente si sarid reso conto,  a questo punto, che stiamo via via

8

% arricchendo la geometria di nuovi enti geometrici e deducendo nuove nozioni e
propneta -

g, I postulati dei tre gruppi permettono, per esempio, di dimostrare le
W

: propneta. riflessiva, simmetrica e transitiva della congruenza fra segmentl e fra
¥ - angoli oppure di definire la nozione di figure congruenti e di dedurre i ben noti
Ij criteri di uguaglianza dei triangoli. Essi permettono inoltre di provare:

@ PROPOSIZIONE 6.5. Data una retta v ed un punto P ¢ r, esiste almeno una
3 ‘retta r', sul piano individuato da P ed r, passante per P e parallela ad r.
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Non si pud invece dimostrare che tale parallela sia unica, anzi esistono esempi
di geometrie in cui valgono tutti gli assiomi fin qui posti nonché quelli di
continuitad, ma per un punto passano infinite parallele ad una retta data.

I1V. ASSIOMA DELLE PARALLELE. Data una retta r ed un punto P fuort
di essa, esiste al pit una retta r', sul piano individuato da P ed r,
passante per P parallela ad r.

Questo postulato, che assicura 1'unicitd della parallela, insieme ai precedenti
permette di dimostrare per esempio che gli angoli (interni) di un triangolo hanno
per somma un angolo piatto.

La geometria, da Euclide in poi, si & sviluppata come scienza esatta che
a partire da assiomi deduce proposizioni, teoremi etc.; tuttavia gli assiomi
stessi erano considerati come “evidenti” in quanto presi dall’osservazione della
“realti geometrica esistente” cioé della realtd fisica, quasi che fosse quest’ultima
a determinare gli assiomi stessi ed a garantire della loro necessita e non

contraddittorieta. Al postulato delle parallele manca questo carattere di evidenza -

in quanto coinvolge in qualche modo 1’ “infinito” ed Euclide stesso lo introduce
guando non pud piu farne a meno. Forse per queéto motivo tanti tentativi
sono stati fatti, nel corso dei secoli, per riuscire a dimostrarlo, ovviamente
senza successo! Fino agli inizi del XIX secolo nessuno aveva osato avanzare il
dubbio che la scelta degli assiomi fosse libera e non determinata dall’evidenza!
Con i lavori di K.F. Gauss (1829, lettera a Bessel), N.I. Lobacevskij (1829)
e di di G. Bolyai ((1832) e poi quelli di A. Cayley (1859) e di B.Riemann

1854, pubblicazione del 1868) veniva confermata 1’esistenza di “geomrtrie non |
4

euclidee” basate su un sistema di assiomi diverso da quello euclideo, la loro

leggittimita sia logica che di interpretazione di una “realta geometrica”.

V. ASSIOMI DI CONTINUITA: riguardano esclusivamente la retta e .

permettono di mettere in relazione enti geometrici (i punti) con enti

algebrici (i numeri reali).

V.1. (Assioma archimedeo) Dati comunque due segmenti AB e CD esiste
un numero naturale n tale che il trasporto del segmento C'D’ = nCD,
a partire da A e sulla semiretta che contiene B, da luogo ad un seg-
mento AH che contiene il punto B.

V.2. (Assioma di completezza) Non é possibile aggiungere ai punt: di una
retta euclidea neppure un punto ed estendere simultaneamente le no-

zioni di ordine e di congruenza in modo che valgano i postulati dei
gruppi LILIII,IV e V.1.

La formulazione di quest’ultimo assioma non & molto intuitiva, perd lo
studente che abbia familiaritA con i numeri reali si sarid reso conto che V.1 e

R PRy

e Gk S AT

ST =

¥

;
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V.2 hanno un analogo algebrico nel campo R dei numeri reali.

Abbiamo cosi completato la lista degli assiomi della geometria euclidea.
Possiamo quindi chiederci: come si procede a questo punto ? Nello stesso
modo come faceva FEuclide e come vien fatto nella scuola secondaria: si
sviluppa la teoria delle proporzioni e la misura dei segmenti, la teoria delle
similitudini, quella dell’equivalenza e dell’equiscomponibilita etc., argomenti
di cui in parte abbiamo fatto uso in questo testo.

Per esempio abbiamo affermato che, fissati due punti O, U sulla
retta r, & possibile porre i punti di r in corrispondenza biunivoca con i
numeri reali:(cfr.1.1). Che ad ogni punto P resti associata 1’ascissa = &
conseguenza della teoria delle proporzioni e della misura dei segmenti, e
quindi ’applicazione r — R & chiaramente iniettiva. Viceversa, che ad ogni
numero reale z si possa associare un punto, deriva dal fatto che i numeri
reali sono un campo archimedeo completo e quindi sc ’applicazione in
esame fosse iniettiva, ma non suriettiva, si potrebbe ampliare i punti di r
(aggiungendo i numeri reali che non sono nell’immagine) ed estendere le
relazioni di ordine e di congruenza contraddicendo ’assioma V.2.

Per quanto concerne l’algebra lineare, una volta definiti i segmenti
orientati di 83 si pud considerare lo spazio Vo la cui struttura vettoriale
fa uso, tra l’a.ltro, della nozione di parallelogramma, e dalle sue propriea
(cfr. ca,pxtolo 2, sezione 1).

6.6 Vogliamo infine accennare ad un altro mode]lo y di spazio vettoriale
geometrico tridimensionale, i cui elementi sono “vettori: liberi” Due
segmenti orientati AB ed A'B’ si dicono equipollenti se appa.rtengono alla

- stessa retta e sono congruenti ed equiorientati, oppure se il quadrilatero di
‘ vertici A, B, B’, A’ & un parallelogramma. Si vede subito che la relazione
i equlpollenza. fra segmenti orientati & riflessiva, simmetrica e transitiva.
Questo permette si ripartire 'insieme dei segmenti orientati in classi di
- equivalenza (insieme quoziente); ciascuna classe contiene tutti i segmenti fra
loro equipollenti ed .equipollenti ad uno dato e prende il nome di vettore
| " geometrico libero. E chiara l’origine del nome, il vettore non & pit un
segmento orientato di primo estremo fissato, come in Vo, ma & libero di
‘ essere rappresentato da un segmento orientato avente primo estremo in un
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punto qualunque dello spazio. Le operazioni sono definite sostanzialmente
come in Vo ed & immediato che si ha un’applicazione biunivoca vV -— Vo
che conserva le operazioni. Lo spazio Vo rappresenta meglio la realta fisica
delie forze, delle velocita, accelerazioni, etc.; VY & piu astratto ma legato
alla “struttura affine” dello spazio £°. Infatti abbiamo un’applicazione:

$:E3IxE—V

che associa ad ogni coppia ordinata di punti P,Q di £3 il vettore
v = ¢(P,Q) di V costituito dalla classe di equipollenza del segmento
orientato di estremi P e Q. Tale applicazione gode delle seguenti proprieta:

1. Per ogni punto P € &3 e per ogni vettore v € V esiste un’unico punto
g g _

Q tale che ¢(P,Q) = v.

2. Per ogni terna di punti P, Q, R € £ risulta:

¢(P9Q)+¢(Q3R) = ‘nb(PvR) P *—

.

R

In particolare da 1 segue che ogni v € Y determina un’applicazione
biunivoca 7o : &3 — £3, detta traslazione. Quindi V puo essere
interpretato come il “gruppo delle traslazioni” dello spazio &°. '

Generalizzando quanto ora visto relativamente all’insieme &2 ed allo
spazio vettoriale V si riesce ad introdurre la nozione di “spazio affine” di
dimensione n.

7. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

Esercizio I

1. Si consideri, al variare del parametro reale t, il seguente sistema lineare
nelle incognite z,¥, 2.

4r+4z=1
ar+(1+)y+(5+t)z=1
ty+(1+t)2=0.

.

Discutere, al variare del parametro i, se esso & compatibile e, in caso,
affermativo, determinare la dimensione della sottovarietd V; corrispondente,
A

2. Spazio affine ordinario, riferimento RA(O,z,y,2). Sia r la retta’”
congiungente i punti P = (2,1,0), @ = (1,-2,1). Determinare, se’
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esiste, una retta s che sia incidente ad r, passi per O e sia parallcla
simultaneamente ai piani o e § di equazioni rispettivamente 2z—y+2z-1 - 0
ez—2y—5z+2=0. -

3. Si considerino in R® i seguenti vettori:

29 1 2 | 0 1 lh
4 2 1 3 -1 |
u1=—2,u2=——1,u3= -—1,1142 —1,u5= O,ua ~-4] .
0 , 0l 1 -1 1 0
2 1 1 | 0 4

Determinare, equazioni cartesiane e precisare la dimensione del sottospasio
U = Span(ui,uz,us,uq,us). Dire se il vettore u appartiene o meno ad U,

EseErcizio 11

1. Spazio affine ordinario, riferimento RA(O,z,y,z). Date le rette:
r di equazioni z -y+2-3 =0, 2+22—1 =0, s di equazioni
t=1+4+2t, y=-3+t, z=1-1t, p di equazioni =1, y+3 =1- 2,
dimostrare che esse sono complanari e deterxmnare un’equazione cartesiana
del piano che le contiene.

2. Si considerino i sottospazi di R* : U di equazione z1+z3—23+2,=0 ¢
W = Span(wi,ws,w3); determinare una base per UNW :

1 0 -1

0 1 1
W1=1, Wg'—-‘o, W3 = 1l

1 0 1

3. Siano s,t,u,v quattro vettori di R™ linearmente indipendenti. Provare

~che i vettori s, s+2t,s+t+u, s+t+u+2v sono anch’esm linearmente
_indipendenti.

Sei chiarissimo
, - ma...spieghi
' h:aramente ?

Ora e' anche
colpa mia |
a vedremo ! ! |




Capitolo 5
]
TRASFORMAZIONI LINEARI

INTRODUZIONE In questo capitolo viene sviluppata la teoria
] delle“trasformazioni lineari® fra spazi vettoriali di dimensione finita.
Inizialmente si mette in evidenza come ad una matrice si possa ,
associare una trasformazione lincare fra spazi vettoriali numerid,
se ne studiano i sottospazi ”nucleo” ed ”immagine” e le relative
dimensioni.

Per spazi vettoriali qualunque basta fissare basi per ricondursi
al caso precedente. Occorre perd studiare il problema dei cambia-
) menti di base. In particolare per gli “endomorfismi” questo da

luogo alla nozione di matrici ”coniugate” di cui si studiano alcuni
4 ”invarianti”.

—

[ ]

1. TRASFORMAZIONE LINEARE ASSOCIATA AD T7JNA
MATRICE
. Abbiamo introdotto le matrici m X n come tabelle di numeri

naturalmente associate a sistemi lineari. Vi sono perd altri modi di

- far uso di una matrice. Vogliamo ora illustrarne uno molto importante
» vederne il collegamento con la teoria dei sistemi lineari che abbiamo.
sviluppata nel capitolo 1.

Partiamo dal seguente:

" ] .
1.1 EsgMPIO. Sia data la matrice 3 X 4:

2 -1 0 4
” A=|1 0 1 2
02 2 1

¢ consideriamo gli spazi vettoriali R* ed R®. Possiamo ora costruire
¥ ,n’applicazione A : R* —s R® che ad ogni vettore x € R* associa il vettore
di R® ottenuto dal prodotto Ax della matrice A per il vettore x. Cosl,
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ad esempio, qliestau applicazione associa al vettore x € R* di componenti
0,—1, 2, 2 il vettore:

2 -1 0 4[| 9] o
| 1012'2=6ER3.
| 0 -2 2 1 8

2 | |
In particolare I’applicazione associa al vettore e; (di componenti 1, 0, 0, 0)

il primo vettore colonna della matrice A; similmente ai vettori ez, es, e4

di R?* corrispondono rispettivamente il secondo, il terzo, il quarto vettore
colonna di A.

Questa applicazione & “lineare” nel senso che se indichiamo con
Ty, T2, ¥3, T4 le componenti del vettore x variabile in R*, le componenti
Y1, ¥2, y3 del vettore y corrispondente ad x in R3 sono date da:

1 5'2 -1 0 4 :1 y1 = 2z1 — T3 + 4z,
¥ = 1 01 2 xz , Cio& y2=;1+33+2$4 ,
| 0 -2 2 1f|° o =20 4 259 4 24

esse sono quindi funzioni lineari delle coordinate di x, ciodé polinomi
omogenei di primo grado in zj,...,Z4.

A questo punto molte domande sorgono spontanee:

a) quale relazione c’® fra la linearitd, cosi come ’abbiamo spiegata, e le
operazioni che vi sono nei due spazi vettoriali R* ed R3?

B) Quali sono i vettori che si ottengono in R2 come risultato di questa
applicazione? '

) Esistono vettori di R* che hanno come corrispondente il vettore nullo
di R?7?

Daremo risposte complete a queste domande dopo aver trattato il caso
generale. - @

Sia A una matrice m X n; per mettere in evidenza P’importanza, in
quanto segue, del numero delle righe e delle colonne di A scriveremo anche
A= A,.,. Partendo da essa definiamo la seguente trasformazione lineare

-(ancora indicata con il simbolo della matrice):

- (12) | Amn : R" — R™,

che ad ogni vettore x € R™ associa il vettore y = Ax (€ R™) dato dal
prodotto della matrice A per il vettore x.
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"4 In particolare si noti che i vettori colonna a',a?,...,a"™ della matrice
A sono i corrispondenti rispettivamente dei vettori el, e?,...,e™, ciod della

bhase canonica di R™. Infatti Ae! = al,...,Ade" = a".

2l Tale applicazione & lineare nel senso che “muta le operazioni dello

_spazio vettoriale R™ nelle operazioni dello spazio vettoriale R™ ”; si hanno
infatti le seguenti proprieta:

' a) A(x + x') = Ax + Ax', ¥V x, x' € R?,
— b A(ax) = a(Ax), VxeR*",Va€eR

Si noti che nel primo membro di a) prima si effettua l’operazione
di somma in R™ e poi si usa la trasformazione, ciog il prodotto per la
—matrice A; nel secondo membro prima si effettua la trasformazione e poi
¢i sommano i risultati in R™. Nel primo membro di b) prima si effettua la-
samoltiplicazione per lo scalare a in R™ e poi si effettua la trasformazione;
nel secondo membro prima si effettua la trasformazione e poi si moltiplica
“per lo scalare a in R™. E questo il senso della frase “la trasformazione
muta le operazioni di R™ in quelle di R™ 7.
e formule a) e b) che abbiamo scritte sono gia note allo studente, esse
_Jsono state infatti viste nella 5.6 del capitolo 1, dove abbiamo parlato del
prodotto fra matrici. Esse possono anche essere riviste come conseguenza
sqdcl fatto che la relazione vettoriale y = Ax, che definisce ’applicazione, si

scrive con equazioni che danno le coordinate yi1, ¥2,...,¥m del vettore y,
-«corrispondente di x, come funzioni lineari delle coordinate zy, Z2,...,%n
del vettore x stesso:
L Y
- ¥y1 = a11T1+ @122+ ...... + a1nTn
Yy = G21Z1 + G222 + ... + G2pTn
84(1.3)
Yn = Gn1%1 + On2Ta + ... + GunTn-
'e

I chiaro che se in queste equazioni di primo grado si sostituiscono le
- coordinate di x con quelle della somma x + x', o con quelle di ax,

usando la proprieta distributiva ed associativa fra numeri reali si ottengono
*¢ rispettivamente y +y’' e ay.

.- Quanto ora visto permette di rispondere alla domanda a) posta per
I’esempio 1.1. Fra breve daremo risposta anche alle altre domande poste.
i ‘
Ali’applicazione lineare A, :R™ — R™, definita dalla matrice A di
tipo m X n, restano associati quatiro sottospazi vettoriali, due in R™ e due
in R™ che passiamo a definire.
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1.4 Definizione. Alla trasformazione lineare Amn : R® ~—— R™ restano
associali i seguenti sotltospazi: '

-

ker(A) = {x € R*: Ax = 0} CR", detto il nucleo o spazio nullo di A

Im(A) = Span(al,..., a”) CR™, detto immagine, o spazio generate
D dai_vettori colonnag di A; !

Im(AT) = Span(al,' «o-yam) € R™, detto spazio generato’ dai
. - uettort riga di A; '

ker(AT)= {ye R™: ATy =0}CR™, detto spazio nullo a_sinistra di A. L ]

Im(A) ed Im(AT) sono sottospazi per la 4.12 del capitolo 1; ker(A),
ed analogamente ker(AT), & un sottospazio in quanto & I’insieme dei
vettori soluzione di un sistema omogeneo (cfr.5.18 del capitolo 1).

1.5 OSSERVAZIONE. Notiamo che abbiamo chiamato ker(A) lo spazio nullo
di A in quanﬁo esso & costituito da tutti e soli quei vettori dello “spazio di
partenza” R™ che vengono “annullati” dalla matrice; ker viene dall’inglese
kernel che vuol dire nucleo.

ker(AT) & detto spazio nullo a sinistra di A in quanto la relazione
ATy = o pud essere riscritta yTA = o, basta infatti tener conto che
(ATy)T = o7 = o0 ed usare le proprieti 2.9, capitolo 3, sulla trasposizione

. delle matrici; quindi gli elementi di questo sottoinsieme sono tutti e soli i
vettori dello ¥spazio di arrivo” R™ che, scritti come vettori riga e posti a
sinistra della ‘matrice A, sono da essa annullati.

Im(A) & per definizione costituito dai vettori y € R™ che sono combinazione
lineare dei vettori colonna di A: y=zi1a'+zya?+.. .+ z,a" = Ax, dove x
& il vettore che ha come componenti i pesi della combinazione lineare. In

definitiva ab biamo che:
b i

Im(A) = Span(a', a%,...,a") = {y € R™ : Ix € R™ per il quale Ax=y}.

Si tratta quindi di quei vettori dello spazio di arrivo R™ che provengono
da qualche vettore dello spazio di partenza R™ e pertanto costituiscono
“’immagine” dell’applicazione determinata da A. Im sta quindi ad indicare
.la parola inglese “image” o anche quella italiana “immagine”.
In modo analogo Im(AT) & lo spazio generato dalle colonne di AT,
ciod dalle righe di A. ©
|
I problema che vogliamo ora risolvere & quello di determinare
la dimensione di ciascuno dei quattro sottospazi. Basta a tal scopo
determinare una base per ciascuno di essi (cfr.2.7, capitolo 2).
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1.6 Proposizione. Sia A una matrice m X n di rango r, allora:
i) dim(ker(A)) = n -, i
it) dim(Im(A)) = r, i

ii1) dim(Im(AT)) = r,

iv) dim(ker(AT)) = m —r.

Dim. i) Effettuiamo una eliminazione di Gauss su Ax = o. Facendo uso

della (5.17") del capitolo 1 abbiamo che ker(A) & il sottospazio generato

dagli n—r vettori numerici vy, essi sono quindi un sistema di generatori per
ker(A). Di fatto sono anche una base poiché sono linearmente indipendenti.

Infatti, godendo essi della proprieta di avere la coordinata k™ uguale ad

1 e le coordinate sottostanti nulle, riscritte le coordinate di ciascuno di essi

in modo “opportuno”, essi corrispondono alle righe di una matrice a scala

di tipo (n—r)x n e di rango n—r. I vettori sono pertanto indipendenti

(cfr.a) di 4.2, capitolo 2). 1l modo opportuno di disporre i vettori v per

ottenere una matrice a scala lo illustreremo fra breve nell’esempio 1.7,

Per provare ii) applichiamo ai vettori colonna della matrice A in questione,

la. proposizione 4.4 del capitolo 2; in essa & indicata una scelta della base

che & costituita da r elementi, dove r = rg{A) e quindi l’affermazione & ~;1
provata. #ii) & conseguenza immediata della proposizione 4.3 del capitolo ‘%

2. Infine iv) & immediata visto che AT ha m colonne e rango 7 (cfr.2.9,

capitolo 3), basta quindi applicare ad essa I’affermazione di i). &

o SR e ey e g T P iy
i et AR A T S R A ST s B R P i e

1.7 EseMPio. Riprendiamo il sistema omogeneo discusso nell’esempio 5.16
del capitlo 1, dove abbiamo trovato come generatori dello spazio nullo i

vettori: : ]

V2= V4=

OO NO
!
—_—0 N O

OO0 O

La dipendenza o indipendenza lineare non dipende né dall’ordine con cui
si prendono i vettori, né dall’ordine con cui si prendono le coordinate .14
dei vettori, né dallo scrivere i vettori come vettori colonna o come vettori
riga (perché ?). Scriviamo i vettori come vettori riga, prendendo nell’ordine,
vg, va, vz ed ordinando le coordinate dall’ultima verso la prima. Si ottiene’
la matrice a scala: a

1 1 0-2 0 2
0 01 2 0-1
0 0 0 0 1 1

Nel corso della dimostrazione di 1.6 abbiamo messo in evidenza come:
si possa ottenere una base per i sottospazi ker(A), Im{A), Im(AT); 8

7. 38
L -
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per ottenere una base per ker(AT) possiamo certamente applicare il
‘procedimento ;indicato in i) con riferimento ad AT, ma questo prevede
di fare il procedimento di eliminazione di Gauss sulla matrice AT,

1.E Esercizi | |

1. Si consideri 1’applicazione lineare A : R* — R?® data dalla seguente
matrice A e 51 determini una base per ciascuno dei qua.ttro sottospazi ad
essa associati:
- 3 2

= |2 -1 3 ~—4|
3 1 5 -1

2. Si consideri l’applicazione lineare A, : RY — R3, al variare del

parametro f; trovare, se esistono, valori del parametro ¢ per i quali
dim(ker(At))_... 2:

1 1 2 1
Ar=1}1 1 2 0
t t3 14t 1

5. Si consideri ’applicazione lineare A : R* — R® definita dalla matrice
A; determinare basi e le dimensioni per i sottospazi ker(A) ed Im(A), e
vedere se-il vettore v appartiene ad Im(A): |

5 -1 2 1 2
A=12 1 4 =2/, «wv=]|1
1 -3 -6 5 0

4. Si consideri la trasformazione lineare R® — R? definita dalle equazioni:

' =2-2y—~z, Yy =zr+y+z. Scrivere la matrice A di tale trasformazione
e determinare basi per i quattro sottospazi ad essa associati.

. 2. TRASFORMAZIONI LINEARI INIETTIVE, SURIETTIVE E
- BIIETTIVE

; Richiamiamo brevemente alcune nozioni che riguardano gli insiemi e
; “che certamente (?) sono ben note allo studente.

Sia f: X — Y un’applicazione fra insiemi la quale associ ad ogni
« £ € X l’elemento y = f(z) € Y. Si hanno le seguenti:
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" 2.1 Definizioni.

a) Si chiama immagine di f, ovvero immagine di X tramite f, l’insieme
Im(fy={yeY |y= f(z) per qualche z € X}. |
~ b) Si chiama immagine inversa (o controimmagine) di un elemento y €Y
l’insieme Im}'l(y) = {z € X | f(z) = y}. Tale insieme € non vuoto se
e solo se y € Im(f).
¢) f si dice iniettiva (o biunivoca sull’immagine) se per ogni coppia di
elementi distinti z, z' € X risulta f(z) # f(z') (e quindi se Im?l(y)
¢ costituita da un solo elemento per ogni y € Im(f));
si dice suriettiva se per ogni y € Y esiste un x € X tale che y = f(z),
(e quindi se Im(f)=Y);
; st dice biiettiva (o biunivoca) se e sia iniettiva che suriettiva. ' 3

Negli esempi che seguono sono illustrate le definizioni date nel caso che
X ed Y siano insiemi finiti:

2.2 EseMmpio. Sia X = {a,8,7}, Y = {a’,,@','y’.,é’} ed f D’applicazione
descritta dalle frecce:

[ o e > o O
p - P
Y s o T
. O
[

L Im(f) = {o',4,7'}, quindi 'applicazione non & suriettiva. D’altra parte
le immagini inverse di o',8’,7' sono rispettivamente «,3,7 e quindi

P 'applicazione & iniettiva. Essa & biunivoca sull’immagine. Q

[

v 2.3 EseMrio. Sia X = {e,8,7,6,¢}, Y = {a',6',7'} e ’applicazione f
definita dalla frecce:

p

L \

B . - s
p
| - b
. 5 . oY
(p.

Si ha Im(f) =Y e quindi lapplicazione & suriettiva. Essa non ¢ iniettiva
in quanto Imjfl(a') = {a, 6,4} Q



§2. Trasformazioni injettive, suriettive e biiettive 149

©688-08-16538-6

A noi interessa applicare queste nozioni al caso in cui l’applicazione
sia una trasformazione lineare.

2.4 Proposizione. St considers l’applicazione lineare:
A:R" — R™,
dove A € an(R) e rg(A) = r.

i) Per ogm'f b € R™ la controimmagine Im;'(b) ¢
~ una sottovarietd affine di R, di dimensione n—r, se b € Im(A);
— ’insieme vuoto se b g Im(A).

ii) L’applicazione A é:

— iniettiva se e solo se rg(A) = n, ovvero ker(A) = {o},

~ suriettiva se e solo se rg(A) = m, ovvero Im(A) = R™,

- btunivoca (invertibile} se e solo se A é quadrata e di rango massimo.
Dim. i) Per definizione Im3’(b) = {£ € R* | A = b} e quindi & non vuota
se e solo se il sistema Ax = b & compatibile, ovvero e solo se b € Im(A).

In particolare Im73 (o) = K er(A) & un sottospazio di dimensione n—r. Dal
teorema di struttura delle soluzioni di un sistema abbiamo:

my'(b) = ker(A) + &,

e quindi la tesi. Per i) si osservi che 4 & iniettiva se e solo se per
ogni b € Im(A4), Im;'(b), & costituita da un solo elemento, ciod una
softovarietd affine di dimensione 0, quindi n—7r = 0; essa & suriettiva se e
solo se Im(A)-=R™, quindi dim(/m(A)) = rg(4) = m. Nel caso biunivoco
queste due condizioni devono valere simultaneamente; A & invertibile ed
A~! determina 1’applicazione inversa. &

2.E Esercizi

1. Si consideri 'applicazione lineare assegnata nell’esercizio 1 della sezione
1.E. Vedere se tale applicazione & suriettiva e calcolare l’1mmag1ne inversa
del vettore di componenti —1, 0, 3.

. 2. Si consideri 1’applicazione lineare, dipendente dal parametro reale ¢,
definita nell’esercizio 2 della sezione 1.E. Vedere se esistono valori del
parametro per cui l’applicazione & suriettiva e/o iniettiva.

3. Si consideri ’applicazione lineare di matrice B = AT, dove A & data
nell’esercizio 3 della sezione 1.E. Dire se essa & iniettiva, suriettiva o
biiettiva.
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3. CAMBIAMENTI DI BASE PER UNO SPAZIO VETTORIALE
DI DIMENSIONE FINITA

Supponiamo che V sia uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo
K(=R,C) e sia vy,vy,...,Vv, una sua base fissata. Ricordiamo che ogni
vettore v € V si pud scrivere in modo unico come combinazione dei vettori
di base: v=z1vi+2z9ve+---+2,v, e ad esso resta associato il vettore
numerico x € K™, di componenti z1, 2, ..., 2, (cfr.3.3 del capitolo 2).
Abbiamo cosi posto una corrispondenza: '

|4 | |4
! ovvero l
R™ | cn

fra V ed uno spazio vettoriale numerico, la quale ¢ biunivoca e conserva
le operazioni; si tratta di un “isomorfismo”, come vedremo pill in generale
nclla sezione 4. Questo fornisce la possibilita di sostituire ai vettori
"astratti” di V vettori numerici e quindi permette di verificare su questi
ultimi eventuali relazioni di dipendenza o indipendenza lineare.

3.1 EsErcizio. Sia R3[z] lo spazio dei polinomi di grado < 3 e a coefficienti
rcali. Verificare che ¢ polinomi g = 23, ¢y = 1~2z, g = 142z, g3 = z(1 —2z)
sono una base. |

Poiché R3[z] ha una base canonica costituita dai polinomi 1,z,z?,z°

esso ha dimensione 4. Occorre quindi provare che i polinomi ¢p,... g3 sono
indipendenti. Nella base canonica essi hanno coordinate rispettivamente:
0 1 1 0
0 -1 1 1
0y’ o)’ 0|’ ~1
1 0 0 0

e la loro indipendenza pud essere verificata in R* calcolando il rango della
matrice A che li ammette come vettori riga (o colonna), ovvero provando
che det(A) # 0. Quest’ultimo metodo sembra il pil rapido data la presenza
di numerosi zeri nelle coordinate dei vettori. Si ottiene det(A) = 2. Q

Supponiamo di effettuare un cambiamento di base in V e quindi di
passare dalla “prima” base vy,vsy,...,Vy, rispetto alla quale le coordinate
del vettore v variabile in V sono indicate con z;,2z3,...,2,, ad una
“seconda” base vi,v),...,v! rispetto alla quale le coordinate di v sono
indicate con z},z5,...,z5. Il problema che vogliamo risolvere & quello di
determinare le relazioni che intercorrono fra i due tipi di coordinate di
uno stesso vettore rispetto alle due basi. Osserviamo innanzi tutto che &

possibile scrivere i vettori v} della nuova base in funzione della vecchia; le
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formule sonb del tipo:

vi=c11vi+ ci2ve+ -+ Cinvn
= ¢21V1+ C22ve + -+ Coanvn

y
~
]

(3.2)

vV, =Cn1Vi+ Cn2Vz+ -+ CpunVn .

La matrice C = (¢i;), che ha come vettori riga le coordinate dei nuovi
vettori di base rispetto a quelli vecchi, & non singolare e quindi invertibile;
infatti nell’identificazione V — K" fatta tramite la base vy,...,v, i vettori
vi,...,v!] corrispondono ai vettori riga di C.

Sia v € V; per esso abbiamo 1’'uguaglianza:

| 1l / 11
v=x1Vi+zva+ -+ vy =x1vi + TV F+ o2V,

; f
= zy(e11vi+czva + -+ €1nva)

-I,_ x%(czlvl + co2va + -0+ C?nvn)

. :
+ o (cnivi + cnave + -+ CpnVin)

[ ! !
= (c112] + 2123 + -+ Cr1ZT,) V1
I [ !
+{c122y + ca223 + + - + €n2T,) V2

i - ! f
"I“" (Clnml + conZy + -+ cnnxn) Vn .

.II vettore v & ora scritto nella stessa base ed in due modi diversi; ma le

coordinate in una base sono uniche pertanto devono valere le uguaglianze:

: ! . ! !
T1 = C11%T1 + €213 + -+ 1T,

! f !
Tg = C12T1 + C22T5 + -+ Cp2Z,
(3.3) )

! o !
. &Tn = C1nZT + C2nTy + -+ CnnT,, .

Le formule (3.3) forniscono le coordinate nella prima base come
funzioni lineari omogenee invertibili delle coordinate nella seconda base,
esse fanno inoltre uso della mairice trasposta della matrice C che esprime
i vettori della seconda base in funzione della prima. Le (3.2) e (3.3)
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possono essere riscritte in forma matriciale assieme alle loro inverse nel
modo seguente:

vi Vi
vy vy : : : : :
(31.4) C=C. la matrice contiene per righe le coordinate dei
V! v vettori della seconda base rispetto alla prima,
n n .
T1 T}
z3 3 ) . " .
(3.5) l=cT| la matrice contiene per colonne le coordinate dei
x' :z:.’ vettori della seconda base rispetto alla prima,
n n
Vi Vi
V2 vz . . , : .
(1.6) Jl=C"1] . la matrice contiene per righe le coordinate det
' / vettori della prima base rispetto alla seconda,
Vi vy ~ _
x] z1
T3 1 1 %2 ) i ) X
3.7) | S l=CT) . la matrice contiene per colonne le coordin.te dei
3’.:1 :L:n vettori della prima base rispetto alla seconda.

Lo studente avrd notato che abbiamo scritto non solo matrici
numeriche ad n righe ed una colonna, ma anche matrici di vettori; &
chiaro che il prodotto va eseguito con le solite regole.

I2 chiaro anche che una qualunque delle formule (3.4), (3.5), (3.6),
(3.7) determina le altre tramite le relazioni che intercorrono fra le matrici
delle trasformazioni indicate e che abbiamo scritto esplicitamente.

3.8 ESERCIZIO. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3 e di base

Vi,V2,V3 rzspetto alla quale le coordinate sono indicate con 31,$2,.’L‘3 St

indichino con z%,z},z% le coordinate rispetto ad una nuova base vi,vh,vj3.

a) Determinare i nuovi vettom di base sapendo che per le coordinate
valgono le relazioni: ry = 2z — 23, zh = z1 + 22, T3 = T1.

b) Scrivere il vetiore v = 3vy + v3 nella nuova base e determinarne le
coordinate.
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Le formule date rappresentano effettivamente un cambiamento di
coordinate del tipo (3.7) in quanto la matrice dei coefficienti:

i 0 2 -1 ;
| A=1|1 1 0| | 1
L= 1

¢ non singolare (det(A) = 1). Usando la matrice trasposta otteniamo il
cambiamento di base del tipo (3.6): |

S vi=vy+ vy, voa=2vi+ v, va=—v].
Basta ora invertire questo sistema per ottenere il ca.mbiameﬁto di base del
tipo (3.4) ciod: v] = —v3. v =ve +2v;, vhi= Vi — vz — 2v3.
Abbiamo cosi trovato la risposta al punto a). Per il punto b) possiamo
sostituire: v = 3vy + vy = 3(v) + vi) — v = —v] + 3v} + 3v}
e le coordina,tje richieste sono —1, 3, 3. | v/

3.E Esercizi

1. Nello spazio vettoriale V si indichino con z,y, z le coordinate rispetto

alla base vi,vy,vs. E possibile interpretare la trasformazione lineare
omogenea: '

m=2x,“_y’a y=m’+y’s z:m’—f—.y'—-z',

come cambiamento di coordinate nel passaggio ad una base vi, vy, vy ? In
caso affermativo individuare le formule che legano fra loro le due basi.

2. Spazio vettoriale V' con base assegnata v;,vs,v3 e coordinate relative
T1,Z2,Z3. Si consideri la terna di vettori wi = 2vy—vo+v3 , W2 = Vi—vV3,
way = 2v] + va.
a) Provare che wj,wsy,ws costituiscono una nuova base per V.
b) Scrivere le trasformazioni lineari omogenee che legano le coordinate
nella base w;,w;,ws a quelle della base iniziale.

3. Sia V = {A € Ma(R)|A = AT}. Provare che V & un sottospazio
vettoriale di M,(R); verificare che, sia le matrici A;, A3, A3, che le matrici
A}, A%, Aj, sono una base per V e determinare le relazioni che intercorrono
fra le due basi:

?

10 2 0 0 1
Ar=lo o] 4= [ 3] =7 g

, |0 —1 , o o , |1 0
Al“l-1 0,’A2"|0 1 4s= (o 1|
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4. TRASFORMAZIONI LINEARI E MATRICI ASSOCIATE.
ENDOMORFISMI E MATRICI CONIUGATE

Abbiamo gid visto esempi di trasformazioni lineari per gli spazi
vettoriali numerici del tipo R™; vogliamo ora generalizzare tale nozione
a spazi vettoriali V e W di dimensione finita rispettivamente m ed n,

sul campo K; per semplicitd assumiamo K = R,C. Si pone la seguente
definizione:

4.1 Definizione. Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita

(rispettivamente n ed m) sullo stesso campo K; una trasformazione lineare
(o operatore lineare)

T:V — W
¢ un’applicazione che associa ad ogni elemento v € V un elemento T'(v) € w
¢ godente delle seguenti proprietd di linearita:
i) T(vi+ve)=T(v1)+T(v2) per ogni vi,vz € V;
ii) T(Mv) = AT(v) per ogni A€ K e per ogni v € V. é
Data una trasformazione lineare T : V —— W ad essa restano associati
i due sottoinsiemi:
ker(T) = {v e V |T(v) = o}, nucleo della trasformazione,
Im(T)={weW|3veV eT(v)=w}, immagine della trasformazione,

che sono sottospazi (verificarlo!) di dimensione finita, visto che sono
contenuti in spazi di dimensione finita.

L’applicazione T pud essere iniettiva, suriettiva o biunivoca (cfr. sezione

2). In quest’ultimo caso si dice anche che T & un isomorfismo dello spazio
vettoriale V sullo spazio vettoriale W.

Un esempio di applicazione lineare che sia un isomorfismo &
I'applicazione ¢ definita nella proposizione 6.10 del capitolo 2.

1.2 EsgMPlo. Sia S : Ma(R) — M3(R) la trasformazione che associa ad

ogni matrice A la matrice S(A) = A — AT, Essa & una trasformazione
lineare. Infatti si ha: ‘

S(A+A)=(A+A)—(A+ AT =A+A - AT - A7
= (A- AT)+ (A" - AT) = 5(A) + S(4"),

S(AA) = A — (AA)T = A4 — ATX = 24 — 24T = AS5(4) .
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In questo caso ker(S) = {A € Mn(R) : S(A) =0} e quindi sono in ker($)
tutte e sole le matrici A per cui A — AT = 0, cioé la matrici simmetriche.
Im(S) & costituito da tutte e sole le matrici B € Ma(R) della forma’
B = A — AT; scrivendo una matrice A generale e calcolando B si vede
che quest’ultima & una matrice antisimmetrica, ciod una matrice che ha
elementi nulli sulla diagonale (b;; = 0) ed elementi simmetrici rispettb ad
essa sono opposti (b;; = —bj;;). L’applicazione quindi non & n& iniettiva na
suriettiva. | \V

4.3 Proposizione Siano V ¢ W spazi vettoriali sul campo K, di dimensioni
n ed m rispettivamente. Assegnati arbitrariamente n vettori vy, va, ..., Vg
indipendents (una base) di V ed assegnati arbitrariamente n vettori

€1,€2,...,¢n di W esiste un’unica trasformazione lineare T : V — W
tale che:
(43') T(‘Vl) = cj, T(Vg) = Cg, ... ,.T(Vn) — Cnl

Dim. Sia v = z1v1 4 22v2 + -+ Znvy un vettore variabile in V; si tratta
di provare che T'(v) & determinato dai dati. Infatti, tenuto conto che 7T
deve essere lineare, si ha:

TW) = T(z1v1+ T2va + - + 2mvn) = 21T(v1) + 22T(v2) + -+ + 2,.T(v)
= Z1¢1 + T3¢z + - + Tnep.

Viceversa questa formula definisce certamente una trasformazione
lineare. &

Vogliamo ora mettere in luce le somiglianze e le differenze con quanto
visto nella sezione 1, dove abbiamo parlato di trasformazione lineare
associata ad una matrice. |

Si ha in proposito la seguente:

4.4 Propos!izione. Sia V uno spazio vettoriale sul campo K e base fissata
Vi, V2,...,Vn, sta W uno spazio velloriale sullo stesso campo K e di
base fissata w1, w2,..., Wy € sia T:V — W una trasformazione lineare
assegnata. Ad essa resta associata in modo unico una matrice A di tipo
m X n tale che, se si indicano con z1,Z2,...,x, le coordinate del vettore
v variabile in V nella base assegnata, e con y1,y2,...,Ym le coordinate di
T(v) nella base fissata per W, risulta:

(4.4") y = Ax .

Dim. I trasformati, via T, dei vettori della base vi,va,...,v, di V si
scrivono in modo unico come combinazione lineare dei vettori della base
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di W:
T(vi)=aj1w1 +anwz ++aniwp

T(vy) = a12wy + azawa + - + @m2Wn
(4.5)

T(vp) = a1nw1 + a2nwW2 + -+ GmnWm -

Per linearita abbiamo:

TV) =T(z1vi+ z2v2 + -+ ZmVn) = 21T (v1) + 22T(v2) + -+ - + 22T (V)
= z1(annwitanwa + -+ amiwn) + 22(a12witazwe+ - +am2wiy)
e e, + Tn(@1nW1 4 Q2nW2 + +++ + GmaWim)-
= (a11z1 + a1222 + + - + @1aZn)Wi + (@2121 + @222 + -+ + A2nTn )W
e e +(Am1T1 + Gm2T2 + - + GmnZn )Win.

Le componenti ¥,¥2,...,¥ym di T(v) rispetto alla base wy,...,wn
sono uniche e quindi:

n a1 @12 ... Gin || 1
p a1 Q22 ... Q2n |[T2
YUm Gml1 Am2 .-- GmnilTn
La proposizione & cosi provata. |

Osserviamo che la matrice A, che abbiamo costruito, & determinata
dalle formule 4.5; essa ha per colonne le coordinate dei vettori
T(v1), ..., T'(vy), trasformati dei vettori della base fissata nello spazio
V (di partenza), rispetto alla base fissata nello spazio W (di arrivo).

I sottospazi ker(T) e Im(T) si possono ora determinare come ker(A)
e I'm(A); Piniettivita, suriettivita o biunivocita di T si possono venﬁcare
facendo uso del rango della matrice A (cir. 2.4).

In particolare la matrice A della trasformazione (1.2) e relativa alle
basi canoniche di R™ ed R™.

1.6 EseErcizio. Si consideri la trasformazione lineare T : V — W definita
da T(Vl) = 2W1+WQ-—-3W3, T(Vz) = Wg-—(l/?)W3, dove Vi, V2 € W1, W3, W3
sono basi rispettivamente in V e W. Scrivere la matrice associata a T
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nelle basi scelte e determinare le coordinate del trasformato del vettore
v=—-vy+4 (2/3)V2

La matrice della trasformazione #:

2 0
1 1
-3 -1/2
Le coordihafé del trasformato di v sono date dal prodotto:
2 0 1 —2
1 1 l N I -1/3]. Q
~3 —12|1231 | g3

In questo modo abbiamo provato che una trasformazione lineare opera
sulle coordinate per moltiplicazione con una opportuna matrice A; in
questo senso quanto abbiamo visto nella sezione 1 & di fatto il caso
generale. Occorre perd osservare che la matrice A che abblamo associato
alla trasformazione T' dipende dalle basi scelte.

Supponiamo ora di fissare la base vi,v},...,v! in V, la base
W1y Wa,...,Wr in W e di indicare con zi,z},...,z! e yi,vh,...,y, le
corrispondenti coordinate. I due sistemi di coordinate in V e i due sistemi
di coordinate in W sono legati rispettivamente da trasformazioni lineari
omogenee invertibili del tipo: |

x = Cx', y = Dy’

dove C & .una matrice di ordine », D & una matrice dl ordine m ed
entrambe sono invertibili (cfr.sezione 3).
Sostituendo in (4.4') abbiamo:

Dy’ = A(C'x') = ACX'.
Moltiplicando a sinistra per D‘1 si ottiene:

y' = D71ACX'.
Poiché .neHa. proposizione 4.4 abbiamo provato l'unicitd della matrice
associata ad: una trasformazione lineare, una volta fissate basi per gli spazi

coinvolti, ne segue che la matnce B che rappresenta la trasformazione T
nelle basi vl, VL e wi,.. 7, & data da: |

(4.7) | B =D"4AC.
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Vogliamo ora esaminare in caso in cui W =V,

4.8 Definizione Si chiama endomorfisme una trasformazione lineare:
T:V —YV. 5 '

La teoria che abbiamo sviluppato fino ad ora continua a sussistere;
occorre solo osservare che essendo lo spazio vettoriale di partenza lo stesso
di quello di arrivo si assume per esso un’unica base. La matrice A che
resta associata a T rispetto a questa base & ora quadrata di ordine n. Un
cambiamento di base porta ad una nuova matrice B data da:

(4.9) B=C"'AC,

dove la matrice quadrata -C & 1nvert1blie e le sue colonne sono le coordlnate
dei vettori della nuova base rispetto alla vecchia.

Due matrici quadrate A e B di ordine n legate dalla relazione (4.9) si
dicono coniugate o anche simili.

4.10 Proposizione. Sia T : V — V un endomorfismo. Ad esso restano
associate matrict tutle fra loro coniugate e viceversa.

Dim.* Abbjamo gia fatto vedere che le due matrici associate a T in
due basi diverse sono fra loro coniugate. Viceversa supponiamo di avere
due matrici A e B fra loro coniugate: B = C~1AC. Supponiamo che
la matrice A rappresenti la trasformazione 7 : V — V rispetto ad una
base fissata vi,...,v,; essa opera quindi sulle coordinate x dei vo2ttori
v di V (nella base fissata) tramite la legge y = Ax, ove y & il vettore
delle coordinate di 7'(v) nella stessa base. Poiché risulta A = CBC™!
.1bb1am0 anche y = CBC~!x ovvero C7ly = B(C~'x). Posto y' = C-ly

¢ x' = C~!x abbiamo un nuovo sistema di coordinate con apice (visto che
=1 & invertibile) e quindi un cambiamento di base in V (cfr.sezione 3)
rispetto alla quale la T si scrive tramite la matrice B. [

1.11 Esercizio. In R*Y si consideri la base vy, vy, va, vy, i vettori
¢1, €2, €3, C4 € la trasformazione lineare T : R* — R* definita da
T'(vi)=rc1, T(va)=cz, T(v3)=c3, T(v4)=cy, dove:

1 1 0 0 1 -1 0 1
vi= . va= 1 y V3= 0 y V4= . y C1= ! y C2= 0 y C3= ! y C4= 0
0y’ 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1 1

Scrivere la matrice A che rappresenta la trasformazione T nella base
vVi,V2,Vv3, vy € la matrice B che la rappresenta nella base canonica.

Per determinare la matrice A si devono esprimere i trasformati della
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base vi,va,v3,v4 nella base medesima. Essendo noti tali trasformati
rispetto alla base canonica basta ricavare €1,e2,e3,e4 in funzione dj
Vi, V2, V3, v4. Invertendo v; = e —ez, vz =ei1+ez, vy = e4, V4 = e +e3
e sostituendo in: T(vy)=cy, T(vy)=c,, T(v3)=c3, T(v4)=c4 si ricava:

e1 = (1/2v1+(1/2)v; T(v1) = vy + va |

€3 =—(1/2)V1+(1/2)V2 T(Vg) = —Vvy + vy

e = (1/2)1/‘1 - (1/2)V2+V4 . T(Va) = V3 +;V4

4 =V'3. T(V4)=1/2(V1+V2)+V3.
Quindi:

0 0. 0 1/2 1/2 ~1/2 1/2 0

11 -1-90 1/2 _11/2 - 1/2 -1/2 0 =1

AH]. 0 1 1 |’ 2 0 0 O"l,. B =C7AC,

0 11 0 0 0 1 0

dove C & la matrice i cui vettori colonna esprimono le coordinate della
base canonica rispetto alla base Vi,V2, V3, V4.
Il calcolo esplicito di B & lasciato allo studente.

Noi vogliamo proporre invece un metodo alternative che comnsiste nel
calcolare direttamente T(e;), T(e;), T(e3), T(e4) in funzione della base
canonica, facendo uso della lineariti.

T(e1) = 1/2T(v1) + 1/2T(v3) = 1/2 e3 + 1/2e3+1/2 ey,

T(e2) = ~1/2T(v1) + 1/2T(v2) = —e; — 1/2 5 + 1/2 e3 — 1/2 ey,
T(e3) = 1/2T(v1)~1/2T(vo T (v4) = 2e; + 1/2e; —1/2 e3 + 3/2 ey,
T(élg) — T(Vg) =e; +e3+ ey

La matrice B & data da:

0 -1 2 o0
1/2 —~1/2 172 1 .
1/2  1/2 -1/2 1|

1

1/2 -1/2 3/2

4.12 Definizione. Un endomorfismo T :V — V si dice un guitomorfismo
se é invertibile. &

Rispetto ad wuna base fissata un automorfismo deve quindi
necessariamente scriversi con equazioni del tipo: -

(4.13) | y = Ax,
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4.15 Propo;sizione.
i) r9(A) = rg(C1AC),
i) ' det(A) = det(C-1AC).
Dim. La z) & conseguenza del fatto che le due matrici rappresentang la

stessa trasformazione lineare T ed il rango & la dimensione di Im(T).' La
t1) deriva dalle proprieta dei determinanti (cfr. 3.5 del capitolo 3). &

Altri invarianti per coniugazione verranno messi in evidenza nel
capitolo 7. ' La loro conoscenza & utile per risolvere, per esempio il
seguente problema. o |

4.16 Esgrcizio. Dire se le seguenti matrici rappresentano lo stesso
endomorfismo di R* rispetto a basi diverse:

1 2 3 4 1 01 0
0 1 2 3 011 1
A=1111 B=1122
0 0 1 1 1 0 0 2

Se cosi fosse le due matrici dovrebbero essere coniugate; ma cid @&
falso in quanto det(A) = 0 det(B) = 1. Y

4.E Esercizi

‘1. Si interpretino z'=2z -y, y'=z+y, 2'=z + ¥ + z come equazioni di

una trasformazione lineare 7;:V — V nella base vi,vy,vs;. Determinare
ker(T'), Im(T) e le rispettive dimensioni: trovare il trasformato T(v) del
vettore v = 3v; — vy + v3. '

2. Sia V uno spazio vettoriale su R con base Vi, V2, V3, rispetto alla
quale i vettori hanno coordinate z,Y,z e sia T :V — V Pendomorfismo
dato da T'(vy) = 2vy — vy, T(ve) = vi+ vy, T(v3) = vy —v3. Scrivere la
matrice A di T nella base assegnata e decidere se T & un automorfismo.
Determinare la matricce B di 7T nella base vi, V3, vy sapendo che la
corrispondente trasformazione di coordinate in V & data da:

t'=x—-y, yY=y—2z 2=z

3. Sia vy,vz,v3 una base di V in cui i vettori hanno coordinate zq,z,,
z3 e si considerino le formule y; = z; — T2 + 423, y2 = 1 + 225 — 5z3,
¥Ys = 2z, + x93 — z3. |
— Dire se esse si possono interpretare come un cambiamento dj coordinate
in V rispetto ad una nuova base v},v},v}.
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— Dire se esse si possono interpretare come definenti un endomorfismo
T :V — V. In caso affermativo vedere se w = —vi + vy + v3
appartiene ad Im(T).

4. Nello spazio vettoriale R® sono dati i vettori:

2 -1 1
vi=|1], vy = 1], va=1|1
1 0 t

dove t & un parametro variabile in R. Si consideri quindi 1’endomorfismo
f: R — R® definito da f(e1) = vi1, f(e2) = vi, f(es) = v3. Esistono
valori del parametro ¢t per i quali ’applicazione & invertibile? In caso
affermativo determinare la matrice che rappresenta l’applicazione inversa
rispetto alla base canonica.

5. In R3 siano dati i vettori:

1 ) 1 1 -2 -1 —2
a;=13|,a;=[-3|,a3={-3]; bi=]| 1],be=| 3}, ba=1-3].
1 -5 1 0 0 0

Sia F : R® — R® l'operatore lineare che agisce sulla base a;,az,a3 nel
modo seguente: F(a;) = by, F(az) = by, F(aa) = ba. Scrivere la
matrice di F nella base nella base canonica e determinare Im(F).

6. Calcolare B~1AB, dove:

—~66 190 68 32 14 -1
A=|—4 13 4l, B=|2 1 0
—53 148 55 25 11 -1

5. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

EseErcizio 1

1. Si considerino la retta r di equazioni z =1, z+4+2y = 2 e la retta s d.l
equazioni z =t, ¥ = 2¢, z = 1 — t. Determinare, se possibile, i punti R€r,
ed § € s in modo tale che la retta passante per R ed S sia parallela a.]laﬂ
retta p di equazioni 22 +y+2-1=0, y+2z=0.

‘:.

2. Sia T': M2(R) — M3(R) la trasformazione definita da T(X) = X+ X7,
per ogni X € M;(R). =
a) Provare che tale trasformazione & lineare;
b) calcolare la matrice A di T nella base canonica:
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0

0 0> %21 =11 o

0 1

1 ol -,o 1
’ y €22 =

en — 'O 0 €12 =
3. Nello ésp‘a.zio vettoriale R® si indichino con z,y,z le componenti dei

vettori. Dire se il sottoinsieme definito dal’equazione a) oppure b) oppure
¢) & un sottospazio:

a) =2; b) y=0; c) z?—y=0.

Esercizio II
1. Si consideri la matrice:

1 1 b6 -1}
1 a 1 0

0 1 -1 =1}
0 0 0 —al

dove a e b sono parametri reali, e la si interpreti come operatore
A:R* — R* (rispetto alla base canonica). Determinare rg(A) al variare
di @ e b. Trovare basi per ker(A4) ed Im(A) nel caso in cui rg(A) = 2.

2. Decidere se esistono due sottospazi U e W di dimensjone 3, di uno
spazio vettoriale V' di dimensione 4, la cui intersezione abbia dimensione:
2) dim(UNW) =0, b)dim(UnW)=1, ) dim(U NW) = 2,
d) dim(UNW) = 3, e) dim(UNW) = 4, |

3. Sia a il piano di equazione z —3y+z—-1=0 e P, il suo punto di
intersezione con la retta r di equazioni z =¢, y= -3¢, 2 =1 — ¢.

Scrivere equazioni per il fascio di rette del piano a di centro P, che
facciano figurare un parametro non omogeneo.

ESERCIZIO IiI

1. Determinare per quali valori del parametro reale ¢ il seguente sistema
& compatibile e determinare la dimensione della corrispondente sottovarieta

- affine:
. z24+(t+5)x3=1
tz1 + 2tzp + 223 = t2
. 1+ 229 —~ 23 =t.
“2 Si consideri la trasformazione 7T : M;(R) — M;(R) definita da

E'T(X) = XC al variare di X € M,(R); provare che essa & lineare, scriverne
‘la matrice nella base canonica e calcolarne I’immagine:

-1 2‘

¢ = 3 —6
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3. Spazio affine, riferimento cartesiano RA(O,z,y,z) . Si considerino
la retta r di equazioni z -y = y+ 1 = 0, la retta s di equazioni
r—y—1l=2z—-2=0 e la retta t di equazioni z - y+1—-m+y—-z+1—0
Determinare la loro posizione reciproca.

Esercizio IV

1. Nello spazio vettoriale V di dimensione 4 su R siano u; e uy vettori

indipendenti che generano il sottospazio U. Determinare, se esiste, un
sottospazio W tale che V=U @ W. |

-

2. Sia W C R? il sottospazio di equazione z — 3y = 0. Determinare, se
esistono, le trasformazioni lineari T : R? — R tali che ker(T) = W.

3. Nello spazio euclideo, in cui & fissato un riferimento RA(O,z,y,2), si
consideri la retta r di equazioni parametriche z =2t-5, y=3t-95, 2 =1,
la retta s di equazioni cartesiane z —y+2 =0, y—32—2 =0, ed il punto
P =(1,1,0). Determinare, se esistono, le rette che passano per P e sono
incidenti sia ad r che ad s.

Le trasformazioni
lineari
sono come il
pane ...




| Capitolo 6
| GEOMETRIA EUCLIDEA

i INTRODUZIONE. Lo studio analitico della geometria elementare
dello spazio e del piano, che nel capitolo 4 & stata sviluppata nei
suoi aspetti affini, viene ora ripreso dal punto di vista metrico
(euclideo) facendo uso delle nozioni di distanza e di misura degli
angoli. Queste permettono di introdurre nello spazio dei vettori
geometrici un ”prodotto scalare” tramite il quale lo spazio Vo

4 " acquista una struttura vettoriale ”euclidea”. Da essa deduciamo

T ‘il ” prodotto scalare canonico” in R® il quale verrd generalizzato

: é ‘ad R™ nel capitolo 8. Viene quindi introdotto il procedimento di

” ortonormalizzaziore” di Gram—Schmidt e I'operazione di prodotto

vettoriale. SRR
Successivamente vengono dedotte le espress1on1 analitiche che
forniscono misure angolari e distanze nello spazio ordinario. Da
ultimo cominciamo a discutere dal punto di vista analitico alcune -
curve e superfici speciali definite da proprieta geometriche legate
alla distanza: circonferenza, ellisse, iperbole, parabola, sfera,
cilindro circolare retto, ellissoide etc.. '

f -

f . PRODOTTO SCALARE NELLO SPAZIO Vo, DEI VETTORI
GEOMETRICI

_. Nel capitolo 4 non abbiamo sfruttato tutte le proprieta dello spazio
fordinario, noto allo studente dalla scuola secondaria. Abbiamo di fatto
ftradotto analiticamente solo proprietd di appartenenza e di parallelismo. In
E questa sezione faremo uso anche delle “proprietd metriche”, ciod di quelle
E proprietd che sono basate sulla nozione di distanza e di angolo (cfr.sezione
fi6 del capitolo 4). Nello spazio (o nel piano) euclideo misureremo quindi
E tutti i segmentl rispetto alla stessa unitad di misura, inoltre la. misura degli
g a.ngoh verra sempre espressa in radianti.

B . .

E Nello spaz;o euclideo’ €3 fissiamo un punto O e ricordiamo che due
bi vettori v,w € Vo, ovvero due semirette con la stessa origine, individuano
b due angoli uno dei quali & convesso, cioé non contiene il prolungamento dei
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suoi lati oppure & l'angolo piatto. D'ora in poi come angolo di due vetlori
(o di due semirette) assumeremo 1’angolo convesso da essi individuato.

4

Erd sl D ]
"\ / ~— / \\
— e 7 <
\ f \\
g — S
r N
w
v ~
v <
s
A
angolo convesso v'w angolo convesso v'r angoio convesso r's

1.1 Definizione. Si chiama componente di un vettore v secondo la retta
ortentata r il numero reale v, definito da:

(1.2) vy = ||v|| cos vr,

dove ||v]| é il modulo del vettore v (cioé la lunghezza del segmento che
lo rappresenta) e Vr é l’angolo formato da v con la semiretta positiva di
origine O, determinata dall’orientazione di r e ad essa parullela. &

Chiaramente ci si pud sempre ridurre al caso O € r. Geometricamente
la (1.2) equivale ad effettuare la proiezione ortogonale P’ dell’estremo P
del vettore v = OP sulla retta r, calcolare la misura del segmento OP' ed
attribuire ad essa il segno positivo o negativo a seconda che il punto P’
si trovi o no nella semiretta p031t1va (vr =0 se P' = 0O, cioé se il vettore
e ortogonale alla retta).

Ricordiamo che nello spazio la proiezione P’ del punto P su r & il

-

—— e e e e S i =)

piano S

punto d’intersezione della retta r con il piano # per P ortogonale ad r,
Nel piano si pone la stessa definizione (1.2} ed il punto P’ & determinato .
dall’intersezione di r con la retta per P ortogonale ad r. 3
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Si verifica immediatamente che:

(1.3) (av), = av, (v+w)y=v +w,.
Siamo ora in grado di definire il “prodotto scalare” in V.

1.4 Definizione. Si chiama prodotto scalare euclideo l'applicazione che
associa ad ogni coppia di vettori v,w di Vo il numero reale (v,w) dato
dalla formula:

(1.5) (v,w) = |||l |w]| cosvw. r'y

Spesso nella letteratura invece del simbolo (v,w) si trova anche il simbolo
vV W oppure v X w.

Osserviamo che la (1.5), che consiste nel fare il prodotto dei moduli
dei due vettori per il coseno dell’angolo da essi individuato, pud anche
leggersi come il prodotto del modulo di v per la componente w, di w
rispetto alla retta orientata v individuata da v, oppure come il prodotto
del modulo di w per la componente vy di v secondo la retta orientata w
individuata da w:

(15 (v, w) = [[vllwy = [Iw][v, .
1.6 PROPRIETA. Per il prodotto scalare in Vo valgono le seguenti propricta:

(D) (v,w) = {w,v) simmelria,

b = b{vq,
(ary v Hbve,w) =a(vi,w) + blvi, w) bilinearita,
(v, aw; +bw,) = a{v,wi}+b{v,w,)

(I1I) (v,v) 2 0, essendo =0 se e solo se v = o positivita.

Dim. La (I) e la (II) sono evidenti dalla definizione, le (II) seguono
immediatamente dalle proprieta (1.3), tenuto conto della (1.5').

Lo spazio vettoriale Vo, ha ora una struttura pid ricca di quella
considerata nel capitolo 2, in quanto vi & questa ulteriore operazione;
diremo quindi che & un esempio di “spazio vettoriale euclideo”.
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Osserviamo che le stesse considerazioni fatte per Vo valgono, con
riferimento al piano euclideo, per lo spazio vettoriale bidimensionale V.

Tramite il prodotto scalare possiamo esprimere le nozioni a not gia
note di lunghezza, di misura di un angolo e di ortogonalita. Infatti si ha:

vl = (v,v)}/? modulo

cos VW = v, w)_ v#o,w#o coseno dell’angolo
v il ’

(v,w)=0,<= viw ortogonalita.

Osserviamo che il vettore nullo & “ortogonale” a tutti i vettori; per
vettori non nulli si ha 1’usuale ortogonalita.

1.7 Definizione. Una base i,j,k di Vo si dice ortonormale se t vettori
hanno modulo 1 e sono mutuamente ortogonali, cioé:

i) = Gu3) = (o k) = 1, (1,5) = (,k) = (k,i) = 0.

Vogliamo trovare ora come si esprime il prodotto scalare di due vettori
in funzione delle coordinate in una gqualunque base ortonormale. Dati i
vettori: |

v==zi+yj+zk, w = z'i+¢j+ 2k,
dalle proprieta 1.6 segue che:
(1.8) (v,w)={(zi+yj+zk, 2'i+9¢j+ 2'k)=zz' + yy' + 27,

cioé¢ il prodotto scalare di due vettori in Vo si esprime, rispetto ad una |
base ortonormale, come la somma dei prodotti delle coordinate omonime
dei vettori. ;

Da 1.8 segue che la lunghezza di un vettore si esprime con la formula:

(1.9) vl = VET+ 97 + 2, 5
il coseno dell’angolo si esprime con la formula:

_ :}:a:’ + yy' + 22’ o
VET+ g2+ 22 /27 4y 4 2% ¥

(1.10) cos Vw =

I’ortogonalita si esprime con la formula:

(1.11) ze' +yy' +22' =0 Y
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1.12 PRODOTTO SCALARE CANONICO IN R®. La formula (1.8) suggerisce
la possibilita di introdurre anche in R® una struttura di spazio vettoriale
euclideo. Basta definire, per ogni coppia di vettori x,x’ € R® di componenti
rispettivamente z,y,z e z',y',2', il prodotto scalare canonico:

(1.13) ? (x,x"y = zz' 4+ yy' + z2' = xTx. !

Ovviamente anche questo prodotto scalare gode delle proprieta 1.6. Le
formule (1.9), (1.10), (1.11) suggeriscono di definire in R?® le nozioni di
lunghezza ‘e ‘di misure angolari tramite le formule:

Xl = )Y = T T,
(1.14) |

(x,x') zz' + yy' + 22!

EE . \/a:;:_l- y? -I:;z\/a:’z F Y2+ 22

1.15 OsSSERVAZIONE. Le nozioni di lunghezza e di misure angolari non
hanno a priori significato in uno spazio vettoriale numerico; ma lo
acquistano in R® proprio in virtd del fatto che, nell’isomorfismo Vo — R?
(determinato dalla base ortonormale i, J,k) non solo le operazioni di somma
e di prodotto per uno scalare del primo spazio corrispondono a quelle
del secondo, ma si' corrispondono anche ij prodotti scalari, cioé per ogni
- ¥,W € Yo si ha (v,w) = (x,x'), dove x,x’ sono i vettori numerici delle
coordinate di v,w nella base ortonormale fissata.

Si deve perd osservare che, mentre in Vo il prodotto scalare definito
dalla (1.5) & dedotto dalla distanza e dalle misure angolari dello spazio
euclideo ed in questo senso & unico, in R® si possono introdurre altri
prodotti scalari, diversi da quello canonico. Non possiamo qui giustificare
questa affermazione che viene quindi data solo come notizia, Q

a t
COs XX =

L’importanza della (1.13) risiede nel fatto che puod essere generalizzata
ad R™ ponendo:

(1.15") X ) =22 Frazh + o F 22! = T,

In questo caso le proprietd di simmetria, di bilinearitd e di positivitd sono
di verifica immediata e danno luogo alla noziore di modulo e di angolo di
vettori tramite le formule analoghe alle (1.14); occorre perd provare che
per vettori qualunque non nulli il numero (<, ¥)/(llx)llIx']l) & in modulo
:£ 1. Di questo, e delle sue conseguenze, parleremo nel capitolo 8.

:1.16 Definizione Una matrice quadrata A si dice ortogonale se it suoi
.vettori colonna sono una base ortonormale rispetto al prodotto scalare
_canonico. ' &

B
v
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In concreto questo vuol dire che i vettori colonna a® di A devono
y verificare le condizioni (a',a’) = ailal = 5§, dove 67 & il simbolo di
Kronecker che vale 0 se ¢ ## j e vale 1 se i = j. La definizione 1.16 puo
) qnindi essere riformulata nel modo seguente (cfr.1.11 del capitolo 8):

) 1.17 Proposizione Una matrice quadrata A é ortogonale se e solo se
AAT = I, ovvero se e solo se A™1 = AT, L

i Inoltre, se A & ortogonale si ha det(A) = x1; infatti det(4AT) =
det(A)det(AT) = det(A)? = 1. Questa condizione perd non caratterizza le

matrici ortogonali in quanto vi sono matrici che hanno determinante 1 e
~ non sono ortogonali (trovare un esempio!). Le matrici ortogonali di ordine
"2 sono tutte del tipo:

cOSy seny
—Seny Ccosy

COS®Y  Seny
seny —Cose

—
- —_—

, det(A) = -1

, det(A) = 1; A=

1.E Esercizi

. In Vo si supponga fissata una base ortonormale 1, j, k.

1. Calcolare il modulo del vettore v = 31 — 25+ k e la sua componente
secondo il vettore w =1 —j + 2k.

2. Vedere se la base 1/ = (1/\/3.)(1+_] + k), §J = 1/(v/6)(21 — j - k),
= k' =j—k & ortonormale.

® 3. Verificare che la seguente matrice & ortogonale:

1/vV6 -1/V6 2/V6
A=|2/V5 0 -1/v/5].
» 1/4/30 5/v/30 2/v30

2. ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT

Consideriamo lo spazio vettoriale Vo munito del prodotto scalare (1.5);

, nella sezione 1 abbiamo gia visto che la proiezione ortogonale di v = OP
su una retta r passante per il punto O (sottospazio unidimensionale) & il
vettore v/ = OP’, dove P’ & il punto di intersezione di r con il piano per
P perpendicolare ad r, detto piano proiettante. Ricordiamo inoltre che la
¢ proiezione ortogonale di un vettore v = OP su un piano a passante per
il punto O (sottospazio bidimensionale) & il vettore v/ = OP’, ove P’ & il
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punto di intersezione di « con la retta per P perpendlcolarg ad «a, detta
relta proiettante. i

Osserviamo che il vettore OQ = OP—OP’ risulta ortogonale a txtti i vettori
OR. del sottospazio r nel primo caso e a tutti quelli del sottozpazio a nel
secondo; questa proprietd caratterizza infatti il vettore proiezione OP'.

{‘\\h\ ‘ //
aQ (. F‘; >
_____ N |
¥ | |
| |
| |
.
l b
r | |
1 ' ¢
L4
/ c R L& it
~A
o ~a_B |
R /\T_ "---.,___.J
i
$ refta prolettante ‘ B plano proiettante

2.1 Proposizione. Sia W # {o} un sottospazio proprio di Vo; per ogni
vettore v € Vo il vettore v/ = Pv, proiezione ortogonale di v su W, ¢
caratterizzato dalle condizioni:

i) veWw; i) (v—v',w)=0, VweW. &

E’ facile quindi determinare la proiezione v/ di v € Vo su un
sottospazio W. Infatti se W = Span(w;), per i) abbiamo v' = kwy;
inoltre, per ii), v — v/ deve in particolare essere ortogonale al generatore
wy di W, pertanto (v—kw;,wi) = (v,w;)—k{wi,wi) =0 da cui si ricava
k= (v,wi)}/(wi,w1) ovvero:

(V’wl)

(2.2) Pv = V' = m

Wi,

Se W = Span(wi,wz) & un pia.no per i) abbiamo v’/ = kw; +hws; per
i7) v — v/ deve essere ortogonale ai due vettori w; e w, che costituiscono
una base di W. Per semplificare le formule conviene assumere che la base
sia ortogonale, cioé (wl,w2) = (. Infatti in questo caso si ha:

(v—kwi—hwa,wi) =0k = (v,wi1)/(wi,w1)
(v—kwi—hwz,wz) = 0 <> h = (v,w3)/(w2, w).
In definitiva abbiamo:

Wa.

3 v=v — (erl) 5 (Vaw2)
23  PvEv =gt )
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Da essa si legge che:

La proiezione ortogonale di v sul piano W ¢é la somma delle proiezioni
ortogonali su due reite (sottospazi) del piano fra loro ortogonali.

In R?, munito del prodotto scalare canonico, si assume la (2.1) come
definizione di proiezione su un sottospazio (cfr.1.15). Ovviamente si trovano
le formule (2.2) e (2.3) (con riferimento al prodotto scalare canonico) (per
la generalizzazione ad R™ si veda il capitolo 8, sezione 2).

D’ora in poi quindi considereremo simultaneamente sia lo spazio Vo
che lo spazio R® e lo indicheremo con V.

Vogliamo ora descrivere un algoritmo che permetta di costruire, a
partire da una base wj;,wjy,w3 € V, una base ortonormale a;,a,,a3 e tale
che:

Span(ap) = Span(wy), Span(aj,a;)= Span(wi,ws),
(2.4)
Span(ay,az,az) = Span(wi,wa,w3) = V.

Innanzi tutto costruiamo i vettori uj,u;,us; in miodo tale che siano
una base di vettori mutuamente ortogonali e che verifichino le (2.4). Si

otterra poi una base ortonormale dividendo ciascuno di essi per il suo
modulo.

PROCEDIMENTO DI ORTOGONALIZZAZIONE DI GRAM—SCHMIDT: L’idea & di
costruire i vettori u; ricorsivamente, facendo uso delle proiezioni ortogonali.
Posto uy; = wy si ha Span(a;) = Span(w,); se a w, sottraiamo la sua
proiezione ortogonale sulla retta Span(u;) otteniamo un vettore u, ad essa
ortogonale e Span(ai,az) = Span(wi,w2) (perché?). Se a wj sottraiamo
la sua proiezione ortogonale sul sottospazio Span{uj,u;) otteniamo un
vettore ortogonale a tale piano.
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Facendo uso di-(2.2) e di (2.3) otteniamo le formule:

u) =wj
up=w, - 2B
(2.5) <l11 y ) _
s = wy— W3 U1) (W3, up)

(ui,ur) ' (uz,ug) 2

I vettori cosi costruiti sono indipendenti, in quanto il sistema (2.5) ¢
invertibile, e quindi verificano 1'ultima delle (2.4).

Le (2.5) sono formule ricorsive (ciascun vettore & calcolabile, a partire
dai dati, solo dopo aver calcolato i precedenti) che possono essere usate
in R? o generalizzate in R™ facendo uso del prodotto scalare canonico.

Se effettuiamo questo procedimento in R® abbiamo la possibilita
di costruire una terna di vettori numerici di modulo 1 e mutuamemte
ortogonali a partire da una terna di vettori indipendenti qualunque e
quindi di costruire matrici ortogonali di ordine 3.

2.6 EseMPio. Determinare la base ortonormale associata, tramite il
procedimento di Gram-Schmidt, alla base:

1 ' 0 1
W1=0, Wao = 0_, W3=1
1 1 1

Si ha u; =w; e quindi, poiché (wz,u;) =1 e (ur,uy1) = 2, risulta:

0 1 —~1/2
| 1 1 1/2
Poiché (ug,ug) = 1/2, (wa,u;) = 2, (wa,uz) =0 ha:
1 1 0
us = |1{=-2/2|0|={1].
1 1 0

Occorre ora dividere ciascuno dei vettori ottenuti per il rispettivo modulo;
[hail] = v2, jjuz)| = 1/v2, lusl| =1 e la base ortonormale ottenuta &:

1/v2 -2/2 0
0 az = 0 s ag = 1

1/v2| V3/2 0

e la matrice iche li ha come vettori colonna & ortogonale. \V/

ay =
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2.E Esercizi

]
1. Trovare la proiezione ortogonale del vettore x sul sottospazio generato
» dal vettore y :

) -1 |
x=] 2|, y=|1}.
- 0 1

2. Determinare la proiezione ortogonale del vettore u sul sottospazio

»
W = Span(v,w):
3/2 1 1
u={1/21, v=|0|, w=]|1].
. ~1 1 2
- 3. Ortonormalizzare la base:
. 1 1 3
W1=0, Wg——‘—l, W3 = 1/2
) 1 2 2
)
1 3. PRODOTTO VETTORIALE IN Vo
. Nello spazio vettoriale Vo fissiamo una base ortonormale i,j, k.

Vogliamo definire 1’operazione di prodotto vettoriale, denotata col simbolo
» A, che associa ad ogni coppia di vettori v,w € Vo il vettore v Aw dello

stesso spazio. Per fare cio abbiamo bisogno di introdurre la nozione di
~ basi ortonormali ”equiverse”.

' In V,, si consideri un cambiamento di base ortonormale. Due casi

sono possibili corrispondenti alle due situazioni segnate in figura:

Si hanno quindi i cambiamenti di base :
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il = cc;s i+ sen¢j |
3.1 - i £ A= S8® senel gy =1
J' =—sen i + cospj sen @ Ccos¢ "
i’ = cospi + sen
(3.2) y o £ A= |89 seno| o A)=1
. J = senpi — COS @) |1 8en — COS

Se si effettua la rotazione del piano (attorno al punto O) di un angolo
¥, la coppia (ordinata) di vettori i,j si sovrappone alla coppia (ordinata)
i’,j' nel caso; (3.1), mentre non esiste alcuna rotazione piana che possa
sovrapporre le due basi nel caso (3.2).

Infine la rotazione che sovrappone il versore i al versore j attraverso
P’angolo 7/2 e quella che sovrappone i’ a j' sono concordi (cioé sono
o entrambe orarie o entrambe antiorarie) nel caso (3.1) e definiscono la
stessa orientazione del piano; sono discordi nel caso (3.2).

Quanto visto giustifica la seguente definizione geometrica:

3.3 Definizione. Due basi ortonormali (in V., o in Vo) si dicono equiverse
se sono sovrapponibili. In caso contrario si dicono contraverse. &

Nel piand abbiamo visto che questo corrisponde al fatto analitico
(cfr.(3.1) e (3.2)) che si abbia det(A) = 1. Cid & vero in generale anche
in Vo, infatti si pud dimostrare che:

3.4 Proposizione. Date due basi ortonormali ed indicata con A la
matrice ortogonale che contiene per colonne le coordinate dei vettori di una
base rispetto all’altra, si ha che le due basi sono equiverse se e solo se
det(A) = 1. Altrimenti sono contraverse. [

Avremmo quindi potuto assumere questa come definizione (essa ha
il vantaggio di essere generalizzabile ad R™ !); abbiamo preferito quella
geometrica in quanto & piu intuitiva. |

Analizziamo ancora la situazione in Vo. Lo studente & abituato
anche dalla fisica a considerare, nello spazio, basi sovrapponibili e non
sovrapponibili. E chiaro a tutti I’impossibilita di sovrapporre per esempio
la base costituita ordinatamente dalle tre dita “pollice, indice, medio” della
~mano destra, e quella costituita ordinatamente dalle stesse tre dita della
mano sinistra, mentre & possibile sovrapporre due basi relative alla stessa
mano destra oppure sinistra (di persone diverse).

Nello spazio la rotazione attorno alla retta generata da k che
sovrappone i a j attraverso l’angolo m/2 & oraria o antioraria a seconda
da quale parte del piano la si osservi. E facile ora convincersi che
per due riferimenti ortonormali equiversi (e quindi sovrapponibili) il
verso della rotazione che sovrappone i a j e quello della rotazione che
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sovrappone i’ a j’, (attraverso ’angolo 7/2), sono identici (entrambi orari
o antiorari) se visti rispettivamente da k e k'’ e viceversa (per comodita
di visualizzazione abbiamo disegnato le due terne a partire da due punti
distinti O e O'); essi definiscono quindi la stessa orientazione dello spazio:

]

k kv
0 [ — _
|
2 ' ,
] —

Passiamo ora a definire 1’'operazione A di prodotto vettoriale.

3.5 Definizione. Se t due veitori v e w sono dipendenti (o in particolare
se uno dei due é nullo) si pone v Aw = o; se i due veltori v e w sono
indipendenti v Aw é definito tramite il modulo, la direzione ed il verso:
— il modulo é uguale all’area del parallelogramma costruito sui due vettori
v ew, _
— la direzione € ortogonale al piano individuato da v e w,
— ¢l verso é tale che la terna ordinata v, w, v Aw sia equiversa alla
terna 1,j,k. &

Osserviamo che il modulo di di v Aw & dato da:
lw A wif = [[v]] llw]| sen viw.

Le seguenti proprieta sono di facile verifica:

(I)_ VAwW=-wAv,
(ID (av)Aw= a(vAw),
(1) (Vi+v2)Aw=viAw+viAw,

La (I) e la (II) sono conseguenza immediata della definizione, la
dimostrazione di (IIT) & un po’ piu elaborata e la omettiamo per brevita.
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Le proli)rieté ora citate sono importanti perché ci consentono di operare
facendo uso delle coordinate dei vettori nella base ortonormale fissata.
Posto: v =i+ yj + z1k, w = 221 4 y2j + 22k ed operando con-le rego- -
le dette si ottiene: | a |

; i ] k
VAW = (210 + 31 + 21k) A (221 + o) + 22K) = det |21 31 2|, ]
! Izl Y2 =22

dove il determinante viene sviluppato con le ordinarie regole anche se la
prima riga non & numerica ma figurano vettori. Si noti che nel calcolo si
& tenuto conto che: iAi=jAj=kAk=o0,iAj=k, jAk =1, kAi=].
In definitiva abbiamo provato la:

3.6 Proposizione. Le componenti del prodotto vettoriale di diue vettori di
Vo rispetto ad una base ortonormale sono date ordinatamente dai minori
estratti dalla matrice delle coordinate dei due vettori (nell’ordine) e presi
con il segno alterno. | | &

3.7 EseMPio. Il prodotto vettoriale dei vettori v = 2i+3j—k e w = i+j—2k
e dato da: |

i j k .
 vAw=det|2 3 —-1{=-51433~-k.
. 1 1 -2

Da cid si legge che il vettore u = —51+4 3j —k & ortogonale al piano
generato da v e w e che I’area del parallelogramma costruito su questi

vettori & ”u” = /254941 =+/35. @

3.8 OsSSERVAZIONE. L’operazione di prodotto vettoriale pud essere estesa
a piu vettori, ma deve essere precisato l’ordine con cui queste vengono
eseguite. Infatti in generale (vAw)Au # vA{(wAu) e quindi ’espressione
v Aw Au é ambigua. - ©

4. ESPRESSIONI ANALITICHE PER LE MISURE DI DISTANZE
E DI ANGOLIL CONDIZIONI DI ORTOGONALITA

In questa e nelle sezioni che seguiranno assumeremo di aver fissato
un riferimento ortonormale RC(O,1,j,k) di coordinate z,y,z nello spazio
euclideo &3 (il piano & ottenuto poi dallo spazio come caso particolare).
Come abbiamo visto nella sezione 1, lo spazio vettoriale Vo & uno spazio
vettoriale metrico, cioé & munito di un prodotto scalare che si esprime
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nella base ortonormale i,j,k come la somma dei prodotti delle coordinate
lomon.ime dei vettori.

Vogliamo quindi esplicitare le formule che ci permettano di calcolare
analiticamente distanze e/o angoli.

DISTANZA DI DUE PUNTI Qo = (To,%,2), &1 = (z1,¥1,21)- Si calcola
tramite il teorema di Pitagora o, cid che & lo stesso, tramite il modulo
ldel vettore v = OQy — OQpy = (1 ~=o, ¥1 — Yo, 21—20); si ottiene quindi:

l(4-1) d(Qo0,@Q1) = V(21 — z0)? + (y1 — ¥0)? + (21 — 20)2.

l Prima di introdurre misure angolari ricordiamo i seguenti fatti geo-
metrici. Due rette r ed s nello spazio possono assumere le seguenti
posizioni reciproche:

(@) (b) (@

rette complanari rette sghembe

due angoli convessi; se le due rette sono orientate 1’angolo convesso da esse
individuato & wunico €& coincide con 1’angolo convesso delle due semirette
positive.

A
IS

Se r ed s non sono mcxdent: si assume come angolo quello individuato
dalle rette r’ ed s', parallele rispettivamente ad r ed s ed equiorientate,
condotte da un qualunque punto dello spazio.

I Osserviamo che due rette r ed s incidenti in un punto Py determinano
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Due piani 3 e 8’ incidenti in una retta s
determinano’' due angoli diedri la cui misura
coincide con quella degli angoli piani formati
dalle rette r ed ' di intersezione di 8 e 3’
con un qualunque piano « ortogonale all’asse
8. Questi ultimi, a loro volta, coincidono
con gli angoli formati dalle rette n ed n'
ortogonali rispettivamente ai piani g e §' e
passanti per un medesimo punto (tali ango- |
i si possono infatti sovrapporre con .una rotazione dello spazio). Per
individuare uno dei due angoli basta quindi orientare tali perpendicolari.

Una retta r ed un piano § determinano
due angoli, quelli che la retta r forma
con la sua proiezione ortogonale sul \ /7{
piano 3 (proiezione che si ottiene per

intersezione con il piano a passante per r e _
perpendicolare a §). B N .

ORIENTAZIONE DI UNA RETTA. Per orientare una retta basta scegliere un
suo vettore direttore v. Naturalmente i multipli av con a > 0 determinano
la stessa orit{mta.zione; quelli con a < 0 determinano 1’orientazione opposta.
Se la retta €, per esempio, orientata nel verso delle z crescenti, i vettori
direttori che danno questa orientazione
devono avere la terza coordinata positiva
(componente secondo l’asse z). Analogo
discorso se la retta & orientata secondo il : |

verso delle £ crescenti o decrescenti, ovvero /
nel verso delle y crescenti o decrescenti.

Per esempio consideriamo la retta r di
equazioni paramettiche z = ¢, y = 2t, z = —t
orientata nel verso delle z crescenti. Un vettore direttore & dato da
v = (1,2,—1). Esso perd non determina 'orientazione voluta, bensi quella
opposta. Il vettore w = —~v = (—1,—2,1) determina l'orientazione assegnata
per r.

X

VERSORE DI UNA RETTA ORIENTATA. E il vettore direttore orientato come
la retta e di modulo 1 (se la retta non & orientata i versori sono due). Per
determinarlo basta partlre da un vettore direttore che abbia 1’orientazione
voluta e dividerlo per il suo modulo. Cosi nell’esempio precedente si ha

versr = (1//6)(~1, -2, 1).

ANGOLO DI DUE VETTORI v = (I,m,n),w=(I/,m',n'). Si calcola dalla
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espressione del prodotto scalare (v,w) = ||v|| ||w]| cos viw, tenuto conto che
sia il prodotto scalare che il modulo di un vettore si possono.calcolare
anche tramite le componenti. Si ottiene:

W+ mm' + nn'

VErmitnt JBtmiiat

(4.2) COs Vw =

SIGNIFICATO METRICO DEI COEFFICIENTI DI GIACITURA DI UN PIANO. Sia
g il piano di equazione ar 4+ by + cz+ d=0 e sia a il piano parallelo a 8
per l'origine. 11 vettore v = (a,b,c) risulta .

ortogonale a tutti i vettori OP = (z,y,2) di : -(a b, ¢)

a, infatti (OP,v) = az + by + ¢z = 0 visto

che il punto P appartiene al piano a. Ne
scgue che ¢ coefficienti a,b,c dell’equazione
di un piano rappresentano le coordinate di -(x Y. z)

un vetlore ortogonale al piano (e a tutti i
piani ad csso paralleli).

Funzioni goniometriche degli angoli fra rette, fra piani e fra retta e
piano si determinano ora facilmente facendo uso del prodotto sca'are.

ANGOLO DI DUE RETTE ORIENTATE r ed r'. Basta scegliere i vettori

direttori v = ({,m,n) e w = (I',m’,n’) rispettivamente per r ed r’ orientati

~come le rette. Il loro prodotto scalare fornisce la formula: "
I+ mm' + nn'

- (4.3) cos r = t 2 = (versr,vers ')

\/12 + m2 + n? \/11‘2 +- mr? + n'2

Ve(l,mn)

v={Im,n")

+ Notare che versr (ed analogamente versr’) ha componenti:
IVIE+m2+n?, m//I+m?+n?, n/VI2+m?+ .

1t ANGOLO DI DUE RETTE NON ORIENTATE r ed r’. Non essendo precisata
’orientazione, il coseno di ta.le angolo & definito a meno del segno; si ha
lqumdl la formula. '

W+mm + n_n’
Vit + mé 4+ n ' + m' 4+ n'

(4.3") cosfrf = +
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ANGOLO DI DUE PIANI @ e o'. 1l coseno di tale angolo & definito a2 meno

del segno (essendo gli angoli di fatto due e supplementari). Si ottiene la
formula:

aa’ + bb' + e . .
cosoda' = + =+ cosnn .
VR + 0+ Va4 b2+ e

(4.4)

ANGOLO DI UNA RETTA r CON UN PIANO a. E facile valutare il seno di
tale angolo:

al + bm + en

4.5 o ra = -
(4:5) e |J€2+b2+c2 VT2 +m? ¥ n?

|= ‘cosr‘h‘

A
n2-ro

CONDIZIONI DI ORTOGONALITA. Si esprimono facendo uso del prodotto

scalare o della condizione di pa.rallehsmo fra i vettori caratteristici della
retta e del piano.

(4.6) 11’4; mm'+ nn' =0 ortogonalita fra rette,

(4.7) aad'+bb+cc' =0 | ortogonalita fra piant,

(48) a:l=b:m=c:n 'qrt'ogbnalitq‘z fra retta e piano.
it =(a,b,c)

N/ / S R
~ | 4

: B |0 | T‘:

' |

[

I ~r
v=(i,mn) b |
. i fa Al .
5 a ' ' ‘

V=(lmn)
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SSERVAZIONE. Se nello spazio & fissato un riferimento ortonormale, le

ndizioni di parallelismo si possono rileggere facendo uso anche della
ortogonalita:

l1.9) l:l!'=m:m'=n:n' ; parallelismo fra rette,
(410) a:a"'=b:b =c:c" parallelismo fra piani,
I1.11) al+bm + ecn=20  parallelismo fra retta e piano.

t
l/ .- ' |
\
A\T 4
- r. .. ] \ - nb'
(r,m'.n") ne(ab,c) n=(a,b,c)
v .
O

-('.m,ﬂ) ﬂ'-(a.,b.,c.)
o L ] ( I, m, n ) o
4.12 Esercizio. Determinare la retta r passante per il punto P = (1,0,—~1)
I-rtogona!e ed incidente alla retta s di equazionti z =2z —1, y= —z + 1.

Poiché P ¢ s la retta cercata & unica ed appartiene sia al pia.o

per P ed ortogonale ad s, sia al piano [ passante per P ed

! I parametri direttori di s sono (2,—1,1); la condizione (1.8) dice
we i coefficienti a,b,c del piano o devono essere proporzionali (in
particolare uguali) ai parametri direttori di s, ne segue che a ha equazione
z-1)=-1(y-0)+1(2+1) = 0. 11 piano B appartiene al fascio di equazione
l —22414+k(y+2-1)=0 e si ottiene per il valore k = 2. La retta r
1a cquazioni 2z —y+z-1=0,z+2y—-1=0. Q

n
.
: P
ISTANZA DI UN PUNTO Fy DA UN PIANO. e
“‘a Py = (zo,¥Y0,2) ed « il piano di v v
(uazione az + by + cz + d = 0. Ricordiamo H
che la distanza di Fp, da a & la distanza

d( 1o, /) dove H =nNa ed n & la retta per
-1 ortogonale ad a e quindi & facilmente A
| terminabile con rapidi calcoli,
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* Proponiamo ora un metodo alternativo che condurra alla formula

particolarmente significativa ed utile:

azg + byo + czo +d
va‘ + b 4 cf |

Indichiamo con versn uno dei due versori della retta n, quello di
componenti (1/va? + b* + c*)(a,b,¢)

(4.13) d( Py, ) =

Sia P, = (z1,%1,%1) un punto qualunque di a (per esso si ha quindi
ar1+by1+cz1+d=0) e sia v=0P; —0Pp; il valore assoluto del prodotto
scalare (v,versn) uguaglia la distanza cercata. Sviluppando i calcoli si
ottiene: | ’

| {v,versn) |=| (OPy — OPp, versn) |=| (OPy,versn)—(OFo, versn) | .

Poiché:
3 azy + byy + c21 —d
OP;,versn) = = ,
(OFy, versn) va? +b%+c¢* a®+b+c?
{OPg, versn) = azo + byo + ez

VaZ b2+’

la formula proposta si ottiene per sostituzione.

DISTANZA DI UN PUNTO P, DA UNA RETTA r NEL PIANO. Data l’analogia
fra I’equazione cartesiana di una retta nel piano e di un piano nello spazio,
si deduce subito la formula:

aro + byo + ¢
va? + b2

dove r ha equazione az+by+c=0, e Py =(z0,¥0). *

(4.14) d(Po,7) =

b
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ISTANZA DI UN PUNTO P, DA UNA '
ETTA 7 NELLO SPAZIO. Anche in questo
€0 si pud dedurre una formula, ma il
tocedimento pit rapido & quello geometrico
le consiste nel determinare il piano a per
ortogonale ad r ed il punto H = rnNa,
o quanto d(P,r) = d(Py, H).

] Le formule (4.1) ... (4.13) fanno riferimento ad enti geometrici posti

adlo spazio, la (4.14) riguarda invece un problema nel piano z,y, ma la
rmula & stata dedotta direttamente dalla (1.13) sulla base dell’osservazione
fr. capitolo 4) dell’analogia fra l'equazione cartesiana di una retta nel
ano e l'equazione cartesiana di un piano nello spazio. Le altre formule

possono essere riscritte nel caso del piano tenendo conto, oltre dell’analogia
| caso di equazioni cartesiane, anche di quella nel caso di equazioni pa-

]metriche. In particolare i parametri |
rettori di una retta nel piano z,y sono Y ¢ v=(ab)

[,m) ovvero (I,m,0) e quindi nelle formule >
a trovate basta porre n = 0. Ricordiamo Q&-‘é
ne che i coefficienti a,b dell’equazione + x

cartesiana della retta az + by + ¢ = 0

-
0
-]pbresenta,no le coordinate di un vettore © Nr

Lo

togonale alla retta.

Le formule pil importanti che si ottengono sono le seguenti.

]15) cos Y = el = Lo ol
VT - £/ + m®) (17 ¥ m"?) - +,/(a? + 6?)(a” + b72) ’

(].16) rlrl o W+ mm'=0=aad + b

]e esprimono rispettivamente il coseno dell’angolo di due rette non
vflentate e la condizione di ortogonalitd in funzione dei parametri direttori
ovvero dei coefficienti delle equazioni cartesiane delle rette medesime.

] Se le rette r ed r' sono scritte in forma ridotta:
l r: y=mz+p, r': y=m'z+p,

uindi i parametri direttori ridotti sono rispettivamente (1,m), (1,m')

la condizione di ortogonalitd si scrive anche:

-
f
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| | y
r
. ! — )
(4f17) mm'+1=0, ‘ /( .

4

O X !

ove m rappresenta il coefficiente angolare della retta r, in quanto tale
numero & legato all’angolo formato da r con 1’asse z.

OSSERVAZIONE. Sia r una retta orientata e sia versr = (a,3,7) il versore
corrispondente. Risulta: :

(4.18)  a= cosfz, [ =-cosfy, <4 = cosfz,

infatti cos iz = (versr,i) = (ai + fj + 7k, i) = @ ed analogamente per le
altre due uguaglianze. I numeri cos fz, cos fy, cos 2 prendono il nome di
coseni direttori della retta orientata e coincidono con le componenti del
versore della retta (orientato come la retta).

"4.E Esercizi

~ Spazio euclideo, riferimento ortonormale RC(0O,1i,j,k).

1. Determinare le coordinate del versore u parallelo ai piani z+y—2=0,
£+z=0 e formante un angolo acuto con il vettore v = (-2,0,1).

2. Vedere se i punti A = (2,0,-2), B = (1,2,1), C = -1,-2,-1)
individuano un triangolo rettangolo e/o isoscele.

3. Si consideri la retta r passante per l'origine e di vettore direttore

v = (1,1,1). Determinare il punto M’ proiezione ortogonale del punto
M = (2,-3, 0) sulla retta r.

4. Calcolare il coseno dell’angolo formato dalla retta ry di equazioni
T=-t, y=14+2t, 2=3+1¢ e dalla retta r, di equazioni z -~y + z = 0,
2z 4+ 3y — (1/2)z + 4 = 0, orientate rispettivamente secondo il parametro
decrescente e secondo le z crescenti. |

5. Datii due piani a ed o' di equazioni z—y4+2+1=0e z+y—2—1=20:
a) determinare il coseno degli angoli da essi individuati;
b) determinare una equazione per il piano contenente la retta r dj
intersezione di @ ed o' ed ortogonale al piano 3 : r+y+2=0;
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6. Determinare la proiezione ortogonale della retta r di equazioni
r=2z—1, y = —2z+3 sul piano a di equazioni parametriche z = 2t—t'—~1,
y=—-t'4+2, z=1t-2t.

7. Determinare la retta passante per il punto P = (0,1,1) perpendicolare }
ed incidente alla retta r di equazioni z=1-3t, y=1t+1, 2=—1+2.

8. Scrivere equazioni per le rette passanti per il punto Py = (1,1,2) ed
ortogonali alla retta = di equazioni 2=1-3¢, y=1t+1, z2=—1t+42.

'9. Scrivere equazioni per i piani paralleli simultaneamente alla retta r
di equazioni z —y—2 =0, 24+ 22—1 =0 ed alla retta s di equazioni
$=t, y = —1, z = —2.

10. Determinare la distanza del punto P = (1,3,2) dal piano a di
equazioni z=1—-t+t, y=t-1, z=1¢t+1. ;

11 Determinare, se esiste, la retta perpendicolare ed incidente alle due |
rette ' ed s di equazioni rispettivamente: z =%, y= -t -1, z= -2t e
r=3t'-1, y=1t, 2= —t'4 1. (Si consiglia di prendere i punti R ed §
variabili rispettivamente su r ed s e di imporre al vettore v = OS—OR di
|essere ortogonale alle due rette date, etc.).

3
b
A

12. Determinare la minima distanza delle due rette r ed s assegnate
nell’esercizio 11. ‘

13. Determinare la distanza del punto P = (1,—-1,-3) dalla retta r di |,
equazioni ¢ ~2y—32—1=0, 2+ 22—-2=0.

14. Determinare la minima distanza della retta r di equazioni z—2y-1=0,
y+2+2=0 dalla retta s di equazioni z+y+2+4+1=0,22-y+2-2=0. i
(Si consiglia di determinare il piano a passante per r parallelo ad s, etc.). [}

{ 5. RAPPRESENTAZIONE ANALITICA DI ALCUNE CURVE DEL
PIANO DEFINITE FACENDO USO DI DISTANZE .
| ' oM
|

; Nel piano ordma,rlo vi sono numerose curve notevoli. Alcune di §,§

_circonferenza, l’ellisse, etc.. Ci proponiamo qui d] determinare per esse
luna rappresenta.zxone a,na.htlca. aspettandoa a priori, m analogxa- al caso

)
Faremo qmnch uso di un riferimento cartesiano RC(O,z,y).
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EQUAZIONE (CARTESIANA) DELLA CIRCONFERENZA. La circonferenza di
centro il punto C = (a B) e raggio r & il luogo dei punti @ = (:1: y) ia, cui
distanza da C & pari al raggio, pertanto deve aversi:

61) . (z-a)l+(@y-P)2%=1r? equazione della circonferenza
' di centro e raggio assegnati.|

Sviluppando la (5.1) si ottiene un’equazione del tipo:

(5.2) 2?4+ y*+az+by+c=0, equazione generale della
- " circonferenza

dove le coordinate del centro ed il raggio si ricavano da:
(5.3) a=—-2a,b=-28, c=ao*+p%-

Notiamo che l’equazione (5.2) non sempre rappresenta una drconferenza
infatti da (5.2) si risale a (5.1) se e solo se i coefficienti realx a,b, e, sono’
tali che da (5.3) si ricavi: |

rP=o? 4 —c=a’/a+b*f4-c>0,

infatti il raggio deve essere un numero reale positivo e quindi il suo
quadrato deve essere strettamente positivo.

In definitiva ogni circonferenza ha un’equazione del tipo (5.2) e viceversa
questa rappresenta una circonferenza solo se & verificata la condizione:

(5.4) a’® +b* —4c> 0.

In ogni caso i coeflicienti che figurano in (5.2) sono essenziali e quindi le
circonferenze costituiscono un sistema lineare o0® di curve nel piano.

EQUAZIONE (CARTESIANA) CANONICA DI UN’ELLISSE E DI UNA IPERBOLE
NEL PIANO z,y. Ricordiamo che un’ellisse & definita come il luogo dei
punti P del piano per i quali si mantiene costante la somma delle distanze
da due punti fissi F' e F' (detti fuochi dell’ellisse). Un’iperbole & deﬁn.ita,
come il luogo dei punti P del piano per i quali si mantiene costante,
valore assoluto, la differenza delle distanze da due punti fissi F e F" (dettl
Juochi dell’lperbole)

- In definitiva abbiamo per l'ellisse e 1'iperbole rispettivamente le
condizioni:

(5.5) d(P,F)+d(P,F') = 2a

'- a costante positiva,.

(56) [d(P,F)~d(P,F')|=2a
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Fissiamo ora nel piano un riferimento N
ortonormale RC(O,z,y) opportuno per il " y
quale 1’origine (O coincida con il punto
medio del segmento FF', I’asse z sia la
retta passante per F e F' (tale riferimento
non & ovviamente unico in quanto non &
determinata l'orientazione degli assi).

L

(<.0)O (¢,0) X

In ogni caso possiamo sempre supporre che i punti F e F' abbiano

rispettivamente coordinate: F = (¢,0), F' = (—¢,0), con ¢ > 0.
Osserviamo che geometricamente abbiamo:
a>c nel caso dell’ellisse,
2¢c = d(F, F') { ]
a<c nel caso dell’iperbole.

Facendo uso delle coordinate le condizioni (5.5) e (5.6) diventano
rispettivamente:

(5.7) Vie—cP+y?++/(z+c)? +y?=2a,

(5.8) [VE=7 +9 - VE+ o+ 7| = 2a.

Quadrando due volte e dividendo per il fattore non nullo a?(a? — c?) si
ottiene in entrambi i casi ’equazione:

22 N y? .
az | al—c2 ’

che puo essere riscritta nel caso dell’ellisse:

2 2
(5.9) -z-2--+ z—z =1 equazione canonica dell’ellisse,
e nel caso dell’iperbole:

2 2
(5.10) -z; - %—2— =1 equazione canonica dell’iperbole,
Le equazioni (5.9) e (5.10) prendono rispettivamente il nome di
“equazioni canoniche” dell’ellisse e dell’iperbole in quanto si riferiscono ad
una scelta particolare del riferimento ortonormale.
Le due costanti positive a e b prendono il nome di semiassi ed & facile
risalire da essi alle coordinate dei due fuochi, cosi come & indicato in (5.9)

e (5.10); le rette y = +(b/a)z sono gli asintoti dell’iperbole.
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A

y

'v, (}Vz

Osserviamo che, per costruzione, nel caso dell’ellisse risulta a > b,
inoltre 2a & la distanza massima di due punti Py, P, variabili sulla curva,
i punti V1 e V; in cui d(V;,V2) & massima sono i vertici (unici se a # b).
Nel caso dell’iperbole 2a & la distanza minima di due punti P, e P, dove
Py varia su un ramo e P, sull’altro ramo della curva. |

EQUAZIONE (CARTESIANA) CANONICA DELLA PARABOLA.: Supponiamo
assegnata una retta d ed un punto F. La curva luogo dei punti P
del piano per i quali risulta:

(5.11) d(P,F) = d(P,d)

é per definizione la parabola di fuoco F e diretirice d. /

F|{0,p/2)
‘Fissiamo un riferimento cartesiano T~
RC(O,z,y) opportuno, cosi come indicato |
in figura, rispetto al quale F ha coordinate o
(0,p/2), d ha equazione y = —p/2, e p &
la distanza d(F,d) (il numero positivo p si
chiama anche il parametro della parabola). (0, -p/2)

Sviluppiamo analiticamente la condizione (5.11); indicate con z,y le
coordinate di P si ottiene: /z? + (y — p/2)? =| y + p/2| ciod:

(6.12) z? = 2py equazione canonica della parabola.

Abbiamo cosi introdotto i tre tipi di coniche (non degeneri) le ellissi,
le iperbolt e le parabole come luoghi geometrici e ne abbiamo trovato
“equazioni canoniche” cioé relative ad una particolare scelta del riferimento_
ortonormale. ' ,

Osserviamo che anche l'iperbole e 1’ellisse possono essere definite
facendo uso di un fuoco F e di una direttrice d. I tre tipi di coniche
indicati appaiono come il luogo dei punti P per i quali & costante il
rapporto delle distanze dal fuoco e dalla direttrice:

d(P,F) _

(5.13) HBd

€,



190 : - Cap. 6 Geometria euclidea

©BE-06-16538 -8

dove la costante e prende il nome di eccentricité della conica e la conica
stessa & una ellisse se e < 1, una iperbole se e > 1 e una parabola se
e=1 1 caso e = 1 e stato appena trattato; nel caso e # 1 per vedere
'equivalenza di (5.13) con (5.9) o (5.10) basta fissare il riferimento in
modo che la retta d abbia equazione = = a?/c, F = (c 0) e Deccentricita
¢ = c¢/a. Lasciamo questi calcoli allo studente.

I“QUAZIONE POLARE DELL’ELLISSE. Supponiamo l’ellisse assegnata tramite
un fuoco F' e la corrispondente direttice d e fissiamo il riferimento

RC(O,z,y) in modo tale che O = F e 1’asse ¢ d
r sia orientato da O verso d; in questo modo y
d ha equazione z = h con h > 0. Indicati o —————
con p il modulo del vettore OP e con ¢ /ﬂe

I'angolo che esso forma con la direzione Z
positiva dell’asse z, si ha d(P,F) = p e O=F X
d(P,d) = h — pcosé.

Sostituendo in (5.13) e ricavando p si ottiene:

eh

5 _——
(5.14) = T+ecosd’

O<e<l, h>0.

I"QUAZIONI (PARAMETRICHE) DI UNA CIRCONFERENZA. I punti di una

circonferenza di centro C = (a,8) e raggio r hanno coordinate z,y tah
che:

T —~a=rcost | T =a+r cost
(5.15) ovvero (t parametro reale).
y— 3 =rsent y=03+4+rsent

Fliminando il parametro angolare ¢ fra le due equazioni (2.14) si ottiene
'equazione (2.1). Al variare di ¢ si ottengono tutti e soli i punti della
circonferenza assegnata anche se valori diversi del parametro danno luogo
allo stesso punto della circonferenza: ad esempio per t =0, t = 2x, t = 4~
ctc. si ottiene il punto di coordinate (a + r,0).

Ir
/// S
// 7 N \\
/ /t\ PN
l /{\ \ -
\ O /’ X
\\ \\ P /f
N /
N s
~ -~
~—_L -
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EQUuAZIiONI: (PARAMETRICHE) PER L’ELLISSE E L’IPERBOLE. Per l'ellisse e
’iperbole date rispettivamente dalle equazioni (2.9) e (2.10) si ottengono
le equazioni parametriche: '

(5.16) z = a cost (ellisse) z = acosht (iperbol
. | sse) , iperbole

y = bsen t y = bsenht P )l
come si vede facilmente eliminando il parametro t: ricordiamo che le
funzioni coseno iperbolico e seno iperbolico sono definite da:

ei + e—t et — e-—-t

(5.17) | cosht = 5 , senhf = 3

e per esse vale la relazione fondamentale (cosht)? — (senht)? =1

5 E Esercizl

Piano euclideo, riferimento RC(O,z,y).

1. Dire quali delle seguenti equazioni corrispondono ad una circonferenza
e determinarne centro e raggio:

2 4 y? — 4z + 5y=0; 32243y2—-8x4+6y—1=0; z2+y’—4z-2y+6=0;
32242y —3z+2y=0; 15z% 4+ 15y% + 10z + 1=0.

2. Data I'equazione della circonferenza (z—a)?+(y—8)* = r? determinare
le condizioni cui devono soddisfare a,3,r affinché la circonferenza verifichi
una delle seguenti condizioni:

(a) passi per l'origine; (b) sia tangente all’asse z; (c) abbia il centro
sull’asse y;' (d) abbia il centro sull’asse z e sia tangente all’asse y.

3. Scrivere, se esistono, equazioni per le rette passanti per il punto (0,1)
e tangenti alla circonferenza z? + y* — 4z — 2y = 0.

4. Data la famiglia di circonferenze 3z% + 3y? — 42z — 2y + (5 — k) =
determinare per quale valore del parametro reale k la circonferenza
corrispondente & tangente alla retta z —y—2=0.

5. Scrivere l’equazione della circonferenza verificante una delle seguenti
condizioni:"

(2) tangente all’asse y, avente raggio 3 e passante per Po = (5 0);

(b) pa,ssate per i tre punti (1,1), (2,2), (3 0).

6. Scrlvere equazioni per tutte le circonferenze che risultano simultanea-
mente tangenti alle due rette:

(a) r:z—y=0,8: z—y~2=0; (b) p: 3z—4y=0,¢: 3z+4y+1=0.
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r

% Trovare i semiassi, i vertici ed i fuochi della conica 4z2 + 9y? = 1.
C
*d. Trovare gli asintoti, i vertici ed i fuochi dell’iperbole z? — y2? = 12.

Verificare che essa ha gli stessi fuochi dell’ellisse di equazione z?+4y? = 32.

6. RAPPRESENTAZIONE ANALITICA DI CURVE E SUPERFICI

DELLO SPAZIO ORDINARIO DEFINITE FACENDO USO DI
DISTANZE (O ANGOLI) '

[ B
Nello spazio ordinario non vi sono solo rette e piani; pitt in generale
i sono curve e superfici (che non sono necessariamente rette o piani).
Jcune di esse possono essere definite facendo uso della nozione di distanza,
quali per esempio la sfera, la circonferenza, etc.. Per determinare una loro
rapprescntazione analitica faremo quindi uso di un riferimento cartesigno
rtonormale RC(O,x,y,2) aspettandoci, in analogia al caso delle rette dei
iani, di trovare sia equazioni cartesiane che parametriche.

ntro il punto C = (a,3,7) e raggio r & il luogo dei punti Q = (z,y,2)

SwQUAZIONE (CARTESIANA) DI UNA SFERA. La sfera (superficie sferica) di
& cui distanza da C & pari al raggio, pertanto deve aversi:

vap.1) (z—a)l+(y—-PB)+(z—-7)?2 =12 equazione della sfera di
ﬁ centro e raggio assegnati.

Sviluppando la (6.1) si ottiene un’equazione del tipo:

g3.2) 22+ y* + 22 4+azx+by+cz+d=0, equazione generale della
| sfera

Aove le coordinate del centro ed il raggio si ricavano da:

\8.2") a=-2a, b=-26, c=-2y, d=a’+8°+9% —r%

otiamo che l’equazione (6.2) non sempre rappresenta una sfera, infatti
. & (6.2) si risale a (6.1) se e solo se:

[(6.3) a®+b +c*—4ad > 0.

.2 ogni caso i coefficienti reali che figurano in (6.2) sono essenziali e quindi

le sfere costituiscono un sistema lineare oo* di superfici dello spazio.
L I
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-EQUAZIONE. (CARTESIANA) DI UN CILINDRO CIRCOLARE RETTO CON
GENERATRICI PARALLELE ALL'ASSE 2. Nello spazio una qualunque delle
equazioni: |

64) (== + - =1, |
(6.5) | 2?4yt az+ byt e=0, a®+b*—4c>0,

rappresenta un cilindro del tipo indicate in quanto, non figurando in tali
equazioni la variabile z, esso appare come luogo di rette parallele all’asse

z che incontrano il piano z,y nella circonferenza di equazione (5.1) ovvero
(5.2). '

4

Da quanto visto & chiaro che 1’equazione ~ 77T TN dilindro
canonica di una ellisse, iperbole o parabola, N7 eliittico
date mnella sezione 2., nello spazio " si
interpreta come 1’equazione canonica di 04 % h)
un cilindro retto (con generatrici parallele [ [P N y
all’asse z e sezione col piano z = 0 Dellisse, k__)
’iperbole o la parabola) che viene detto /x : F',,-(X,&.'O)
rispettivamente cilindro ellittico, cilindro
iperbolico, cilindro parabolico. - ,

EQUAZIONI (CARTESIANE) DI UNA CIRCONFERENZA NELLO SPAZIO. Come
curva dello spazio una circonferenza & determinata dall’intersezione di due
superfici passanti per essa. La scelta di queste due superfici & largamente
arbitraria (cosi come & arbitraria la scelta di due piani per rappresentare
una retta). Essa si pud rappresentare come intersezione di una sfera con
un piano (la circonferenza & una curva piana!), oppure come intersezione
di due sfere, o ancora come intersezione di un cilindro circolare retto con
un piano ortogonale all’asse, etc..
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Conviene qui osservare che la forma analiticamente piti conveniente & quella -
data dal sistemas: a

(6.6) 2 +y?+ 22 taz+by+ez+d=0 (sfera 5)

az+ Py +vz+6=0 (piano a)

|
in quanto & facile ricavare le coordinate del centro C’ ed il raggio ' dl
questa circonferenza (supposta esistente!) a partire dal centro C e dal r

llraggto r della sfera §. C' & il punto di intersezione del piano a con la;;

'perpendicolare ad esso condotta dal centro C; 7' = {/r? — d(C,a). | J:i

P PR S S

Chiaramente il sistema (6.6) nel campo
reale non rappresenta una circonferenza non / —

appena la distanza d(C,a) risulta maggiore
o uguale al raggio della sfera; (nel primo
caso si ottiene 1’insieme vuoto, nel secondo
un punto che & il punto di tangenza di «

con S).

\
6.7 Esercizio. a) Provare che la curva C rappreseniata dalle equaziond
24y 422 —424+2y =0, 2+ 3y— z=0 é una circonferenza.

1 b) Determinare equazioni cartesiane per la curva C' protezione ortogo
di C sul piano z = 0. -

La prima delle equazioni rappresenta la sfera § di centro (2, -1, 0)' :
ragglo V5. La distanza del centro della sfera dal piano a:z+4+3y—z= -?-
e 1/ V11 pertanto il sistema dato rappresenta una circonferenza. La prin
domanda ha quindi risposta affermativa e lo studente puo ora determinare

il centro ed il raggio di C con il metodo geometrico da noi suggerito.

Molto spesso lo studente cerca di far “sparire” una variabile nel
tentantivo di applicare le formule della circonferenza del piano z,¥.
pratica esegue il seguente calcolo: ricava z = x + 3y dall’ equa.zxone
piano a e sostituisce nell’equazione della sfera ottenendo: §

‘ 2
z? + y? +(a:+3y) — 4z + 2y = 0.

Osserviamo che quest’ultima equazione interpretata nel piano z,y
| rappresenta l’equazione di una circonferenza (perché?); interpretata ne
spazio rappresenta un cilindro £ con generatrici parallele all’asse :'
g Quanto manca la variabile z. Cosa abbiamo dunque ottenuto? |
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Il sistema z?+4y?+(z+3y)—4z+2y=0, -
z+3y—z=0 & equivalente al sistema

di partenza e quindi rappresenta

la stessa circonferenza C come
intersezione del cilindro ¥ con il
piano a. Da questa rappresentazione
sfortunatamente non siamo piu in
grado di dedurre il raggio. Questo
passaggio algebrico cosi invitante &
quindi sempre inutile? Di fatto & cid

che permette di risolvere il problema %
b). Infatti la proiezione ortogonale
della curva C sul piano z,y si effettua
determinando il cilindro ¥ con genera-
‘trici parallele all’asse z e passante per C e sezionandolo con il piano z = 0.
La curva C' ha equazioni z* + y? + (2 + 3y)2 —4z +2y =0, z = 0.

EQUAZIONI (CARTESIANE) CANONICHE DELLE QUADRICHE NON DEGENERL.
5i tratta di superfici che sono la naturale generalizzazione delle coniche nel
.piano ed hanno anche esse una definizione geometrica. Noi presentiamo
il qui direttamente le equazioni dalle quali 1’analogia con le coniche risulta
: evidente: '

) 2 2 2
E -z-z- + %—2- + % =1 a>b>c ellissoide reale
i z?  y? 22
oo+ ke = =1 a>b iperboloide iperbolico
a , c
£ .2 .2 L2
2_2.7 — %2_ — % =1 b>ec iperboloide ellittico
' 22 g2 -
—— i =922 P>q paraboloide iperbolico
p q
z? 2 : |
4+ r = 2z pP2yq paraboloide ellittico
p

Bl -

k. L’ellissoide reale & una superficie limitata in quanto per le coordinate
fdei suoi punti devono valere le disuguaglianze |z [<a, |y |< b, |2|<c e
fi;indi tale superficie & contenuta nel parallelepipedo centrato nell’origine
i’ lati rispettivamente 2a, 2b, 2¢. Basta studiarne le sezioni con i piani
;irdina,ti =0, y=0, 2=0 per ottenere ellissi in forma canonica.
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D’altra parte le sezioni con i piani z = k hanno equazioni
2 fa® + 2 /0 = 1 -k, 2 =k e rappresentano ellissi per | k |< c.
Le sezioni con i piani =% e y=4k hanno un comportamento del tutto
analogo. Tutte le rimanenti equazioni corrispondono invece a superfici
illimitate, come si vede subito osservando che pur di prendere z efo y
molto graﬁﬁdi, la z & molto grande. Per ciascuna di esse si possono sljudjare
le sezioni con i piani paralleli aj piani coordinati. Per esempio le sezionj
dell’iperboloide iperbolico coi piani y = k hanno su di esso equazione
z?/a? — 22 [ = 1 — k?/B? e sono quindi iperboli per | k |< b. Dallo studio
delle sezioni si deducono i grafici dati in figura. | i

Vogliamo infine mettere in evidenza che 1’iperboloide ed il paraboloide
iperbolici ' posseggono ciascuno due sistemi dj rette, o, come si dice,
sono quadriche rigate. Per I’iperboloide iperbolico osserviamo che la sua
equazione si pud scrivere nel modo seguente: z2/a? — 72 Je2=1-42/b o
quindi (z/a + z/c) (z/a — z/c) = (1 + y/b) (1 — y/b).

Si ottengono i seguenti sistemi di rette:

zfa+z/c=1t(1+ y/b)
z/a~zfc=(1/t)(1 - y/b) "’

z/a+ zfc= (1 - y/b) |
z/a—zfc= (/7)1 + y/b)

E subito visto che tali rette appartengono alla quadrica, basta infatti
eliminare il parametro t, ovvero 7, per riottenere 'equazione della superficie.

Per il palj‘aboloide iperbolico basta riscrivere ’equazione nella forma
{z/a+y/b).(z/a—y/b) = 2z, dove p = a? e g = b*; con lo stesso trucco
* algebrico del caso precedente otteniamo i due sistemi di rette:

x/ﬁa+y/b=2tz o zfa+y/b=1/r
e U 8yt :
Coafa-yb=1/t" T zja—yle=2r2

6.E Eserc;i‘iz"i_

Spazio euclideo, riferimento RC(O,z,y,z_)-.

1. Decidere quali delle seguenti equazioni rappresentano una sfera e tro-
varne centro e raggio: '
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(a) 3z +3y*+322 —z+6y+9=0,
(b) 2+ y*+22-3z4+2y—2+42=0,
(¢) 22%242¢°4+222—a2+y—z2+4=0.

E. Dato il fascio di piani paralleli al piano =z + ¥+ 2 =0, determinare
quazioni cartesiane per quelli che risultano tangenti alla sfera di equazione
z? + y® + 22 — 6z — 4y + 12 = 0 e determinare i punti di tangenza.

+yP+22 422 -2y —42 = 0 passanti per la retta r di equazioni

E. Determinare, se esistono, i piani tangenti alla sfera di equazione
2
=2+ 1, y=t—-2, z = ~t 4 1.

x
b Scrivere equazioni per tutte le sfere di raggio 3 che risultano tangenti
piano r = 0 e passano per i punti A = (1,0,0), B =(1,1,1).

in caso affermativo determinarne il centro, il raggio e la proiezione

. Dire se i seguenti sistemi di equazioni rappresentano una circonferenza
d
grtogonale sul piano z = (Q:

(@) @D @1+ +1) = 4
i t—y+z=0

x2+y2+22—2x+4y—22——3 =0

b .
) 3z+y+2—1=20

+y? 4+ 22422 -2y—1 = 0, 22+ y?+ 22— 1 =0 e determinare equazioni

(?. Trovare il centro ed il raggio della circonferenza di equazioni
2
i
ler la retta tangente alla circonferenza nel punto P = (0,0,1).

7. Determinare equazioni per la circonferenza di centro il punto C di
}oordinate (1,1,0) e tangente alla retta s di equazioni z = t, y=2t, z =
-,

Ft Determinare equazioni per tutte le sfere passanti per i punti (1,0,1),
| 1,2,1), (0, 2,-1).

9. Determinare equazioni per la circonferenza passante per i punti (1,0,1),
-1, 2, 1), (0, 2,~1).

|

l?. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

EsErcizio 1.

Nello spazio euclideo si consideri il riferimento cartesiano RC(0,i,],k).
- verifichi che le rette vy : z =t,y =1, 2 = 2t; rp : r+y=0,z2z=0;
T3 :+2=0,y+2 =0 sono a due a due ortogonali e si considerino
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i versori i';j',k' di ri,r2,73 rispettivamente, orientati nel verso delle y
crescenti.

Nello spazio vettoriale Vo st consideri la trasformazione lineare
T :Vo — Vo definita da T'(i') =1/, T(§") = j', T(k') = 3k’. Determinare
la matrice associata a T nella base i,j, k.

2. Nel riferimento RA(O,z,y,2) dello spazio si considerino le rettel r di
equazioni y —1 = 2-1=0, s di equazioni 3z +2y -3 = 2+ 1 = 0,
q di equazioni ¢ = 1,y = ¢, z = 0. Determinare le rette che incontrano
simultaneamente le rette r, s, ¢ e I’asse z.

3. Nello spazio R* sia L; = Span(vi,va,va) e Ly = Span(wy, w2, w3),
dove:

Vi = y V2 = y Va3 =

3
11
5 » W3 =
2

=N U =
RN

R G

Verificare che R* = L; ® Ly e decomporre il vettore z di componenti
1,5, 4,0 come somma di due vettori rispettivamente di L, ed L,.

Esercizio I1.

1. Nello spazio euclideo si consideri il riferimento RA(O,i,j,k) e

’applicazione f:Vo — Vo definita da f(zi+ yj+ 2k) = (z—=yi+y)+ zk.

(a) Provare che f é lineare. |

(b) Determinare ker(f), Im(f) e le rispettive dimensioni.

(c) Detto P = (z,y,z) un punto qualunque dello spazio, sia P’ il punto
ottenuto proiettando P sul piano a: z 4+ y — z = 0 parallelamente
all’asse x. Provare che f(OP) = OP'.

2. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

(a) I determinante & una funzione lineare sullo spazio vettoriale delle
matrici.

(b) I determinante & una funzione lineare in ciascuno dei vettori colonna
della matrice.

(c) per ogni coppia di matrici A, B € M,(R) vale la formula:
det(A + B) + det(A — B) = det(A) + det(B).

. g , dove s € R.

Provare che il sottoinsieme W = {X € M;(R) | XA = (s+1)X} & un
sottospazio per ogni valore di s e calcolarne la dimensione.

3. Si consideri lo spazio vettoriale M;(R) e sia A =
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EsErcizio III.

1. Nel riferimento cartesiano RC(O,z,y, z) dello spazio euclideo sj
consideri la retta r dj equazioni z=1+1

y ¥Y=-2, z2=3 -t ed i
piano B di equazione z + ¥ —35 = 0. Determinare I’equazione dej piani
l Passanti per r che formano un ang

olo di #/3 con il piano 8.

2. Negli spazi vettoriali R3 e RY rispettivamente sj considerino i vettori:

] 4 ] 1 -1 1 2
0 1
u;=[3 yUa=| 1 yUz=|0 y V1= y V2 == y Va= y Vg = .
9 ] 9 1 0 1 1
0 2
(a) Dire, giustificando 1la, risposta, se le condizion; T(u1) = vy — v,,
T(uz) = vy + vy, T(uz) = v, — V4 permettono di definire una

trasformazione lineare 7' : R? —, R4,
(b) In caso affermativo dire se T & iniettjva e

con W il sottospazio di R g equazioni y
1 determinare una base per Im(TYnw.

/o suriettiva e, indicato
1+ 92 - 2y3 = 0,y =0,

3. Nello spazio £3 ¢ assegnato il riferimento cartesiano RC(O,z,y,2), il
unto P = (0,4,-3) e la sfera ¥ dj centro C' = (0,1, 1) e raggio r = 3.
rovare che il luogo C dej punti @ € T tali che la retta ! passante per

1 punti P e Q sia tangente a 3 & una circonferenza di cuj s chiede il
centro ed il raggio.

' La Geometria
! Euclidea
e il
] companatico . . .

Gli assjomi
poi ...



Capitolo 7 ,

DIAGONALIZZAZIONE DELLE MATRICI
| | {

INTRODUZIONE. In questo capitolo introduciamo, a partire dallo
studid di alcuni esempi, la nozione dj “autovettore” e del
corrispondente “autovalore” per un endomorfismo. Dopo aver
messo in evidenza i problemi  algebrici che intervengono per la
ricerca degli autovalori e che dipendono dal campo K degli scalari,
diamo una condizione necessania e sufficiente perché un operatore
lineare T : V — V gia “diagonalizzabile” suj complessi. Nel caso
che V'operatore T, sullo spazio reale V', abbia autovalor reali lo
stesso criterio fornisce la diagonalizzabilita sui real,

Da ultimo discutiamo il problema della diagonalizzazione
simultanea di due matrici.

1. AUTOVALORI ED AUTOVETTORI DI UN ENDOMORFISMO

Sia T :V — V un endomorfismo dello spazio vettoriale V dj
dimensione finita n su R. Esso trasforma, con legge lineare, ogni vettore
v € V in un altro vettore T(v) € V e quindi, in “senso fisico ", T “muove”
i vettori dello spazio V; noi siamo interessatj a vedere se esistono vettori
che, a trasformazione avvenuta, non hanno cambiato la loro “direzione”.
Consideriamo inizialmente alcuni esempi.

1.1 EseMpio. Nello spazio tridimensionale "’\F‘*“H -

. . . : =~
Vo fissiamo una base ortonormale i, j, k e \\ | AP
consideriamo la trasformazione lineare che ‘ {
consiste nel ruotare ogni vettore OP attorno K

all’asse generato da k di un angolo pari a 7,
fino a portarsi nella posizione T(OP) = OP'.
Osserviamo che vi sono vettori particolari o) >
che non cambiano dj direzione; per esempio

abbiamo: i
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(1.1) T(i)=-i, T@)=-j, T(k)=k

Naturalmente tutti i vettori dello spazio generato da 1i,j si mutano nel

proprio opposto e tutti i vettori della retta generata da k sono fissi. |
La matrice che rappresenta l’endomorfismo 7T nella base i,j, k &

particolarmente semplice in quanto assume la forma diagonale:

-1 0 0
A= 0 -1 0. @
0 0 1
4
1.2 EseMPio. Consideriamo lo stesso spazio E‘Eu/z;’ P’
dell’esempio precedente ma esaminiamo ora i SN P
la trasformazione lineare T che consiste . a,

nel ruotare ogni vettore attorno alla retta ‘
generata da k di un angolo pari a /2 in
senso antiorario. Chiaramente per k vale la
relazione:

S
(1.2") T(k) = k, | /

ed ogni vettore della retta da esso generata & mutato in sé. D’altra parte
pgni altro vettore dello spazio cambia di direzione. Q

Allo studente pud venire in mente che la presenza di questi vettori
“speciali” dipenda dalle condizioni metriche (angolari) con cui abbiamo
efinito la trasformazione T nei due esempi precedenti. Cid non & vero!
E:onsideriamo infatti il seguente:

1.3 EsEMPIO. In R? si consideri I’endomorfismo T che (nella base canonica)
51 scrive con le equazioni:

o = (3/2)3{ - (1/2)y di matrice ’ e *l/zl '

y' = —(1/2)z + (3/2)y ~1/2  3/2
Dsserviamo che valgono le seguenti:
' IS A IR 1
an o=y, (i) =2

Lve il primo vettore indicato & trasformato in sé (e cosi tutti i vettori
del sottospazio da esso generato), il' secondo vettore si muta nel suo
ultiplo secondo il fattore 2 (e cosi tutti i vettori del sottospazio da esso
Fanerato). I due vettori indicati sono indipendenti e, se usiamo questa,
ase, la matrice associata alla trasformazione si semplifica notevolmente

rispetto alla matrice iniziale; infatti essa & di forma diagonale:
|
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1 0
0 2

Abbiamo affermato che questo esempio non & di natura metrica,
perché?. |

1.4 EseMPlo. Consideriamo infine la trasformazione lineare dello spazio
bidimensionale V{, in sé che consiste nel ruotare ciascun vettore di un
angolo pari a 7/4 in verso antiorario. Qui ogni vettore si trasforma in
un altro che ha certamente diversa direzione, quindi non esistono vettori
speciali del tipo messo in evidenza negli esempi precedenti. Q@

A= . | _ 0

Questi esempi in ogni caso giustificano la seguente:

1.5 Definizione. Sia T :V — V una trasformazione lineare dello spazio
V di dimensione finita n sul campo K. Si dice che il vettore non nullo
v €V € un gutovettore per l'endomorfismo T, corrispondente all’autovalore
A€ K, se vale la relazione:

(1.5") T(v)=Av.

Per ogni autovalore X\ di T si chiama autospazio V di peso A il sottospazio
definito da:

(1.5") ° Wi={veV|T(v)= Av}. - 3

L]

Lasciamo allo studente, per esercizio, la verifica che il sottoinsieme
definito in (1.5”) & un sottospazio di V (cfr.4.10 del capitolo 1).

Notiamo che tutti i vettori non nulli di V) sono autovettori dj peso
A. Nell’esempio 1.1 i vettori i,j sono due autovettori relativi all’autovalore
A = —1; I'autospazio corrispondente V.; & bidimensionale essendo generato
da i e j. I1 vettore k & un autovettore relativo all’autovalore A=1ce
’autospazio Vi & unidimensionale. Nell’esempio 1.2 vi & un solo autovettore
indipendente (relativo all’autovalore 1) e l’autospazio corrispondente V; &
unidimensionale. Nell’esempio 1.3 vi sono due autovalorj )\ = le =2
e gli autospazi corrispondenti Vi e V, sono unidimensional;. Nell’esempio
1.4 non vi sono autovettori.

E chiaro dagli esempi che non & detto esista anche un solo autovettore
(ed il corrispondente autovalore), almeno per spazi vettoriali sui realj!
Quello che non & affatto chiaro & perché in alcuni degli esempi siamo stati
in grado di trovare una base di autovettori ed in altii no. Ne abbiamo
visto comunque le conseguenze: se vi & una base dj autovettori la matrice
della trasformazione si semplifica nella “forma diagonale”.
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1.6 PROBLEMA. Data una trasformazione lineare T:V —V sul campo K
esiste una base rispetto alla quale essa si scriva con una matrice diagonale?
In quali casi cio € possibile o, in altri termini, quando ¢é che l’operatore é
diagonalizzabile 7 V)

La risposta alle domande & fornita dalla seguente:

; se V. ammette una base di autovettors Vi, V2, ... ,vy di T, di autovalori
ispettivamente Aj, A, ... yAn, allora la matrice di T in questa base é la
matrice diagonale A i cui elementi sono ordinatamente g¢li autovalori e

g{.’? Proposizione. Sia T:V — V una trasformazione lineare (sul campo

E’ceversa.
im. Se si ha una base di autovettori di T per essi risulta:

T(v1) = A1vy, T(va)=Ayva, ..., T(vn) = Apvy,
la matrice & della forma indicata.
r Viceversa, se in una base Vi, V2, ... ,v, la matrice di T si scrive
nella forma diagonale:
At 0 O0... 0
0 X 0... 0
A= . . ) .
0 o0 An

tecessariamente ogni vettore v; & un autovettore di autovalore Ai. Infatti,
delle coordinate della base indicata, la trasformazione opera sulle coordinate
per moltiplicazione a sinistra e le coordinate del vettore vi sono tutte nulle
anne la i-ma che vale 1. Se ne deduce che v; viene trasformato in \;v;
r-questo prova la tesi. &

La diagonalizzazione di un endomorfismo T & quindi legata all’esistenza.
meno di una base di autovettori. In quali casi esiste una tale base?
otremo dare una risposta affermativa solo nel caso dj classi di operatori
speciali ed in ogni caso dovremo riformulare il problema precisando il
~pmpo degli scalari che vogliamo (o dobbiamo) usare, come vedremo nella
rossima sezione.

Per semplicitd ci limiteremo al caso in cui X = R,C.

Lo stesso tipo di problematica puo essere rifrasato in termini di
atrici.

1.8 PROBLEMA. Sia A una matrice di ordine n (reale o complessa) e
pnsideriamo la sua classe coniugata 04, definita in 4.14 del capitolo 5.
uando € che in Q4 esiste una matrice diagonale? Q

hy

E questo il problema della diagonalizzazione d una madtrice.
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Esplicitamente, data una matrice A di ordine n (reale o complessa) ci
si chiede quando esista una matricé invertibile C' (dello stesso ordine e-
rispettivamente reale o complessa) tale che C"1AC = A, dove A & una
matrice diagonale. Se cio & possibile la matrice A si chiama forma diagonale
di A e la matrice C & una matrice diagonalizzante. |
I
L’equivalenza del problema posto in termini di operatori o di matrici
& chiara (cfr. proposizione 4.10 del capitolo 5).

La matrice diagonalizzante C, se esiste, ha per colonne le coordinate
di una base di autovettori. Nella sezione 2 vedremo che gli autovalori
sono univocamente determinati (su C) e l'ordine con cui figurano in A
dipende dall’ordine scelto per gli autovettori; A & quindi unica a meno
dell’ordine con cui figurano gli elementi sulla diagonale. Per la matrice
diagonalizzante vi & invece arbitrarietd di scelta in quanto si pud, per
esempio, sostituire ciascun autovettore con un suo multiplo.

1.9 OsseRVAZIONE. In 3.18 del capitolo 1 abbiamo visto che una
matrice A non singolare pud essere messa in forma diagonale facendo
uso dell’eliminazione di Gauss. I problema che ci stiamo proponendo qui
ha lo stesso scopo (anche se per matrici quadrate qualunque); ma il metodo
che vogliamo ora usare & concettualmente diverso da quello del Capitolo 1.
Infatti I’eliminazione di Gauss opera solo sulle righe della matrice iniziale
mentre la coniugazione opera sia sulle righe che sulle colonne, per effetto
di una moltiplicazione sia a sinistra che a destra. V)

1.E Esercizi

1. Sia W un sottospazio di dimensione 2 dello spazio Vo (dim(Vpo)=3)
e si consideri la trasformazione lineare Pw = P : Vo — Vo che ad ogni
vettore v € Vo associa il vettore v' = Pv proiezione ortogonale di v su
W (cfr.2.1, capitolo 6). Determinare gli autospazi di tale trasformazione
e la loro dimensione. Determinare, se possibile, una base di autovettori.
Tale base & unica?

.

2. Si consideri operatore di simme-
tria Sw = 9 : Vo — Vo che associa
ad ogni vettore v € Vo il vettore
v/ = Sv simmetrico di v rispetto al
piano W. Determinare, se possibile,
una base di autovettori. Tale base &
unica?

S
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2. DETERMINAZIONE ANALITICA DEGLI AUTOVALORI ED
AUTOVETTORI

Consideriamo una trasformazione lineare 7T - V. — V sul campo
K e preoccupiamoci di trovare gli eventuali autovettori ed autovalori;
poiché questi dipendono dalla trasformazione possiamo far uso di una base
qualunque, rispetto alla quale T si scrive (facendo uso delle coordinate)
|y = Ax. La condizione che definisce un autovettore ed il corrispondente
la.utova.lore (cfr. (1.5)) in termini di coordinate diventa: Ax — Ax ovvero
"Ax = AIx e quindi:

‘(2.1) (A-Ax =o.

Per ottenere un vettore non nullo x che soddisfi (2.1) occorre che il
nucleo della matrice A— AJ sia almeno di dimensione 1 e quindi la matrice
A — AI deve essere singolare. In definitiva, prima di poter determinare
eventuali autovettori, occorre determinare preventivamente i valori di A per
cui si ha:

‘(2.2) det(A— M) =0.

Successivamente, per ogni valore ); soddisfacente (2.2) il sistema
(2.1), calcolato per A = );, fornisce equazioni cartesiane del corrispondente
utospazio V), la cui dimensione dipende dal rango della matrice
P— Ail. Quest’ultima informazione & importante in quanto determina
l numero massimo di autovettori indipendenti che si possono trovare in
corrispondenza all’autovalore );.

( La (2.2) esplicitamente si scrive:

3

a1l —A aiz .- a1n
_ a2 aszo —A ... as
F?.Q') ' pa(A) = det . . . ,n =0.
! ant QAno 050 a,m—,\

crivendo esplicitamente solo 1’addendo che corrisponde alla permutazione
P

~dentica e tralasciando tutti gli altri; infatti questo basta per calcolare il
coefficente di A™ e di A™71;

ralcoliamo questo determinante con la formula (2.4) del capitolo 3,

2a(A) = (a11—A)(az; —A)(@un=A) + ... (altri termini)

Ricordando che, se p(z) =co+ c1x +czz? + ... il termine noto ¢g & dato
ta e = p(0), abbiamo che il termine noto del polinomio caratteristico &
A(0) = det(A — 0I) = det(A) ed in definitiva risulta:

(227) PA() = (=1)" A" +(=1)" a1 + @22+ -+ aun)A™ 4 -+ det(A),
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Il polinomio pa(A) & di grado effettivo n e prende il nome di polinomio
caratteristico della matrice A4; le sue radici forniscono gli autovalori di A.
Esso di fatto dipende solo dalla trasformazione T' e verrd spesso indicato
anche con pr(A), infatti si ha:

2.3 Proposizione. Sia A una matrice e sia B = C~1AC uriia sua
coniugata, allora risulta:

(2.3) pa(A) =pB(}).

Dim. pp(A) = det(B - AI) = det(C1AC - \I) = det(C~1AC —C~1AIC) =
det(C—1(A - ANC) = det(A — M) = p4(N). &

La determinazione degli autovalori di 7' & quindi legata all’esistenza
di soluzioni dell’equazione (2.2').

Riprendiamo P’esempio 1.2. La matrice della trasformazione rispetto
alla base ortonormale i,j,k & data da:

0 -1 0
A=|1 0 0],
0 0 1
in quanto T'(i) = j, T(j) = —i, T(k) = k. 11 polinomio caratteristico é&:
-A -1 0
pa(A)=det| 1 =X 0 |=(1-2)(A2+1)
0 0 1-2
ed esso ammette una sola radice reale \; = 1. Le altre due radici sono
complesse, A\; = ¢, A\3 = —i; ma queste sfortunatamente non sono accettabili

in quanto la nostra trasformazione & reale, opera ciod su uno spazio
vettoriale reale dove ha senso solo la moltlpllca,zmne per scalari reali e dove
i vettori, qualunque base si sia fissata, hanno coordinate reali! Dobbiamo
quindi concludere che la rotazione di /2 attorno all’asse generato da k
ha il solo autovalore A; = 1. Per esso possiamo ricercare il corrispondente
autospazio V; le cui equazioni sono date dal sistema omogeneo (2.1):

-1 -1 Ollzx 0
z4+y=20

1 -1 ol|lyf=1]o0 ciod y

0 0 0|z 0 z—y=0

e le soluzioni sono le terne (0,0,z) al variare del parametro z. Abbiamo
ritrovato cosi i risultati che avevamo gia visti geometricamente nella sezione
1: k € un autovettore di autovalore \; = 1 e tutti gli altri autovettori
sono suoi multipli. Quindi non esiste una base di autovetton e I’operatore,
ovvero la matrice A, non si diagonalizza sui reali.

Se avessimo conmderato la matrice A come un operatore su uno spazio
vettorla.le su C, ad esempio A : C? — C3, avremmo ottenuto gli stessi
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*ptovalori Ay = 1, Ay = 4§ A3 = —; e per questi ultimi due ha ora senso
Ere il calcolo dei corrispondenti autospazi. Esplicitamente per Pautovalore
~2 = 1 lautospazio corrispondente @ definito dalle equazioni:
-i =1 0 |]z| Jo I —y=0
t 1 -2 0 ¥yl =10 cioe r—-1y=0,
0 0 1-11] = 0 (1 _ i)z =0

*yve le prime due equazioni sono equivalenti (basta moltiplicare ad esempio
prima per ¢ per ottenere la seconda) e quindi gli autovettori hanno
vdordinate (v,%,0), al variare del parametro complesso y. In modo
analogo per [’autovalore Az = —i si ottiene Pautospazio di equazioni
iy = 0,z = 0 e gli autovettor hanno coordinate (—ty,v,0), al
riare del parametro complesso y. In questo caso abbiamo una base
di autovettori costituita, per esempio, dai vettor k,v,w dove gli ultimi
due hanno rispettivamente coordinate (7,1,0) e (—%,1,0); la matrice data
+ 1 diagonalizza sui complessi! La sua forma diagonale ed una matrice
¢ lgonalizzante sono rispettivamente:

1 0 o 0 i —i
A=l0o ¢ of, C=|0 1 1
0 0 —i 1 0 o0

Come si vede, per la stessa matrice abbiamo trovato una forma,
tgonale su C e non su R! Questo & derivato dal fatto che alcuni degli

o-l

ovalori sono complessi.

In generale, la determinazione degli autovalori di un endomorfismo
1 o di una matrice A, sul campo K & legata all’esistenza o meno, per
I’ luazione Pa(A) = 0, di radici nel campo XK. Vedremo nella prossima
sezione cosa possiamo dire in merito, ma & chiaro dall’esempio svolto che
dovremo riformulare il problema della diagonalizzazione precisando quanto
' ho su quale campo vogliamo lavorare.,

2. Esercizi

1. Sia A una matrice diagonale. Quali sono i suoj autovalori ?

2. |Sia A una matrice triangolare (superiore o inferiore); provare che i
suoi autovalori coincidono con gli elementi sulla diagonale principale.

3. pia A una matrice pér la quale il vettore x ¢ un autovettore di
at Wvalore A. Provare che A2 ammette lo stesso autovettore con autovalore
A%, Cosa accade per A3 AL 7
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4. Supponiamo che la matrice 4 dj ordine n ammetta ’autovalore \ — 0,
qual’® ’autospazio corrispondente ? .

5. Dimostrare, senza far uso del polinomio caratteristico, che la matrice:

11 1 | |
A=]1 1 1
11 1

3. PROBLEMI ALGEBRICI RELATIVI ALLA RICERCA DEGLI
AUTOVALORI

Rivediamo brevemente la teoria delle equazioni algebriche, ciod di
quelle equazioni il cui primo membro ¢ un polinomio.

Sia p(z) un polinomio di grado effettivo n ed a coefficienti nel campo
K. St dice che z; € K & una radice dj molteplicita v > 1 se:

I) p(zl) =0,
II) p(z) = (z — z1)¥¢(z), dove g(z) & un polinomio tale che g(z1) # 0.

In breve, la molteplicita corrisponde all’avere la stessa, radice ripetuta
esattamente v volte.

La presenza o meno di radici per p(z) dipende dalla scelta de] campo
K. Se ci poniamo sui complessi vale il seguente teorema fondamentale
dell’algebra, per la cui dimostrazione rimandiamo aj corsi successivi.

3.1 Teorema. Un’eguazione algebrica p(z) = 0 nel campo complesso
ammetle almeno una radice. ‘ &

Proprio in virtd di questo teorema si dice che C & un campo alge-
bricamente chiuso.

Notiamo che il teorema & falso se ci poniamo sui reali; infatti
I’equazione z24-1 = 0 non ha radicj reali. R non & un campo algebricamente

Dal teorema 3.1 si deduce immediatamente il seguente:

3.2 Teorema. Un’equazione algebrica di: grado effettivo n ammette nel
campo complesso esattamente n redici, pur di contare ciascuna di esse con
la propria molteplicita. &
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l Il discorso sulle molteplicita deve essere precisato. Supponiamo che le
dici distinte siano z;,x2,...,zx (k < n) e le corrispondenti molteplicita
siano vy,v2,...,Vk, il teorema afferma che v1 +v9 4+ -+ v = n.
Nel caso che i coefficientt del polinomio siano reali, ma ci poniamo
C, possiamo dire in pit che le radici sono reali o complesse e che con
ogni radice complessa vi & anche la radice complessa coniugata (con la
stessa molteplicita).

Per quanto detto € chiaro che dobbiamo riformulare il problema della
diagonalizzazione di una matrice, precisando quanto meno su quale campo
vogliamo diagonalizzarla. Se A & una matrice complessa essa va considerata

me un operatore in C"; se A & reale essa puo essere considerata sia
me operatore in R™ che in C" ed il problema della diagonalizzazione
pud avere risposte differenti nei due casi.

Poiché abbiamo interesse a determinare, nel modo pii ampio possibile,

tipi di matrici che sono diagonalizzabili, d'ora in poi useremo il campo

complesso C. Questo ci permette di garantire che il polinomio caratteristico

di una matrice A di ordine n, sia essa reale o complessa, ammette n radici

quindi la matrice ammette n autovalori anche se, attenzione!, essi non
ranno in generale distinti.

A questo punto vi & ancora un tipo di difficolta che vogliamo chiarire.

(3 PROBLEMI DI CALCOLO. E vero che pa(A) = 0 ammette n radici
ulstinte o coincidenti a gruppi, ma & sempre possibile calcolarle? Un
conto & sapere che esistono, altro & saperle determinare!
Lo studente & certamente (?) in grado di risolvere le equazioni di
imo e di secondo grado ed alcune equazioni “speciali” di grado superiore,
per esempio equazioni biquadratiche, reciproche, etc., oppure equazioni il
eni polinomio si fattorizzi con equazioni di questo tipo. Probabilmente non
E o non ha mai visto esplicitamente ‘le formule risolutive dell’equazione
Jenerale di terzo e quarto grado. Esse esistono e sono formule che
si calcolano a partire dai coefficienti dell’equazione eseguendo operazioni
zionali ed estrazioni di radici quadrate e cubiche sia nel primo caso, che
1 secondo. |
Cosa accade per ’equazione generale di grado n > 5?7 Di fatto é stato
provato nel secolo scorso da Abel e Ruffini (in modo indipendente) che
on esistono formule risolutive che permettano di calcolare le soluzioni a
_fartire dai coefficienti ed operando con le quattro operazioni elementari e
con estrazioni di radici.
a qui spesso nasce !’impossibilita di calcolare gli autovalori di una matrice
(e non per colpa dello studente!).

Vi sono naturalmente degli algoritmi (alcuni anche semplici) che
permettono di calcolare numericamente tali autovalori; ma bisogna
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intendersi: tale calcolo da in ogni caso risultati approssimati. La cosa non ,_
¢ indolore in quanto, se gli autovalori sono approssimati, i corrispondenti
vettori che si calcolano con la (2.1) non sono effettivi autovettori ed
una eventuale diagonalizzazione che in questo modo ne venga fuori non
¢ la diagonalizzazione della matrice data ma di una sua “perturbazione”
(vedere, per .esempio [B-C-M] della lista dei testi consigliati). @

Proprio 'per i motivi spiegati in 3.3 & importante poter avere a prior:

informazioni sugli autovalori di una matrice; per esempio si pud provare
che gli autovalori di una matrice simmetrica reale sono tutti reali.

3.E Esercizi

1) Calcolare gli autovalori della matrice:

2 1 0
A=]1 1 -1
0 -1 2

Decidere se essa & diagonalizzabile su R ed in caso affermativo scrivere la
forma diagonale ed una matrice diagonalizzante. -

2) Calcolare gli autovalori della matrice:

0 247 0
A=12-¢ 0 1
0 1 0

e dire se essa & diagonalizzabile o meno. In caso affermativo determinare
una base di autovettori.

3) Sia A = (1) _é ; dire se essa & diagonalizzabile su R, su C oppure

non € diagonalizzabile.

4. CASO DELL’ESISTENZA DI UNA BASE DI AUTOVETTORI

Sia T:V — V un endomorfismo su C; ci proponiamo di capire in
quali casi si riesca a trovare una base di autovettori e quindi in quali casi
Poperatore di diagonalizzi. Innanzi tutto abbiamo la seguente:

4.1 Proposizione. Se vq,vy, ... yVh Sono autovettori di T corrispondenti
rispettivamente agli autovalori A1,A2,..., An e tali autovalori sono distinti,
allora gli autovettori sono indipendenti,
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Dim. La proposizione & vera nel caso di un solo autovettore in quanto
esso, per definizione, & non nullo. Possiamo quindi procedere per induzione

ammettendo che i primi h — 1 autovettori siano linearmente indipendenti.
Consideriamo 1’equazione:

*) 0 =a1vy + -+ ap_1Vho1 + QpVp,
applicando la trasformazione T ad ambo i membri si ottiene:
** o=a1T(vi)+...+anaT(vho1)+arT(va)
=ayA1vit...F a1 A 1Va—1F QR ARV .
Se moltiplichiamo la (*) per A, e sottraiamo (**) otteniamo:
a1(Ap = A )vi+ -+ ap_1(An — Ap—1)va—1 =0

e per l’induzione ammessa tutti i coefficienti devono cssere nulli. Poiché
gll autovalori sono distinti risulta Ay, — A; # 0 per ogni i=1,...,h—1 e

‘qumdl deve aversi a1 =az=...=ap_1=0. Da (*) otteniamo qumd1 ap=0.

3

L Una base di autovettori esiste quindi certamente nel caso in cui gli

n autovalori siano tutti distinti: 1’operatore (ed ogni matrice A che lo
appresenti) si diagonalizza. Infatti per ogni i=1,...,n la matrice A — \;T
- ¢ singolare e quindi nel suo nucleo vi & almeno un vettore non nullo;

eterminiamo cosi n autovettori che, per la proposizione precedente, sono
na base di V.

Cosa si pud dire nel caso di autovalori ripetuti? E chiaro che gli
utovettori vanno ricercati nei vari autospazi Vj,.
Consideriamo innanzi tutto il seguente:

4.2 EsegMPI10. Consideriamo la matrice:

0 1
‘ A4=1g9 o

il suo polinomio caratteristico & p4(A) = A? ed esso ammette la sola radice
=0 con molteplicita 2. L’autospazio corrispondente ha equazione y =0
quindi ha dimensione 1. In R? o in C? non potremo mai trovare due

vettori indipendenti che siano autovettori per la trasformazione. Vv

Questo esempio prova che il problema della diagonalizzazione ha,
lenerale, risposta negativa anche sui complessi.

D’ora in poi per ogni autovalore A; di 7" chiameremo molteplicita
lgebrica la sua molteplicitd in quanto radice del polinomio caratteristico;

chiameremo molteplicita geometrice la dimensione del corrispondente
autospazio V),. Si ha:
i
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4.3 Proposizione. Per ogni autovalore A; la molteplicita geomelrica é
minore o uguale alla molteplicita algebrica.

Dim. Indichiamo con »; la molteplicita algebrica e supponiamo, per
assurdo, che dim(V)y,)=h, con h>v;. Sia wi,ws,...,w;, una base per V,,
e completlamola ad una ba.se di V. La tra.sformamone si scrive, in qiesta
base, con la matrice:

N O o !
0 X\ o !
L .1 C
— C -
4=10 o SV
0 :B

il cui polinomio caratteristico & p4(A) = (A —A)*pp()) (perché?). Ma
questo & assurdo in quanto in questo caso la molteplicitd algebrica di A;
& almeno h ed h>v;. F 3

Se un autovalore A; ha molteplicita algebrica v; ed il cornspondente
autospazio  ha dlmensmne minore di »; la trasformazione non si
diagonalizza. Vale infatti il seguente:

4.4 Teorema. Un operatore lineare T : V — V su C, o una maltrice
A € M,(C), si diagonalizza se e solo se, detti Ay,A2,...,An i suoi

autovalori distinti e di molteplicita algebrica rispettivamente vy,v2,...,Vs,
per i corrispondenti autospazi si ha:
(4.5) dim(Vy,) = vi 1=1,2,...,h.

Dim. Se la matrice & diagonalizzabile la (4.5) & immediata. Viceversa, se
vale la (4.5), si deve in sostanza provare che, scegliendo per ogni autospazio
V), una base, globalmente questi vettori forniscono una base di V.
Sia infatti:

uy,...,u,, una base di Vj,,

Wi,...,W,, una base di V,,,

vi,...,Vy, una base di V;,
e supponiamo che si abbia:

o=(a1u1+...+auluyl)+ e F (MViF TV ) =2 4+ 2

con coeffcienti non tutti nulli (si & posto z] = aqjus + -+ + o upy, ...,

z, = v1vi+ -+ Y Vu, ). Il vettore z{ appartiene all’autospazio Vj,, e
poiché la relazione o = 2z} + ---+ z} implica la dipendenza dei vettori
scritti, dalla proposizione 4.1 segue che non possono essere autovettori
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e quindi ciascuno di essi deve essere il vettore nullo. Pertanto tutti i
coefficienti Q1y s @uy5 oot 5 Yy.44,, SODO nulli, vista I’indipendenza dej

vettori scelti in ciascun autospazio. &

4.6 OSSERVAZIONE. Supponiamo che la matrice A sia diagonalizzabile e si
consideri una base come & stato indicato nel teorema 4.4. Per ogni vettore
v €V si ha che:

V:(ﬁ1u1+"'+ﬂululﬂ)+ - +(61V1+:“'+‘5uhvw.)=zl+"'+Zh

dove gli z; appartengono agli autospazi Vi, e la decomposizione data &
unica (perché?). Questo equivale a dire che per lo spazio vettoriale V
vale la decomposizione in somma diretta: .

V:VMEBVA,EB...@VA,‘. V)
*}.E Esercizi
2 -2 -1
1. Decidere se la matrice 4 = | -2 5 2| é diagonalizzabile su R e, in
-1 2 2

aso affermativo, trovare la forma diagonale ed una matrice diagonalizzante.

2. Si consideri I'operatore lineare T : R? — R3 (k parametro reale)

leﬁnitq da:
IT'(z,y,2) = (z +y, y, k2).

Determinare, al variare dj k, la dimensione degli autospazi dell’operatore.

(etermina,re, se esistono, valori di k per i quali 'operatore sj diagonalizza.

w. Provare che la Seguente matrice A & diagonalizzabile su R e scrivere
per essa due differenti matricj diagonalizzanti:

1 1 1
A=1]1 1 1
1 1 1

3. ANCORA SUGLI INVARIANTI PER CONIUGAZIONE

Ricordiamo che con 1la proposizione 2.3 abbiamo provato che il
polinomio caratteristico dj una matrice & invariante per coniugazione: se
A e B sono coniugate allora-p4(A) = pp(A). In particolare sono invarianti
Ut i coefficienti del polinomio caratteristico (i quali si calcolano a
1 rtire dagli elementi delle matrici 4 o B). Per il coefficiente di Am-!
avremo (cfr.2.2"):
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(5.1) @11 + @22 + -+ Gnp = b1y +boy + -+ by
Per il termine noto avremo:

(5.2) det(A) = det(B),

cosa pe.r altro gia nota dalla 4.15 del capitolo 5.

5.3 Definizione. Per ogni matrice A si chiama traccia, e st indica con
tr(A), la’ somma degli elementi sulla diagonale principale. &

Possiamo quindi dire che la traccia é invariante per coniugazione e
riscrivere la (5.1) nella forma:

(5.4) tr(A) = tr(B).

Vogliamo ora vedere come questi invarianti sono legati, nel campo
complesso, agli autovalori A, Ay, ..., A, (che sono anch’essi invarianti per
la classe coniugata @Q4). 1l polinomio caratteristico puo scriversi in funzione
delle sue radici:

Pa(A) = (A = A)(A2 = A)---(An = A)
= (=D"A"+ (=D A 4+ A2+ A X)ATT F L A Ay A,

Confrontando questa espressione con (2.2") si ha:

(5.5) tr(A) =X +X2+ -+ A,  det(A) = AAg--- A,

L’importanza degli invarianti per coniugazione & gia stata illustrata
nell’esempio 4.16 del capitolo 5. Essi forniscono condizioni necessarie
perché due matrici siano coniugate. Che le condizioni siano necessarie ma.
in generale non sufficienti & messo in evidenza dal seguente:

5'.6 EseMPio Le matrici:

A=

= B B

0 0 1
1 O B =0
0 2 0

B
[ R e |

hanno lo stesso polinomio caratteristico pa(A) = pp(A) = (1= A)2(2 - ).
Esse perd non sono coniugate in quanto, se cosi fosse, rappresenterebbero,
in basi diverse, lo stesso operatore diagonalizzabile T : R3 —— R3, visto che
A & diagonale; ma B non si diagonalizza perché all’autovalore \ = 1, di
molteplicitd algebrica due, corrisponde l'autospazio di equazioni zz = 3 = 0
che & unidimensionale,
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I 5.E Esercizi

1. Sia A una matrice di ordine 2 tale che tr(A) = 2, det(A) = —1. Scrivere
l il polinomio caratteristico di A e determinarne gli autovalori.

2. Data la seguente matrice A determinare, se possibile, gli autovalor
senza far uso della formula risolutiva delle equazioni di terzo grado; in
Caso contrario determinare la loro somma ed il loro prodotto:

'3j1 3
A=[1 2 3].
3 2 1

3. Vedere se le due matrici A e B sono o meno fra loro coniugate,
facendo uso di opportuni invarianti:

1 -1 3 7 -1 2 -1 5

-1 2 1 7 ‘|2 4 o 3
A=1'2 3 o 1 B=11 4 s
0 1 1 1 2 2 o 3

6*. DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA DI DUE MATRICI

Siano A e B due matrici dj ordine n (reali ©0 complesse) ciascuna,
elle quali & diagonalizzabile (su R o su C). Ci chiediamo in quali casi
| possibile diagonalizzarle simultaneamente ovvero in quali casi esiste una
base che sia costituita da autovettori sia per A che per B e quindi una
matrice invertibile ¢ per la quale si abbja:

1) CTlAC=A (¢ 'BCc =g

dove A e 0 sono rispettivamente le forme diagonali di 4 e B, Questo

foblema, che & molto importante sia in meccanica quantistica che nella -
loria delle rappresentazioni, ha una risposta, sorprendentemente semplice.

6.2 Proposizione. Signo A e B matrici dello stesso ordine, ciascuna
dle quali ¢ diagonalizzabile. FE'sse sono simultaneamente diagonalizzabili
re solo se: '

(6.3) AB = BA.

] m. Se A e B sono simultaneamente diagonalizzabili valgono le (6.1) e
Guindi 4 = CAC-!, B = cc-1. Pertanto risulta:

AB = CAC™ICQC-! = CAQC-! = CRAC = CcQo-1CAC-! = BA.
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Viceversa supponiamo che ciascuna matrice sia diagonalizabile e che il
loro prodotto commuti. Consideriamo sia. A che B come operatori su C™,
(ovvero R™) ed indichiamo con Vayy-.-,Va, gli autospazi relativi ad A, i
quali hanno rispettivamente dimensione pari alla molteplicita algebrica del
corrispondente autovalore nel polinomio p4(A).

N\ b
Sia v.€ Vi,; per esso rsulta o
A(Bv) = B(Av) = M\(Bv), ciod /\Bv
Bv € V), e questo prova che la
trasformazione associata a B muta v
ogni autospazio Vj, di A in se. AV M
Sia w un autovettore per B, ciod Bw = uw. Abbiamo visto

nell'osservazione 4.6 che esso si scrive in modo wunico nella forma
W =23+ 22 + :-- + 2z, dove z; appartiene all’autospazio Vi, ed i vettori
z; non sono tutti nulli. Si ha quindi Bw = Bz; + Bz +---+ Bz, = pw =
HZy + pzz + -+ + pzp. Tenuto conto che la decomposizione di un vettore
come somma di vettori negli autospazi ¢ unica deve necessariamente aversi
Bz, = pzy, Bzy = pzy,..., Bz, = uzy. In questo modo abbiamo dato un
algoritmo per calcolare, per ogni autovettore di B, almeno un autovettore
simultaneo di A e B (uno almeno dei vettori z; & non nullo!).

Applichiamo questo procedimento ad una base W1, W2,...,W, di
autovettori di B (certamente esistente perché B & diagonalizzabile);
otteniamo almeno mn vettori che sono autovettori simultanei per A e B.
poiché i vettori w; si scrivono come loro combinazione lineare essi generano
lo spazio e quindi da essi si pud estrarre una base. &

6.E Esercizi

1. Siano A e B matrici entrambe diagonalizzabili e tali che il loro
prodotto commuti. Provare che se 4 ammette autovalori distinti ogni base
di autovettori di A & anche una base di autovettori di B.

2. Verificare che le seguenti matrici A e B sono diagonalizzabili; nel
caso che ammettano una diagonalizzazione simultanea determinare una
base comune di autovettori:

2 0 0 1 0 0
A=1] 0 2 0/, B=|-2 3 0
-1 0 3 -2 0 3

3. Se le matrici A, B, C' hanno autovalori distinti, sono diagonalizzabili
e commutano, sono anche simultaneamente diagonalizzabili ?
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t?. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

] |
EseErcizio 1

1. Nello spazio R® munito del prodotto scalare canonico determinare la
}roiezione ortogonale del vettore v sul sottospazio Span(a;,a;), dove:

1 -1 0
' v=|[3], ar=]| 2|, a;=|-1
ﬁ 2 2 1

2. Si consideri la trasformazione lineare T : R? — R3 definita da:
T(a,b,c)=(0,a+ 3b— 2¢, 2a + 6b — 4c).
‘a) Calcolare la matrice A associata a T nella base canonica.

b) Determinare gli autovalori e dire se T & diagonalizzabile; in caso
affermativo trovare una matrice diagonalizzante per A.

et

)
?
J. Sia x €-C" un autovettore per la matrice A corrispondente
all’autovalore A; provare che la matrice A — kJ , al variare del parametro k,

mmette lo stesso autovettore e determinarne il corrispondente autovalore.

LSERCIZIO 11

Calcolare, se esistono, valori del parametro reale t per i quali la
guente matrice A; ammette due autovalori negativi ed uno positivo:

3 0 0
f 0 t—1 -1
2. Vedere se 'applicazione A4 :R* — R* definita dalla matrice:
‘ 0 2 3 0
0 1 -1 -1
A= 2 12 -2 6

0 -2 1 1

invertibile ed in caso affermativo determinarne P’applicazione inversa.

3. Si verifichi che nello spazio R3 le formule:
'=52—-8y+ 7z, ¢ = 20 -3y +4z, 2’ =z - 2y + 3z,

si possono interpretare come un cambiamento di coordinate, nel passaggio
dalle coordinate z,y,2 relative alla base canonica alle coordinate 'y, 2

una base vi,vz,v3. Si tratta di un cambiamento di basi ortonormali

.-Ipetto al prodotto scalare canonico? Esprimere i vettori v; rispetto alla
base canonica.
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Esercizio III
1. Si consideri lo spazio vettoriale R3[z] dei polinomi di grado minore |
0 uguale a 3 e l'operatore di derivazione D : R3[z] — R3[z] che associa
ad ogni polinomio la sua derivata prima. Determinare gli autovalori di D
e calcolarne'i relativi autospazi. Decidere se esso & diagonalizzabile e, in
caso affermativo, diagonalizzarlo.

0 1
0 2' € My(R).

a) Determinare una base per il sottospazio W C M;(R) generato da
A, AT A+ AT,

b) Verificare che il sottoinsieme U = {
sottospa,;zio di M,(R).

c) Determinare una base per il sottospazio W N U.

2. Si consideri la matrice 4 = ,

a b
0 2b

l, a,bER} & un

|-66 190 68 32 14 -1 -30 96 32
3. Date A=|-4 13 4|,B=[2 1 0|, C=|-2 8 9
—53 148 55 25 11 —1 —25 75 27

a) calcolare B~1AB e trovare una base di autovettori di A;
b) decidere se A e C hanno gli stessi autospazi.

EsErcizio 1IV.

1. Determinare per quali valori del parametro reale k il seguente sistema
lineare: |

z+y+kz=1

c+y+kd2=3

22 + 2y + (1+k)z =1

z+z=10
¢ compatibile e determinarne le soluzionj.
2.  Provare che la matrice:
1 -1 0
A=|-1 2 -1
0 -1 1

& diagonalizzabile ed ammette autospazi ortogonali. Determinare una
matrice diagonalizzante che sia ortogonale.

3. Nello spazio Vo, munito del prodotto scalare canonico, sia u un
versore fissato e sia T : Vg — Vo ’applicazione definita per ogni x € Vo
da T'(x) = x Au—4(x,u)u, (dove il verso del prodotto vettoriale & definito
a partire da una terna ortonormale i,j,k fissata nello spazio.) Verificare
che T' & una trasformazione lineare, determinare ker(T), Im(T) e decidere
se 'operatore & diagonalizzabile.
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SPAZI VETTORIALI METRICI

|

e ——

‘ INTRODUZIONE. Le nozioni elementari di distanza e di misura degli
angoli si deducono entrambe, nel linguaggio degli spazi vettoriali
su R e su C, dalla nozione di “prodotto scalare canonico” e
di “prodotto hermitiano canonico”. Questi ultimi determinano
la nozione di ortogonaliti e quelle ad essa associate di basi
ortonormali, proiezioni ortogonali, matrici ortogonali ed unitarie.
Come nei capitoli precedenti, diamo la dovuta enfasi all’aspetto
algoritmico presentando il procedimento di ortonormalizzazione di

) Gram-Schmidt e formule esplicite per la costruzione dei proiettori
; ortogonali.

1. IL PRODOTTO SCALARE CANONICO IN R"
! Vogliamo ora introdurre nello spazio vettoriale R™ un’ulteriore struttura
e ci permetta di definire le nozioni di “distanza” e “angolo”; in
particolare I’“ortogonalita”, le “proiezioni ortogonali”, etc.. |

Nella sezione 1 del capitolo 6 abbiamo visto come la -nozione di
todotto scalare, opportunamente definita facendo uso della distanza e degli
angoli a noi noti dalla geometria euclidea, ci ha permesso di riscrivere in
£% la condizione di ortogonalitd e quella di modulo con le formule (1.8) e
.9) che fanno uso di coordinate rispetto ad una base i, j, k ortonormale.
bbiamo quindi trasferito, tramite 1’isomorfismo Vo — R3 (determinato
da 1, j, k), le stesse nozioni allo spazio vettoriale R3. In R™ non abbiamo
nna nozione “geometrica” di lunghezza e di angolo ma possiamo tentare
definire tali nozioni dopo aver introdotto un “prodotto scalare” tramite

-ha formula che altri non & che la (1.8) generalizzata ad n coordinate
(cfr.1.15" del capitolo 6).




§1. I1 prodotto scalare canonico _ 221

©e8-08-18538-8

1.1 Definizione. :Si chiama prodotto scalare canonico in R™ la funzione
che associa ad ogni coppia di vetteri x,y € R™ il numero reale, indicato
con (x,y), dato da:

(1.2) (x,¥y) =z11h + izyz + e + xnyn; &

Osserviamo che, se si interpretano i vettori x,y € R™ come vettori
colonna, e quindi come matrici di tipo nx 1 la (1.2) pud leggersi come
il prodotto fra matrici yTx (definito in 5.2 del capitolo 1), dove yT & la
matrice trasposta di y (di tipo 1 X ») cioé un vettore riga:

(1.2") (x,¥) =151 +Taya + -+ + ZTnyn = yTx.
Ii prociotto scalare canonico & una funzione:
(, ):R"XR" — R
che gode delle seguenti proprieta:

1.3 Proprieté. Per ogni coppia di vettori x,y € R™ e per ogni A\,u € R
- 81 ha:

(Ax + py,z) = A(x,z) + ply,z)

a) bilinearita
(x, Ay +puz) = A(x,y)+p(x,z)

b) (x,y) = (y,x) simmelria,

c) (x,x) > 0, essendo =0 se e solo se x = o positivila.

In breve si dice che il prodotto scalare canonico in R™ & una forma
bilineare, simmetrica, positiva. '

Le proprietd a) sono conseguenza del fatto che I’espressione esplicita del
prodotto scalare canonico (1.2) & lineare (separatamente) nelle coordinate
*1,T2,...,Zn di x e nelle coordinate y;,%2,...,9y, di y. La proprieta b)
& conseguenza del fatto che scambiando in (1.2) le coordinate di x con
quelle di y l’espressione non cambia. La proprietd c) & conseguenza del
fatto che sui reali Pespressione (x,x) =zf+23+... 422 & sempre positiva
o nulla, e si annulla se e solo se 3 =23 =--- =z, = 0.

1.4 Proposizione. Supponiamo che (x,y) = 0 per ogni vettore x € R™,
allora y = o.

Dim. Infatti se assumiamo x = y deve ancora aversi {(y,y)} = 0 e quindi
Y = o essendo il prodotto scalare canonico positivo. '

Di sélito, per esprimere la proprietd enunciata nella proposizione 1.4,
si dice anche che la forma bilineare & non degenere. Naturalmente, data la
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simmetria del prodotto scalare cano

nico, la stessa proprieta vale scambiando
il primo con il secondo vettore.

Sempre in analogia con il caso dj R?® poniamo le seguenti:

} 1.5 Definizioni. Si chiama modulo del vettore x € R™ il numero:

(1.6) lell = (e, 3)!% = /a2 4 22 4 ... 422 .

St chiama coseno dell’angolo di due vettori non nulli X,y € R® il numero:

(1.7) cos Xy = x,¥) = DNt Eayn

| IR T Y Errera 3w srvssrer &
[

i

Osserviamo che 1’espressione (1.6) & la generalizzazione in R™ de]
teorema di Pitagora. FEssa pud essere assunta come il modulo del vettore
’x, ossia come la sua “lunghezza” in quanto, essendo il prodotto scalare

i (1.2) non degenere e positivo, per ogni vettore non nullo (x,%x)1/% & un
numero reale positivo.

| Perche la (1.7)
1

abbia senso occorre provare che il secondo membro &
in modulo minore o

uguale ad 1. Cid & conseguenza della seguente:

1.8 Proposizione. Per ognt coppia di vettori x,y € R"

(1.9)  (x, ¥ — (Ix]1? Iyl < 0. DISUGUAGLIANZA DI SCHWARZ

Dim. La formula & certamente vera se i vettori sono entrambi nulli,
lassumiamo quindi y # o. Per ogni A € R risulta;

risulta:

l|x +Ayf[2 = ({x +Ay,x +Ay) = (x,x) + 2Mx,y) + z\2(y,y) >0,

Ycfr. proposizione 1.3, ¢)}. Otteniamo una disequazione di secondo
Fn A; nel piano A, u, ’equazione p = [ly ||* A2
una parabola che ha la concavity verso |
non assume valori negativi.

grado
+ 2(x,¥)A + ||x]|?> rappresenta
‘alto (essendo |ly||2 > 0) e che
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Ne segue che il discriminante della corrispondente equazione di secondo
grado deve essere negativo o nullo cioe la (1.9). : &

Dalla disuguaglianza di Schwarz si ricava, se x,y sono non nulli:

1 Yo |

=l iyl T

Notiamo che, sempre a partire dalla (1.9) & facile dimostrare la:
(1.10) . [jx+ ¥l < x|l + llyil DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE

che permette di giustificare 'interpretazione della (1.6) come una lunghezza.

Con l’introduzione del prodotto scalare canonico abbiamo ottenuto
la possibilitd di effettuare in R™ misure di distanze e misure angolari.
In questo senso, quando in R™ consideriamo il prodotto scalare canonico,
diciamo che esso ha una struttura di spazio vettoriale euclideo, ovvero di
spazio vettoriale melrico su R.

1.11 ORTOGONALITA E MATRICI ORTOGONALI. Poniamo innanzi tutto le
seguenti:

1.12 Definizioni. i) Siano x,y € R", si dice che essi sono gortogonali
(in simboli x L y) se e solo se il loro prodotio scalare canonico ¢ nullo,
cioé: (x,y) = 0.

il) Sia vi,va,...,v, una base per lo spazio veltoriale euclideo R™. Essa
st dice ortonormale se:

ffvill = 1 per ognt t = 1,2,...;,n.
{vi,v;) =0 per ogni t # j. |

iii) Una matrice quadrata A € M,(R) si dice ortogonale se i suoi vettori
colonna costituiscono una base ortonormale di R™. &

Notiamo che il prodotto fra matrici di M,(R) pud ora scriversi in
termini di prodotti scalari in quanto, sui reali, il prodotto a;b7 fra un
vettore riga a; ed un vettore colonna b’ ha la stessa espressione del
prodotto scalare (al,bd) dei due vettori (scritti entrambi per colonna).
Da cid segue la caratterizzazione delle matrici 4 ortogonali:

AAT = T ovvero AT = A"l.:

E facile verificare che il prodotio di due matrici brtogonali & ancora
ortogonale, ’inversa di una matrice ortogonale & ortogonale, la trasposta
di una matrice ortogonale & ortogonale (cfr. soluzioni di 1.E).
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Le matrici ortogonali sono legate ai cambiamenti di base ortonormali
in R" : se abbiamo un cambiamento di base di matrice C, come in (3.4) del
capitolo 5, la matrice C7T figura nel cambiamento di coordinate (cfr.3.5)
& per definizione una matrice ortogonale e quindi anche C & ortogonale,
+ formule (3.6) e (3.7) del capitolo 5 si semplificano in quanto in questo

caso C~1 =CT e (CT)" 1 = (CcHT =(cTHT = ¢.

In definitiva abbiamo provato. che:
|

le formule di un cambiamento di base ortonormale e le corrispondentsi

. formule per il cambiamento delle coordinate avvengono tramite matrici

. ortogonali.

1.13 FORMULA DI AGGIUNZIONE. QOPERATORI AGGIUNTI ED AUTO-
JGIUNTI. Sia A una matrice di tipo m X n su R e consideriamo
ipplicazione lineare A : R® — R™ ad essa associata. Consideriamo

inoltre, sia in R™ che in R™, i corrispondenti prodotti scalari canonici. Si

ha la seguente proposizione che caratterizza la matrice trasposta AT, che
2.8 del capitolo 3 & stata definita in modo puramente formale tramite
'scambio di righe e colonne.

" ¢4 Proposizione. Sia A une matrice di tipo mxn. La matrice trasposta
‘ (di tipo n X m) € l'unica matrice tale che per ogni x € R® e per ogni
y E R™ si abbia:

%14') (Ax,y) = (x, ATy) FORMULA DI AGGIUNZIONE.

Dim. Sia A una matrice ed AT la sua trasposta. La verifica di (1.14) &
-;sata, sull’uso della (1.2'):

(Ax,y) = yTAx = yT(AT)Tx = (ATy)Tx = (x, ATy).

!

}:eversa., supponiamo che B sia una matrice di tipo n x m e tale che
(Ax,y) = (x, By) per ogni x € R™ e per ogni y € R™. Sempre facendo uso
di (1.2) abbiamo y7 Ax = (By)Tx = yTBTx, ovvero yI(BTx - Ax) =0 e
« jndi (BTx—~Ax,y) = 0 per ogni y € R™; per la proposizione 1.4 se ne
« tluce che BTx— Ax = (BT —-A)x = o per ogni x € R" 0, equivalentemente,
R" = ker(B” — A). Da dim(ker(BT - A)) = n segue dim(Im(BT — A)) = 0,
cwindi Im(BT — A) = {o} ed i vettori colonna di BT — A sono nulli.
] Eando BT — A la matrice nulla abbiamo provato che A = BT e quindi
o= AT, &

I Il significato della formula di aggiunzione & il seguente. La matrice
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AT come operatore, da luogo anch’essa ad una trasformazione lineare.
AT : R™ — R™ detta trasformazione lineare aggiunta di A; in definitiva
siamo in presenza di due operatori lineari:

A |
R™ « ~ Rm™
AT

che hanno un “comportamento speciale” rispetto ai prodotti scalari canonici
di R™ ed R™: il prodotto scalare (in R™) del trasformato di un vettore
x tramite l’operatore A e di un vettore y uguaglia il prodotto scalare (in
R™) del vettore x e del trasformato di y tramite l’operatore aggiunto AT,

* La formula di aggiunzione & utile, per esempio, per dimostrare jn modo
sintetico la formula:

(AB)T = BT AT

che abbiamo gia visto in 2.9 del capitolo 3. Infatti si ha: ((AB)x,y) =
(A(Bx),y) = (Bx,ATy) = (x, BTATy), d’altra parte risulta anche
((AB)x, y) = (x,(AB)Ty) e quindi la formula & provata in virtd dell’uniciti
data in (1.14'). *

- Come conseguenza della formula di aggiunzione abbiamo infine che:

(i) Un operatore lineare rappresentato da una matrice ortogonale conserva
il prodotto scalare canonico e quindi il modulo dei vettori:

(Ax, Ay) = (x, ATAy) = (x,y),

e viceversa.

(ii) Un operatore lineare rappresentato da una matrice A € M. (R)
simmetrica & autoaggiunto, cioé:

(Ax,y) = (x, Ay).

1.14 OSSERVAZIONE CRITICA. Abbiamo introdotto il prodotto scalare
canonico in R™ tramite un’espressione esplicita in termini delle coordinate
ottenendo una forma bilineare, simmetrica e non degenere positiva. Va
osservato perd che la dimostrazione della disuguaglianza di Schwarz (1.9)
si basa solo sulle proprietd 1.3 del prodotto scalare che sono “formali”.
D’altra parte & possibile definire in R™ altri prodotti scalari bilineari,
simmetrici e non degeneri positivi e per questi la disuguaglianza di Schwarz
e le sue conseguenze continuano pertanto a valere (cfr.[A]). Q
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P.E Esercizi

1. Calcolare, facendo uso del prodotto scalare canonico, il modulo dei
Lseguenti vettori ed il coseno dell’angolo che essi formano a coppie:

-1 0 1/2 ~1
‘ |0 E wo| 0
-5 Y= 1|0 2= ¢ | = 1
2 3 0 ~1

!

2. Verificare che la base canonica di R® & una buse ortonormale rispetto
2l prodotto scalare canonico.
3.

Vedere se le seguenti matrici sono o meno ortogonali:

-1 2 0 0
1 0 0 1 -2 0 0 c -
A= 0 1/v/2 1/V2|, B = 0 01 —1/°“~ SZISI(P iﬁ?ﬂ '
- 0 —-1/vV2 1/V2 0 0 1 1 v v

. Provare che se A & ortogonale anche i suoi vettori riga sono una base
yrtonormale.

7. Provare che se A e B sono ortogonali e dello stesso tipo anche il
)rodotto AB & ortogonale.

6. Sia A una matrice ortogonale, provare che:
I].':L) la sua inversa A~! & ortogonale,
b) det(A) = det(A~1) = +1.

. Provare che ogni matrice dj ermutazione e ortogonale.
| .

8. Si considerino i vettori u;,u;,u; € R3 dati, nella base canonica, da:

I 1/V3 1//2 ~1//8
w =11/V3], w=| 0 |, uwus=| 2/VB|
1/V/3 ~1/v2 ~1/v/6

“jrovare che costituiscono una base ortonormale. Indicate con z,y,z le
pordinate rispetto alla base canonica e con z',y',2' le coordinate nella

nuova base, determinare le formule di trasformazione per i cambiamenti di
base e per le coordinate.
1
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2. PROIETTORI ORTOGONALI SU SOTTOSPAZI DI R™ E
LORO MATRICI -

Nello spirito con cui stiamo passando dallo spazio vettoriale euclideo
Vo allo spazio R™ munito del prodotto scalare canonico, andiamo a definire
la seguente “operazione di proiezione” su un sottospazio proprio W ¢ R"™:

2.1 Definizione. 5i chiama proiezione ortogonale o proietiore lappli-
cazione:

P=Py: R" — R"

che associa ad ogni x € R™ il vettore Px € W tale che il vettore differenza
x — Px sia ortogonale a tutti i vettori di W. In formule:

(i) PxeWwW
(ii) (x—Px,w) =0 per ogni w € W. .

Perché tale definizione abbia senso occorre provare che il vettore Px
esiste ed & unico.
Premettiamo il seguente:

2.2 Lemma Sia A una matrice di tipo n X k e di rango k (k < n) allora
la matrice ATA ha rango k.

Dim. ATA & una matrice quadrata di ordine k, per provare che il suo
rango & k basta provare che dim(ker(ATA)) = 0 e quindi che il sistema
ATAx = o ammette la sola soluzione x = o. Supponiamo che per un
vettore x # o si abbia (ATA)x = o0; allora si ha anche xTATAx = 0

ciod (Ax)TAx = (Ax, Ax) = |Ax|> = 0, da cui segue che Ax = o ovvero
che x € ker(A). Essendo dim(ker(A)) = 0 abbiamo che x = o, cioé una
contraddizione. &

2.3 Proposizione. Il vettore Px definito dallae (2.1) esiste ed ¢ unico.
Inoltre P é una trasformazione lineare rappresentata, nella base canonica,
da una matrice P che opera sui vettori di R™ per moltiplicazione a sinistra.
Dim. Sia al,...,a* una base di W C R" e sia A la matrice (di tipo
n X k) che li ammette come vettori colonna. Un vettore variabile w € W
si scrive quindi nella forma w = Ay, ove le coordinate variabili di y € R¥
sono i1 pesi che esprimono w come combinazione lineare della base. I
vettore Px, se esiste, & anch’esso, per la condizione (i), della forma Az
con z € R* opportuno e da determinare facendo uso della condizione (ii).
St ha quindi (Ay)"(x-Az) = yT(ATx — ATAz)=(ATx~AT Az ,y) = 0 per
ogni y e per la proposizione 1.4 si ottiene: '

ATx - AT Az = o.
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- il lemma 2.2 ATA ha rango massimo e quindi & invertibile; possiamo
ndi ricavare, in modo unico, il vettore numerico

z = (ATA) 1A x,

I lIdefinitiva abbiamo:

Da

Px = Az = A(ATA) 147,

cido si deduce che l'operatore P opera sulle coordinate dei vettori di

R™ per moltiplicazione con la matrice P (di ordine n):

¢

) P = A(ATA) 14T,

e pertanto é lineare. &

La matrice P si chiama anche matrice di proiezione e le seguenti

proprieta caratteristiche sono immediate:

“ D P =pPT matrice simmetrica,

) P = p? malrice idempotente.

P | verificarle basta usare 1’espressione (2.4) ed effettuare le operazioni.
La matrice trovata in (2.4) rappresenta la trasformazione lineare P

nella base canonica di R™, come tale essa & ovviamente unica anche se

la patrice 4 che figura nella formula pud essere scelta in infiniti modj!

In [tre la (2.4) non & semplice da calcolare manualmente, a partire dalla

matrice A, nel caso che la dimensione di W sia elevata.

. Un modo per trovare un’espressione pill semplice & quella di scegliere

p¢ |W una base ortonormale; in questo caso si ha ATA = I e la matrice

di ,lroiezione diviene:

(27) P = AAT, (caso di base ortonormale per Ww).

Notare che (2.4) e (2.7) sono ovviamente la stessa matrice jn quanto
rappresentano la trasformazione P di R™ rispetto alla base canonica, anche

s5e

2.8

51 N

ca’

t matrici A che figurano nelle due formule sono diverse!

OSSERVAZIONE. Per esprimere tramite una matrice il proiettore Py
pssono fare scelte di basi di R™ pilt convenienti rispetto alla base
nica. Infatti, se prendiamo una base qualunque Wi, Wa,...,Wr di W

e ..J completiamo ad una base di R™ aggiungendo vettori indipendenti
Vitl,---, Ve tali che (v;,w;) = 0 per ogni i = 1,...,k, e per ogni
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j=k+1,...,n, per costruzione si ha: Pw(w;) = wy, per i = 1,2,... k;
Pw(vj)=o0 per j=k+1,...,n e la- matrice in questa base & data da:

I, O

0o ol I, matrice identica.'k X k

P =

|

Nella sezione 4 vedremo che per costruire i vettori vJ basta scegliere
una base nel sottospazio ortogonale a W, V)

2.9 EseMPio. Determinare la proiezione ortogonale del vettore x sul
sottospazio W = Span(wi,w2):

1 ' 1 1

x=|-1 wy =|{—2 wWq = 0.
0 1 -1
Si verifica immediatamente che i vettori w; e wy; sono indipendenti;
inoltre, essendo il loro prodotto scalare (wji,w;) = 0, essi sono anche

ortogonali. Per ottenere una base ortonormale di W basta pertanto
dividere ciscuno di essi per il corrispondente modulo:

' 1 1
u =1//6|-2], uw;=1//2| 0
1 -1

La matrice A della formula (2.7) ed AAT sono date da:
1 o1/v/6 1/V2 2/3 -1/3 -1/3
A=|-2//6 0 AAT =|-1/3 2/3 -1/3|.
1/4/6 —1//2 -1/3 -1/3 . 2/3

Il vettore proiezione di x & pertanto:

2/3 -1/3 —1/3|| 1 1
~1/3  2/3 -1/3||-1|=|-1],
~1/3 -1/3  2/3|| o 0
da cui segue che x appartiene al sottospazio W. Q@

Nel caso che il sottospazio W abbia dimensione 1 e sia generato dal
vettore non nullo a, la matrice A coincide con il vettore a pensato come
matrice 7 X 1. La matrice di proiezione in questo caso diviene:

(2.10) | P = a(aTa) !aT = a(a,a)"1a? = @,a)’

e la proieziohe del vettore x ¢ data da:
aal’x  a(a, x) {a, x) _ {x, a}

(@a)  (a,a) (3,2  (aa)

(2.10") Pspan(a)X =
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Naturalmente, se il vettore generatore a ha modulo 1 il denominatore della
precedente formula non appare. In ogni caso dalla (2.10") ben si legge che
il vettore a primo membro appartiene al sottospazio W, cosi come doveva
essere ! ‘

Torniamo ora alla (2.7) e ricordiamo che i vettori colonna al,.. ., a*
di A sono una base ortonormale di W. La formula puo essere riscritta nel
modo seguente: ‘

|

|

|

| — ) Je
(2.11) Pwx=AATx=4" . T Ix=4f""

| @ ( a%)
| = (5al)al + (xa%)a? + - 4 (x ab)ak
|

= PSpan(n‘) x + PSpan(a’) x+---+ PSpan(n") X.

Si ha quindi il seguente teorema di decomposizione delle proiezioni
ortogonali:

2.12 Teorema. Se al aZ,...... , a* é una base ortonormale del sottospazio
W, la proiezione ortogonale Pwx di un qualunque vettore x € R" ¢ la
somma delle proiezioni ortogonali di x sui soltospazi generati dai singoli
vettori di base. &

La matrice del proiettore in questo caso si decompone secondo la
formula:

(2.13) P = AAT = al(al)T + a2(a2)T + -4 ak(ak)T

Iiove 1 singoli addendi a secondo membro sono matrici quadrate di ordine
1 che esprimono le proiezioni sulle rette mutuamente ortogonali generate
dai vettori di base.

k.lti OSSERVAZIONE In analogia al caso dello spazio Vo (cfr.soluzione

ell’esercizio 2 di 2.E, capitolo 7) possiamo definire l'operatore di simmetria

rispetto al sottospazio W C R"™ facendo uso dell’operatore di proiezione P
lo stesso sottospazio:

S =S8w:R" — R", Sx = 2Px — x.

.15* OSSERVAZIONE. Siano v e W rispettivamente un vettore ed un
ttospazio di R™; la proiezione ortogonale u = Pw(v) & I'unico vettore di
W che ha “distanza minima” da v, ciod:
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7 faevil = minwew {lw—vI]}.

Infatti posto v=u+v/ con v—u = v’ L W, si ha ||v—ul|®> = ||v'||* e per
ogni vettore w € W risulta ||w—v]||? = [|[(w—u) — v/||* = ||[w—u]|? + |}v'||?,
visto che w—u € W e quindi v/ L (w-—u) (teorema di Pitagora). Quindi
|lw—v|? = {lw—u|? + |[v—u]|® > |lv—u]f® e I'uguaglianza si ha se e ?010 se
lw—ul|? =0, cioé se w=u=Pw(v). Q

2.16* IL PROBLEMA DEI MINIMI QUADRATI (cenni). Nelle applicazioni &
assai frequente trovare un sistema Ax=Db di m equazioni in n incognite
in cui m>n. Anche se per ragioni fisiche & noto che il sistema ammette
soluzioni, questa proprietd & facilmente distrutta da piccoli errori numerici
o di arrotondamento; infatti si vede facilmente che, perturbando di poco
o i coefficienti di A o il termine noto b, da un sistema compatibile se ne
ottiene uno incompatibile. Per questo motivo & spesso utile sostituire il
problema della risoluzione del sistema con il seguente problema dei minimi
quadrati: determinare un vettore xo tale che ||Axg—b|| = min,{|]Ax—Dbl|}.
Ovviamente se esiste una soluzione xg del sistema, cioé Axpg—b =0, x¢ €
anche soluzione del problema dei minimi quadrati. In generale al variare
di x il vettore Ax varia in W =Im(A). Dall’osservazione 2.15 si deduce
facilmente che il problema proposto si risolve con i seguenti passi:

a) si determina il vettore bg=Pw(b) con W =Im(A);

b) si risolve il sistema Ax =bg che & ora compatibile (perché?) e le

soluzioni trovate risolvono il problema proposto.

Questi due passi possono ridursi ad uno solo nel modo seguente. Infatti
b = bg + b’, con b’ 1 Im(A), by € Im(A), implica che ATb = ATby;
dunque dall’equazione Ax = by deduciamo ATAx = ATbg = ATb e basta
risolvere il sistema AT Ax = ATb. Viceversa se:

(2.17) AT Axg = ATb,
si ha AT(Axp — b) = o e quindi Axp — b & ortogonale ad Im(A) e
b = (b— Axg) + Axe & la decomposizione ortogonale di b rispetto ad

Im(A)t ed Im(A). I vettore xo che soddisfa (2.17) & quindi soluzione del
problema dei minimi quadrati.

Naturalmente una soluzione di b) & definita a meno di vettori in
ker(A) e quindi ci si pud ulteriormente porre il proplema di scegliere
una soluzione ottimale... Per una discussione pii completa di questo
importa,nté problema si rinvia a corsi di analisi numerica. .

2.E Esercizl

1. Determinare una matrice per il proiettore sul sottospazio generato dal
vettore y di componenti 1/2, -3, 1/2.
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-1, 2, 0, 0 sul sottospazio generato dai vettori:
1 0
.0 1
0l

I

]. Determinare la proiezione ortogonale del vettore v € R di componenti

_o o =
Y
. w
I}
o
P
w
i

—1 0
3. Determinare una matrice per la proiezione ortogonale sul sottospazio

r Span(v,w) :

1
v=|0], w=]|1].
1

3. IL PROCEDIMENTO DI ORTONORMALIZZAZIONE DI
GRAM-SCHMIDT r

L Sia W un sottospazio di R™ di dimensione k (k < n) e sia wy,..., wx
a sua base. Vogliamo descrivere un algoritmo che permetta, a partire dai
da,tl di costruire una base ortonormale ai,...,ax del sottospazio. Questo
utxle per esempio, per semplificare la matrice di un proiettore; nel caso
=n formsce un metodo per costruire una matrice ortogonale a partire
da una matrice qualunque.

L’algoritmo (cfr.(2.4) del capitolo 6) & tale che si abbia:

i1 Span(a;) = Span(wy), Span(a;,a;) = Span(wy,wsz),...... ,
(- Span(ay,...,ar) = Span(wi,...,wi).

Innanzi tutto costruiamo i vettori wuji,...,u; in modo tale che
vérifichino le (3.1) e che siano una base di vettori mutuamente ortogonali.

| Si otterrd poi una base ortonormale dividendo ciascuno di essi per il
to modulo.

ROCEDIMENTO DI ORTOGONALIZZAZIONE DI GRAM—-SCHMIDT

L’idea & di costruire i vettori u; ricorsivamente in modo che verifichino
(3.1). Poniamo quindi u; = w;; se a wo sottraiamo la sua proiezione
~togonale sul sottospazio generato da u; otteniamo un vettore ad esso

togonale (cfr.2.1). Poniamo u; = w; — ({wz,ul /(ul,ul)) u; (per la
proiezione indicata stiamo usando la (2.10').
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In generale, costruito il vettore u;_,, otterremo il vettore u; sottraendo a
w; la sua proiezione ortogonale sul.sottospazio Span(u,,. N PR

Si ottengono pertanto le formule:
u; =w
uz =wg — ((Wz, uy)/(uy, 111)) u;

u3 =wjs— ((Wa,ul a1,y )) u; — ((Wa,uz)/{uz, uz)) u;

(32) Wi=Wi— ((W.’,u1>_/(U1,u1)) u; — ((w;,ug)/{ug,ug}) g — - - -
- ((W:',ui-l)/(lli-zl ,u,-,_l)) 1) PP

Ugp = We— ((wk,u1)/(u1,u1)) ujp — ((wk,ug)/(uz,ug)) g — -

- ((Wk,uk—l)/{uk-l,Uk._1)) Uk_1.

L’ordine con cui sono scritti i vettori nei prodotti scalari in questo contesto
¢ irrilevante; preferiamo scriverli perd in quest’ordine per un motivo ben
preciso che scopriremo nella sezione 5). Notiamo che la proiezione di w;
¢ stata determinata facendo uso del teorema 2.12.

Dobbiamo ora provare che i vettori di (3.2) sono una base di W che
verifica (3.1). Basta per questo osservare che il sistema (3.2), considerato
nelle incognite w;, & ricorsivo, ciod di forma triangolare ed i coefficienti
sulla diagonale principale sono tutti non nulli (perché ?7) quindi si pud
invertire e questo prova che i vettori u; sono una base di W. D’altra
parte il sistema costituito dalle prime j equazioni di (32) ( < k) &
anch’esso ricorsivo e questo prova le (3.1). Q

3.3 Esercizio. Determinare una matrice per il proiettore sul sottospazio
W generato dai seguenti vettori:

1

W1 = wgq =

st ek

0

Usiamo il procedimento di Gram-Schmidt per ottenere una base
ortonormale. 5i ha u; = w; e quindi, poiché (wy,u;) =1 e (u1,u11) = 2,
risulta: :
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0 1 -1/2
0 0 0
=g Y2 =] g
0 0 0
oiché (uz,uz) = 1/2, (wa,u1) = 2, (wa,u;) = 0 si ha:
1 1 0
1 0 1
! U3 = 1 — 2/2 1 = ol
‘ 1 0 1

Occorre ora dividere ciascuno dei vettori ottenuti per il rispettivo modulo;
"mill = v2, |juz|l = 1/v/2, |lus]| = V2 e quindi la base ortonormale ottenuta

1/v2 —2/2 0
10 _ 0 _ | 1/V2
( ay = 1/\/’2" az = \/5/2) az = 0 .
0 0 1V

La matrice di proiezione richiesta & data da:
1/3/5 “/2/2 1/‘:/5 1/VZ 0 1/vZ 0
P = AAT = —-v2/2 0  Vv2/2 o |.
vz V22 0 || 0 1/V2 0 1/4/2
0 0 1/v2|!

Il calcolo esplicito & lasciato allo studente. Q

im E chiaro che le formule (3.2) poésono essere implementate su un

puter, cosi come il successivo passaggio di normalizzazione dei vettori
) .
ottenuti.

i A partire dalla struttura canonica metrica di R™ ’analisi infinitesimale

mette di dare senso alla nozione di “volume”. Per un parallelepipedo
rettangolo, in particolare, il volume & dato dal prodotto delle misure dei
Jati; per un parallelepipedo qualunque vale la formula:

“volume”=“base” x “altezza”.

Un’ulteriore applicazione del procedimento di ortonormalizzazione
] fmette in proposito di provare la seguente:
L.«[ Proposizione. Siano wi,wa,...,w, i vettori di una base di R"
e sia B la matrice che li ammette come vettori colonna. Allora il
i |ore assoluto del determinante di B uguaglia il volume del parallelepipedo
i Wi, W2,...,Wg) (dello spazio R™) costruito sui vettori dati.

Dim. Supponiamo innanzi tutto che i vettori dati siano una base ortogo-
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nale, in questo caso si ha:

(W],W]) (WI,WZ) R (wljwn)

BTH — (wz,‘wl) (Wz,.Wz) - (wz,.wn)
5 . M i
(WayW1)  (Wa,W2) ... (Wn,wp) '
lwi]> 0 0
| o llw2|? 0
0 0 v f|wal|?

da cui si ottiene det(BTB) = (det(B)) = |jw1| [[wa|? ... [[wx|]? e quindi
| det(B) |= [lwill fIwa]| ... wal| = vol(P(wi, ..., wn)).

Abbiamo cosi provato la tesi nel caso di un parallelepipedo retto.
Supponiamo ora che i vettori colonna della matrice B siano una base
qualunque; indichiamo con wu;,...,u, la base ortogonale ottenuta con il
procedimento di Gram-Schmidt (3.2) e con A la matrice che li ammette
come vettori colonna. Risulta allora:

det(B) = det(A) = vol(P(uy, ..., u,)) = vol(P(w1, ..., wn))-

Infatti il determinante & invariante per combinazioni lineari sulle colonne e
di tale natura sono le operazioni del procedimento di Gram-Schmidt.
D’altra parte, per il modo geometrico con cui abbiamo ottenuto il
procedimento medesimo, i due parallelepipedi sono equivalenti. Q

3.E Esercizi

1. Determinare la base ortonormale associata alla base w;,wsy,wj3 dal
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:

~1/2 -1 1

0 1 1

Wi=t 1P W= o0 WwW3=|4
1/2 ~1 1

2. 5Si consideri una base per il sottospazio W C R™. Se si permutano i
suoi vettori la base che si ottiene col procedimento di Gram-Schmidt &
sempre la stessa?

3. Sia W = Span(wl,W2,W3);-determ.inarne una base ortonormale:
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-1 -5 -2
Wi = 1 Wo = 3 W3 = 1.
: ol 2(° 1
-1 -1 0

4. Nello spazio R*si consideri il sottospazio di equazione zy —z9 423 = 0
ed i vettori v e w di componenti rispettivamente 1,0,1,0 e 0,1,-2, 0.
Determinare I’angolo che formano le proiezioni di v e w sul sottospazio.

5. Spiegare il significato geometrico della condizione det(I) = 1, I
matrice identita n X n, posta in 3.1 del capitolo 3. |

4, SOTTOSPAZI ORTOGONALI E SOMME DIRETTE
ORTOGONALI

Nello spazio vettoriale Vo consideriamo una coppia di ‘rette r, 7'
costituita da due sottospazi unidimensionali ortogonali, e sia il piano
@ un sottospazio bidimensionale contenente r' ed ortogonale ad r.

Qualunque vettore della retta r & ortogonale sia ad ogni vettore della
retta r’ che ad ogni vettore del piano a. La differenza nei due tipi di
situazione descritti consiste nel fatto che il piano a & costituito da tutti
e soli i vettori di Vo che sono ortogonali ad ogni vettore di r.

&

r
»

r

4

o A

-~ o

|

Nel caso genérale dello spazio R™, munito del prodotto scalare cano-
nico, poniamo le seguenti: | |

4.1 Definizioni. Siano W, U sottospazi di R®.
a) W si dice ortogonale ad U (in simboli W L U) se ogni vettore w € W
e ortogonale a tutti i vettori u€U. In formule deve aversi:

- (w,u) =0 VweW, Yuel.
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b) Si chiama complemento ortogonale di W, e si indica con W+, il
sotlospazio costituito da tutti i vettori di R™ che risultano ortogonali
ad ogni vettore di W. In formule deve aversi:

Wt={xeR"|(x,w)=0 VweW}

c) I sottospazi W, U decompongono R™ in somma diretta ortogonale se:
RP=UgW, U.ilw. &

Notiamo che in a) se W & ortogonale ad U anche U & ortogonale a W,
vista la simmetria del prodotto scalare.

Perché la definizione data in b) abbia senso occorre provare che I’insieme
W+ & di fatto un sottospazio di R™; ma cid & immediato per la bilinearita
del prodotto scalare. Osserviamo inoltre che W N W< = {o}, infatti se
x € WNWL si ha anche x L x e quindi x = o.

Nell’esempio dato all’inizio i sottospazi r ed ' sono fra loro ortogonali;
il sottospazio ortogonale ad r & il piano a ed essi decompongono Vo in
somma diretta ortogonale.

4.2 OSSERVAZIONE. Notiamo che a), &) pud essere verificata facendo uso di
una base (o anche un sistema di generatori) per i sottospazi in questione.
Per esempio per verificare che i sottospazi U e W sono ortogonali basta
verificare che (u;,w;) =0 per ogni i e j, essendo uy,...,ux e wy,...,wp
rispettivamente una base per U e per W. Infatti se U e W sono ortogonali
vale la condizione {u,w) = 0 per ogni u € U e per ogni w € W, quindi
essa vale in particolare per i vettori delle basi scelte.

Viceversa se risulta {u;,w;) per ogni ¢ e j, risulta anche (u,w) =0 in
quanto abbiamo che ogni vettore u € U si scrive come combinazione lineare
degli u; ed ogni vettore w € W si scrive come combinazione lineare dei w.
L’affermazione & quindi conséguenza della bilinearita del prodotto scalare.
Lo studente avra (forse) riconosciuto il “teorema delle tre perpendicolari”
della geometria euclidea! | \

4.3 ESEMPIO. Determinare equazioni cartesiane per il sottospazio Wi
sapendo che W = Span(w;,w3):

> O

I vettori di W+ sono tutti e soli i vettori x di R* che verificano le
condizioni {wi,x) =0, (w3,x) = 0. Esse esplicitamente si scrivono:
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—z1 + 3z2 + (1/2).’33 — 224 =0
1+ 2z3 + 44 =

e danno direttamente le equazioni richieste. ‘ ©

4.4 Proposizione. Sia A € M,,,; i sotiospazi ker(A) ed Im(AT)
decompongono R™ in somma diretta ortogonale.

Dim. Proviamo innanzi tutto che ker(A4) = Im(AT)L. Infatti i vettori
x di ker(A) sono caratterizzati dall’essere tutte e sole le soluzioni del
sistema Ax = o le cui equazioni si possono scrivere nella forma (ai,x) =0,
cioé x L a;, avendo indicato con a; (i = 1,2,...,m) i vettori riga di
A. Essendo questi ultimi un sistema di generatori per Im(AT) si ha
ker(A) C Im(AT)L. Sia ora z € Im(AT)L; esso verifica la condizione

| {ai,z) = 0 per ogni i =1,2,...,m (in quanto & ortogonale a tutti i vettori

di Im(AT)) quindi risulta Az = o ovvero z € ker(A).

i La decomposizione in somma diretta R™ = ker(A)® Im(AT) segue ora
ida.lla. formula di Grassmann (cfr.6.10 del capitolo 2 e 1.6 del capitolo 5),
tenuto conto che i due sottospazi hanno come intersezione {o}. &

In generale se U = W+ risulta anche:
‘ i) RP=Wwagwt somma diretta ortogonale,
ii)  dim(W)+dim(Wi)=n formula della dimensione.
Infatti nella sezione 5 del capitolo 2 abbiamo visto che il sottospazio

U pud rappresentarsi con equazioni cartesiane Ax = o cioé come nucleo
dell’applicazione lineare 4 : R* — R™ e quindi U = ker(A), W = Im(AT).

4.E Esercizi

. Vedere se W = Span(w,,wz) e U = Span(uy,u;) sono fra loro orto-
onali; in caso affermativo vedere se U/ = W

1 1/2 [ =1 0

wq = 2 Wo = 1 y up = L uz = 1
1 ol 2 0 ' 1 = —1 ) 2 1
2 1 1/2 ~1

?. Determinare una base per il sottospazio W ¢ R®, dove il sottospazio
V' & definito dalle equazioni:

3z + 2z — 23+ 24 =0, —22, + zy — (1/3)z3 + x5 = 0.

T Nello spazio vettoriale R4, munito del prodotto scalare canonico, trovare
na base ortonormale per Wi sapendo che W & generato dai vettori v
di componenti 1,1,1,1 e v, di componenti 2,1, -1, 3.
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5. | IL PRODOTTO HERMITIANO CANONICO. MATRICI
UNITARIE E CAMBIAMENTI DI BASE ORTONORMALI

Nello spazio vettoriale C™ vogliamo introdurre un “prodotto scalare”.
La tentazione sarebbe di copiare la formula (1.2) relativa allo spazio
R", cosl come abbiamo gid fatto in 1.3 del capitolo 2 per introdufre la
struttura vettoriale in C™ oppure per definire il prodotto fra matrici ad
elementi complessi; ma ci0 non pud essere fatto! Per capirne la ragione
occorre preventivamente spiegare che uso vogliamo fare di questo “prodotto
scalare”. Innanzi tutto vorremmo poter definire tramite esso il “modulo”
di un qualunque vettore non nullo di C" come un numero reale positivo,
cosi come abbiamo fatto nel caso reale.’ Inoltre vorremmo poter parlare
ancora di vettori di C™ fra loro ortogonali. Supponiamo per un momento
di assumere come prodotto scalare l’espressione (1.2) e consideriamo il
vettore x € C? di componenti i,—1; rmsulta (x,x) = (i)? + (-1)? = 0;
ecco un esempio di vettore non nullo che verrebbe ad avere un modulo
nullo! D’altra parte per il vettore y di componenti 3i, 2 risulta invece
(y,y)=(39)?+(2)? = =944 = —5 e quindi ||y]| = v/~5, ovvero un numero
complesso!

Per eliminare questi inconvenienti conviene quindi porre la seguente:

5.1 Definizione. Si chiama prodotto hermitiano canonico in C" la
funzione che associa ad ogni coppia di vettori x,y € C" il numero
(complesso), indicato con (x|y), dato da:

(52) (xly) = 21 + 22T + -+ + ZnTn,
dove §; € il numero complesso coniugato di y;. . &
In generale data una matrice A (di tipo m X n) si indica con A¥ la

matrice coniugala trasposta, ottenuta da A trasponendola e coniugandone
tutti i suoi elementi; chiaramente si ha:

(A" = A, (AB)Y = BH AH,

In particolare se x,y € C™ sono vettori colonna, y* =|3,%,...7,| e
la (5.2) puo riscriversi facendo uso del prodotto fra matrici:
I

(5.2') | (x|y) = y7x.
Il prodotto hermitiano & una funzione:
p :

(1):C"xC"—C
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che gode delle seguenti proprieta:

5.3 Proprietd. Per ogni coppia di vettori X, ¥ €C" e per ogni A e C st
ha: :

a) (x+ x'|y) = (xly) + (x'|y) linearitd nellg

(Axly) = Axly) prima variabile
a’) (x|ly + Y') = (x|y) + (x|y") antilinearita nellg
(x|\y) = Alxly) ‘ seconda variabile
‘b) (x|y) = -(—);]—JJ simmetria antilineare
ic) (xIx) 2 0, nullo se e solo se x — o positivita Y

Queste proprietd sono di dimostrazione immediata a partire dalla
definizione (5.2). A titolo dj esempio proviamo la seconda dj a'):

| xlAy) = 2139, + 223y, + - 4+ 2,77,
| =A@ T+ 0T+ 4 2,7,) = X, ),

Jer ¢) basta osservare che (x|x) = =%, + T2 + - + 2,Z,, e che |l
prodotto di un numero complesso per il suo coniugato & il quadrato del
po modulo, pertanto esso € sempre positivo o nullo ed & nullo solo se il
}Enmero complesso & nullo.

E evidente la differenza fra le proprieta del prodotto scalare canonico
R™ e quelle de] prodotto hermitiano canonico in C”, (Cjd nondimeno la,

- permette di definire il modulo di up vettore z € C" tramite Ia, formula:

(5.4) Il = (xfxy1/2,

Per quanto riguarda Portogonalita, poniamo, in analogia al caso reale,
la seguente:

§ F Definizione. Dati dye vetiori x,y € C"™ si dice che X € ortogonale
o'y (e st scrive x | Y) se il prodotto hermitiano canonico € nullo, cioe:

Notiamo che P’ortogonalita fra vettori € una relazione simmetrica, nel
senso che se x y allora y | x, anche se il prodotto hermitiano non
¢ |mmetrico. Infatti se (x|y) = 0 risulta anche (¥Ix) = 0 in quanto il
€U Jugato di zero & sé stesso,
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Poiché per i numeri complessi non ha senso parlare di disuguaglianze,
non abbiamo una disuguaglianza di Schwarz né una formula del tipo 1.7
che permetta di definire I’angolo di due vettori. :

Per quanto riguarda la formula di aggiunzione essa va scritta nel modo
seguente: |

(5.6) o |  (Axly) = (x]aTTy),

ed A” & 1'unica matrice che gode di questa proprietd. Infatti abbiamo
(Ax|ly) = yHAx = yH(AH)Hx = (AHy)Yx = (x|AHy). L’unicita si
dimostra con un calcolo analogo a quello del caso reale.

Lo spazio vettoriale C", munito del prodotto hermitiano canonico,
€ un esempio di spazio vettoriale metrico su C. In esso abbiamo ora le
nozioni di modulo e di ortogonalita e, quanto detto per R™ con la struttura
metrica data dal prodotto scalare canonico, pud ripetersi al caso attuale.

In particolare si possono definire i proiettori su sottospazi di C™ come
nel caso reale e valgono tutte le formule date. nella sezione 2, con la
sola avvertenza di sostituire le matrici trasposte con le coniugate trasposte
ed ovviamente il prodotto scalare canonico con quello hermitiano. Per
esempio 1’espressione (2.4) della matrice di un proiettore su un sottospazio
W nella base canonica é:

P =A(AF A1 4H
dove i vettori colonna di A sono una base di W.

In analogia con il caso reale abbiamo le seguenti:

-1

5.7 Definizioni. i) Sia vy,v;,...,v, una base per lo spazio vettoriale
metrico C". Fssa si dice ortonormale se:

lvill=1 V<, (vilv;) =0 Vi#g, ,7=1,...,n

ii) Unae matrice quadrata A di ordine n si dice unitaria se i suoi vettori
colonna costituiscono una base ortonormale per C". L

Si possono costruire basi ortonormali per €™ ovvero matrici
unitarie a partire da basi qualunque facendo uso del procedimento di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt della sezione 3, dove si sostituiscano
nelle formule (3.2) i prodotti scalari con quelli hermitiani. Va avvertito pero
che in questo caso l'ordine in cui sono scritti i vettori nei prodotti scalari
di (3.2) deve essere lasciato inalterato visto che il prodotto hermitiano
canonico & simmetrico antilineare. |
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Dalla definizione se

gue che le matrici unitarie sono invertibili. Un
modo equivalente per ¢

aratterizzarle & il seguente:

5.8 Proposizione. Una matrice quadrata A € M

n(C) ¢ unitaria se e solo
se AAT = AMA =T  ovvero A-1o gH

L

\ In C* munito della str pud parlare dj

cambiamenti di bage ortonormali. La teoria e la stessa del caso reale

 ma si ottengono matrici unitarje (cfr. 1.11). Analogamente al caso reale
‘ le matrici unitarie sono caratterizzate dal fat

hermitiano canonico.

uttura metrica, canonica sj

. Anche la proposizione 4.4 deve essere modificata sostituendo AT cop AH.

5.E Esercizi

El. Calcolare il modulo ed jl prodotto hermitiano canonjco dei vettori:

_2-4 _|2+44
i

| !
2. Verificare se la matrice 4 — a -}-/3)\//5\/5 (1__1;)\//%/5 & unitaria.
3 1 2 3-3
. — — . . —_ H
b. Data la matrice 4 = 3+ 3 5 verificare che risulta A= AF,

F. Applicare il procedimento di Gram-Schmidt per ottenere una base
r

tonormale a partire daj vettori:

144 ~1 i
u=47 1 |, v= -1+, w=| 1/
J 1 0 -1

Siano A, B € M,(C) due matrici unitarie. Provare c
AB & una matrice unitari

a e che A~ & unitaria,

|

F*. STRUTTURA METRICA IN UNO SPAZIO VETTORIALE

he il loro prodotto

—

In questa sezione vogliamo rendere astratta la, “struttura metrica” che
>bbiamo visto concretamente per gli spazi vettoriali R® e C", Consideriamo

indi il caso in cui V sia uno spazio vettoriale dj dimensione finita su R
v'su C e poniamo le seguenti:
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6.1 Deﬁnizioni.

I) Sia'V uno spazio vettorialé su R. Si dice che esso é munito di
una  struttura di spazio vettoriale metrico su R se € assegnata una
funzione ( | g : VXV — R, detta prodotto scalare, che sia bilineare,
simmetrica e positiva. |

Il) Sia V uno spazio vettoriale su C. Si dice che esso é munito di una
struttura di spazio vettoriale metrico su C se é assegnata una funzione
(,.)c:V XV — C, detta prodotto hermitiano, che sia lineare nella
prima variabile, antilineare nella seconda, simmetrica antilineare e
positiva. &

In sostanza stiamo richiedendo che nel caso reale valgano le proprietd 1.3
e nel caso complesso le proprietd 5.3. Se V & munito di una struttura
metrica e quindi & assegnato un prodotto scalare, ovvero un prodotto
hermitiano, possiamo parlare di modulo e di ortogonalita per i vettori di
V. Basta infatti porre:

6.2) V]l = (v,v)}/? modulo di v € V
(6.3) (u,v)g =0 ortogonalitda di u,v e V
dove K = R oppure K = C. &

E chiaro che si possono ripetere tutti i ragionamenti che abbiamo
sviluppato nelle sezioni precedenti e che erano basati sulle proprieta formali
e non sull’espressione esplicita del prodotto scalare canonico di R™ o del
prodotto hermitiano canonico di C". Lasciamo allo studente di rivedere
tutte le sezioni precedenti da questo punto di vista.

A noi interessa in questo momento di mettere in evidenza quale
espressione assuma un prodotto scalare (o0 un prodotto hermitiano) in
termini delle coordinate dei vettori rispetto ad una base.

Assumiamo che V sia uno spazio vettoriale su R munito di un prodotto
scalare ( , )r assegnato una volta per tutte e sia Vi,V2,...,V, una base
fissata; siano inoltre:

V#$1V1+$2V2+--'+znvn, W =1V +Yeve 4 oo b yavn

vettori variabili in V. La linearita rispetto ad entrambe le variabili implica
che:
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(v,wir =z1yv1, Vi)r+ T192{v1, V2)R+ - -+ Z19n{V1, Vn)r
‘ + Zayi(ve, V)R +T2¥2{V2 , Va)r++ -+ Z2¥n(V2, Vn)r

(6.4)

{ + ZnYVa, VIR +Zn¥2(Va, V)R ++ + Zn¥n{Vn, V)R

L’espressione trovata & abbastanza complicata. In essa le quantita (v;,v;)g
ono numeri noti, in quanto il prodotto & assegnato; essi vanno quindi
Lensati come coefficienti di un’espressione che & (ovviamente) lineare
separatamente nelle variabili Tly+-+y&n € Y1,...,Yn. Se consideriamo la
matrice A che ha come elemento di posto 7,5 il numero (vi,v;)r otteniamo
na matrice simmetrica reale e la (6.4) prende una forma piu compatta:

(6.4") (v,wir = yT Ax
s
L’espressione (6.4) pud essere notevolmente semplificata se si assume
¢he la base vy,...,v, sia ortonormale, infatti in tal caso, per definizione,
si ha:
( ) 0 set#3
v. v. —_—
E SN l sei=3j

e quindi si ottiene:

F.S) (V,Wir = Z191 + 2292 + -+ - + TpYn.

Abbiamo in effetti provato che:

[;6 Proposizione. Se nello spazio vettoriale V su R ¢ assegnato un
.rodotto scalare, rispetto ad una sua base ortonormale la sua espressione
in coordinate coincide con il prodotto scalare canonico di R™. &
1

t altri termini I’isomorfismo, determinato dalla scelta di una base
~rtonormale, fra lo spazio vettoriale V ed R™ fa corrispondere i} prodotto
scalare di V' a quello canonico di R® o come si dice esso & un tsomorfismo

spazi vettoriali metrici. |

Lasciamo allo studente di trattare il caso di uno spazio vettoriale
metrico su €, in particolare di provare la seguente:

7 Proposizione. Se nello spazio veltoriale V su C ¢ assegnato
un prodotto hermitiano, rispetto ad una sua base ortonormale la sua
eFressione in coordinate coincide con il prodotto hermitiano canonico in

L

St osservi che il procedimento di Gram-Schmidt si puo applicare in
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uno spazio vettoriale metrico; in particolare in un tale spazio esistono basi
ortonormali. ’

-

-

6.8 ESER“(_:;IZ‘IO. Verificare che ’applicazione ( , )s : R® x R® — R® data
da: (x,y)r =Z1y1+21y3+222y2+3Z3y3+23y1, definisce un prodotto scalare
rispetto al quale si chiede di ortonormalizzare la base canonica di 33.

L’espressione assegnata & lineare separatamente nelle coordinate di x
e di y; inoltre scambiando fra loro le coordinate omonime di questi vettori
st riottiené la stessa espressione.. Cio prova che la funzione assegnata é
bilineare e simmetrica. Poiché risulta {x,x)gr = z1 + 22123 + 223 + 32% =
(z1 4 z3)% 4+ 22% + 22% tale espressione & non negativa e si annulla solo per
x = o. La positivita & stata qui provata con una manipolazione algebrica;
esistono perd criteri generali che permettono di studiare la positivita di
una “forma quadratica®.

Per i vettori e; risulta:

fenen)r=1, (e,e3)r =1, (e2,02)r =2, (e1,e2)r = (e2,€3)R =0

pertanto, facendo uso di (5.2) si ha:

0 1 —1
u; = e, Uz = ez, Uz = ez — ((es,usda/{u,wi)r)uy ={0|—-|{0|=| 0

1 0 1
Basta ora calcolare il modulo di uz e normalizzare i vettori. @

7. ESERCIZI DI RICAPITOLAZIONE

Esercizio 1

1. Si consideri l'applicazione ¢ : R? x R2 — R data da ¢(x,y) =
—~ 191 +221Y2 +222y1 —4x2y2. Dire se essa é: (a) bilineare, (b) simmetrica,
(c) positiva, (d) non degenere (giustificare la risposta).

2. Sia R! munito del prodotto scalare canonico e sia W il sottospazio
definito dalle equazioni z1+32; —23 =0, z2+2z3—z4 = 0. Determinare il
vettore proiezione ortogonale su W del vettore u di componenti 0,0, 1, —1.

3. In R* munito del prodotto scalare canonico si consideri il piano
o generato dai vettori u di componenti 1,2,1,—-1 e w di componenti
0,1,1,0 e sia S, : R* — R* D’applicazione lineare che associa ad ogni
vettore x € R* il suo simmetrico rispetto al piano a. Determinare S,x
per il vettore x di componenti —1,0, 1, 1. (5i consiglia di esprimere tale
simmetrico tramite la proiezione ortogonale di x su a).
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Esercizio II

1. Sia W un sottospazio di R™ (munito del prodotto scalare canonico)
di dimensione k e sia Py : R" —s R® Papplicazione di proiezione su W.
Qual’® il nucdeo di tale proiezione e quale P’immagine? Quali sono le
Cimensiom’ di tali sottospazi?

Descrivere mediante equazioni cartesiane ker(A)L, dove:

. 2 5 3 —4
( A=1{1 -1 1 1]
: 3 4 2 _3

» sia T : R® — R?® la trasformazione lineare, dipendente dal parametro
ale t, definita da:

T(z,y,2) = (z + ty + 2, y+(t+ 1)z, (t- Dz + y).

) :
3 Determinare, al variare del parametro ¢, una base per il sottospazio
i R® formato dalla totalitd dej vettori ortogonali all’immagine di T.

F. Si consideri lo spazio vettoriale R® munito del prodotto scalare canonico
e

FSERCIZIO 111

2. Vedere se la seguente matrice A4 & unitaria; in caso contrario
determinare una base ortonormale (rispetto al prodotto hermitiano
‘h.nonico) per lo spazio generato dalle sue colonne:

) 1 24: 0
A=[2~-1¢ 0 1.
; 0 1 0

{ Nello spazio R* munito del prodotto scalare canonico si consideri il
sottospazio W generato dai vettori:

'* 1 2 1
‘ |1 v = 2 ]l
ST YEp WE g
1 1 2
Determinare una matrice per il proiettore relativo a tale sottospazio.
0 1 0
"y Sia A la matrice [1 0 0],
0 0 1

(2) Provare che & diagonalizzabile e determinare una base di autovettori.
fh) Se la base ottenuta in (a) non & ortonormale, usare il procedimento
Gram-Schmidt per ottenere una base ortonormale. Dire, giustificando
..!risposta, se i nuovi vettori sono ancora autovettori.




SOLUZIONI DI ESERCIZI PROPOSTI

|

Diamo qui le soluzioni di quasi tutti gli esercizi proposti nel testo con
brevi spiegazioni dei calcoli effettuati, perche lo studente abbia una traccia
del procedimento usato per pervenire ai risultati. Si deve tener presente
perdo che spesso uno stesso esercizio puo essere svolto in pit modi e che
anche il risultato pu0 essere espresso in pit modi, si pensi per esempio
al fatto che le equazioni cartesiane di una retta nello spazio non sono
uniche cosi come vi & larga arbitrarieta nella scelta di una base per un
sottospazio. |

Per ragioni tipografiche spesso indicheremo le componenti di un vettore
numerico con la notazione (r1,Z2,...,ZTn).

Capitolo 1: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

2E] 1. &6=(1+v2/2)/8, &2=1/8, &=-1/4.

2. & = h+1/3, & = h, & = h. 3. & = [22—(1+2log3)z4]/3,
€r=1q, {3 =2z4, & = 24 (3,24 variabili libere).

4. Si scambino fra loro le prime due equazioni. Si trovano le soluzioni:
£1=28 - 623, &3=3(9 — 233 — 225), La =13, £4=3 — 25, &5 =25.

5. Si ottengono infinite soluzioni & = (V2/4)h+1/2, n=h.

6. Procedendo come nell’esempio 2.19 a partire dalla tabella:

4 -3 1} -1 4 -3 1| -1
2 =3/2 1/2] 1/2 e si trova 0 0 o0 1
0 0 2| 0 | 0 0 2| 0

cui corrisponde una equazione incompatibile 0z, +0z;40z3=1.

3.E| 1. (a) no; (b) si. 2. (a) no; (b) u=1/5, v=-1/5.
3. Si puo effettuare ’E.G. senza scambi di righe; si trova:
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E le soluzioni: £ = 7(1—=z3)/5, & = —(6+423)/5, & = zj, €4 = 1.

Effettuando l'eliminazione senza scambi di righe si trova:

- 3 2 5|1 o0 ~1
(_ 0 2 —-1]0 1 —2
0 0 3/2]0 -3/2 /3+1

i tre sistemi ammettono ciascuno un’unica soluzione.

Per il primo si
rova la terna 1/3,0,0.

5. A & non singolare, B & singolare. 7. r9(A) = 3, rg(B) = 2.

T Conviene scambiare le ultime due righe. Con I’E.G. si trova, per t#1:

1 1 t 1
0 ~1 1-t -1
0 0 1-~1¢ -1
! 0 0 0 |2-¢—¢
,L il sistema & compatibile solo se 2 — ¢ — 2 — 0, cioé per t = —2

(perché I’E.G. fatta vale per t#1). Per t = 1 basta scrivere il sistema
(rrispondente e con ’E.G. si trova che & incompatibile.

L’E.G. usa le operazioni di somm
generale il quoziente di numeri in Z a
*uzioni sono in Q e non in Z. In o

La matrice dei coeflicienti
unica ed & costituita da numeri d

a e di prodotto e le loro inverse; in

ppartiene a Q e quindi le eventualj
gni caso la soluzione & unica.

ha rango massimo, quindi la soluzione &
i Q(\/ﬁ) perché quest’ultimo & un campo.

E.E 1. Si ha x4y =0. 3.

4. v=e1+292-—e3+394.
[

I vettori sono indipendent;.

Si ottiene la matrice di elementi a11=95/2, a13 =0, ay = 4, az2 = 5/2.

{ | Le matrici ei; , scritte come vettori colonna, sono la base canonica dj
R”, A = ajreq; + arzerp + agzers + @z21€21 + G22€27 + aj3ey;.
c1A1+c2Ar+e3Az+eq Ay =

o corrisponde al sistema —Ct+cr—ecztcy =
( |2¢c; —2¢5 = 0, €3 —cq4 =0, ¢4

=0, che ammette la sola soluzione banale.

|5q 1. 1 vettore ha componenti 10, 1, —1.
1 0 -1

o _ 10 1 2 g

VT2 1 g ]
0 1 1 :

3. (AB)C:A(BC):,“T 2’. 4. (a) No: (b) AB=|-2 0 1]

-2 1
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5. C = AB & una matrice 3 X 2. La seconda riga & il prodotto della
seconda riga di A per B e si ha €1 = 15, g3 = 4.

1 0 0 1 00
6. Si. 7. AB=|a 1 0|, BA=|a 1 0].
0 & 1 ab b 1

10. P e PA sono ottenute rispettivamente da I e da A scambiando la
prima con la seconda nga,, AP & ottenuta da A scambiando la prima con
la seconda colonna.

12. & = z3v3 + & dove v3 ha componentl ~-7/5,-4/5,1,0 e & ha
componenti 7/5,—6/5, 0, 1.

6.E 2. B-non & invertibile.
1 0 0 0
A-1 1 1/2 c-1 = 0 1/2 1/2 0
0 1/2} o 3/2 1/2 -1

0 1 1 -1
| | |
3. La matrice A dei coefficienti & non singolare e risulta:

. 1 0 1 1 0 1{j1 4
A7l =|-1 1 -2, €&=|-1 1 =2{||2|=]|-5
-1 1 -1 | -1 1 -11]|3 -2
7.E 1. P & ottenuta da I scambiando i vettori e3 ed e4; su PA si

puo effettuare I’E.G. senza scambi di righe e si trovano la matrice singolare
S e la matrice L :

1 2 3 4 1 0 0 0
1 0 3 6 31 - -1 1 0 0
| e 0 o -1 -2y L= 1 -1/3 1 0
_ 0 0 0 0 0 1 0 1
2. Per le matrici A e B si trova rispettivamente:
1 0 0 1 0 0 | 1 1 3 1
P=10 0 1|, L=12 1 0|, D= -5 , U=]|0 1 -3/5{;
01 0 3 0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 ' 1 1 1
P=1I, L=§2 1 0|, D= 1 , U=10 1 0
1 1 1 -2 [0 0 1

8. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio I. 2. Si tratta di vedere se il sistema Ax = w & compatibile.
Riordiniamo le righe di A mettendo, dopo la prima riga, la quarta, la



‘50 Capitolo 1: soluzioni degli esercizi

©88-08-16538 -8

tconda, e la terza ed effettuiamo I’E.G.. A partire dalla tabella:

1 -1 0 2, 0 1 -1 0 2 0

0 -3 -1 4] -2 . . 0 -3 -1 41 -2

1 1 1 of 1 SotMere g 5 13 9/3|-1/3"
‘ -1 0 -1 11-3 0 0 0 -3 3
Il sistema & pertanto compatibile e w si esprime come combinazione lineare
delle colonne di A con pesi a3y =1,02=—1,a3=1,as=—1.

Si considerino le matrici:

0 1 a b
0 0 d

¢c d
0 0

o o

L "Ioo

, il loro prodotto FEF =

’ F =

la matrice nulla se e solo se c=d=0. Quindi si pud scegliere F in modo
che sia non nulla prendendo a=b=1.

LSERCIZIO IT 1. Conviene effettuare I'E.G. su A e simultaneamente suj
rmini noti dei tre sistemi; a partire da

!1 -1 111 2 o 1 -1 11 2 o
1 210 1 2, si ottiene 0 1 21 0 1 2.
1 1 6|0 -1 1 lo o 1{-1 -5 -3

Clascuno dei tre sistemi ammette un’unica soluzione; per il primo, per
esempio, si trova la terna ordinata di numeri 4, 2, —1.
?’ rg(A) = 2. A = Span(va,vy) dove vy = (-8/7,-1/7, 1,0) e vy =
L1/7.6/7,0,1).
3. Se A commuta con tutte le matrici, essa commuta anche con le matrici
(ementari:

0 1
0 O

€12 =

0
’ €21 = .

0
1 0

tﬁponendo che Aej2 = €12 A si trova az = 0, a11 = aso; imponendo che
ez1 = €21 A si trova a1, = 0.

‘Esgrcizio III. 2. La matrice A & triangolare superiore quindi basta
fettuare I’E.G.T su A e la matrice identita:
]

! 1 1 1{1 0 o0 1 0 0]1 -1 o0
_ 0 1 10 1 0 ottenendo 0 1 0|0 1 -1
l 10 0 1|0 0 1 0 0 1|0 0 1
wd cui si legge la matrice inversa.
3. Si pud effettuare I’E.G.; a partire da:
‘ 1 2 -1 s 1 2 -1 s
0 1 s45] 1 si ottiene 0 1 s45] 1
s 25 2 | §? 0 0 2+s] 0
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Per ogni s, con 8 # —2, il sistema ammette un’unica soluzione; per s = —2
il sistema & ancora compatibile ed ammette infinite soluzioni.

Capitolo 2: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI |

2.E 1. Le matrici di S sono caratterizzate dall’avere uguali gli
elementi di posto 1,2 e 2,1; tenuto conto di cid si pud provare che S
& chiuso rispetto alle operazioni, infatti:

a bl |a ¥ at+a' b+d a b aa ab
b c-+ b ¢ b+b e+ €S, YN e ab «c €S.
Una base & costituita dalle matrici:
1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0|

2. Per provare che & un sottospazio si faccia lo stesso ragionamento
dell’esercizio 1. La dimensione & 3 in quanto una base & costituita da:

1 0 0 0 0 1
0 0o |0 1 0 of
3. Basta definire le operazioni come in 1.2. Una base & costituita dai
polinomi 1,z,z2% 23 z* che ovviamente 'genera,no; essi sono linearmente
indipendenti in quanto si ha cp-14+c1z+c222 4+ 3z +c42* = 0 se e solo se
i coefficienti sono tutti nulli (principio di identitd dei polinomi). Pertanto
dim(R4[z]) = 5.

4. L’insieme dei polinomi di grado esattamente 4 non & un sottospazio
vettoriale in quanto, per esempio, la differenza di due polinomi di grado
quattro e con lo stesso coefficiente di #* & un polinomio di grado <3 e
quindi non appartiene all’insieme.

5. Una base & costituita dalle matrici:

1 0 0 0 0 O 0 0 O 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0,0 1 0f,!0 0 O],}1 0 O}, 0 0{,[(0 0 1]}.
0 0 0 0 0 0O 0 0 1 0 0 0 1 0 O 0 1 0

6. Per ipotesi si ha ¢;vi + .-+ cxvi = 0 ed almeno uno dei coefficienti
¢ diverso da zero; sia esso ¢, allora. si pud dividere la relazione per ta.le
numero e ricavare v; in funzione dei rimanenti.

4.E 1. Non sono una base di R3; w € Span(uy,usz,u3) ma i pesi
che lo rappresentano come combmazmne lineare di u;, uz, uz non sono
unici, per esempio w = 2u; — u; + Ouz = 4u; — 3u; + 2u;.
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2. La matrice che li ammette come vettori colonna ha rango 2.
3. Risulta dim(W) = 2 ed una base & costituita daj primi due vettori.

4. I vettori sono indipendenti e se consideriamo v,w,e3, la corrispondente
matrice ha rango 3. '

}5. Scriviamo i vettori come colonne di una matrice A e scambiamo la
}prima con la terza riga. Al primo passo dell’E.G. si ottiene:

-1 -2 0 | -1 -2 0
( 0 k—1 k—1| e per k#1 s ha 0 k-1 k-1].
0 k-1 k2-1 0 0 ki

Quindi per k # 0,1 rg(A) = 3; per £ = 0 rg(A) =.2. Per k£ = 1 basta
ta.lcolare la matrice iniziale e vedere che ha rango 1. Quindi dim(W) =3
er ogni k# 0,1; dim(W) = 2 per k = 0; dim(W) =1 per k= 1.

7. Nel primo caso lo spazio generato dalle colonne di § & fatto di vettori
ron la terza coordinata nulla, mentre per A la terza coordinata & variabile
!n funzione di un parametro. Nel secondo caso il discorso & analogo.

9. Consideriamo, oltre ai vettori dati, tutti i vettori canonici i quali sono
wna base di R™. Ne segue che Vi,...,Vg,€1,...,e, sono un sistema di
eneratori per R™. Se da essi, cosi ordinati, estraiamo una base con I’E.G.

‘Etteniamo i primi k vettori assegnati pit n—k fra i vettori canonici (cfr.4.6

del capitolo 2.).

i

5.E 1. I tre vettori sono dipendenti ma i primi due sono indipen-
denti; equazioni parametriche: z; =t + 2t', 2y =2t + 3¢, za=t + ¢/, 24 = ¢;
icavando i parametri dalle ultime equazioni si ha 3z, — 2z, 4+ z4 = 0,

2 —3z3+ x4 =0.

!

[

2. Sostituiamo le matrici con vettori colonna; essi sono dipendenti ed ij

nrimi due indipendenti. Le equazioni parametriche sono: z; =1¢, z, =,

l3=0, ¢4 =t + t’; le equazioni cartesiane sono: 3 =0, 24+ 29 — 24 = 0.

3. W= Span(vy,vy) ha equazioni parametriche Ty =t—t, zy =t 4t

23 =t 4+t e la corrispondente sottovarieta ha equazioni parametriche:
;1 =t—t' -1, zg=t+t' +2, z3=t + ¢ + 1, ed equazione cartesiana
2 — I3 — 1=0.

4. Risolvendo il sistema si trovano per il sottospazio W le equazioni
prametriche o) = —5t+43t/, zo = -4t 4 2t' z3=¢, z, =t'; per la sottovarietd
Fﬁne si ha: z; = =5t + 3t' + 1, 290 = —4t + 2!, 5=t + 1, z4=¢'+ 1.

5. dim(W')=1, 2= -5t+1, y= —4t — 1, z = 3t.

E 1. I generatori di U sono indipendenti, quindi dim(U) = 2 e
passando da equazioni parametriche a cartesiane si trova z3 —z4=0, 2z, —
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322 + 3 =0. Analogamente dim(W)= 3 e si trovano le seguenti equazioni
parametriche ;= a + 2b+ 3¢, 23 =2a + 3b + 3c, x3 =3b + 2¢, 24 = 3b + Sc
(a,b,c parametri). I cinque vettori assegnati sono -un sistema di generatori
per U+ W e la matrice che li ammette come vettori colonna ha rango 4,
quindi dim(U + W) = 4. Per la formula di Grassmann dim(U N W) = 1.
Per determinarne una base si pud imporre che le coordinate di un Vettore
variabile in W verifichino le equazioni cartesiane di U. Sostituendo si
trova ¢ =0,2a+b =0 ed un vettore possibile ha componenti 3,4,6,6.

2. Per U si trova, per esempio, la base uj,uz, uz e quindi dem(U) = 3;
inoltre dim(W) = 3. La matrice che contiene per colonne le due basi ha
rango 4 qujndj dim(U + W) = 4. Dalla formula di Grassmann si ricava
dim(UNW) = 2. |

3. Si ha.fdim(U) =2, dim(W) = 1. Inoltre R® = U + W perche up,us, wi
sono indipendenti. wy ¢ U perché ha la terza coordinata nulla (perche?)
e quindi UNW = {o}.

4. Conviene scrivere le matrici come vettori colonna. U ha eqﬁa.zioni
cartesiane z; = z3, 23 = x4 (dim(U) = 2); W ha l'equazione cartesiana
Ty — %2~ 23 — x4 =0 (dim(W) = 3); dim(UNW) = 1 ed una base &
costituita dal terzo generatore di W. |

5. Basta prendere una retta ed un piano che la contenga.

6. I vettori sono indipendenti. Dal punto di vista del calcolo conviene
aggiungere i vettori canonici ordinati da e; ad e;; usando I'E.G. si puo
completare con es ed ey4.

7. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio I. 1. Dopo aver scambiato la prima con la terza riga
effettuiamo I’E.G.; a partire da:

1 -1 1 1 0 1 -1 1 1 0
1 0 24t 1-3t] 0, siha [0 1 14t —3t 0
1+t 0 2t+2 0 |-1 0 0 —t(14+t) -—-1+2t422|-1

Se t # -1, rg(A¢) = 3, il sistema & compatibile e w verifica la condizione
richiesta; se ¢ = —1, rg(A_1) = 2 ed il sistema & incompatibile.

2. Si ha =y = 2t) + ¢y, 2y = 2ty, T3 = t1 + 3 + 13, T4 = £33 e si deduce
I'equazione cartesiana 2z, 4 x5 — 43 + 424 = 0.

3. Falso. Infatti se A & singolare il sistema Ax = o ammette almeno una
soluzione € # o; e risulta A{ = o = Ao. Se A & non singolare moltiplicando
a sinistra per A™! 'uguaglianza Ax = Ay si ha x=y.

Esercizio II. 1. Indichiamo con b! b? i due vettori colonna di B. Se
esiste una matrice C soluzione di AX = B e quindi tale che AC = B, i suoi
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vettori colonna c!,c? sono rispettivamente soluzioni dei sistemi Ax = bl
Ax = b? e viceversa, ovvero questi ultimi due sistemi devono essere
imultaneamente compatibili. Effettuando 1I’E.G. si trova:

5 1 0 2 1

) 0 3/5 1 |4/5 -3/5,
‘ 0 0 0 0 k+1
quindi deve porsi k = —1.

2. Risolvendo il sistema a scala che rappresenta U si trova dim(U) = 2
Fd una base & costituita dai vettori uj,u, di componenti rispettivamente
-1,-1,1,0 e 1,2,0,1. Per W basta effettuare I’'E.G. sulla matrice che
ha per vettori colonna wj,wy,wj; i primi due risultano essere una base

quindi dim(W) = 2. Si ha R* = U@ W se e solo se R! = U + W e

NW = {o}. I vettori uy,u;,w;,ws sono un sistema dj generatori per
U+ W e la matrice Q che li contiene per colonne ha rango 4; ne scgue che
(U + W) =4, ciod U+ W = R*. Dalla formula di Grassmann si deduce
j{he dim(U N W) =0 e solo il sottospazio nullo ha questa dimensione.

Per I’E.G. non occorre effettuare scambi di righe e si trova

1 0 0|/ o o |j1 2 1
‘A =LDU=12 1 0|0 -5 0 (|0 1 2/5| dove U=1ILT.
1 2/5 1|0 0 14/5{|0 0 1

WsErcizio III. 1. Siano C,D € W, proviamo che C + D € W. Infatti,
A'gdjc_a,ti con c',c?,c? i vettori colonna di C e con dl,d?,d3 quelli di
D, risulta ¢! —2c2+c® =0 e d! —2d2 4+ d3 = o. I vettori colonna di
C + D sono c'+d!,c?4+d?,c3+d3 e risulta (c1+d1)~2(c2+d2)+c3+d3) =
P —2c? 4¢3 +d!' —24d2 + 43 = o. Analogamente si prova che aC € W.

sserviamo che se C € W il suo terzo vettore colonna & determinato dai
primi due (che sono arbitrari) in quanto ¢ = —c! + 2c?; per trovare una
base di W basta scrivere le quattro matrici della base canonica dj M2 (R)
]d aggiungere a ciascuna di esse la terza colonna cosi come abbiamo
hdicato. Pertanto dim(W) = 4.

2. Chiaramente dim(U)=2. Effettuiamo ’E.G. sulla matrice che ha come
Fttori colonna ordinatamente i generatori di W e la base di U. Si ottiene:
|

1 -1 2 1 0
‘_ 0 2 1 -1 1
| . 0 0 0 0 -2
I 0 0 0 0 0
Da essa si legge che dim(W) =2, dim(U + W) = 3 (wi1,w2,u; sono una
base di U + W), e per la formula di Grassmann dim(U N W) = 1. Inoltre
FSE Span(wi,wy) =W (perche?) quindi & una base per 1’intersezione.
v.  Se effettuiamo una E.G. su A ottenendo la matrice a scala S e la



Capitolo 3: soluzioni degli esercizi _ 255 _

©88-08-16538 -8 |

fattorizzazione PA = LS, ’'E.G. su PA avviene senza scambi di righe e
come risultato si ottiene la stessa matrice S la- quale contiene i pivots
sulle colonne ji,j2,...,Jr. La matrice A’ costituita dalle prime r righe
e le colonne j1,j2,-..,jr di PA & una sottomatrice quadrata di A di
ordine r non singolare per costruzione. Se si orla A' con una ulteriore
riga e colonna di A si ottiene una matrice A” singolare in quanto la sua
riduzione a scala contiene una riga di zeri ( stiamo qui sfruttando il fatto
che la riduzione a scala di A’ & la matrice S’ ottenuta prendendo le prime
r righe di S e le colonne ji,j2,...,7r).

Viceversa se esiste una matrice A’ estratta da A e con le proprieta
volute, indichiamo con P' una matrice di permutazione per cui 'E.G. su
P'A' possa avvenire senza scambi di righe. Sia quindi P la matrice di
permutazione tale che che la sottomatrice P'A’ sia ottenuta dalle prime r
righe di PA. Procedendo con I'E.G. su PA si effettuano almeno r passi
in quanto le righe di A’ sonoindipendenti; i passi sono esattamente r in
quanto & singolare ogni matrice A” ottenuta da A’ orlando con una riga
e colonna di A. Pertanto rg(A) =r.

ESERCIZIO IV. 1. -Risulta & = zs5vs + & dove v:;, ha componenti
-1,1,0,-1,1 e & ha componenti 6,-5, 3,-1, 0. ’

2. Se A & singolare, per la proposizione 6.13 esiste £ # o tale che A€ =o.
Pertanto B(A{) = (BA) = o e quindi BA & singolare. Per la matrice AB
possiamo supporre che B sia non singolare in quanto, se B & singolare
siamo nel caso precedentemente trattato. II sistema Bx = { ammette
un’unica soluzione 7 e quindi (AB)n = A{ = o.

1 -4 1 -6

. 2 _ 3 _

3. Si ha A® = 0 1|, A _IO 1I..

Le matrici date appartengono a W e si possono rappresentare come
vettori colonna di R® di componenti rispettivamente 1,-2,1; 1,-4,1;

—6, 1. Si vede subito che tali vettori sono dipendenti; i primi due sono

mdjpendentl e si possono completare ad una base di W prendendo la
matrice che corrisponde al vettore e; € R3.

Capitolo 3: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

2.E| 1. det(A) = det

+ det

O o= O
—_ - @
OO =
OO)—*O‘
o= OO
O - -0
=
o B e I
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2;  det(B) = —55.

R
I

2. det(A;)=4t>—-3t=0 per t = 0,3/4.
E3. Le permutzioni che hanno 1 al primo posto sono:
|

1234,1342, 1423 con segno +1 e 1243, 1324, 1432 con segno —1.

/quelle che hanno 2 al primo posto sono:

‘2143, 2314, 2431 con segno +1 e 2134, 2341, 2413 con segno -1,
etc.

4. det(A) = anazzaszayy + @11823034842 + @11 024032043 — G11a22a34043

| T 011023032044 — 1182403342 + ... (mancano 18 addendj D.

5. L’espressione 2.4 contiene in questo caso solo un addendo non nullo.

B. Basta sviluppare secondo gli elementi della prima riga e iterare il
brocedimento.

B.E 1. det(A7'A)=det(I) = det(A)det(A)=1 = det(A™) = 1/det(A).
2. det(CTAC) = det(C™ )det(A)det(C) = det(A) per Desercizio 1.

3. Se A ha i vettori riga a1,...,8n, la matrice a4 ha i vettori riga
¥ay,...,aa,. Applicando la lineariti in ciascun vettore riga si ha:
let(A) = det(aay,aay,...,aa,) = adet(ay, aa; ..., aa,)

= o’det(ay,as,...,0a,) = .- = a’det(ay,az,...,a,) = a"det(A).

-

H.E 1. Conviene usare I'E.G. sulla matrice A; al primo passo non
si devono effettuare scambi di righe e si trova la matrice:

Ay

Il

1
1
0
0

O N O

1 1
0 0
0 0
0 3

uindi det(A) = det(A;). Quest’ultimo conviene calcolarlo secondo gli
-;llementi della prima colonna; risulta det(A) = ~6.

det(Ay) = 2(t — 1) = t = 0, 1.
- det(Ag) = —k>(1-k)*(k+1) # 0 per k #£ 0, +1.

o

1 -1 o0
Y Agg(A)=A7r=]0 1 -1},
0 o0 1

5. Indicata con A la matrice dei coefficienti del sistema risulta:
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0 1 -1 -3

A“‘1;= 1/4 -1/4 -1/2| e si ha la soluzione —-1/24.
1/4 —-1/4 1/2] ° 3/2

6. I cofattori sono numeri interi e quindi Agg(A)/det(A) € una matrice
ad elementi interi.

7. Per il teorema di Cramer il sistema az + by = —cz,a'z + b'g} = —¢'z
ammette ]la soluzione:
—cz b b ¢ a —cz a c¢
det oz b det y oo det a —c's! det o o
I = =2 Yy = = —Z
a b a b\’ a b a b
det J b det Y  det Y det d b

6. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio 1. 1. P & ottenuta da I permutandone i vettori. Se
indichiamo con o tale permutazione, i vettori riga di P sono
nell’ordine e,(1),@5(2),---,€0(n); i vettori colonna di PT sono nell’ordine
93(1)393(2)!---se£(n) dove e,(;) e efm hanno le stesse componenti (tutte
nulle tranne la i-ma che vale 1). Effettuando il prodotto righe per colonne
si trova PPT = I e quindi la tesi. _

2. Si trova dim(W) =2 e le equazioni z;—~2z9+4234=0, z; +z3—6z4 =0.
3. det(A) = —16 e quindi rg(A) =4.

Essrcizio II. 1. Si ha U' = Span(u)+up e W' = Span(w) + wo dove:

2 1 -6 2
u = -—1, Ug = 2, w = 3, Wo = 3/2

1 1 -3 3/2
U=_Span(v) e W=_Span(w) sono lo U=w
stesso sottospazio in quanto w = —3u,
quindi U’ e W' sono due rette Yo Wo
parallele fra loro in quanto parallele
alla retta (sottospazio) U = W. Inoltre ; u-w
wo € U’ in quanto si ottiene per o

t=1/2 e quindi U' = W'.

2. Sia p(z) € Rs[z], p(z) = ag + a1z + azz? + azz?®; le sue coordinate
rispetto alla base {1,z,z?,z%} sono i coefficienti ag,a;,a;,a3. Calcolando
p(z) e p'(z) = a1 + 2a2z + 3a3z? per z = 1 si ottengono le condizioni
perché p(z) appartenga a W, cioé il sistema omogeneo ap+ay+az+az=0,
a1 +2a3 +3a3 = 0, il quale fornisce le equazioni cartesiane di un sottospazio.
Risolvendo il sistema si trova che una base per W & costituita dai
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polinomi di coefficienti rispettivamente 1,-2,1,0 e 2,-3,0,1 ovvero
pi(z) =1 -2z + 22, py(z) = 2 — 3z + 3.

Sia rg(A) = r e supponiamo che Ax = b sia compatibile, cioé che

appartenga allo spazio generato dai vettori colonna dj A (cfr.5.15
del capitolo 1). Una E.G. sulla matrice A', che contiene b sull’ultima
olonna, seleziona una base fra i suoi vettori colonna; quindi non seleziona
l (che dipende dai vettori colonna di A), ne segue che seleziona una
vase fra i vettori colonna di A4 e rgA’') = rg(A). Viceversa supponiamo
r9(A) = r9(A’) = r. L’E.G. su A' permette di selezionare una base
ostituita da » fra i vettori colonna di A’, gli stessi che vengono selezionati
er A visto che A e A’ hanno lo stesso rango e b & 'ultima colonna di A’.
Pertanto b dipende linearmente e quindi appartiene allo spazio generato

H]a.i vettori colonna di A ed il sistema & compatibile.

|

apitolo 4:" SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI
| |

2.E 3. z-32=0. 4. L’equazione si pud scrivere (,\—}Bu)x+()\+3y,)y—
H3u)z+51 =0 ovvero 4+ y—z+k =0 dove k = Spf(A+3u), (A+3p # 0).
E, piano richiesto ha equazione z + y—z—4=0.

5. a) un punto (sistema con soluzione unica); b) una retta (sistema con
~ soluzioni - dipendenti da un parametro); c¢) l’insieme vuoto (sistema,
ompatibile).

v. 1 C o perché 'equazione di o & combinazione lineare delle equazioni
che rappresentano r.

I vettori di componenti 3,1,2 e 1, 1/3, 2/3, che vengono combinati
! learmente, sono dipendenti; quindi essi generano una retta e non un
piano. La retta & parametrizzata con due parametri di cui uno inutile!

¢ | Il punto non appartiene alla retta; esso appartiene al piano in quanto
¢ jottiene per t=0, t'=0.

9. Un vettore direttore ha componenti —2, 2, 1; le corrispondenti equa-
7' ni parametriche sono z = 1 — 2, y=2t+3,z=1— 4.

: + La retta & parallela al piano o e non & in esso contenuta.
11. z=3t+t, y=t+t') 2= -2 +1¢.
17} Sostituendo le coordinate del punto variabile su r nell’equazione del

F jpo si ottiene un’equazione (nel parametro) identicamente soddisfatta.

13. r ha equazioni cartesiane z — ¥y=3=0,2-2y—~3=0; a ha equazione
1Az — 5y - 3z - 9 = Q.

1 r ha eq.ni cartesiane 2z-y—-2=0, 224+y—-6=0. 15. 3z —5y+2z=0.
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16. r h%a. eq.ni * —y~1=0,3y — z = 0. Basta verificare che il sistema
delle equazioni di r e di @ ammette infinite soluzioni.

17. Il:m:n=3:1:3; I:m:n=1:4:3. 18, a:b:c=3:-2:7.
19. Sostituendo le coordinate del punto variabile su r nell’eq.ne del piano
si trova una identita.

20. No. 21. Si. 22. Le due rette non sono parallele in quanto
i parametri direttori di » : (-1, 2,3), quelli di s:(2,3,1) 1’10}[ SONO
proporzionali. La retta r non incontra il piano di eq.ne £ — y+ z = 0 che

e uno dei piani su cui giace s, pertanto r non incontra s. Ne segue che
le rette sono sghembe.

23. Per i coefficienti di giacitura di 3 si trova a:b:¢c=1:-3: —1.
Pertanto i due piani non sono paralleli e quindi neppure coincidenti.

24. Imponendo che il punto variabile su s verifichi I’equazione del primo
piano che definisce r si ottiene t = 0 ed il punto Py = (-1,0,1) € s
appartiene a tale piano. D’altra parte lo stesso punto verifica 1’equazione
del secondo piano che determina r e quindi & un punto di r. Le due rette
sono quindi incidenti.

3.E 1. =143t y=3—-¢t; z+3y—-10=0. 2. [:m = ~7:3.

3. No, sono due rette parallele. 4. 1l punto R = (3t,14t) € 7 appartiene
ad s per t=0 e quindi le rette sono incidenti. 5. a(z+1) + b(y+3)=0
a,b parametri omogenei.

6. L’equazione cartesiana di r & 2x4+y—1=0 e quindi 7 || s; il fascio
improprio ha equazione 2z+y+k = 0 ed imponendo il passaggio per
P = (~2,5) si ottiene k=—1 cioé la retta r.

7. Si tratta dell’asse delle vy di equazioni cartesiane z =0 ed equazioni
parametriche z=0, y=1.
8. Eliminando il parametro si trova l’equazione cartesiana z+3y—7=0 e

. . I y
l’equazione segmentaria — 4+ —— — 1 =0,
B s 773
10. La retta r ha equazione z+y—2=0 e la retta richiesta ha equazione

z+y—6=0

5.E 1. Equazioni cartesiane di r: 2z+4+y+2 =0, 3z—2+4 = 0.
Eq.ne del fascio di piani: 22+y+2 + k(3z—2+4) = 0; il passaggio per
Q= 2+1/24+2+ k(3 -3) =0 equazione priva di soluzioni. Il piano
richiesto € 1’unico non rappresentato nel fascio facendo uso del parametro
non omogeneo k, cioé il piano 3z —~z+4=0.

2. Siano r = (1,-1,1/2) e s = (1,2,~1) vettori direttori per le rette r
ed s. Essi determinano la giacitura del piano a:b:¢c = 0 : 3/2:3 ed il
piano ha eq.me (3/2)(y — 1)+ 3(2—1) = 0.




260 Capitolo 4: soluzionj degli esercizi

©68-08-16538 - 5

‘3. - 'La retta v’ = ang ha parametri direttori l:m:n=—-1:8: 13; Ia retta
r richiesta é parallela ad ' ed & rappresentata da equazioni parametriche
z=—-t,y=8t z=13t + 1.
4. 1 punto R = (—-%t —2, —3t+4,t—1) € r verifica entrambe le equazioni
di s per ¢t = 2 quindi le due rette hanno in comune il punto (—3,-2,1)
che si ottiene per tale valore del parametro. Per f =0 si ottiene il punto
Ro = (-2,4,-1) € r che non appartiene ad s ed il piano richiesto & jl
piano per Ry e per s. :

% + % + l;— =1 eq.ne segmentaria; z =¢, y =1t r=1— (1/3)t - (1/5)¢'
eq.ni parametriche.
E. Sono possibili tutte e tre le forme ridotte perché nessuno dei parametri
irettori ¢ nullo o, equivalentemente, la retta non & parallela ad alcuno
dei piani coordinati. Forme ridotte:
Y= —dr -2 z = —(1/4)(y + 2) z = (1/2)(1 - 2)
| z=1-22 z2=(1/2)y + 2 y=2z-4.
7. 1 piano per P = (0,-1,-1) e parallelo al piano dato ha eq.ne
2r—y—32—4=0; il piano per P e per s ha eq.ne z4+3y—2+4+2=0. I due
iani indicati individuano una retta r che & certamente complanare con s;
pccorre verificare che non sia ad essa parallela.

8. Il vettore OR ha componenti 3r + 1, -27,2 —~ 7 e la condizione di
parallelismo implica 3r+1+2r4+2—7 = 0, ciod 7 = —3/4, cui corrisponde
F punto R = (-5/4,3/2, 5/4).

9. R = (2t,t-2,2-1), § = (2r - 1/2, —7, 37); v ha componenti
Tr—2t——1/2, —7—t+2, 3r—2+4+¢t. La condizione di parallelismo si scrive:

2r—20—-1/2  ~T—t+2 3r-241¢
4 B —2 - -3

La cui, uguagliando i primi due rapporti si ricava ¢t = 7/8; uguagliando il
condo al terzo si ottiene r = 5/8. In corrispondenza si hanno i punti

R =(7/4,-9/8,9/8) ed § = (3/4, —5/8, 15/8).

10. Le rette r=anp, s = a Ny, p=48nN Y sono parallele in quanto’
-anno gli stessi parametri direttori l=2,m=1,n=1. Per controllare che
ono distinte si pud comsiderare un punto di T, per esempio R = (1,1, 0),

e verificare che R ¢ s e R ¢ p. Con lo stesso metodo si pud controllare

he s e p sono distinte.

'_1. Tale retta deve appartenere al piano a per P e 1’asse 7z ed al piano
# per P parallelo al piano 7. Eq.ne fascio di asse I'asse z & z + ky = 0;
eg.ne piano a: z+y = 0; eq.ne piano 3 : 2(z+1)-3(y-1)+5(z+2) = 0.

| parametri direttori-di r sono ! = 1, m = —1, n = —1; poich® essa non &

‘L.ra.llela, all’asse z la condizione di complanarita di r e l'asse z equivale

alla condizione richiesta.
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12. Si tratta di equazioni lineari nei parametri, che rappresentano una
sottovarietd affine parallela al sottospazio generato dai vettori v di
componenti 3,1,1 e w di componenti 1,4, —1. Poiché tali vettori sono
indipendenti dim(a) = 2. Eq.ne cartesiana di « : 5z—4y—llz+4 = 0. L’asse
Y passa per O e non appartiene ad a; il fascio di piani con questo asse sega,
a nel fascio di rette richiesto che ha eq.ni z+kz = 0, 52z — 4y — 112!—|—4 =0
al variare del parametro non omogeneo k.

13. Se ta.le retta esiste, deve appartenere al piano a che passa per P ed
r ed al piano B per P e per s. Eq.ne del piano a: 5z + 4y — 6z—3=0;
eq.ne del piano f: z — 5y — 42 — 15 = 0. I parametri direttori della retta
mtersemone dei due piani non sono proporzionali né a quelli di r ne a
quelli di 3 e quindi la retta r & I’unica che risolve il problema.

14 1 pla.no del fascio di asse la retta s ha eq.ne :z:+z+k(y—m— 6) =0
ovvero (1—k)z 4+ ky+ 2—6k = 0. Un vettore direttore di r, di componenti
2, 1,-1, risulta parallelo ad un piano del fascio se 2(1 —k)+k— 1=0, da
cui si ricava k=1.

7. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio I. 1. Per t # —1 il sistema ammette 1’unica soluzione
= 1/4,y = 0,z = 0 quindi la sottovarietd V; non varia al variare di
t ed ha dimensione 0. Per t = —1 il sistema dato & equivalente al
sistema 4z + 42z = 1, y = 0 che ammette infinite soluzioni dipendenti da un
parametro essenma.le, la corrispondente sottovarietd ha dimensione 1.

2. La retta passante per P e parallela ai due piani «, (che individuino
una retta, come nel nostro caso) & la retta per P parallela alla retta

= ang. Queste sole condizioni individuano la retta s di eq.ni parametriche
=T,y =11t, 2 = —3t. Perché il problema abbia soluzione occorre che
quest’ultima sia incidente alla retta r di eqni z+2-2=0,y+32-1=0.
Infatti si trova che per t = 1/2 il punto § =(7/2, 11/2, -—3/2) appartiene
ad r.

3. 1 vetton u; e uz sono una base per U il quale ammette eq.ni
parametriche 3 =2t 4 2t', 2y =4t +t', 23 = -2 — ' 24 = t', x5 = 2t + ¢,
Eliminando i due parametn s ottengono le eq.ni cartesmne T3 + 25 =0,
T — 24 — 25 =0, 22 + 24 — 225 = 0.

Esercizio II. 1. Eliminando il parametro si trovano per s le eq.ni
cartesiane y 4+ 2+2 =0,z4+22-3 = 0. 11 primo dei due piani scritti
appartiene al fascio di asse r in quanto si ottiene combinando linearmente
le due eq.ni che definiscono r con pesi 1 e —1. Ne segue che r ed s sono
complanari ed appartengono al piano 8 di eq.ne y+2+2 = 0 su cui giace
anche la retta p.
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Il sottospazio W ha dimensione 3 ed & rappresentato dall’eq.ne

—z3 = 0. UNW ha eq.ni cartesiane 1+ 23 —T3+ 24 =0, 23 —2z4 = 0 ed

una base per tale sottospazio & fornita dai vettori di componenti —1, 1, 0, 0
~0,0,1, 1. ‘

L s+ ax(s+2t)+az(s+t+u)toy(s+t+u+2v)=o0 <=

W + oz + a3+ ay)s + (202 + az + oy)t + (a3 + ag)u + 204v = 0 e per

I'indipendenza dei vettori s,t,u,v & aj+az+az+ay=0, 200+ a3+a4=0,
+a4=0, ay=0. Per tale sistema la soluzione & unica e quindi i vettori
toposti sono indipendenti.

Japitolo 5: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI
E 1. Effettuando I'E.G. si trova rg(A) = 3, quindi & suriettiva:
m(A) = R® ker(A) & generato dal vettore v di componenti
—-3/5,—11/5,1, 1; Im(AT) ha per base i tre vettori riga di A; poiche
dim(ker(AT)) =3 ~3 = 0 = ker(AT) & il sottospazio nullo, che non ha
a base. '

~: Scambiando le ultime due righe ed effettuando I’E.G. si trova che per
t #1 rg(Ay)=3; per t=1rg(A1)=2. Poiche dim(ker(A;))=4—-rg(A) =
m(ker(A;))=2. |

rg(A) = 3 quindi Im(A) = R3. ker(A) & generato dai vettori
(—6/'7v ""16/73 1, 0)1 (1/79 12/71 0, 1)‘
1 -2 -1
1 1 1
componenti —1/3,—-2/3, 1, una base di Im(A7T) & costituita dai due vettori
rifa di A; ker(AT) = {o}. |

A= l \; Im(A) = R?; ker(A) & generato dal vettore di

|AE 1. L’applicazione & suriettiva. La controimmagine ¢ data dal
sistema Ax = b dove b ha componenti —1, 0, 3; si tratta di una sottovarieti
rne di dimensione 1 di eq.ni z;=-3t+7, zo=—11t4+2, 23 =5t —4, 24 =5.
Per t # 1 D’applicazione & suriettiva; non & mai iniettiva.
3. B=AT:R®*—R*; r¢g(B)=3 = B & iniettiva e non suriettiva.

E 1. La trasformazione si scrive in forma matriciale:
2 -1 0

x = Ax/', A={1 1 0 det(A) = -3 #0
1 1 -1

Quindi si ha un cambiamento di coordinate e si trova:
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vi =2vi+ve+ va, vi=—v) + vy +v3, vi = ~v3 ; e le inverse:
— 1. ) — 1. 2. .1 ! |
V] = §V) — 3Va, V2 = 5V + §Va + V3, V3 = — V3.

2. La matrice A che contiene per righe le coordinate di wi,ws, w3 & non
singolare e i tre vettori sono una base. Indicate con x le coordinate relative
alla base v;,vy,v3 e con y quelle relative all’altra, si ha la trasformazione
di coordinate x = ATy da cui segue y = (AT) 1x e: |

1‘1 1 1
A”1=3—2 -2 3.
i <4 1

3. La matrice A generica di M;(R)}) ha coordinate aj1,a12,a21,a22;
A€eV = aq —axy = 0, equazione di un sottospazio di dimensione 3.
Scritte le matrici 4; € V e Al € V come vettori colonna a; e a} di RY,
si vede che sono indipendenti sia le prime tre che le seconde quindi sono

due basi in V e risulta a; = aj — a}, a; = 2a} — a), a3 = —aj.
4.E 1. In forma matriciale si ha:

z! 2 -1 0| |z

yi1=11 1 O0fly

z! 1 1 1l =

e la matrice & non singolare. Ne segue che Ix’er(T) = {0} ed Im(T)=V.
Poiché v ha coordinate 3,—1, 1 il suo trasfermato ha coordinate 7,2,3 e
quindi T(V) = Tvy + 2v2 + 3vs.

. 2 1 1
2. A=}|-1 0 0}, det(A) # 0, si tratta di un automorfismo.
0 1 -1
Si ha:
1 1 1 1 -1 0 3 4 5
C=1011 1|; C-1=|0 1 -1}, B=C'AC=]|-1 -2 -1].
0 0 1 0 0 1 0 1 0
; 1 -1 4
3. La trasformazione ¢ y = Ax, A =1 2 -5|, det(4) = 0. Non
2 1 -1

¢ possibile interpretare le formule come un cambiamento di coordinate,
ma esse rappresentano un endomorfismo di V in cui Im(T) CV € un
sottospazio proprio e quindi non tutti i vettori di V sono nell’immagine.
I vettore w € Im(T) < il sistema Ax = b, dove b ha componenti
—1, 1, 1, risulta compatibile; si trova quindi w ¢ Im(T).
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4- La matrice A della trasformazione (nella base canonica) ha per colonne
» componenti dei vettori v,,vi,vs e risulta non singolare se-e solo se
let(A) = t2 + 2t — 2 # 0 ovvero ¢ # —1+ /3. La trasformazione inversa &
rappresentata, nella base canonica, dalla matrice A-1. In questo caso non
aniene calcolarla tramite I’E.G., in quanto i moltiplicatori sono rapporti

polinomi in ¢. Conviene calcolare Agg(A) e poi dividere per det(A): si
I'ova

: t t —2
AT = T o5 |1 2t-1 t-2|.
‘ tA=20 1 1 i40

5. T(a1)=T(e1)+3T(e2)+T(e3)=by, T(ag):T(el)——3T(e2)—5T(e3)=b2,
(az) = T(e1) — 3T(e2) + T(es) = bjz. Ricaviamo T(e1), T(ez2), T(e3) in
nzione di b;,b,,b; facendo uso dell’E.G.: '

1 3 1] by 1 3 1| by
1 -3 —5| b, 0 —6 —6| by;—by.
1 -3 1| by 10 0 6| bz—b,

o1 ottiene T(93) = (1/6)(b3 - bz), T(ez) = (1/6)(1)1 - bg), T(el) =... e sl
devono ancora esprimere i vettori by,bs,bs nella base canonjca.

1 -3 -1 -1
v Bl=|-2 7 2 B~'AB = 1
3 2 —4 2
( -» Esercizi di ricapitolazione
Esercizio 1. 1. Eq.ni parametriche di r: z = —2¢ + 2,y=1t,2z=1.

=(-2t'+2, ¢, 1), §=1(@, 2t 1- t); le componenti di v sono

-2t — 2,2t —t', —t; e ¢ ha paraletri direttori 0,—-1, 1. Le condizioni di
parallelismo sono t+2t' -2 =10,2t -t = ¢ da cui si ricava ¢t = ¢’ = 2/3 ed
'~ corrispondenza i punti richiesti dal problema.

S R S R I Y K B A e
g 011 0
trasforma;ione c’;b-{-c: di matrice A= 0 1 1 ol
d = 2d 0 0 0 2
a) sottovarietd affine (non sottospazio); b) sottospazio; c) non @&

un’equazione lineare e quindi non rappresenta una sottovarieti lineare.

I [Erc1zio II. 1. Facendo uso dell’E.G. si trova: rg(A) =4 se a £ b
€ L‘.#O; rg(A) =3 se a =b e a # 0 79(A) = 2 se a = b = 0. Sia A,
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la matrice ‘A calcolata per a = b = 0; dall’eliminazione gia fatta si vede
che i primi due vettori colonna sono una base di Im(Ag). Una base per
ker(Ao) ¢ fornita dai vettori (0,1,0,1) (-1,1,1,0). : '

2. Osserviamo che 3 <dim(U+W)<4e0< dim(U NW) < 3; quindi e)
va scartato e per la formula di Grassmann vanno scartati anche ) e b).

3. Py =(0,0,1). L’asse z passa per F, e non appartiene ad «, quindi il
fascio di piani y = kz lo sega nel fascio di rette richiesto che ha equazioni:
y=kz,z2—-3y+2~1=0.

Esercizio III. 1. Conviene portare 1’ultima eq.ne al primo posto. Si
trova rg(A) = 3 per t # —2 ed in questo caso il sistema ha un’unica
soluzione ovvero rappresenta una sottovarietd di dimensione 0. Per ¢ = —2
rg{A) = 2 ed il sistema & ancora compatibile; la corrispondente sottovarietd
ha dimensione 1.

] Ty

2. X = , i ¥ =Y = XC = -2y + 3z9 2z — 6z, .
T3 T4 Y3 Y4 —z3+ 3z4 223 — 6z4
—1 3 0 0
2 -6 0 0} & la matrice della trasformazione ed il primo e terzo
0 0 -1 3 dei vettori colonna forniscono una base di Im(T).
0 0 2 —6

3. Retta r: eqmni z=—1,y= —1, parametri direttor (0, 0, 1);

retta s: equmni r=2,y=2—1, parametr direttori (1, 1, 1);

retta ¢: eq.ni = = —2,2=y—1, parametri direttori (0, 1, 1).

Dal loro confronto si vede che nessuna coppia & costituita da retta parallele.
D’altra parte le rette sono a due a due sghembe in quanto i sistemi che
rappresentano le intersezioni rNs, rN¢, sNt sono tutti incompatibili.

Esercizio IV. 1. Consideriamo 1’isomorfismo V — R* determinato
dalla scelta di una base vq,...,v4 di V e siano x;,x; € R? i corrispondenti
di uj,u;. Possiamo completare x;,x; ad una base scegliendo due fra i
vettori canonici; siano essi per esempio ez e e4.

Si ha R* = Span(x;,x:) ® Span(esz,eq) e quindi V = U @ W con
W = Span(vi,va).

2. Sono infinite, rappresentate tutte dall’equazione z = k(z—3y) al variare
del parametro reale k non nullo. Si tratta infatti, fissato k # 0, di
un’equazione lineare che determina un’applicazione lineare R2 — R il cui
nucleo ha equazione k(z —3y) = 0 ciod il sottospazio W. Viceversa se una
trasformazione lineare del tipo indicato, e quindi di equazione z = az + by,
deve avere per nucleo il sottospazio z — 3y = 0 l’equazione az + by = 0
deve essere equivalente alla precedente, ovvero a:b =1 :—3.
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3. Le rette r ed s sono parallele ed appartengono al piano § di equazione
z —y+ 2 =0; inoltre P € 3. Le rette cercate sono quelle del piano 8 che
passano per P, esclusa la retta per P e parallela ad r.

!Capitolo 6: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

1.E 1. vl = V14, v, = 7//6. 2. I vettori-sono a due a due
ortogonali ma uno di essi non ha modulo 1. '

‘3. (al,al) = 1/6 4+ 4/5+1/30 = 1, (a%,a®) = 1/6 + 25/30 = 1; cosi
procedendo si vede che i vettori colonna di A sono una base ortonormale.

! 2.E 1. (x,¥)=1,{y,y)=3, Px=(1/3)y.

2. Conviene scegliere in W una base ortogonale e a tal scopo basta
ortogonalizzare la base v,w. Si ottengono i vettori vi = v e wy di
componenti —1/2, 1, 1/2; poiché non interessa il modulo di tali vettori
possiamo moltiplicare w, per il fattore 2 e quindi assumere che abbia
componenti —1, 2, 1. Risulta che il vettore Pu ha componenti 1/2, —1/2, 0.

3. u; =wi, (u,u1) =2, (wz,u;) = 3; us ha componenti ~1/2,1, 1/2;
(ws,uy) = 5, (w3, uz) = 0; uz ha componenti 1/2,1/2,—~1/2. Inoltre occorre

ancora dividere ciascun vettore per il suo modulo: |ju;j] = /2, [luz|] =
Vv/3/2, llus]| = V3/2. |
4. E 1. O vettore r = i —2j —k & un vettore direttore per la

retta r di intersezione dei due piani. I due versori della retta sono
u = +(1/v6)(i—2j—~k) e perché sia acuto I’angolo con il vettore v occorre
che il coseno sia positivo, da cui la scelta del segno negativo.

2. Consideriamo i vettori u = BA = (1,-2,~3), v = BC = (-2,—-4,-2),
w = CA = (3,2,-1). I tre punti non sono allineati perch® i vettori u
e v sono indipendenti; risulta ||uff = ||w|| e quindi il triangolo & isoscele;
inoltre poiché (u,w) # 0 esso non & rettangolo.

3. 7 ha eq.ni cartesiane z = y = 2; il piano a per M ortogonale ad r ha
legqne z+y+2+1=0; M =anr=(-1/3,-1/3,-1/3).

4. 1l versore della retta r; ha componenti 1/v/6,—-2//6,~1//6, esso &
tato ottenuto scegliedo fra i due possibili quello con la prima componente
ositiva in quanto il verso delle t decrescenti corrisponde a quello delle =z

crescenti. In modo analogo si trova che il versore di 7, ha componenti

|1/\/6,-1/J§,—2/J6. Per il coseno si trova il valore 5/6.
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5. Risulta cos&a’ = +1/3. L’equazione del fascio di piani di asse r
(1+k)z — (1—k)y+(1-k)z+ 1—-k = 0 e la condizione di ortogonahta. co
Ié; 1mphca k=-—1.

6. L’eq.ne cartesiana di a & =z +3y-2:-5= O Il fascio di asse r h
eq.ne z + ky+ (k—2)z+1— 3k = 0 e l'ortogonalita con « implica k =

7. La retta richiesta si ottiene come intersezione del piano & passant
per‘ P ortogonale ad r e del piano 8 per P ed r. Per a e 3 si trovan
rispettivamente le equni -3z +y—-2=0,z+2y—-2-1=0.

8. Sono le rette del fascio di centro P; ed appartenenti al piano
passante per Py ed ortogonale ad r. a ha eq.ne 3z —y+2—4 = 0; la rett
s per Py e per lorigine, di equazioni z = y, 2y = z, non appartiene ad
e quindi il fascio di piani di asse s sega o« nel fascio di rette richiesto.
9. 'Determiniamo il piano o passante per O e parallelo ad r ed
I parametri direttori di r sono —-2,-3,1 e quelli di s sono 1,-1,0.
parametn di giacitura di o sono 1, 1, 5 ed il fascio ha eq.ne x+y+52+k =

10. «a ha eq.ne cartesiana z + 2y — 2+ 1 = 0; se non si vuole usare I
formula (4.13) basta scrivere le eq.ni parametrlche della perpendlcolare
ad o passante per P, r: z=1+t,y=3+2t,z2=2-¢; rNa=H =(0,1,2
e d‘(P,a) = d(P, H) = /6.
11. I vettori direttori di r ed s hanno rispettiva.mente componen’
1,- 1 ~2 e 3,1,—1. 1l vettore v ha componenti 3t —t—-1, t'+t+1, 2t—-t' 4
e le condlzmm di ortogonalith con i due vettori direttori trovati dann
luogo ad un sistema lineare di due eq.ni nelle incognite t e t' ch
ammette 1’unica soluzione = —=16/25, t'=1/25 cui corrispondono i pun
R = (-16/25,-9/25,32/25) ed § = (—22/25, 1/25,24/25). Si tratta ora «
scrivere equazioni per la retta passante per due punti.
12. Avendo gid svolto ’esercizio precedente si pud direttamente calcola:
d(R,S). Altrimenti si pud usare il procedimento suggerito nell’esercizio 1

13. 1l pla,no a per P e perpendicolare ad r ha eq.ne 4z+35y—22—-3 =
rNa=H = (68/45,—1/9,11/45), d(P, H) = v/521/3+/5.

14. Nel fascio di piani di asse la retta r e di eq.ne z4(k-2)y+kz+2k-1 =
il piano a parallelo alla retta s di parametri direttori 2, 1,3 corrisponc
a k=0 ed ha eqne z — 2y — 1 = 0. Fissato un.punto sulla retta s, p

esempio il punto Py = (1,—1,-1), si ha che d(r,s) = d(Po,a) = 2/\/—

5.E 1. La quarta non & una circonferenza in quanto i coefficienti

zZ e y? non sono uguali. Per le altre, dopo aver diviso per il coefficien
di z2, si trova che sono. tutte circonferenze tranne la terza.

2. (a)a a?+p=r2 (b)B==%r. (c)a=0. (d) a=xr, 6=0.
3. Non esistono perché la circonferenza ha centro in C = (2,1) e ragg
r = v/5 mentre per il punto P =(0,1) si ha d(P,C) < V5.
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. L’intersezione fra la retta y = z — 2 e la circonferenza & rappresentata
all’eq.ne 6z? — 182 + 21 — k = 0; perché la retta sia tangente occorre che
sia nullo il discriminante e cid implica k = 15/2.

-

. (a) A priori, per essere tangente all’asse y e con il raggio indicato, il
entro deve trovarsi sulla retta z = 3, oppure z = —3 e quindi C = (£3,k).
imponendo 1’ulteriore condizione d(C,Py) = 3 si vede che i centri sono
solo sulla retta z = 3 per k¥ = ++/5. (b) Basta imporre all’equazione
2 + y2 + az + by + ¢ = 0 di essere verificata dalle coordinate dei punti
ssegnati; si trova il sistema a+b+c¢+2=0, 2a+2b+¢c+8=0, 3a+c+9 =0
che ammette 1'unica soluzione a = —13/3, b = —5/3, ¢ = 4.

(a) Le rette sono parallele, il centro delle circonferenze & C = (h+1,h)
erché deve giacere sulla linea mediana z —y—1 = 0 mentre 2r = d(O,s) =
V2; si ottiene quindi (z —h —1)? 4 (y — h)? = 1/2. (b) 1 centro si trova
su una delle due bisettrici p' e ¢' delle rette p e ¢q. Esse si trovano

}nponendo che il punto P(z,y) abbia la stessa distanza da p e da q: '

[3z — 4y] _ Bz +4y+1j
5 5

}(limjnando i valori assoluti si ha 3z — 4y = +(3z + 4y + 1) ovvero le rette
£ :16z+1=0,¢":8y4+1=0. Se C €p' si ha C = (-1/6,h) ed il raggio
é¢ r = d(C,p) e si ottiene una famiglia di circonferenze dipendenti da un
farametro. Si proceda analogamente per la retta q.

d(P,p) =

— d(P, q).

. E Dellisse di semiassi a = 1/2, b = 1/3 e l’ascissa dei fuochi &
c = +/5/6. .

Per Iiperbole si trova a = b = 2v/3, ¢ = 2/6. Per ’ellisse si trova lo
lesso valore del parametro c.

'5.E 1. (a) No. (b) C=(3/2,-1,1/2), r =,/3/2. (c) No.

Il centro ed il raggio della sfera sono C = (3,2,0) ed » = 1. I piano
ay variabile nel fascio ha equazione z + y+ 2 4+ k = 0; imponendo che
d(C,ar) =r =1 si ottiene k = —5 + /3.

Il piano variabile nel fascio di asse r ha eq.ne z+(k-2)y+kz+k—-5=0;
centro e raggio della sfera sono C = (-1, 1,2), r = /6. Imponendo che
d(C,0r) = /6 si ottiene 1’equazione (4k — 8)% = 6(5 + 2k? + 4k) le cui

fluzioni, se sono reali, determinano i piani richiesti.

«. Perché sia tangente al piano z = 0 e raggio 3 il centro C deve avere
coordinate del tipo a = +3, 8, v; inoltre deve risultare d(C,A) = 3 =
', B). Sviluppando queste condizioni per a = 3 si ottiene f=—-1,v=2
Lpure B=2,v=—1. Per a = -3 si perviene ad un’equazione con radici
complesse.

"] (a)Per la sfera si ha C = (1,1,-1), R = 2; inoltre d(C,a) =
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1/v/3 < R, il raggio della circonferenza & r = v11/3 . ed il centro & C' =
(4/3, 2/3,—2/3). La proiezione ha eq.ni z = 0,2y%+22% —2yz—4y+42—-1 = 0.
6. Sottraendo le due equazioni si trova il sistema, equivalente a quello
assegnato, di eqmni z? + y? + 22 -1=0,z —y =0, il quale rappresenta
’intersezione di una sfera S con un piano «. Poiché il centro (lorigine)
di § appartiene ad o la circonferenza & massima ed ha lo stesdo centro
e raggio di S. La retta tangente giace sul piano a della circonferenza e
sul piano B tangente in P alla sfera, cio¢ il piano ortogonale alla retta
passante per i punti O e P. Si trovano le eqni z=1,z=y.

7. 11 piano a della circonferenza passa per C e per s ed ha equazione
t —y—z = 0. Una delle sfere che passano per la circonferenza & quella
con lo stesso centro e raggio, cioé r = d(C,s) = v2/2.

8. Si imponga all’eq.ne z?+3y?+2?+az+by+cz+d = 0 di essere verificata
dalle coordinate dei tre punti; si ottiene il sistema lineare a+c+d+2 =0,
—a+2b+c+d+6=0, 2b—c+d+5 =0 che ammette soluzioni dipendenti
da un parametro.

9. B'asta intersecare una qualunque delle sfere ottenute nell’esercizio 8
con il piano dei tre punti, di equazione 2z + 2y +2z-3=0.

7. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio I. 1. I vettori v =(1,1,2), vo2 =(1,-1,0), va = (-1,-1, 1)

sono vettori direttori per le tre rette e sono mutuamente ortogonali in

quanto {v;,v;) =0 per i # j. Per ottenere vettori orientati come richiestc

occorre cambiare di segno sia vy che v3; dividendo poi ciascuno per il suc
modulo si ottengono le formule:

NS TP SO I NS U SN O

AL O

= it —=i j = —=i' + —=j’ + —=K'

s 2 ﬁj . N ﬁ" V3
1 1 1 Lo 2o 1.,

k! = 1+ ] — k
R RV RV V& V3
_(nell’inversione si & tenuto conto che la matrice delle prime formule ¢
ortogonale e quindi l'inversa coincide con la trasposta).
Poiché T(i') =1/, T(J’') =)', T(k') = k’ abbiamo la matrice A relativ
alla base i, j’, k/. Indicata con C & la matrice ortogonale che contiene pe

colonne le coordinate della base i,j, k rispetto alla base i’,j', k' per |
matrice di T relativa alla base i,j,k si ha B=C"1AC =CTAC:

1 00 | 1/v6 1/v6  2/V6
A=10 01, C=|-1/vV2 1/V2 0 |.
0 3 |

1
0 1/v3 1/v3 -1/V3
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2. [Si pud preventivamente trovare le rette incidenti a tre delle date
[e ccessivamente determinare quelle che risultino incidenti alla quarta.
- Scegliamo come rette la r, la s e I’asse z e determiniamo le rette che
' passano per il punto P = (0,0,a) dell’asse 2 e che sono complanari con r
ed |; esse sono intersezione del piano a, per P ed r e del piano 8, per
P _'per s:

Con i (a—-1)y+4 2z —a =0, Ba: 3(a+1)x +2(a+1)y + 32z — 3a = 0.

T - ___‘_"_; . — _ o~ L] . LR | = . . .

| L.a 1etla pg = QaliPq, al variare del parametro a, si mantiene incidente
'all asse z e complanare con 7 ed s. Perché essa sia incidente alla retta q
' occorre che coincidano i punti

aNq = (1,a/(a—1), 0), Bangq= (1,-—3/2(a+1), 0).

¢ quindi deve essere 2a? + 5a — 3 = 0 le cui soluzioni sono a = —3 e
la = [1/2. Occorre ancora verificare che per tali valori di a le rette non
'sia ) parallele né ad r né ad s.

‘3. a) Facendo uso dell’E.G. si trova che una base per L; & costituita
!da. ¥3, V2, una base per L, & costituita da wi,wa. L1 + Ly =
' Sp (va, v2, wy,w3) e si trova che i quattro vettori sono indipendenti
quindi R* = Ly + Ly; inoltre, per la formula di Grassmann LiNL; = {o}.
'b) Basta scrivere il vettore z = avs + bv, + ewy +dwy = (avz + bvy) +
(cv (+dw2) =21 +23 dove avaz+bvy, =2, € Ly e cwi+dwy = 23 € Ly. Per
det 'minare i pesi della combinazione lineare occorre risolvere il sistema.
'che ha, come matrice dei coefficienti la matrice dei vettori della base di
'Ly 'Ly e per termine noto il vettore z. Eseguendo i calcoli si trova che
1 4 componenti 1,1,1,0 e z; ha componenti 0, 0, 2, —~1.

Esercizio II. 1. La trasformazione ha eq.ni z/ = 2z — y,

=42 =2z
>d  |quindi lineare e la matrice, nella base assegnata per Vo, é&:

0 -1 1
A=[0 1 0
0 0 1

| n R’ si ha ker(A) = Span(ei), Im(A) = Span(a®,a®), a? a®
vettori colonna indipendenti di A. Ne segue che ker(f) = Span(i) e
Tm/ ) = Span(v,w) con v = —i+j, w = i+ k. Per provare (c) sia
Po - {Zo,Y0,20) un punto variabile dello spazio £2. La retta passante per.
Po e parallela all’asse z ha equazioni y = Yo, 2 = zp ed interseca « in
'Pl'= (20 — yo,Y0,20), da cui la tesi.

. % (a) fosse vera dovrebbe essere det(A + B) = det(A) + det(B) ma
que..b & falso; basta considerare l’esempio A = B = I ¢ M;(R) per il
tuale si ottiene det( + I) = 4 # det(I) + det(I) = 2. (b) & vera in quanto
‘ap}'rmo che VA € M(R) si ha det(A) = det(AT) ed il determinante &
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una funiione lineare dei vettori riga di AT (che sono i vettori colonna di
A). (c) & falsa, basta considerare lo stesso controesempio dato in (a).

3. La relazione X4 = (s+1)X che caratterizza le matrici di W . pud
essere riscritta XA = X(s+1)! in quanto le matrici scalari commutano,
cioé X(A (3—}-1)[) = 0, con A-— (.s-!—l)I—I z 1?_
z, gli elementi della prima riga di X e con z3,z4 quelli della seconda
W corrisponde al sistema lineare omogeneo —sz; + sz =0, (1—s)z2 = 0,
~sz3 + sz4 =0, (1—s8)xry = 0, quindi W & un sottospazio per ogni s, La
matrice D dei coefficienti ha rango 4 per s # 0,1 ed in questi casi W &
il sottospazio nullo. Per s = 0,1 si ha rg(D) = 2 e la presenza di due
variabili libere implica dim(W) = 2.

. Indicati con z,

Esercizio III. 1. La retta r ha eqni 2z +y-2=0,2z+ 2z -4 = 0.
Il fascio di piani di asse » ha eqne 20 +y -2+ k(r+2—-4) =0 ed il
suo piano ag, per formare con § un angolo pari a 7/3, deve verificare la
condizione

2+k+1 _ 4l
VE+EE+1+k2-v/2 T2

cioe 4(3 + kY = 2[(2 + k)? + 1 + k2], un’equazione di secondo grado che,
sviluppata, si abbassa di grado fornendo la sola soluzione k = —13/8 (non
una radice doppia). Osserviamo perd che nella rappresentazione del fascio

abbiamo escluso il piano « di eq.ne z + z—4 =0 e per il quale risulta
cosfa = +1/2.

cosfa, =

2. (a) I vettori uj,us,u; sono una base di R®; per ogni vettore u € R?
si ha u = zyu; + Toug + z3u; in modo unico e la linearita implica
che T & univocamente determinata comunque siano assegnati i vettori
T(u;), T(ug), T(uz). (b) Il vettore wy; = vy —v; ha componenti 0,-2, 0, 0,
w; = vg + v4 ha componenti 1,1,1,4, w3 = vy — v4 ha componenti
-3, 1,—1, 0. Poiché la matrice B che li contiene per colonne, ha rango 3
essi sono una base per Im(T) che ha quindi dimensione 3. La matrice
B & la matrice di T rispetto alla base u;,uz,uz di R? e rispetto alla
base canonica di R*; ne segue che l’applicazione & iniettiva. Osserviamo
infine che nessuna applicazione lineare R® — R* pud essere suriettiva. Per
determinare una base di Jm(T)NW usiamo, per esempio, il procedimento
indicato in 6.10 del capitolo 2. Si deve prendere in esame la matrice

0 1 3 -1 2

-2 1.1 1 0
@=|y 1 -1 0 1
0 4 0 0 O

che contiene nelle ultime due colonne vettori di una base di W. 1l
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tore x di componenti 0,0, 1,—1,1 genera ker(@) e nell’isomorfismo
¢ 'ker(Q) — Im(T)NW corrisponde al vettore Ow; + 0wz + 1wz = wj.

La sfera ¥ ha eqne z2 + (y~1)>+(2—-1)2 =9; P ¢ ¥ inoltre se
€ ¥ e la retta t per P e () ¢& ad ‘
L tangente, la retta g passante per C
() & ortogonale a t. Poiche d(C,Q) = 3,
(P.C) = 5 ne segue che d(P,Q) = 4 e
G [ndi il punto @ appartiene alla sfera X’ .

d. 'centro P e raggio 4. Pertanto il punto T
(7 appartiene alla circonferenza intersezione U
¢ le sfere ¥ e X'. Dopo aver scritto 1’eq.ne '

FE’ si pud procedere come nell’esercizio 6 di 6.E.

( ipitolo 7: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

|1 EI 1. Indichiamo con U la retta (sottospazio) di Vo ortogonale al
I ino W. Si ha quindi Vo = U@ W; i vettori non nulli di U si proiettano
ne vettore nullo quindi verificano Pv = o = Ov e sono autovettori di peso
A = 0; i vettori non nulli di W verificano invece Pv = v e quindi sono
2 tovettori di peso A = 1. Abbiamo quindi gli autospazi e le corrispondenti
¢ t\ensioni. Una base di autovettori si ottiene prendendo un vettore non
nullo in U ed una coppia di vettori indipendenti in W; ovviamente tale
s~nlta non € unica.

r

y ) Osserviamo che Voperatore S : Vo — Vo di simmetria rispetto al
pltano W & legato all’operatore P di proiezione sullo stesso sottospazio -
dalla relazione § = 2P — I in quanto risulta Sv + v = 2Pv e quindi
. L: 2Pv — v = (2P — I)v per ogni v € Vo. Da cio segue la linearita.
I licato con U la retta ortogonale a W si ha che ciascun vettore non
nullo di questo sottospazio si muta con S nell’opposto e quindi U & un
: 'to-spazio di autovalore A = —1; W & un autospazio di autovalore A = 1.

2.E 1. Gli autovalori sono gli elementi della diagonale, come si vede
d“k calcolo diretto del polinomio caratteristico.

2 | Basta calcolare det(A — AI) facendo uso dello sviluppo di Laplace.

3. Sappiamo che Ax = JAx; risulta A%x = A(Ax) = AAx = Mx = A?x e
anjndi x & un autovettore per A% di peso M. Iterando il procedimento si
{ jva che lo stesso vettore x-& un autovettore per l’operatore A¥ con peso

£1 .

4. Per definizione di autospazio si ha Vo = {x € R"|Ax = 0x = o} = |

1 ).
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5. rg(A) = 1 quindi dim(ker(A)) =2 e ker(4) # {o}; i vettori non
nulli di questo sottospazio sono autovettori di peso A = 0.

3.E] 1. Risolvendo il polinomio caratteristico si trovano gli autovalori
X = 0, 2, 3. Risolviamo i sistemi (A - AM)x = o per i valori di A indicati,
e scegliamo una soluzione per ciascuno di essi (la scelta e arbitrarial), per
esempio (-1,2,1),(1,0,1), (-1,-1,1); la matrice C che li contiene per colonne
& non singolare ed & una matrice diagonalizzante. La forma diagonale &
determinata dall’ordine con cui si scrivono gli autovettori nella matrice C.

2. Sviluppando il polinomio caratteristico si trovano gli autovalori
reali M = 0,—v6, /6 cui corrispondono ordinatamente gli autovettori
(—%(2+i), 0, 1); (2+i,-—x/§, 1) (247, V6, 1). T vettori proposti sono
indipendenti e quindi la matrice assegnata si diagonalizza su C.

3. La matrice ha gli autovalori A = % quindi non si diagonalizza su R;
si trovano quindi 1’autovettore di componenti —&, 1 per A=t e quello di
componenti i, 1 per A =¢. La matrice & diagonalizzabile su C.

4.E 1. Gli autovalori sono A =1, con molteplicith v =2, e A=T.
La matrice si diagonalizza perche dim(V2) = 2; una scelta per la matrice
diagonalizzante & data da:

1 2 -1 | ot
C =10 1 2 cui corrisponde A= 1
1 0 1 7

2. La matrice della trasformazione (nella base canonica) ¢

1 1 0
A, =10 1 0] e gl autovalori sono A=1, con molteplicita 2, e A = k.
0 0 k |

Inoltre dim(Vy) =1 se k # 13 dim(Vij)=2se k=1ce quindi vi & un solo
autovalore di molteplicitdh 3. Pertanto l'operatore non si diagonalizza per
nessun valore di k.

3. Gli autovalori sono A = 0,3, il primo con molteplicitda 2. Una base
per Vo & data v=(-1,0,1) e w = (-1, 1, 0). Poiche dim(Vo) =2 e gli
autovalori sono reali A si diagonalizza su R. Un autovettore per ’autospazio
Va & per esempio il vettore u = (1,1, 1). Una matrice diagonalizzante si
ottiene mettendo i vettori v,w,u per colonne. Un'altra si puo ottenere
alterando u per un fattore non nullo, efo sostituendo uno o entrambi gli

autovettori v e w di Vp con una loro combinazione lineare che mantenga
I'indipendenza.

5E| 1. pa(\)=22-Tr(A)A+det(A)=A-22-1=0= A =112
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pa(A) = det(A — AI) = =23 +6A2 + 51— 16 = 0 non @& risolubile
ementarmente senza far uso delle formule risolutive. Si ha Tr(A) = 6 =
AL+ A+ /\3, det(A) = =16 = Ay - Ag - A3.
N Tr(A) = Tr(B) = 0, det(A) = 13, det(B) = 118; pertanto le due
atrici non sono coniugate.

[ E] 1. In questo caso gli autospazi V), relativi ad A sono tutti
idimensionali. Poiché B : V), — V), ogni vettore di questo sottospazio
-~ 'un autovettore per B.

ne r—2=0, V3 di eqni z =0,y =0 e gli autospazi per B : V] di
ni z=y==z, V§ di eqne = =0. Risulta che V2N VJ & la retta di eq.ni
=0,2z=0, inoltre V3 C Vi, V{ C V2. Una base comune & costituita dai
ttori ez, ez, u = (1,1,1). Abbiamo usato un procedimento alternativo a

lello spiegato nel testo.

‘2] Le due matrici commutano. Consideriamo gli autospazi per A: V5 di

3. Avendo assunto gli autovalori distinti segue dall’esercizio 1. La
pposizione & vera perd in generale!

7. Esercizi di ricapitolazione

EERCIZIO L 1. (v,a1) =9, (v,a;) = -1, (a;,a;) = 9, (az,a2) =2, v/ =
\ ‘1, 5/2, 3/2). -
2. La matrice della trasformazione &:
0 0 0
A=|[1 3 =2 autovalori A=—1, 0, quest’ultimo con molteplicita 2.
2 6 4

) ‘ matrice A & diagonalizzabile in quanto dim(Vp) = 2. Una matrice

0 2 -3 -1
¢ jgonalizzante ¢ C =1 0 1lle A= 0
2 1 0 0

Sia x tale che Ax = Ax e k un qualunque numero reale; risulta
—kl)x = Ax —kx = Ax —kx = (A — k)x. Quindi A — kI ha x come

3.
(
a jovettore di peso A — k.

Fegprcizio II. 1. Si trovano gli autovalori —t, t—2, 3: ve ne sono due
n Fa.tivi ed uno positivo se 0 < t < 2.

2. La matrice "della trasformazione & invertibile e la matrice A-1!
rampresenta P'applicazione inversa:
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4/3 44/3 1/2 35/3

0 -1 0 -1

1/3 - 2/3 0 2/3
-1/3 -8/3 0 -5/3
3. La trasformazione & invertibile e quindi rappresenta un cambiamento
di coordinate. Indicata con A la matrice della trasformazione assegnata,
]la matrice che esprime il cambiamento di base richiesto é: '

| -1/4 =172 -1/4
(A-)T = | 5/2 2 1/2
~11/4 -3/2 1/4

At =

Esgrcizio III. 1. Per trovare la matrice 4 nella.:base 1,z,2%,2° basta
calcolare D(1) = 0, D(z) = 1, D(2?) = 2z, D(z°) = 3x2?. Risulta:

01 0 0

0 0 2 0{ . _. Sy
A= 00 0 3 e ’unico autovalore & A = 0.

0 0 0 O

Poiche dim(Vp) = dim(ker(A)) < 4 in quanto la matrice & non nulla,
certamente la trasformazione non & diagonalizzabile.

2.  Una base di W & costituita da A e AT. Per U & immediato verificare
che esso & chiuso rispetto alle operazioni; d’altra parte esso & rappresentato
dalle eq.ni z3 = 0, z4 — 222 = 0, dove 2z, z2 sono le coordinate del primo
vettore riga di una matrice X € M,(R), z3,z4 quelle del secondo. W
pud essere rappresentato in eq.ni parametriche ed eliminando i parametri
si trovano le eq.ni cartesiane z; = 0, x4 — 2z — 223 = 0. II sistema
complessivo delle eq.ni di U e di W rappresenta la loro intersezione che
risulta avere dimensione 1. U NW & generato dalla matrice A.

3. 1l prodotto B~1AB & la matrice diagonale che ha ordinatamente i
numeri —1, 1, 2 sulla diagonale; da cio si deduce (senza ulteriori calcoli)
che A & diagonalizzabile, gli autovalori sono quelli indicati ed una base di
autovettori & costituita dai vettori colonna bl,b%, b di B che generano
rispettivamente gli autospazi V_;, Vi, V2. Per la matrice C si trovano gli
autovalori p =1 e p = 2 con molteplicita 2; gli autospazi corrispondenti
sono Vi = Span(bl), V§ = Span(b®,u) dove u ha componenti 3,1,0.
Quindi Vo, =V, V2 C V5.

Esgrcizio IV. 1. Facendo I'E.G. si trova che per 2—3k+ k% #0, ciod
per k # 1,—2 il sistema & incompatibile. Sostituendo i due valori indicati
e rieffettuando I'E.G. si trova che il sistema & incompatibile per k¥ =1
mentre ammette l'unica soluzione (1/3, 0, —1/3) per k= —=2.

2. Gli autovalori sono reali e distinti: 0, 1,3 quindi l'operatore i
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¢ rgonalizza sui reali. Si trovano inoltre gli autospazi:

1 -1 1
Vo = Span(|1{), Vi = Span(| 0)), Va = Span(| -2 ).

1 . 1 1

I generatori sono a due a due ortogonali e per ottenere una matrice
" 1gonalizzante ortogonale basta dividere ciascuno di essi per il suo modulo.
!

| La linearita di 7" deriva dalla linearita sia del prodotto scalare che del
prodotto vettoriale rispetto alla prima variabile. Per determinare ket(T') ed
Jm(T) si pud determinare la matrice di T in una base conveniente. Poiché
IWE un versore assegnato, scegliamo un versore v 1 u e sia w = uAv. La

L_se u,v,w e ortonormale ed equiversa alla base i,j,k e w L u. Si ha:

- T{(u)=uAu-4(u,ulu = —4u 4 0 0

. T(v)=vAu—4(v,ulu=—w 0 0 1

l G r

" T(w)y=uAw—4(w,udu = —-4v 0 -1 0
ro(A) = 3 = ker(T) {o}, Im(T) = Vp. Un autovettore della
1 isformazione & gia noto, T'(u) = —4u, e quindi & noto ’autovalore —4. 1l
pJinomio caratteristico & pa(A) = —(4+)'\)()\2 + 1) e non ammette ulteriori

radici reali. Si conclude che in Vo vi & un autospazio unidimensionale e

« & Doperatore non e diagonalizzabile.
|

( L\pitolo 8: SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

TE| 3. A e C sono ortogonali in quanto i vettori colonna hanno
t—ulo 1 e sono mutuamente ortogonali. B non e ortogonale in quanto,

per esempio, ||bl|| = V2.

4.| Se A & ortogonale rxsulta, AT = A7! e quindi (A7) = (A"l)‘

(ATYT. Essendo AT ortogonale i suoi vettori colonna, cioe i vettori
J2 di A, sono una base ortonormale.

Se A e B sono ortogonali risulta AT = A-! e BT = B~! quindi
YB = BTAT = B~'4~! = (AB)™.
£ ' Se A e ortogona.le risulta AT = A7, (a) (A™NH)Y = (AT = A
(A™1)' e quindi A~! & ortogonale. (b) 1 = det(AAT) = (det(A))® =
1 p det(A) = £1. | ‘ |
& ) Risulta (u;,u;) = §;;. Sia C la matrice che contiene per righe le
coordinate di wuj,us,u3z. La matricc CT esprime la base canonica in
{ 'Izione di u;,us,uz, inoltre x’ =Cx e x = CTx’.

-"“Ul""\
L ]
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2.E 2. 1 vettori sono indipendenti ed ortogonali; per ottenere una
base ortonormale basta dividerli ciascuno per il proprio modulo. Indicata
con A la matrice che 1i contierie per colonne si ha:

1/vV/2 1/\/6 0 2/3 0 1/3 1/3 -2/3
10 O 1 0 0 2
A4=1 ¢ 2/{ 0 » P= 1/3 0 2/3 -1/3}° Pv =i -1/3|
1/vV2 ~1/v/6 0 1/3 0 -1/3 2/3 -1/3
3. P=A(ATA)1AT,
2 -1 2/3 —1/3 1/3
A — _l 3 (A A)—‘ = l -—-—1 2/3| » P = ;'1,,3 2/3 1/3 5
1 2 1/3  1/3 2/3 |
3.E 1. Il vettore w; si puo sost_itu.iré con il vettore, ancora indicat«
nello stesso modo, di componenti —1, 0, 2, 1 (perche?); inoltre w; L wy
Ortogonalizzando si ottengono i vettori uy = wi, uz = w3, uz =

w3 —(1/3)u; +(1/3)uz = (1, 4/3, 1/3, 1/3). Si deve ancora dividere ciascur
vettore per il suo modulo. .

2. In generale no. Nell’esercizio 1 si possono scambiare i primi due vettori
in quanto sono ortogonali.

3. I tre vettori sono dipendenti ed i prlrm due sono indipendenti
Ortonormalizzando questa base si ottiene

a1 = (—1/v/3, 1/V/3, 0, —1//3), a; = (-1/V3, 0, 1/\/‘ 1/V3).

4. Si ricordi che in R* nell’equazione =, —z3 +x3;-— 0 la z4 & una variabil
libera. Una base di W & data da:

lVl = (0, 0) O, 1)1 vz = (-_1! 03 11 0)’ va = (1’ 1’ 0’ 8)
' Ortonormalizzando si ottiene: :
. 2/3 1/3 -1/3

a1 = (0, 0, 0, 1),
m= (VB0 VD, P13 15 o)

ag = (1/\/6$ 2/'\/63 1/\/6) 0) 0 0 0

I due vettori proiezione sono ortogonali.

-0 QO W

5. I volume dell’ ipercubo di R™ di lato unitario, costruito cioé sui vetto
canonici, vale 1. N

4. E 1. u; L wy, uy L wa, uz L wy,u; 1 wy quindi U_L-W
quattro vettori sono dipendenti quindi U # W"- in quanto se U = W+
ha anche R4 = U ¢ W. :
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2. Tenuto conto che W = ker(A) risulta W+ = Im(AT) e quindi esso &
generato da (3, 2,-1,1,0) e (—-2,1,-1/3,0, 1).

3. Imponendo al vettore x € R le condizioni {x,vy) =0, (x,v;) = 0 si
trovano per W le eq.ni r1+z2+z3+x4 =0, 221+ 29— 23+ 324 = 0. Tramite
PE.G. si trova per esempio la base wi = (-2, 1, 0, 1) w; =(2,-3,1,0),
che deve ancora essere ortonormalizzata.

5.E 2. Basta provare che A7 = AH
aio| VAB (-
(V3/3)(1 + ) —/3/3
4. (u|u) = 4, (vlu) = 2(i — 1). Procedendo con l'ortogonalizzazione si

trovano i vettori:

€ =u, cz = (07 %(2“1): %(1_2))a Ca = (%Z, “%(1-‘_7’)7 —%(1+!’)),
ed occorre dividere per i moduli. g

i 7. Esercizi di ricapitolazione

Esercizio I. 1. (a) Si, in quanto & lineare separatamente nelle variabili
z1,T2,23 e nelle variabili y1, 2, y3. (b) (y,x) = —yiz1 + 2y122 +
20221 — 43222 = @(x,¥). (c) No, perchd ¢(x,x) = —2? + 42125 — 4z} =
' —(z1 — 223) < 0. (d) 1 vettore y = (2,1) & non nullo e risulta
p(x,¥y) = =2z, + 221 + 423 — 429 = 0.

]2. Una base di W & data da wy; =(-3,1,0,1) wy = (4,~1, 1, 0).

) ' 26 -7 5 =2
1 -7 3 2 5 - 1
.] P = 55| 5 2 11 13|’ vettore proiezione 2—9(7, -3,-2,-5).

{ -2 5 13 18
3. 5o = 2P —1I. Calcolata la matrice P si ha Sox = (-1,0, 1, 1).

‘Esgrcizio 1I. 1. Im(Pw) = W, ker(Pw) = W+, dim(Im(Pw)) =
'dim(W), dim(ker(Pw)) = n — dim(W).

2. ker(A) C R*. Un generatore per ker(A) & dato dal vettore (-1,6,0,7).
Z:L’equa,zi(me & —271 4+ 6x9 + 7z4 = 0.

‘3. Per ogni t la matrice A della trasformazione nella base canonica &
data da:

| 1t 1
O A=] 0 1 t41],  def(A)=t(1? —3) £0 per &£ 0,43
t-1 1 0

\Per 1 # 0,£v/3, Im(A)* = {o}. Per i tre valori esclusi si trova rg(A) = 2.
Im(A)t = {x € R® | (x,al) = 0, (x,a%)} = 0 dove a! e a? sono due
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fvettori colonna di A indipendenti. Per eSempio per t = 0 si ottiene
r—2z2=0,y+2z2=0. -

Esercizio III. 1. det(A) # 0 ma A non & unitaria. Conviene ordma,u
i vettori colonna di A come segue: aZ,ad,al in quanto a? ed &
sono ortogonali. Usando Gram-Schmidt si trova la base jortogonal
a?,a%,u = (1,0, i—2) ed occorre dividere per i moduli. !

2. I vettori u,v sono una base per W. Ortonormalizzando questa. coppi:

si ottiene la base ortonormale: a; = 2(1 1,1,1), ap = 3(1, 1, ~1) el
matrice del proiettore nella base canonica é:
| 1100
111 1 ¢ O
P=3510 0 1 1|
0 0 1 1
3. La matrice A ammette 'autovalore A = —1 e \ = 1 di molteplicit

algebrica 2. L’autospazio V_; ha per base il vettore wy; = (—1,1,0); V
ha per base wy; = (0,0,1), ws = (1, 1, 0). Osserviamo che w; L wy
wi 1 w3 quindi V_; e V; sono ortogonali. Basta quindi ortonormalizzar
w3y, wa; poiché nell’ortonormalizzazione (eseguire i calcoli) si produce un
coppia aj,as tale che Span(ai,az) = Span(wz, w3) = V7 essi sono ancor
autovettori di peso 1. :

——y __.....-_-..\

(‘ si, ma per
Sono arrivato \ ricominciare !
! alla 1

N\, FINE | | l /

——— it — —

Fine
lo dico io!

Ci v.ediamg
agli esami !
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